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STABILITY ANALYSIS TECHNIQUES OF THE AUTOMATIC '
CONTROL SYSTEMS

(Abstract)

viewpoint of the automatic control engineer, the most importat sta-
bility. results’ concerning the mono- and multivariable ,automatic
control systems. It is a tentative.to open a bridge betw@!h theory
and practice by the fact that-the major conception reaso n&&is to blend.
the apparent paradox that ,nothing is as practical as@ good theory,,
(Helmholtz) with the didactic precept that ,,exam;&)@ are more useful
than rules” (Newton).

Most of the results of the book are devoted t&\&/he stability analysis.
According to the practical viewpoint that thig"cannot be purpose by
itself, we also approache certain design tec&w‘aques as a natural conti- -
nuation of the analysis. < :

In view of the major outlook, mo&@ of the theoretic results are ,’
accompanied by. proofs and all the @xamples (about 90) are solved. .
The book is almost self-contained gﬁ’ the only prerequisite is an ele- -
mentary course of mathematics. ’&(55 engineers. In this respect, chapter I
summarises the principal aspets of the mathematical modelling and,
on this basis we introduce £ internal and external stability concepts.
The subsequent chapter%p re concerned with the stability analysis
techniques for linear (IHy’nonlinear (IT1) and multivariable (IV) auto-
matic control syste sQF or an easier handling of the book, a general
scheme. of all the @ihty types and the analysis techniques.is available

‘The aim of this book is to present, in a coherent way and frg?_the

(Annex F ?h k is addressed to the engineers, designes, scientists,
and stu o ‘usually operate with automatic control concepts.
' . A

CONTENTS

(?\&;issentzais of the stalnhty concept: 1. Mathematical description of
the dynamical systems; 2. Input — state — output description;
3. Input — output description; 4. Internal stability; 5. Internal sta--
bility of the linear dynamlcal systems; 6. External stability.

I1. Stability analysis techmques of the linear automatic control systems:
1. Polynomial domain techniques; 2. Matriceal techniques; 3, Frequency -
domain techniques. : :
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- IIL Stabzlzty analyszs techmques of the nonlinear cmtomatw control -
systems: 1. Describing function techniques; 2. State.plane method;
8. Liapunov direct method (including absolute stability).

"IV, Stability analysis technigues of the multivariable automatzc
- control systems: 1. Linear multivariable automatic control systems;
2. Stabilization problem; 3. Nonlinear multivariable automatic control
systems (hyperstability). -

Annexes: A. Laplace transform; B. Z — transform C. Vectorial

- . and normed spaces; D. Quadratlc and Hermltlan forms Sylvester

«criterion; E. A Schur's formula; F. A general scheme of the stability
'types and of the analysxs techmques
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Conceptul de stabilitate are, neindoielnic, o origine intuitiv-experi-
mentald. Formalizarea $i caracterizarea luj analiticd comstituie o -
pare veche a gindirii stiintifice. Dacd primele aplicapii din acest 1
aw avut ca obiect studiul stabilitdfii sistemului solar, o datd cu'dé@ivmirea
magsinismului §i cu aparifia primelor sisteme automate ind. ale, stabi-
litatea devine o problemi tehnicd de prim ordin. Abor et pe baze

exclusiv experimentale nu a dus la rezultate concludente, ‘astfel cd utili- .

zarea modelelor matematice pentru rezolvarea unor Fyobleme de proiec- =

tare a fost singura cale de urmat. Dacd avem in vedere numai doud pro-
bleme tehnice rezolvate, si anume: stabilitatea hidvoturbinelor si’ stabili-

tatea masinii. cu abur previzutd cu reglare awfomatd a turafiei, tragem

v oA

concluzia cd in epocd elé erau de importantd vithld si cid mas mult ca oricind

\ gindirea fizico-matematici a inceput sd ¢ dwmine_ aspecte majore §i tot-
odatd subtile ale progresului tehnic in general. ' Ll

,
Prezenta carte are ca scop. cuprigw%lerea intr-un cadru unitar gi din
‘punctul de vedere al inginerului a fomatist a celor mai importante rezul-

tate de stabilitate utilizate in dowyeniul sistemelor automate. Ea este o tén-

tativd de deschidere a unet 7i intre teorie si practicd, prin aceea cd
tncearcd o-imbinare a apar Sebulai paradox cd ,nimic nu este mar practic
ca o teorie bund” (H elmh}y%z ) cu preceptul, docimologic, conform ciruia
wexemplele sint mai uitle ca vegulile” (Newton).

O scurtd .@ﬁéir&'&hmﬁm cuprinsului ‘cirfiic pune in evidenfd. faptul
cr,

cd ea este c@@ in primul rind analizei stabilitatii sistemelor automate.
Avind in vedeye ¢d aceasta, din punct de vedere practic, nu constituse usn
scop M@ﬁ&%_e Agga ]
- (in Sensul\proiectirii efective ), ca o continuare fireascd a analizei. Prin
fact éz\ confinut, cartea se adreseazd indeosebi inginerilor automatists
(din ;&Oducﬁe, cercetare-protectare st invdfdmint ), precum i altor cate-
gorii de specialisti care opereazd in mod curent cu concepte propriv aufo-
maticii s1 ciberneticii. ‘ -
Conform_scopului cdrtii, majoritatea rezultatelor teoretice sint demon-
Strate si toate exemplele sint rezolvate. Pentru a nu intrerupe cursivilatea,
trimiterile bibliografice in text se fac numai dacd este strict necesar. Ca i

7

u abordat, in limita spapiului, si unele probleme de sintezd .

RS
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tn alte domenis ale ;ﬁintei, literatura din doimeniul stabilititii sisteme_l()r '
automate este extrem de bogatd. In virtutea ideii directoare a acestei cirfi,

" bibliografia de la sfirsitul volumului cuprinde numai o parte din cele mai

. ataré analize pe baza- ansamblului de concepte st 7ezultatq§
‘zemia carte §i pe care cititorii nu vor intirzia, sperdm, s¢ o utilizeze cu succes

importante lucrdri publicate de-a lungul timpului in domeniul stabilitifii.
sistemelor automate. Foarte mulie vezultate interesante, de amdnunt si de
nuaniare, nu si-au putut gdsi locul meritat intre limitele coperfilor acestus
volum. Oricwm, indrdznim sd credem cd prezenta carte corespunde unes

- mecesitagi veale, dar desigur ultimul cuvint in aceastd privintd il vor avea

cititorit.’ . .
Considerdm ca pe o pldcutd indatorive sd ne exprimdm pe aceastd cale

sentimentele de gratitudine fapd de dr. ing. Neculai Andrei, care cu prilejul

analizes manuscrisulus a formulat o serie de sugestii de ords eral

" vizind obfinerea in final a unus produs editorial de bund calitate. Una
-dintre acestea a avut ca rezultat schema de analizd a stabilitatisistemelor -

automate: (anexa - F ), din care transpare un sistem ‘expg}&\ ledical unei
istente in pre-

aits: pe. parcursul studiulwi, cit si in, activitatea estonald.

v’@ T AUTORUL
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Capitolul I- -

Fu’ndarﬁcn’lek

| conceptului
- de stabllltate

. & v . o ) . . \
1. Descrierea matematici a sistemelor dmamlcé»é‘

1.1. ‘Sistem §i mediu inconjuritor

n sens fizic larg, prin sistem se

acestei afirmatii se considerd. un si

indici faptul cd sistemul evolueaz%f\fin

constructiva este reprezentatd
- cesului tehnologic 1mphca %
probleme:

- a) Si se modlflce a
tul Q; astfel mc1t mv

‘ in recipientul R
in raport cu

Pentru r acestel probleme
se poat <fo §ib un operator uman
r

sau é;@ automat de nivel.
Eleﬂ‘;}nt@é

care concuri la realizarea
scopulul’ propus — stabilizarea nive-
lului — actioneazd intr-o' ordine §i
sint intercorelate. Incilzirea sau ri-
cirea lichidului (prin schimbitorul
de cdldurid SC), in conditiile in care
coeficientul de dilatatie termici a

Qﬁvat debi-
lichidului
1na constant

debitului Q,.

Qe ’ 4
v -
Q
\}J’\/

in égoé un complex umtar relativ

delimitat, prmtr-o structurd internd, izéé de mediu. Pentru exp11c1tarea

dinamic (atributul ,dinamic*
timp), a cdrui schemi functional- .

(ig. I.1. Desfdsurarea corectd a pro-
varea simultani a urmatoarelor douid

Flg I. 1 Schema prelucriirii unui lchid:

pompi; R — recipient; SC — schimbitor de -
ilduré V-si Vi — ventile; Qs si Qs — debitele
lxchxdulux prelucrat; Q4 — debitul agentului termic.
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, 11ch1dulu1 este mic, nu apartine. umtatn si reprezmta mediu exterlor.

S-a pus in evidentd astfel un sistem. ,
b) Si se modifice adecvalt debitul’ Q. al agentulm term1c astfel incit

| temperatura lichidului ‘din recipientul R si rdmind constanti. Ca -si

mai sus, pentru rezolvare acestei probleme se poate folosi un operator

‘uman sau un regulator automat de temperaturi. Si in acest caz se evi-

dentiazi o unitate, respectiv un sistem. De aceasti dati variatia nivelului
lichidului din recipient apartine unititii, decarece témperatura lichidului
depinde si de debitele Q; si Q.. :

Pe baza acestui exemplu simplu se-pot formula urmatoarele carac-
terizéri relative la notiunea de sistem:

1° Pentru un sistem este esential faptul ci pamle 'S com%onente‘
sint intr-o anumitd velafie, care constituie totodata criteriul d%@iehmltare
fata. de mediul inconjuritor. ‘ W

. 2° Pirtile sau elementele sistemului au functu ciser i ocupi
in’cadrul sistemului pozitii bine determinate, ceeg e permite si se
afirme cd sistemul se caracterizeazi printr-o amyt 3 structurd.

" 3° Intre mirimile fizice ale sistemului exis Klegaztum de cauzalitate,
concretizate in procesarea substan]fm, energe mformag:wz in confor-
mitate cu legile generale alé naturii. .

4° Legatunle dé cauzalitate pot fi \ﬁétfel ordonate incit in cadrul"-
sistemului si existe legatum inverse actii — (pozitive sau negative).
Acest tip special de conexiune (reglizabild §i in cazul exemplului din
fig. 1.1 prin folosirea unui operatof-uman sau a doui regulatoare) este
specifici sistemelor cibernetice {itaturale sau tehnice).

anumit scop — pentru plul considerat stabilizarea nivelului sau

5° Actiunea comund @g’rtllor sistemului a51gura realizarea unui
a temperaturii. Prin r &alrea partilor sistemul dobindeste. calitifi nos,

tate (in caz ul sist ui din fig. I.1 este vorba de stabilizarea niveluliti .

_ care nu pot fi 1dent§§@c te in partile sale, luate separat. O astfel de cali-

sia te gﬂ r&y este aceea determinatd de prezenfa reactiei. .
liz

%ﬁea scopului propus se poate face folosind un operator

u,@n regulator automat. Functional, cele doud solutii au la

z@& §1 structurd abstractd a comunicatiilor intre pirtile 51stemulu1
respe iV sint szomorfe.

7° Notiunea de sistém este relativd, deoarece una si aceeasi reahtate ‘
f1zlca poate cuprinde diverse sisteme, corelate sau nu intre’ele.

Pe de altd parte, din punct de vedere practic, sistemele din naturi,
dar in special cele tehnice, prezintd utilitate daci posedd urmatoarele
proprietdfi principale: _ v ==
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_1° Fiind dat un anumit regim de echilibru al mirimilor unui sistem,
orice perturbare de scurtd durati a acestui regim este urmati de reve-
nirea naturalid a sistemului, in timp, la regimul de echilibru care a pre-
cedat perturbarea. Aceasti proprietate, esentiali pentru evolutia nor-
mali, sau chiar pentru existenta marii majoritati a sistemelor, se numegte
stabilitate. : ' -

2° In sfera cauzalititii, fenomenele care au loc in sisteme sint deter-
‘minate prin mdrimi-cauze si pot fi observate prin mdrimi-efecte. Proprie-
tatea conform cireia pentru orice evolutie doriti a mirimilor-efecte
existi o evolutie a mirimilor-cauze sub actiunea cirora sistemul reali-
zeazd respectiva evolutie a mirimilor-efecte se numeste controlabiégmte.

3° Dacd pentru o anumitd evolutie cunoscutd a mérimi!or&%’fecte,
realizatd de sistem sub actiunea unor mirimi-cauze necunoscfite, este
posibild determinarea evolutiei -respectivelor mirimi cau%ey\ se spune
cd sistemul are proprietatea de observabilitate. - v

4° Fenomenele care au loc in cadrul sistemelo caracterizeazd
din punct de vedere structural si parametric. Dacﬁvﬁ baza cunoasgteérii
evolutiei mirimilor-cauze §i a evolutiei corespunzitoare a mirimilor-
efecte se pot determina structura si parametrié*&‘lstemului, se spune ci
acesta posedd proprietatea dc identificabilitate. ‘ '

5° Calititile sistcmelor, naturale sa\@“tehnice, se apreciazi fie pe
.baza proprietitilor de mai sus, fie,.mai‘ales, pe baza unor indicatori
simpli say sintetici care caracterized?d relatia dintre mirimile-cauze
. si marimile-efecte. Dacd un sist_elfg\%nu posedd o anumitd calitate (nu
satisface un anumit indicator), dar prin modificiri structurale (cu adau-
garea unor pirti si a unor ¢ iuni noi) si ajustiri parametrice adec-
vate noul sistem'evidentiagz@'calitatea respectivd, se spune ci sistemul
initial are proprietatea de“adaptabilitate. Pentru evitarea eventualelor.
confuzii, precizim cj,in cazul sistemelor tehnice modificarea structurii
si ajustarea parametrilor se pot face definitiv, pentru sistemele cu struc-
- tura fixda M amptri constanti in timp, sau de cite ori este necesar .
(prin str i a;&cvate de autoadaptare), in cazul sistemelor cu struc-

turd sj parametri variabili in timp. ,
WY P - . N o . .
oprietatea unui sistem de a-§i conserva, intre limite precizate

bile, 0. anumitd calitate bine definiti (dintre cele de mai sus
e), in conditiile in care parametrii. §ifsau structura sistemului
se modifici (in mod cunoscut sau nu) intre anumite limite admisibile,
se numeste robustefe. . '

Este de la sine inteles ci intre proprietitile enumerate mai sus exista
anumite relatii ,determinate de insusi sistemul natural sau tehnic. Cunoas-
terea lor, ca si a insesi proprietitilor si a calititilor sistemelor, sint de o
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mare 1mp0rtanta pentru practica lngmereasca in general si pentru conce-
perea unor sisteme tehnice performante, in special:

Cunoasterea sistemelor reale (naturale sau tehnice) se bazeazi ' pe
constructia — prin sistematizarea observatiilor, sintetizarea rezultatelor
madsurdrilor §i cunoagterea legilor generale ale naturii — a unei imagini,
de reguld idealizate §i esenfializate, a fenomenelor reale. Aceasti i imagine _
a realitatii reprezmta ea mség,l un complex unitar, caracterizat, printr-o

~ structurd internd, respectiv un sistem abstract. Descrierea s1stemulu1
abstract se face cu ajutorul unui model (verbal sau matematic), pe
baza cdruia se pot explicita proprietétile cunoscute ale sistemului real
si.predicta altele noi, neevidentiate de. observa’;n si masurdri, putindu-se
concepe experlmente pentru punerea in ev1den1;a a respectlve@v pro4
- prietati noi.

© ~Validarea szstemulm abstract, etapi eseni;lala in proce*ss‘(ﬁV dlnamlc-
iterativ al cunoasterii sistemelor reale, consti in regas in realitate,
prin experimente adecvate, a acelor proprietafi ev iate de. feoria
care fundamenteazi sistemul abstract. In aceste c %«xtn un sistem ab-

stract poate fi acceptat sau respins. Criteriile de a tare sau de respin-
gere, foarte variate in formele lor concrete, se bajeazi pe erorile admisi-
~ bile introduse de sistemul abstract in raport cuisistemul real. Reducerea

acestor erori implica, pe de o parte, rafinargh procedeelor de obtinere.a
datelor primare (observatii si misuriri) ¥ pe _de altd parte, rafinarea
mqloacelor de 'descriere a sistemului abstract. In acest sens are loc atit
o continud diversificare a instrume iei 5i a metodelor experlmentale
“de studiu al sistemelor reale, cit" @/o orientare semnificativi, in toate.
stiintele; spre utilizarea model k&r matematice pentru descrierea siste-
‘melor abstracte. Este deja de @g}nemul evidentei ci modelele matematice
" judicios elaborate pot r(zéj&%@ﬁta satisfacitor sistemele reale si ca aceste

modele constituie, in numgroase aplicatii, principala bazd pentru proiec-
tarea si realizarea ungr3$isteme, tehnice sau de altd naturd, cu calititi
prestabilite. Este un fapt bine stiut cg, printre aceste calititi, stabili-
latea se :sﬁuee)na, in area majoritate a cazunlor pe primul’ loc

&0 | ' |
_ é& & :
4% %b\delul matematic al unui 51stem dlnamic -

&

Un model matematic X este in esen};a un set de ecuai;u care descrie’
- anumite aspecte ale comportaru unui sistem dinamic 8, intr-o formi -
relativ usor de .utilizat si cu o .acuratete acceptablla in raport
.cu_sistemul § (o defml;le matematic riguroasi ‘a sistemului dJnamlc
abstract a fost dati in [K1]). Pentru explicitarea acestei afirmatii, si

18 .
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. considerdm c3 incepind cu un moment initial #, se aplicd sistemului § o
mdrime de infrare (ndrime-cauzi: fortd, tensiune electrici etc.) u(),
t 21, pe o durat} finiti de timp, numitd snierval de observare. Pe acest -
interval de timp se misoard mdrimea de iesire (mirimea-efect: depla- -
sare, curent electric etc.) y(#). Pe baza experimentelor se deduce usor
ci y(¢) depinde, pe de o parte, de u(t) si, pe de altdi parte, de

~starea initiald a sistemului, caracterizatd prin mdrimea de stare x(t).
De exemplu, in cazul unui oscilator mecanic, format dintr-un corp .
greu suspendat de un resort, comportarea sa este complet determinatd
pentru ¢>{4 de forta perturbatoare aplicati in centrul de greutate al
.corpului greu si de starea initiald definitd prin pozitia si viteza aceluiasi
centru de greutate la-momentul #,. Concluzia fireasci este ci din_gpnct |
de vedere functional orice descriere a evolutiei sistemului 8 Atrebuie
si se bazeze pe conceptele de mdrime de intrare, mdrime ,d@\w,sire st
mdrime de stare ; AN : o

De asemenea, se constatd experimental cd evolutia é\\}i x(t), t > to;.
incepind cu x(%), sub influenta lui «(6), 0 € [#, #], ru 'depinde numai
de u(t), ci si de ,istoria” influentei intrarii asupra (%arii pe intervalul
de observatle.[fy, #]. Acest fapt, consecintd directd, a-dependentei lui y(?)
de starea inifiald x(f), poate fi pus in eviden’;z‘i{&oarte usor cu ajutorul

. urmitorului exemplu. ' ' xQ T

- AV .
. Exemplul 1.1. Se considerj cuadripolul RC ih%ig. 1.2, unde u(t) este tensiunea.
de intrare (caunza) si y(f) este tensiunea de iegir ectul). Este evident ci evolutia lui

. 3(?) depinde atit de u(t), cit si de sarcina elec initiald x(¢,) a capacitorului C. Mai

" mault, szt'cina electricd x(2), t = £, depinde‘&’q/%umai de u(¢), ci si de influenta acesteia.

asupra ‘cuadripolului pe intervalul [Z, ﬂ‘: ntr-adevir, scriind ecuatiile cuadripolului
_din fig. 1.2, obtinem QJ\'/N'\ . c
: K . \/@ N t i ‘ ’
@Qxi&o T+l = il ; (L1
& . S | -
DOEECET-FUNETN o uy
" Pentru Q&&Qd fo¥m3 oarécare (functie continui pe portiuni) solutia ecuatiei dife-
rentiale (l',%) est&qj rmati din doud componente, si anume ) - /"
-\0‘.0» o . T .
W (@ so=me 0l 1y LI
QJN - \ g - ;
" unde #;(t) este solutia’ecuatiei omogene corespunzitoare [+ x(t] C (t) -
ecuatiei (1.1), care satisface conditia initialé u T y
Coafte = x(te), . 4 o —o

Fig. 1.2. Cuadripol RC.

x — sarcina electricd; u, y — ten-.
. siuni,

si x}(t) este solutia particulary a ecuatiei neomogene
(L1).
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Se stie ci

- 1
3 . . _v._A(t__t') L
nt)y=xtde K€ T, 121, _— (1.5)

si’

I YR, g .
x4lt) = v(t) e K€ L b=, . (L.6)

unde »(¢) se determind din conditia ca x¢(t) si satisfaci ecuatia (1.1) (inetoda variatiei.
constantelor) .

Inlocuind (1.6) in. (1 1), dupa calcule elementare, se determind v(¢) si apoi din (1.6}
se obtme : (0

1 . ‘ . .

= t o~ (10

0 iS a0, 150 \9 (1.7)
. R . . ’ @\ »

Solutia ecuat1e1 (L.1), conform relatiilor (1.3), (1.5) si (1 7), are ekw}ia .

x(t)—x(t)e RC“ )l+i S’ e RCU ®

R

Este ‘evident ci x(2) depmde de x(t,) si de u(9), 02&&’% Acest ultim fapt cores-
punde. prezentei tensiunii # in integrandul din (1.8). S

(6&3&’& t > ) (1'.8)A

1

Prezenta 1ntegra.1e1 in (1.8) permlte si se afir sxstemul dinamic din fig.'T. 2
are ,,memone in sensul cj acesta isi ,,aminteste” de @w oriaf influentei intririi asupra sa.
,Memoria“ este continuu selectivi (ponderati —(t—9)/RC, 8<[ty, #]), in sensul ci
" influentele mai vechi ale lui % (6 apropiat de? I§u un efect mai mic decit 1nfluentele
recente (6 apropiat de #).

Examinarea dinamicii cuadmpgscfulul RC ne permite si tragegn con-
cluzia ¢ modelul matematic,3\al unui sistem real 8 consti dln doud
ecuatii: ecua{m de stare 51& afia iesiris, adicd ~

= 9
T R N (R

unde te T R}‘(Nste multlmea de timp. a sistemului), x(t) eXcR"
(X este ‘?ﬁﬁ de evolufie a stdrii), u(f)€ UsR™(U -este multimea
admisibi rilor intrdrii) si y(¢ ) €Y <R?(Y este multimea valo-
rilor -pesirii N cu #, m, p numere naturale. Functiile f sig sint functii .

%&\ e dlmensmnl adecvate.

f indeplineste anumite condlt;u (vor fi expuse la § 2. 2) atunci _
ecuatia (1.9) admite o solutie unici care satisface condltla initiald
%(fy) = %€ X, de forma

x(t) = o(t; to, %0, Uy, 22l (1.11)

unde prin u,, . se intelege restrictia functiei # la intervalul [4, £l T.
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inspiratd de metoda coordonatelor gendg
‘numitd reprezentare intrave-stare-iegy a dobindit o importanti

-

Functia ¢ se nume§te func,tm de tmnzme a, stdrilor i in cazul cuadri- }
polului RC (fig. 1.2) are expresia (1.8). Ea satisface, lucru usor de veri-
ficat si pentru (1.8), urmatoarele proprletatl (K1], [11]: '

1° Consistenfd ' : -

o(to ; to; %o, u(lo)) = %o pentru orice (fy, %) € T X X. (1.12)
2° Compozabilitate ' ' ’

?(ta; to, %o, sy 00) = P(fas ty, (ty; bo Ko, Ui, 1), Wit 1) (1.13)

pentru orice %, {8, € T, cu <t <ty i orice ‘%o € X. o
o /o, . . ' q%
3° Cauzalitate . 2
\ i J
@(¢; to, %o, i, 1)) = (£ fo, Ko, U 4,11), 2 1o, ,('\\90\' (1.14)

e an - . ~ O
pentru oricé (fo, %) € T X X sipentru orice u(?), %(¢) € U&én Wiz, 8 == U1, 1-

n spatiul R* ecuatiei (1.11) ii corespunde. o\ ¢urbd numiti #rasec-
toria sistemului E. Starea sistemului parcurge a@@asti traiectorie atunci

"cind timpul ¢ creste.

‘Reprezentarea unui sistem dinamic abi@ct sub forma (1.9), (1.10),
izate din mecanica analiticd,

deosebitd-in ultimele trei decenii. Ag fapt se datoreste unor facilititi
incontestabile, cum ar fi anahza sinteza in domeniul timpului cu
ajutorul calculatorului electroni¢(PAC — proiectare asistatd de calcu-
lator, in englezd CAD — computer aided design), in rezolvarea unor -
probleme de mare complexifate in conducerea proceselor mult1var1ab11e
(navigatia spafiald, fisidnea nucleard etc.).

Examinind expresii iile (1.10) si (1.11) se trage concluzia ci x(f) poate
fi eliminat, ast\frgel % stemul abstract T admite §i reprezentarea

& &@ D= elt oltito ) W0 £300 (L19)

mﬁa ezentare intrare- -iesire. Uzual aceasta are forma unui sis-
tem ua‘;n diferentiale, fiecare de ordin cel mult egal cun, a carui
solutle este (1.15).

Reprezentarea mtrare-1e$1re f01051ta initial intens, in spec1a1 in
domeniul sistemelor automate, revine in actualitate cu evidenta dupa ‘
1980, cu deosebire in cazul sistemelor dinamice liniare invariante in
timp, pentru care se poate face uz in mod avantajos de transformanle
1ntegra1e Laplace si Founer

21
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1.3. Tip'uri de”s’isten'ié'dinamice S L

Din cele ardtate pma aici este evident ci trebuie sé. se faca o distinc- -

tie clarﬁ intre sistemele dinamice reale si sistemele dinamice abstracte.
Fird a pierde din vedere acest aspect major, din rai,'lum de- simplifi-
care a limbajului convenim si folosim in cele ce urmeazi denumirea

de szstem dmamw pentru modelul matematlc al unui sistem dinamic

real.

In cadrul acestui subcapitol, “pornind de la principiul c1a51f1carn'

dihotomice, se vor prezenta si caracteriza cu a]utorul modelulu1 mate-

~ matic principalele tipuri de sisteme dinamice.

RN

a). Daci T este izomorfi cu R (de exemplu T este un mterva@ tunc1

sistemul dinamic X se numeste continun in timp. :
Daci T este”izomorfi ¢ Z (multlmea numerelor in t“&l) atunci
sistemul dinamic X se numeste discret in timp. n acésétw az ecuatiile
sistemului dinamic pot fi aduse la forma & .
w(k + 1) = flk, x(B), u(k)), @a‘v . (L16)
SO (k) = ek, x(B), w(B)), i;e@’v (1.17)

i‘n care x, “, y.fsigau acele’a§i semnificai;i&'@sg in cazul sistemu‘lluiv (1."9)‘,

(1.10).

* simultan in argumentele x§iu atur@& 51stemul d1nam1c Z se nume§te

liniar. 5
Daci f §1/sau g nu smt lmlag% atunci- sxstemul dmamlc se numegte

neliniar.

c) Daci functiile f si Q&ﬁ depmd explicit de timp atunc1 51stemul-

dinamic X se nume$te pariant in timp (constant).
~ Daci functiile f $ g depmd explicit de timp. atunci sxstemul
dinamic X se num variant in timp.
- d) Dacd wa«.ﬁﬁ sistemului se pune in evidenti o singuri variabild

independ anume #mpul—~ atunci sistemul dinamic X se nu-
meste ¢ @ tn concentrafr. Aceste sisteme sint descrise de ecuatii
deer dmare (m cazul sistemelor continue in timp —.de forma

b) Dacid X U si Y sint spatii lini \ si functiile f §i g sint liniare.

°

(L. ,
?% n cadrul sistemului se pune in ev1denta si o altd variabild
'\mdep dents, diferitd de cea temporald, cum ar fi de exemply o varia-
- bild spapiald, atunci sistemul dinamic ¥ se numeste cu parametri dis-

. tribuiti. Astfel de sisteme sint descrise de ecuatii cu denvate partlale ,

".{la 1.4.4 se va examina un exemplu tipic).
e) Daci o mirime oarecare a sistemului este un proces stohastlc
. atunci sistemul dinamic X se numeste stohastw

~
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Daci nici o mirime a 51stemulu1 nu este proces stohastic atunc1
sistemul dinamic X se numeste deferminist. ,

Combinind in mod adecvat clasificirile de mai sus, se pot dehm
tipuri mai nuantate de sisteme dinamice.

Experienta acumulatd pind in prezent in domeniul modelaru mate-
matice indici cu suficientd certitudine ¢3, la o analizi foarte precisy;
sistemele dinamice reale pot fi caracterizate prin atributele: neliniare,
variante in timp si stohastice. Alegerea unui anumit tip de model mate-
matic pentru o anumitd realitate presupune esentializarea si chiar 1deah-_
.zarea fenomenelor reale si este in acelasi timp, intr-o anumitd masura,
arbitrard, in sensul ci depinde de p051b111tat11e de tratare analitica sau
numerici, de conventiile stabilite in domeniul stiintific considerat,Cde
preferintele cercetatoru}m etc. -Oricare ar fi insi modelul mat Thatic
ales pentru descrierea unui sistem dinamic real, validarea “primului.
in raport cu cel de‘al doilea, in conformitate cu anumite (;é:w erii, este
‘conditia sine qua non a valabilititii -modelului matemﬁ Numai in -
aceste circumstante analiza si sinteza sistemelor din ‘bazate pe
modelul matematic, pot produce rezultate practice tisficitoare (in
limitele criteriilor de validare). 0

Un loc aparte intre tipurile de sisteme dina l&ﬁge il ocupd sistemele
dinamice (continue sau discrete) liniare, invagante in timp, cu para-
metri concentrati. Acest fapt se explici prmq}iteea cd o categorie foarte
largi de sisteme dinamice reale pot fi a rdximate satisficitor de astfel
de sisteme si, nu in ultimul rind, prin existenta unei teorii unitare, rela-
tiv accesibild §i larg cunoscutd, a aggstui tip de sisteme dinamice.

. 5\5

1.4, Exemple de sxstegv@v’“dlnamlce

1.4.1, Cascada formats’&égm doui recxpxente

@ -

‘Schema fu;&;tl r&@ﬁconstruetwa a sistemului este reprezentata in

fig. 1.3. Seeﬁﬁe e determine sistemul dinamic corespunzdtor, mari- -
d uy §i 4z, iar mirimea de iesire. y.

mlle de 1%
n ‘gug din fig. 1.3 ecuatiile de bilant volumetric, la momentul .
Z, in a(ﬁé (}\ recipiente sint

LG8 -Alﬁxlm——xm}:S' [a(®) #0100, (1.18)

Az[écz()-xzo]—s WO = yO1d8,  (1L19)

unde xjp §i xgo sint niifelel_é inltlale\(la t =tfo) in cele doud recipiente.
It s .
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—— X9

S Pyt i il B
e =i g Ly

Fig. -1.3. Cascadid formati din douid recipiente:

/
4y, A, —Yariile bazelor recipientelor; R,, R, — rezistenjele hidraulice

ale robinetelor; #;, v, ¥ — debite volummetnce %, xg — nivelele b‘
in recxplente P 3, #g — presiuni hldrostatlce xqcb

Ecuatule presiunilor hidrostatice, la ‘momentul £, in ce{@ﬂoua reci-
‘piente au urmatoarele formé bine cunoscute Q{\
& (1.20)

) $(t) = ngl() &)& o .
o Pa(t) = pga(?), " S (2
unde’ p este densitatea lichidului si g — acc@@ratla grav1tat1e1 P
. Ecuatiile curgerii, la momentul ¢, prin r&lﬁnetele R; si R,, in aproxi-
maftie liniard, sint : , v

Q :
2~ pQE R, (2)
) lt) = Ray 0. - (1.23)
La scrierea ecuatulor (1 (1 23) s-a presupus cd lichidul curge
Jaminar si c3 relatia dintre; enta de presiuni §i debitul volummetric:
este de tipul acelela stat de legea lui Ohm pentru circuitele electrice. -

Ecua'gule (1.22), (1.23) dgscriu satisfacitor fenomenul de curgere in situa-
tia in care viteza de Gurgere este suficient de mica.

Sistemul oo 13”9 doud elemente conservative, concretizate de coloa-
nele del ele doud recipiente. Ca var1ab11e de stare se pot alege
in aces 6v lele x; i xp. Derivind ecuatiile (1.18) si (1.19) in raport
«cu £ $i €k d apoi mérimile py, o, v §i y cu a]utorul relat;ulor (1.20)—
(1 (@Qse &\Q% in urmitoarele ecuatii de stare ' . '

&Ql o 3 . eg 1/ . ’ .. s s
X = — Xy — % — 1.24) .-
1 AR, ( 1 2) + 4 1 ( )
g . pgfl 1 -~
. Pg. P8 ’
Xy =—" 2 — -+ . - 1.25
: AsRy ' 4 ( Rz) Asz “ ' ‘ ( )
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Ecuatia iesirii se obtine din (1.23) si (1.21) prin eliminarea lui P2

Ry

Sistemul dinamic (1.24)—(1.26) este conﬁnuu liniar, invariant in
timp. §i cu parametrii concentrati. El poate fi pus sub urmatoarea#
+ formd vectorial-matriceala '

S o e P W

~ [0 'fal[’“]ﬂo e iy

Us

y= l(pgxz-—uz) R (1.26)

unde a— /ARy b= 1Ry, c=1/A:Rs @ =g W%_ 14y,
“f=1/Rs. ‘

Reprezentarea 1ntrare-1e$1re se poate obtme prin @1m1narea miri- -
milor x,, %, p1, P2 §i-v intre ecuatiile (1.18) — (1.28)." Concret, calcu-
lele decurg dupi cum urmeazi. Se deriveazi ec Q;ule (1.18) — (1‘ 23)
in raport cu ¢ §i se elimini intre acestea, su%&é‘g%v %1, xz, b osi pa

Rezulti . : \}J’V _
8 4y — y) _m\?y) — Ry, (1.29)
4, . Az Q:((\ o
. . \, S -
"g 3@\5 in= Ry - (1.30)

Se. exphc1teaza écum v Qgéi (1. 30) §1 se inlocuieste in (1 29). Rezul-
tatul final este urmatorv%L@

y+al@+ b + c)@—l— o acy = apacty — fibg — (@ 4 ) fi. (1.31)

Conditii %1&@% y(to) si” Y(to) se determma cu a]utorul ecuatiilor -
{(1.25), (1 & 1.26) rezultd

%\N ' - y(to) = Otfxzo —fuz(to) : o (1. 32)

d (1 .26) in raport cu ¢ §1 mlocumd ap01 cu (1. 25) se obtine
fmal

509 = b — (b + 9 5 T acfislle) — filte).  (1.33)

- In practica inginereascd s-a impus i o altd modalitate de. repre- -
,zentare a relatiei mtrare-leglre si-anume aceea concretizatd de schema
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bloc. structurald. Obtinerea acesteia constd. in aplicarea transformirii
. Laplace (v. anexa A), in conditii initiale nule, ecuatiilor sistemului,
" si explicitarea rezultatelor in conformitate cu relatiile de cauzalitate”
dintre mirimi. Procedind in acest mod, din (1.18) — (1.23) se obtin

ecuatiile » . R
Xl(ys',) = gls [Us(s) — V(s)], e (1:34)
X = e —ven )
- Pafs) = pg Xl(?)v. 7 . \q%‘?__i_%’)-
Py(s) = pg Xafs), - A .NCQn (137)
Vis) = R [Py(s) — Pa(s)], , AV (1.38)
. | - g
. N . ' 1 Q : s .
U Y(s) = — [Pa(s) — Us(s)} (1.39)

y . . o AN . T .
cirora li se asociazd respectiv »scheme],g%loc partiale din fig. 1.4, a-f.
Dupi cum se poate deduce din fig\J.4, conventiile de reprezentare

- sint urméatoarele: mirimile se reprezinti prin segmente orientate, suma-

o , ..-Ns\s ' o
Uy 1 IX1 \ 1 X2 0 X & .
> Y'Yy L»&é,}?—» R3S Il o3 |
. ; ) MMy
) T . b C .
0 juz = '
1 2+"5' 1y
R - Rz | >
. e f - .
- , up
g— - P N P
. v+ 1 _x_z’l . %»- 1 y‘ .
- o —— g - — :
/ 1F% ul g Rk Rz |y
, o
g

. Fig.y 1.4. Obtinérea‘ schemei bloc structurale (g) a cascadéi de recipiente pe baza sphemelor-
. *  bloc partiale (@ — f) corespunzitoare ecuatiilor (1.34)—(1.39).

26




.

toarele:— prin cercuri, elementelé de transfer — prm dreptunghlurl si
sigetile indici sensul transferului informatiei (cauzi — efect). Expre-
siile scrise in |interiorul dreptunghiurilor sint functiile de transfer
ale elementelor respective (v. anexa A).

Schema bloc structurald din fig. 1.4, g se ob';me prin asamblarea /
adecvati a schemelor bloc partlale (si anume in ordinea’ a:c-¢-b-d-f) |
si trasarea tuturor liniilor corespunzitoare . conexiunilor existente
-intre schemele bloc partiale. Schema din fig. 1.4, g are deosebita
calitate cd pune in evidentd, intr-o viziune -de ansamblu toate
conexiunjle ex1stente in cadrul 51stemu1u1

N
wa

Schema functlonala a SIStemulm este dati in fig. &é\ Ecuatiile
care descriu functionarea sa sint urmitoarele
Circuitul indusului: A ®

. - Q/ )
— ¢ = Ryxy + Ly, \&\& (1.40)

1. 4. 2. Motor electric de curent contmuu

AN

unde R, si L, reprezmta rezistenta si_indu &m\hta indusului, % si %
sint tensmnea de comandi pe indus §1 ntul -prin indus,

e = cyxg, c@&t: constant, - (1. 41’)
este tensmnea contraelectromoto é;,\ ¢ — fluxul magnetic produs de
inductor §i x5 — viteza unghl a 1ndusu1u1

Clrcultul inductorului:

%K& = Roxp + ‘P . | (1 42)

unde R, reprezints Q’b?stenta mductorulm #s§i %y sint’ tensmnea ‘de
comanda pfa q@& §1 curentul prm inductor si

W @N&fxz) - (143>_ L

L

este de;iéﬁsgenta neliniard a fluxului —»\v ‘ Ry "“";
magnetic de curentul prin ‘inductor ¥ eT< j
{curba de magnetizare). !P‘Z l D fu SN

o < v i u
Partéa mecanici: o gy Y2 3

" ' \ - . Fig. I.5. Motor ‘electric de c.c. cu exci-
Jeg=m —us, (1.44) - tafie separati.
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unde - este momentul de mertle al' indusului, u; — cppluf de. -

sarcma si
m = ca%, €y = const . : (1.45)

este momentul activ (cuplul electromagnetic) dezvoltat de motor.

Avind in vedere forma ecuatiilor (1.9), (1.10), reprezentareain-
trare-stare-iesire se obtine imediat, prin utilizarea’ mirimilor %, %,
%3 drept componente ale vectorului de stare: Vectorul de intrare este
format din 4,, #s §i 43 (miArimi externe). Mirimea de iesire este fixatd
prin considerente tehnologlce De exemplu in. cazul reglirii turatlel
motorului electric, mérimea de iegire este o tensiuné

y = C3%3, ¢3 = const, - \0) (1. 46)

obtinutd cu ajutorul’ unui tradiictor de vitezi unghlul\(\{\&(’?de exemplu

. un_tahogenerator).
Eliminind ¢, ¢ si m intre ecuatiile (1.40) — §$se obtme urma-
torul sistem de ecuatii dlferen’;lale neliniare de&s}% :

R ‘xl —_% X1 ~— =L (xz) 7{3&]‘— — Uy, . (1.47}’.'

. ’ Rgxg ' ,
xz == ) R 1.48
T T ) T &5 o0

.'553'_—'_.—xf(<c§,)——143 R (149)

R

Obfinerea unei f(ﬁé& anahtxce a reprezentaru intrare-iesire
este relativ complicads, chiar in cazul ~adoptdrii unor- ipoteze
simplificatoare refe itoare la " f(x,). .Ca si la exemplul precedent
este posibila obt ea unei scheme bloc structurale in care blocurile
};n;are sint\carabterizate prin functule lor de transfer. Examinind ecua-
iile
ap ica g lgqu’rmarea Laplace ecuatiilor (1.40), (1.42), (1.44) si (1.46).
explicitate in conformitate cu relatiile de cauzalitate intre

IQ\(\N int urmétoarele
&% .

. 1 ’ " .
X(s) = Lot % [U%(s) B, - (150
\F(s)'=:—s—' [Us(s) ~— ReXa(s)], S (st

28

{f.46) se constantd cad in virtutea liniaritatii, se poate.
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U ) 1 ' w -1 Xy » .
et LT=h

n Fig. 1.6. Schema bloc §truct’ural§. a motorului electric dec.c. \/0)00b
v . 1 . - . - -NCQ\ )
Xol) == M) — Vs, & (152)
- Js : QY ,
Y(s) = caXa(s). - &)&- (1.53)

Schemele bloc partiale corespunzitoare ecuatjifor (1.50), (1. 52) si
(1 53) se reprezintd ca in cazul precedent. Pen reprezentarea. sche-
mei corespunzatoare ecuatiei (1.51) se face &%teza cd existd

Ky = f—l(\IQgi (1.54)

unde f! este functla inversi a functle%(?% (se presupune ci fenomenele
de histerezis' magnetic sint negh]at%ﬁe astfel ‘ci f reprezintdi curba
de primi magnetizare, care admite o inversi). ‘

Pentru obtinerea schemei structurale — fig. 1.6 — se asam-
_bleazd schemele bloc partiale;\¢orespunzitoare relatiilor (1.50) — (1.54)
in conformitate cu relatnl .41) si (1.45), reprezentabile si ele prin

elemente de mmultlre acut conventia ci elementele neliniare se
reprezints pnn drept 1ur1 cu chenar dublu

&\

@éod i}&lant

Sé%\ functlonal-constructlva a sistemului este reprezentata in
fig.-1.7. e consideri ci toate migcdrile au loc numai in planul figurii
sl ci masa m, a sarcinii si lungimea [ a cablulului sint constante. Aceste
1poteze nu sint limitative. Existi cazuri, de exemplu la incircarea
sau descircarea materialelor granuloase (minereuri etc.), in care ase-
menea ipoteze sint satisficute. Ca urmare descrierea evolufiei siste-
mului se poate face numai in coordonatele % sl 2. Se negh]eaza fortele

o

\
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.~ de frecare.\ Se cere si se determine
relatia dintre forfa de tractiune u
si pozifia y == x, a apucitorului.

Ecuatiile . sistemului, cu nota-
tiile din fig. 1.7, se scrm dupid cum
urmeazi.

c
L 2
| 23

Xc .
Mlscarea céruclorulul
¥zXg - mcx =u-+4 Tsinb, (T = ten-
29 . o . siunea in- cablul apucatorulul)
' - Fig. L.7. Pod rulant: ‘ : 00b (1 55)
° — pozifia cirucnomllul 3; z.i l:ioziipa apucito- -
> - to-
‘,3133 7% Tungimea. cablului; 0 — unghiul de Ml$cafea Pend“mlu*@\ ,
oscxlatle u — forja de trac;iune ‘ ) )
Matis —— T si &6“ " (1.56)
T MgE g = mag — T cos 0, (8 — acceleratla grav&(@tlel ‘ (1.57)
Relatn geometrlce o , \Jq,-
‘ xa—xc+lsm6'{‘\ " “(158)
Ty = lcns Q}}J . ¢ (1 59)

~ Cu ajutorul ecuatiilor (1.58) si (&éﬁq)) se pot ehmma Xa» 2 §i T sini ©
- din ecuatiile (1.55)— (l 57). DupaVQ?:alcule relatlv “simple se obtin ecua-

tnle %N
| | (e + my) % ,aa%m,lcose-—(')mal sin 6~—u - (.1.60)4
T %, cos B -;{Sﬁ) 4+ gsin 6 = -0, o (1.6‘1),
la care se adauga&kcuapa fegirii , - ‘ '_ o o
SPTEE e
i

u @1%p11flcarea ecuatnlor (1.60), (1.61), in cazul unghiurilor 6 ° |
g& face aproximatiile’sin 60, cos 8~1 si 62~0 In aceste -

%‘3\{\1& istemul (1. 60) (1.62) devine
v

(m, + me) %o + m,le =u, \ - "(i..63)
| Eolhtgo—0, ' sy

y—x,+ze ' L (es)
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Reprezentarea intrare-stare-iesire "se obfine foarte ugor intro-

ducind variabilele de stare: x; = %, %3 = %, X3 = 0, 2, = 0. Cu aces-
tea ecuatiile (1.63)— (1 65) pot fi aduse la urmitoarea formi vectorial-
matriceali , :

‘5@; 0 1. 0. %1 T 0 T
. : My |
‘xz |0 '0 i ;;z:g, 0 xz'; . MT .
5‘3 1= 0. 0 0 1 xa +| - 0‘ u, (’1.66)
iy 0 o0 — (1+’ﬁ)-g- 0 || % i @oo,
SURN B - M 'ZA JU mcl. JQA .
e I &\\\v
! &
y=[ 0 7270 |, |'¥ o (1.67)
. . . 3 &*\‘0‘ : -
1 <P
. )
&

Relatia 1ntrare-1e§1re se poate de&&qfnma aphcmd transformarea
Laplace ecuatiilor (1 63) (1.65) dupd/care se elimind X (s) si O (s).

Se obtine -
Y(s)&ég\G 9U(s), | C T (1.68)

*in care

,,(s) m ( ma—{—mc V(mﬁrma’ )

(1.69)
este func‘p{&& t)@&xsfer a poduhu rulant

e T
1 Cenducti neumat:ca
4 qdeta 2 -

Se con51dera o conducti cilindrica rectilinie prm care curge un fluid
compresibil omogen; conducta este izolati termic, astfel ci nu are loc
schimb de cildurd cu mediul.. Se’ presupune, pentru simplificare,  cd -
fluidul curge fird frecare. Se cere si se determine relatia dintre pre-
siunea §i debitul masic la intrarea in conducti si presnmea si debitul
masic la 1e$1rea 'din conductd. - :
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AN

AN

: dm . ‘ dm 4
Fy=Ap _g Fa= qq=Apv % qz= o
4 % //éA(p+ dl) /AP(V+%—;—dX)

’ Z % /95

. A A

X x+dx : X x4dx N
. ,.a . b
Fig: 1.8. Pentru deducerea ecuafiilor (1.91), (1.92). QOb

N

Pentru deducerea modelului matematxc al acestul smgem se- utili-

- zeazd pentru inceput fig. 1.8, a. : ({\
Sub gctmx}ea fortei ] ' &b a

Fy= 4p, & am)

unide A este aria sectiunii circulare a conduct x&,l # presiunea in punc-
* tul x al conductei, aplicatd in centrul de gredtate al ,discului, la stin- .
8 — flg 1.8, a, acesta se deplaseazi SR{@ dreapta cu dx. Datorita

75

N
caderu de presmne —= -de-a lungul c%@uctel forta care trebule invinsd

m deplasarea ,,dlsculul de gaz %s@é\
an—@\/? z;b + o dl) ' ' (1.71)

-, Conform legii a II- (Q mecanicii m1$carea ,,dlsculul de gaz pe dis-
: tanta dx este guver&l‘éta de ecuatia

\)4 &N‘I)OJ dm#% = Fy — F,, : (1.72)
unde %ﬁa%gt@%asa ,discului“ de gaz. | ‘

/. C N . b
Wab : dm 1 dm :
&&5‘. - T dw o, 0P

" “densitatea gazului. Notind cu ‘v — & viteza gazului in conductd, din
(1.70) —(1.73) se obtine ecuatia . )
’ ' dv ap

PEE—.— ox:

.

(1.74)A
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' theza ? este funcpe de timp si de (distanta x, astfel ca dlferent;xala
ei totald are urmatoarea forma :

-

dv= Y dx + dt L sy
ax N - ‘ K
in aceste condxtu (1 74) devme L .
. ov 7 o
| Dy ) —, 1.76
: P( ox - ot ax - . ( )

care este binecunoscuta ecuatw a lui Euler pentru cazul umdlmen %&1

v
Termenul —t constituie acea componenta a accelerat;1e1 &\care o
. d , .

obtine ,,discul de gaz ca urmare a caderii de presiun (dﬁ timp ce .

C 0 2 este acea componenta a acceleratlex datorata f u1u1 cd , discul®
R Z2 .
de gaz a]unge intr-o regiune in care gazul are altvﬁ, vitezi.

In cazul flmdelor 1ncompre51b11e 5— = 0. I{p@azul ﬂuldelor compre-'
0%

, o
sibile, 1n-anum1te domenn de curgere, s%\ﬁ%nstata ca Eaz ~ 0, astfel ca
ecuatia (1.76) devine S ‘ e .
\ : . ) R ’ e :
. N
p.ﬂ%;\* 7‘;—?» - S (1‘-77);\

‘Ceadea doua ecuati &’%cesara pentru descr1erea 51stemulu1 se obtme
pe baza.bilantului m e@pentru fluidul care curge prin doud sectiuni
ale conductei s até\afﬁ distanta dx, fig. 1.8, b. Dacd in punctul x viteza
gazului . est&@\ atudici debitul masic de gaz care trece pnn sec’;mnea

respectlva\ te&/ » ) ; }
W \0 S 41—/19” L : : (178)
oV : ‘ - ‘
intr@clt pe dlstan‘;a dx apare 0 cadere de vxtezafﬂ » prin sec‘;lunea ’
X -
din punctul x + dx’ trece debitul masic de gaz '
= Ap(v+ & dx) o (1.79)

%/
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leerenta debxtelor masice ql $1 gz s€ acumuleaza in ,,dlscu de gaz

,/ f0 de lunglme dx, ceea ce inseamnd cd se poate scrie
| dm ' "
atnTe
Immd seama de faptul ci - _ .
X dm = pd dx, - B ¢ %) I
din (1.80), prin 1nlocu1rea marlmllor q1, ¢z S dm cu a]utorul relatnlor
- 78) (1.79) 51 (1.81), se obtine o o Qob
- o © dp_ 9 v L N
} . ek L St (1.82) .
dt ot ox » ,(\If\,(/ i ,
Cea de a treia ecua';xe se ob’;lne cu a]utorul ecuafiei @fé&ta:r'e a gazului-
$1 anume v - - ® . o
,, e =i AR T (183)
| -~ - unde.n este exponentul adiabatic. ‘Intrucit x@gsa unui volum de gaz
' cu acelasi numir de moleculé este. consta%i@ se poate scrie :
L m=T Qmpo sy
in aceste condltn ecuatia (1 83%%®evme . ,
- E pwémr' o (1.85)
Pentru m1c1le varlap{q@}% varxabllelor p si p in jurul valorilor Do
51 po ecuatla (1.85) poa’& 1 aprox1mata prm relat;la liniard
'-QNC" o (A o Lo
unde \Q \) o _
AR ' o o .
SO A . - .
SR (39) =F . , | (1.87)
T 7Y T R
Inlocuind (1.86) si (1.87) in (1.82) se,obtine |
Gy 2, (1.88)°

ot - po. 0%
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. Peiitru determinarea ‘modelului matematic intr-o formi concisi’
se inlocuiegte in (1.77) si (1.88) :

V=-—gq, : 1.89
v=At . o (189)
unde ¢ este debitul masic, si se noteazi cu . v
¢ =.V—@°- ’ : (1.90)
S ' go
viteza sunetului in gazul respectiv la presiune . . - A ‘
In acest fel din (1.77) si (1:88) rezulti ecuatiile 0)% i
: N
Q = — -1_ ..a_g » \QOA (1 91)
: ox 4 ot A\
o _ Q _
‘ og_ _Adep . && : (_‘1.92')
o ox 2 ot &
K&

_ - Este evident ci acest sistem dinamic este g&’parametn dJstnbum
deoarece variabilele p si ¢ depmd de do%qp variabile independente:
timpul £ si spatiul x.

Pentru obtinerea reprezentaru intrar a"esxre in cazul unei conducte
de lungime ] este necesard integrarea Qqﬁaynlor (1.91) si (1.92) in raport
- cu variabila x. Se aplici in acest p transformarea Laplace tempo-
rald in conditii initiale nule. edmd astfel .si notind P(x, s) =
= &{p(x, )} 5i Q(x, s) = £{q(x,at§‘ din (1. 91) si (1. 92) se [obtine urma-
torul sistem de ecuatii dlf _

’\/ . .
20 Eﬂa_i@ o (1.93)
o &\q)@ dx 4 , ‘
ST o d4s 1.94 |
.(046\,\‘ ) \&Q/ . v . dx - . 02 . ’ ’ ( '9l ) Lo .

é%\; &\\,(/N o : ' .
l&é& generald a acestui sistem are forma
’ ’ érs‘ -

P(x,s)-—kle ‘-I—kze , o .‘ : (195)

'zs

Q(x s) -—}_" (kl e‘ - kze‘)' . /(196)



wnde -

Z =

:hlc

© este 1mpedanta conductex $i &y, kz sint constante de mtegrare -

Vom nota cu

- valorile presxunu si debitului,'in transformate Lapla&ge, la sfirgitul con-

ductei. «

~ In aceste c1rcumstante se pot determma. @nstantele kl si by in -
- functie 'de conditiile la limite (1.98) si (1.99) ,{{&gtfel ci solutia. partlcu— .
© lard corespunzatoare dupd calcule eleme&ﬁz . se obtme de forma

xS - *0

P(x. )— — (P1+z(21) &'@ ! (P L — le) e. 4(1:1_02)

urmdtoarele ecuafii:
J

<Q

O&b Q. = % (P, + le) e""'"—' — (P1 — le) eT’ o (1 105)

undé\é@—- lfc este ttmgbul mort al sxstemulux (durata propagaru undelor -

de presiune de-a lungul conductei). ,
' Prezenfa in ecuatiile (1.102) si (1. 103) a factorllor e T si ™%, care

conductd, este tlplca pentru sistemele. cu transport de substanta trans-
fer spatlal dl, energle sau transm151e la dlstant;a a 1nformat1e1

~

36 o o . ' L ‘.‘ N

N ) N

o "'Pl—‘P(o 9 T (19)

, =008 . (199 -

‘valorlle presiunii .}1 deb1tu1u1 masxc, ‘in transformate Laplace la ince- -
. putul conductei §1 cu- : T : qcbb 4
RO | P2»+ P, s) @\ (1.100) ",
Q=009 \ é@&\\ (1.101)

o s>_—<p1+g@3e ‘:-'-——(Pl—zoa e (.108)

 Inlocuind acum x =l \;mmd seama de (1.100), si (1.101) se’ ob';m ’

@Pz%éﬁ— (P1+le) e 4 (Pl—le) e“ (1104

_pun’in evidentd fenomenul de propagare a oscilatiilor de presiune prin '

[
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- - <
ZQJ ' 2Q5- P- 2
: S Fxg I 9 Schema bloc structurald a conductel pneumatxce .

Daci se are in- vedere destina;ia praCtica a ‘unei conducte 1@§pet’é

" pentru transportul gazelor, atunci relatiile  de cauzalitate- sint “urma- - '

toarele: mirimile cauze sint-presiunea P, (care dete s& curgerea
gazului) si- debitul masic Q, (consumul de gaz la utlllz%%ﬁv , lar miri-
mile efecte sint presiunea P si debitul masic Q;. In aces circumstante
" ecuatiile (1.104) si (1.105) nu constituie reprezent\?&a intrare-iesire
a sistemului. Obtinerea acesteia, de exemplu sub (forma schemei bloc -
structurale; este foarte simpld si constd in urmi¢oarele. Se inmulteste
(1.105) cu z si rezultatul se aduni, respectiy §¢ scade dm (1.104). Se

. obtin, respectiv, urmitoarele ecuatii' - 04\)& N - ( (
| P2 (Pl + le %&&'”— 2Qs, | | ('1.106)‘2
0= —[Pl &2 S e (oY)

Cu ajutorul ecuatulor Q&J\)Q si (1 107) s-a elaborat schema blocr
-structurala din fxg L9. ,& o \
S ey

14 3. Pr c\k@i\remnmre a stoculm pleselor de schlmb
o

n(w} érmte procese de productle este necesara achlzltlonarea .
de r%(h ca piese de schimb care nu pot fi reconditionate, pe ma-
-surd Imentii existenti se distrug sau ajung la limita”admisibila
de uzutd. Pe parcursul inlocuirii rulmentilor uzati sau defecti, un anumit .-
tip de rulment - are o distributie foarte variats din punctul de vedere al
-vechimii celor. existenti in functiune.: Ne propunem sd elaborim un
model matematic al acestei dlstnbutu Se are in. vedere un model dis-
cret in timp, bazat pe o perloada de un an. Ipoteza. esentiald pe care
se’ construiesc cele ce urmeazi-este ci se poate defini si determina expe-
r1mental probabilitatea p; € (0,1) ca orice rulment.cu o vechlme de i

'
: '

T



~ani si rimind in func;xune cel putm incd un-an. Se mai presupune ca
" dup3 # 4 1 ani de utilizare orice rulment este irlocuit.

in condltnle precnate rulmentii in funci,'xune intr-un an- oarecare
k(k € N) pot fi impirtiti in » + 1 grupe de »virstd”. Fie Jx,(k) numirul -
de rulmenti de pvirsta® (¢=0,1,..,14) in anul %eN! Dupi un an

de functionare, in grupa' de ',,Vn'ste‘i“ 4+ 1 se vor gisi m functlune ‘

Fealb + 1) = por (), =0, 1, 0cm— 1, (L. 108)
- rulmenti. Numirul de rulmenn cu vechxme mai mici de un a qg?l:mull S

- k41 este egal cu numirul u(k) de rulmenti achxzmonap
-func’;mne in anul k adici :

- %ok +. 1)—u() : ({\\'\;\ > '(1 109) .
Se observi cu u$ur1n’ga ca ecuatnle (1 108) $1 ( @9) pot fi puse sub
urmitoarea form3 vectorlal-matnceala (ecua‘;xa de’ stare) :
~ a1 ] 00 0 0.0 07 @@}(k)"‘, = 1
| me+1) [ |6 0 0.0 0 bfV( wE. | | o |
Cmk+1) |=| 0 # 0.0 Qo*m [ =® [+] o |4 -
DR N EEE R N I A
Lakt ) 10 00 0y 0 L Lat ] Lo
J N\ [ . .
&Y S (1.110)

La aceasta se adaugea(@eggur ecuatia 1e§1r11 a cirei formi depmde‘
de tipul de informaties'despre starea 51stemu1u1 necesars. m anumlte
condlm De exempl@ ceasta poate fi :

O)I N o S - o(R) .
A S @“ T wlt) |
@ SR EECTON I :
@Q{‘W@y(k)f[l——ﬁol—h d—ppad) L. (L)

. : : . T L. _x,,(k)

s adxca suma tuturor rulmentxlot care urmeaza sd f1e mlocul'g pe durata .
anulul |

, Sastemul dmamxc (1 110), (1. 111) astfel obtmut este hmar dlscret :
o8l ;mvanant m tlmp. e

38
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' Reprezentarea intrare-iesire’ se poate determina relativ sunplu
utilizind relatia de recurem;a (1. 108) conform cireia putem scrie

%y(k 4+ n) = = poxo(k +n— 1) = poulk +n—2)
kA m) = poprzo(k + n — 2) = poprulk + n — 3) , o
alk + ) = ammmw+n~» ¢w¢mw+n~4yLuun,

AR ”) 1’01511’2 ?a_lxo(k) ‘;1’01’1 Pn-lu(k —1).
Tinind seama acum de (1. 111) in -care se mlocmesc ecuatule gf&z)
ecuatia intrare-iesire rezulti de forma :
(& 4+ n).— u—ﬁmw+n—n44y—h)m@+w&m+
(U= o) popr 1 — 8) +u—nqmg&mmm
+ pops -.r Puulk — 1). (1. 113

0@\04
W
¢ .
Apele uzate, rezultate dintr-un anu *proces tehnologic, sint intro-~
duse intr-un bazin in scopul epurdrijpe cale biologicd. Daci oxigena-
rea apei si de asemenea tempera si pH-ul sint mentinute intre
limite adecvate atunci procesul de’ inmulfire a bacteriilor depoluante

,depmde in primul rind de co ntratla mediului de culturd (existent
in apa uzatd). Pe baza ob§e§«§atnlor si misurdrilor experimentale s-a

' 1.4.6. Proces de epurare biologici

stabilit ci rata de inmultite'a bacteriilor (xl/xl) este proportionald ca
concentratia x; a medlu de culturd, in sﬁuapa in care x; este 1nic,
si tinde si ajungi laé} nivel constant pe misuri ce Xz cre§te O atare

relatle poate &a imati prm :
(Q o xl Xa i ) o -
L —=a 1.114
&Q' R mdo L "( .

’ und?\z smt doud constante pozitive.

menea experimentele au relevat faptul ci v1teza de descres-
" tere a concentra';lel mediului de culturi este proportlonala cu v1teza
de mmuli;lre a bacteriilor, adicid o .

S u\7‘{@;—ﬁﬁQ o uﬂa
. BTy o
“unde b este o constanti pozitivi.
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oA

. Asadar sistemul dinamic are forma~. - . .
e vv'. {l ' * A" " \ x'z " s - L - " '
% L Xy =4 - X1, . . 1.116
, A o (1118
\ . N ’ x; ‘ :
= b O

In condltn normale % >0 (se 1ntroduce contmuu medxu de ciul- 7

tura) si 4, >0 (se scoate continuu api depoluata) In ipoteza ci me-
" diul de culturi introdus in bazin are concentratie constanti. QOE

“depoluati are un grad constant de. depoluare ecuai;ule (1 11 (1 117)~, 3

se corecteazé dupa. cum urmeazi . .

.», xa V ' ‘

X1 = a4 ——2— %3 — dythy, Q, L 1118) :
%1 ‘x‘z—']—c , _712> & f
 dpe= — X , 1.119)
EZ ‘x2+c-2+@1 ( )

unde d1 si-dy-sint doud constante R&?&ve. L s
1

vadent sxstemul dmamlc (1 11 119) este nehmar §1 contmuu‘

- SN

) ’\/\N N

147 sttem automgg&&e urmanre » §

¢

Se con51dera gﬁt%mul automat de urmirire cu _schema funci;xonal—

constructw g. 1.10. Elementul de executie este un servomotor
‘electric crén’bifazat SM, comandat reversibil cu un redresor dubld
alter &p@ma’c din - tranzistorii T, si T -Acestia sint comandati
prify n ea de iesire a unui amplificator de curent continuu (4 c.c. ),

elementul de bazi al regulatorului: Legea de reglare materia- .
a& e regulator este’determinati de impedantele de intrare si de

- reactie ale 4 c.c. Utilizarea reactlel prin Rjg, C; de la emitorii tranzis--

40 , R
Voo : . .

torilor Ty, T, (uzual aceastd reactie se realizeazi de la iegirea 4 c.c.)
‘are calitatea ci permite realizarea unui caplu de pornire al SM mai .
“mare §i prin aceasta o crestere a rapiditiii sistemului. Ca element de
.- prescriere §i ca traductor de poziie se folosesc potentiometrele identice
Py §i Py (acesta cuplat la axul SM prm reductorul mecamc R )

3



Fxg 1.10. Schema unux 51stem automat de urmﬁn(&(\

Se cere sd se determme relatla mtrare-1e§1re a %temulul automat
Functiile de transfer ale elementelor componen sint urmitoarele:

i

m(s) = ,,(s) (k1 agé%nst) . (1.120)
UG K )
,'G S L___'v-:v(s) = Bl \t el el : ',xv; ‘ 1‘121
) ~—Y(s) S (1121
Caurls (0@ ‘ 1:13_(T23 +1)° coxllstante)
o @ \Pl Ll ';;“: - o (1. 122)
Y(s) P
\Y éﬂ\; = k ; (k = const) (1 123)
<Q° e :
éé. ca amphflcatorul de curent continuiyi (A c.C.) ‘are rezis-.
gz}a trare suficient. de mare si rezistenfa de legire suficient de

cd functionarea sa, are loc numai in zona de liniaritate, functia
nsfer a regulatorulul are expre51a [Bl]

{

G0 EdS) __Zls) -‘1' o
Gf(s) - E(s) Z1(S) ! v Zlés;; (Z;(s) . _‘(1.1.2‘4,) .
‘ 4 1S

-41



\

A . '
o CE(s)=Eys)—Eys) . - .. (1125
_este - tensmnea proportlonalé cu abaterea’ U (s) —Y(s); Zi(s), Zz(s) :
sint impedantele de intrare, respectiv de reactie, 'k, este factorul de .
- amplificare. al 4 :c.c. §i ks este factorul de: amphfxcare al redresorului ~

'dubld alternanti. comandat In ipoteza & ey — —|— oo din (1. 124) se obtme '

)

Pentru’ calculul 1mpedan‘;elor Zy(s) si Zz(s) se transform trléfb(%hml
" format din R, R1 §i R, in stea — fig. 1.10, si se obfine . |

Ra= RRI ’ Rb=~_~_R_‘_Rz____, Rcz—ﬁ—-o
. ;R+R1'+‘R2 N .R+R‘1+R2 & Ry + R,

! S &} BN (B V)

" in care

(1. 126)

f Zs) =R W (1.128)
h &0’ ’ 1
Zz(s) = R,, + ’———@- ’ (1.129) ~
3C1%Qf- t o
Inlocumd (1.127) in (1. 128), (1.129) %\ <&estea in (1.126) rezults
. . k .
v “Ggls) = — : ’ o t.130
Gl J__+TS+1), S (,.>
. @ o : . \
-in care v \N .
‘ I ) 3\/0' . : :
k,,=£2_.@ _ R +R1+R2 , T::R3C1. : (1.131;
Ry : Rg
;DO«
W
Confo w‘mor (1.120)— (1.123), (1 125) si (1. 126) schema bloc
. structu & stemuhu automat de urmarxre are forma din. fig. L.11.
({\NO : e
. . E . . 'S (5) H S .
ARSI ”is) Gais) - Gou(si—»] . k2 ]
: " Eyls) .
: ks,

Fig. L 11. Schema bloc structurals a sistemului automat de urmarire,



Relatla mtrare—1e§1re are expresia

unde - ] . - . :
Go(s) — klszR(s)GSM(S) - - koklka(Ts + k + 1) )
1 +RaksGr(s) Gouls) - Tls(Tzs + 1) (Ts + 1) ¥ Fokka(Ts+ k1)

o 133)

este funcﬁa de transfér a sistemuluif automat de urmérire,
. , - 006-
N
1.4.8. Sistem automat de reglare a temperatum ) -.Cw
cu regulator discret - : A &é&(\\

Schema bloc- functlonala a sistemului este reprez\?ata in flg 1.12, a.
Schema’ functionald a. regulatorului discret are forma din fig. 1.12, b.

Operatia de emntionare—memomre consti b@k‘ﬁ transformarea semna-

Tului contmuu x,,(t) intr-un §1r de valori ec tante

-, V x.u_x.,(z"r) z_o\&g% . L (1.134)

) ‘-‘ B . . y'

j ro s e sl C >

- ' T
ARD _ . .
T T e
ARN p—»} N/A -!——-»

- Fig. I:12. ¢ — Schema bloc funci;xonalaxa, unui sistem
de reglare. automati a temperaturii:' RD - regulator
discret; DE — d:spozmv -de executie; C — cuptor elec-

. tric; T -- traductor de temperaturd; . .
b= - Structura RD : E~M — element de- esantmna.re- -
".memorare; 4/N si NJA — convertoare -analog-numeric si
numenc-analogxc ARN -~ algontm de reglare numerici.

oY) = %mmﬁ f’*  ’(m&)'
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- serie - de- 8-1m;bulsum

. se tine seama de pulsatia maximi s
de intrare % si de constanta de timy

- de stabilitate (sau de’

- [

V'\“, \

+

unde T > 0 este perioada de e§ant10nare care apm este- transformat o
1ntr-un semnal functle scara . v B

. g=0

.'Tr,‘,,(t)-—Zx,,,[c(t—zT)—c(t——-(z—{—l)T)] ‘ ', (1.135)

PR

unde o(t).este functla treapta umtara (Heav151de)

‘Din” punct "de ‘vedere- matématic transformarea lm xa(t) in :Ea(t)

~poate fi explicitatd prin urmitoarele operatii:

— operatia de 8-e§antwmm3 prm care x,,(t) se transforma mtr-o :

'unde 3(2) este 1mpulsul unitar. (Dlrac) §1 a NLQA
— operatia.de extrapolare de ordinul zero prm care. xa&é@% transforma

in funcfia scard Z,(f).

- In ceea ce priveste perioada de esantionare’ Tw\féeasta 'se. alege in
funciie de’cea mai inalty’ pulsa’gle w, din 2,(2), ificativa din punct
de vedére informational, care, trebule si se re &easca in | xg(f) st res-:

pectlv in iu(t) Conform teoremez esantwnar@\z?Shannon) [K2], T< ——‘
O)m . .

1a determmarea pulsa’;lel wm, m caz (1\,051stemelor automate discrete, - .
;ﬁ&xﬁcatwa continuta de marimea-

nimd semnificativd sau de pulsa-

tla proprle max1ma semmﬁcatxyﬁ a 51temulu1 Uzual T<- » ‘dar

‘”m
Ia alegerea efectivi a lui T?Sa\t interveni si alte conditii, inclusiv conditii
izare a anumltor performante) §1 condlt;u

- tehnologice. s
Din (1. 135) si 41}86) rezulta cd z,,(t) poate fi exprlmat prm urmi--
v torul prod S\ volutie - - . B L .
e &Q, a(t) _—S geo(r)xa(t — r) de, (1.1}7)
und@\N »{\\(’ B - :
geO(t) = O'(t) —_— O'(t — T) R e (1.138)

’ \este raspunsul la lmpuls al extmpolatomlm de ordmul zero." "

Apllcmd transformarea Laplace funct1e1 geo(t) se obtme .

ED(S) = ,'

. .
_TG -

L v aasy)

;(t); X xw..g(t__-ir),} o xe{%@isé) L



-
astfel ci structura elementului o
de esantionarc-memorare, echi- ' 4%

valent din' punct de - ~vedere
" matematic cu un element de 3-
esantionare ihseriat*ci un “ele- Y .
ment de extrapolare de ordinul . .|

zevo, are forma din‘fig, I.13. . . .0 2T 4T 6T .0 2T 4T 6F . O 2T 4T 6T
Algontmul de reglare d15~ R O RS o

cretdi (ARD), incorporat in- . = Xa . f | Xa ‘1“.’e‘T$‘L_,:<3 t

tr-un regulator discret sau < - [ L4 »

intr-un calculator de proces, Ca

este. descris in general ‘de o:~ Flg 1 13 Structura, elementulm d&qﬁantmﬁ
-ecuatie cu diferente,” sau de- -~ . muare-memorare:

o a'—~el 1 ti s b — exirapol 1
functia' de transfer in z, Gg(2) - 4 e?_mem",_de 8 3?1?&’1“3:?0 ’ e@: polatorul de
(v: anexa B). Daci se adopti

olege de reglare de t1pu1 PI (proporponal—mtegral) atu&é’ algontmul de "
reglare dlscreta .are’ forma , '

[ T

Co el Lo Q; . :.A»' S
- x % _k(xmf-}-_ Z%i)n@@@l 2 (1 14())

r J_o A T N .
~,__; 4,
unde x,; smt e§antmane1e mirimii d ébmanda Xer e$antxonata cu pe- '
ricada T, T, este constanta componéntei integrale si £, —factorul com-
\ponentei proportlonale In acest%\%ondxtu functla de transfer in z a
. regulatorului discret are expr,e@m%! . .

e
Gulz) = = B 2@ ey (L4
Gafz) g‘;ﬁg—) N Ly
‘0/ . "\. , N . - e
Observat{ﬁé &\ﬂﬁasuranle expenmentale au aratat [ZIJ i func-
_ tionarea tor electric poate f1 satlsf cator aprox1mata prmtr-
functle é}e tx@nsfer de forma ST o et S
B e, eTTme '
%\&é@ B (s)—- TEE1 +1 . -(1.142)

in care Tp este t1mpu1 mort al cuptorulux Tc — constanta de’ tlmp §i-

ke — factorul de: amphflcare _ A
Intrucit T, are obisnuit valori mari (de. ordmul minutelor sau al.

zecﬂor de mmute) se poate con51dera cd functnle de transfer ale dxs— :

Ty

.45 7
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Fxg I. 14 Schema bloc structuralé, a 51stemulm de reglare automa.té. :
a temperaturii. -

poz1t1vulu1 ‘de executie (punte redresoare comandata) Si- traducmgmlm o

(termocuplu) au; respectlv expresiile _ -
BT Gp(s) = by = const o ('\\Lw .(~1.1~45)
T(s) = k. = const o AV (K144)

Tn.aceasts s1tua1;1e schema bloc structurala a §istemului automat
de reglare a temperaturii are forma din fig. 1.14 Sistemul este format
‘atit din elemente continue, cit s§i discrete in &ﬁ}ﬂp ‘Pentru unificarea -
- tratirii- este necesari determmarea functiei de ;ransfer in z a ciii di-
‘recte a sistemului (formati din RD, DE 09* C, fig. 1.12, a). Conform
‘anexei B functla de’ transfer m z se Q@’{ermlna dupa cum urmeazd:

. ‘Gd(z) =4 { " Gate) 6ol kﬁ (1 — Y Ga(z) % { Gc<s)}
I 5 Cps a1 g e—m
=k, z %) — f€ .
_z(o\az—l {»s Tcs‘+1}
T
Alegmd T ='———- a{bgﬂ putem scrie in contmuare .
Y x‘i(*’e (%e”(z;“)x{i ’ 1] _ k(z~a)
Q\& A aTg | R N z“(z—l)(z—b)
NV \(J . ’ - S —
& - | C T (1145)_‘
in care T o :
b I, e
k= ——hkhkyk, b=e T (1.146).



i
Relatla 1ntrare-xe§1re are expresia

Y(z)_-Go(z)U(z)‘ o - ;‘(1.1‘47)_ N

unde..

Gy = GO . Hz—a) ' ,(1.148)-
-1 4+ ARG, d(z) “(z—l)()z—-b)-}--k,k(z——a) DI

este functia de transfer inza 51stemu1u1 automat de reglare a tempe-
raturii.

2. Reprezentarea intrare-stare-iesire

~ 2.1. Sisteme dinamice liniare cu parametriSconcentrati

xU°
. . '; ‘e o A ae 04\/ -
2.1.1. Slsteme _contmue-gn vanantg in txmg{‘\
@QJ :
Once 51stem dinamic liniar, contmud@i variant m txmp este descns
de un set de ecuatii mtmre-stare—zeszr forma .
_ MQ_A@§Q+BQMﬁ _'  .@97
) @@(t)xw +D0u0, teRy (2

“unde x€R”, 4 eR™, 'y e% si A(2), -B(), C(t) D(t) sint ‘matrici reale
functii continue de timp, de’ dimensiuni adecvate, .

Orice evoh&xe <;@ﬁm’cemulm (2.1), (2. 2) sub actlunea mirimii de .

intrare (¢ determinati in mod unic pentru-¢> to, cu e R+,
daca se f §0§\ starea lmtlala ’ S
A\ - . '
W @ L af) = L@y

generala a ecuatiei de stare (2. 1) in vu'tutea hmantatn
este f ata din- doua componente i anume © -

Cal) = w0 T

unde x,(t) este solutia ecua;xel omogene , S : .
o : x(t) = A(2) »(t) - (2.5) -
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IR . < PR
"corespun'zatoare ecuatlel (2. l) solu';le care satlsface condxtla 1mt1a1a :
2(2:3); i x,(t). este solutia particulari a.ecuatiei neomogene (2.1),care

“satisface conditia inifiald x(f) = 0. - '

Dupa cum este cunoscut, [H1], ecuatla (2.5) admlte solui;la unicy

; x(t) = X(t)x(o) teR, (@ 6)
L unde X(t) este o matnce umca solutla ecuatlex - . :
ST X(t) = A(t) X, X0y =T (matncea umtate) (2 7) L

: Matricea X(f), numiti matricea fzmdamentala a 51stemulu1 ég 1)
+ (2.2), este nesingulard si coloanele ei sint solutn ale ecuafiei omegene
. (2.5). Vom presupune in cele ce urmeazi ci expresia matricii X{7) este -
- cunoscutd, desi nu a fost elaborat un procedeu general de detenmnare E
aei. P

~

In aceste conditii solutia x,(t) care satisface (2.3) are&%tpresm o \: )
o = e Y <2&?
‘ande o : "@&Q‘ ' K S
‘ <I>(t to) X(t) X‘l(to) ’&to : ' "(2.9) :

iy este matricea’ de tranzifie- a sxstemulul (2 0’ 2.2). -7 ;
‘Pentru ‘determinarea solufiei particy re a. ecuatlel (2. l), in cazul
in care 'u(f) este functie continud pe pprtiuni, se folose@te metoda z)ama-
’ jzez -constantelor; Aceasti solutle este de forma

S x,(t)-cp(p@,)u 0, 42k, . R @10)

o unde v(t) este un vector fu Nie de timp, necunoscut care se determmi

“din condltla ca (2.10) s%&ie solufie ‘a “ecuatiei (2.1). inlocumd (2 10) . 1
in, (2 1) §1 tmmd seatpa@ (2.9) 51 de (2 7) se obtme o

/X (t) N‘&) &‘2) +X (t)X"(to) v(t) = A(t) X (t) X‘l(fo) v(t) +
& o +wmw S
'~resp ,{\\' e - ' L
TR 'Uvm—ﬂmowmW) b v T (210)
Integrmd ecuatia (2. 11) pe mtervalul lho, 2], mlocumd rezultatul in -

- '(2 10) si. tmmd seama. §i de (2 9) rezulta

x,(t) _'S (D(t 'r) B('r)u(r) dx, f?t;,.i ) : ' (212) .. o

ty - s -
. o



' Cu acest rezultat si cu (2 8), in conformltate cu (2. 4) solutia " ecua-
txel (2.1), care satlsface condma initiald (2.3), are urmatoarea expresie

K x(t) _<1> (t to) xo-{-S o, r‘)VB(v‘)"u(‘r) d;, t3h. (2.13)

2.1 2 Slsteme dlscrete si vanante in tlmp

. Ecuatiile mtmre—stare-zeszm ale acestul tip.. de 51stem dmamic au
‘urmatoarea formi :

xm+n—mmw+3wmy«ff @M)
(B =C(R)x(®) + DFyu(k), keN, /e ' (2.13)

: unde xeR", ueR”, yeR?si A(k), B(k), C(k) si D(k) smt&é&tnm reale
functii discrete de. timp; de dimensiuni adecvate. .-
Ca si in cazul sistemelor continue in tlmp, once&évolutle a siste-

mului (2. 14), (2.15)"sub actiunea intririi u(k :&k& fi determinati in
mod unic pentru k>k9, keN daca ‘se cunoa condltla initiald a
starii. - - - - »\}J o
. x(ko) — xo 1\’0*{‘ o B o (216).
Solutla ecuatiei omogene . &Qﬁ(\ o : '
x(k+1p=A x(k) @Ay

‘ corespunzatoare ecua';lel 2 1‘%’&%6111’(163 care satxsface condltla initiala -
(2.16),, se obtine recursiv, f:éq nd chiar ecuatla (2.17): Prin subst1tut1e" ;
repetata putem scrie urma arele: , L s

dhot 1) < Ao
x(ko-{—(&@\:@ 0+1)x(k0+1)_ (ko + 1) A(k)xo,
lx(&S%A%+nﬂ%+n Am+mm@+na@@@
W @8y
AP ) NN ee s eans et M s e st e besee ettt e o e .

x(ko +;) = A(ko +] - 1)A(ko '-I—‘J —2).. A(ko)xo

Inlocuind % = &y + 7 in ultima relatie din setul (2 18), solutla ecua--
tiei omogene (2.17) rezulta deforma  ~ .

»x,(k - Ok, k)0, k>k0‘+1,- B \(2-.19)9

4y



unde -

este matricea de. tmnzz}fze a sistemului (2 14), (2 15) Aceastd matrice
satisface prin definitie condxi;la C

Este usor de verificat- ci ' o S

Dk + 1, k) = ‘ AR Ok, k), kSR A (2 22)

Solutia particulard x,(k) a ecuatiei neomogene (2. 14) se qF ne in’
 acelasi mod pentru x{k) = 0. Inlocuind & = ko + 1, ko + 24....; ko 47, .
"~ . din (2.14), tmmd seama de (2. 21) $1 (2. 22) se ob’glne urn@&z%rul sir-de -

: egahta’gl ‘ .

#i{ko + 1) = Blk) (ko) P 1 gjﬁo u<ko>
x,(ko = 2) Ak + 1) x,(ko + 1) <+ Bk -1@%1) u(ko -+ l) .
i 2 o 1) Blulh) + Olfo 2,85 2 Bl + 1) it ),
x,(ko +3) = (ko + 2) x4(ko + 2) -@*B%ko + 2 )u(k,0 +2)= " (2. 23)
= Offa+ 3. b0 + 1) B(ko) u(fo) +@%)éo+ 3,k +2) B(ko+ 1) u(ko-{—
0+ @+ 3)B<ko+ 2)u<ko+ 2)

(ko—l-]) gqukoﬂ kot 14 1) B(ko-l- 1)%(k0+1)
&

‘ Schi ofe\ Bo+j sii= ko + 1 in ultlma ecuatie din setul
(2.23), lu Q‘ partlculara a ecuatlel neomogene (2.14) rézulty de urma-' :

| to‘a&& ({f\&@ ' . S
S =S ek ) B, Bk @29

i=k,

O ko) — Afk — 1) A(h — 2) ' A(k), k>k0+1 a0

cu condltla ca daca k= ko atunci membrul ‘drept dm (2 24) este nul o

. Solutia -ecuatiei (2.14),” care. satisface conditia initiald (2.16), se
’obtme prin suprapunerea solutnlor (2. 19) i (2. 24) (operape leg1t1ma
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in virtutea hmarltal;u sistemului (2 14), (2. 14)) si este de urmatoarea
forma .

x(k) - O(k, k.,) Ko+ Z <I>(k z—{— 1) B(z) u(i), k>ko ,(2.25)

f=,

2.1.3. Sisteme continue si 'irivariante ‘in timp-

Aceasti categone de sisteme este descrisi’ de ecuai;ule mtmre-starc- )
iegire (2.1), (2.2), in care matricile 4, B, C si D sint constante (ind
dente de timp). Rezultatele obt;mute la 2.1.1 sint, ev1dent vala@ e si
in acest caz.

Faptul ci 4 este matrice constant3 atrage dupa sine @%phﬁcare
1mportanta a solutiei (2.13), datorati faptului ci matnce(i\?)ndamenmlw
X(t) si matricea de tranz';;w (¢, %) pot fi explicitate %\n 1t1c

Vom arita ci daca A este constanta atunc1

v ) @’\/Q/ ‘ A[
\ | . X(t) = e““ teR%Q»\&\ S (2.26)
este solutia ecuatiei \0‘»{0’
X(t)_AX(t) .M\o)_z @any
Funci,'la matriceald e, tel&, se defineste 1ntr-o manierd sxmpla.
ca fiind suma -seriei matnces\'l@ de puten
(}4 .
4 _ T + 4tg+ A2t2 + ‘...‘+’_' A'itk +.,teR,.  (2.28)

O g\ﬂz@ _ [

inloc @ﬁj in (2.27) rezulta ci aceasta’ dm urmi este verifi-
cata. &&est 1rcumstan§e matrlcea de tranzltxe (2 9) are urmatoarea
expre :

\

&Q/ ) (I)(t to) — (t E to, 0) = eA(t f) t> to, SR i 1(2.'29).
iar solutla generala (2 13) a ecuatxel 2. 1) devme '
x(l) = eAC=) gy S A=) Bu()ds, t2h . (2:30)

(I

PN
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2 L. 4. stteme dlscrete §1 invariante in txmp RREIEE ‘_"-iv
‘ Ecuatnle mtmre-stm'e -tesire in acest caz au forma (2 14) (2 15) '
. in care matricile 4, B, C si D sint mdependente “de k. .
. " Rezultatele ob'gmute la 2.1.2 rimin valabile si in acest caz, dar pot .
*fi aduse la o form# mai simpld avind in,_vedere ci matricea de tran-

v zitie (2. 20), cu condn;la (2.21), are expresxa ' '_4 o o N
o Ok, k) = Ok — ki, 0) = A¥%o, kzho *° (231)
in aceste c1rcumstante solutla ecuatlel (2 14) (vez1 2. 25)) devme"-
" de forma - . o
L M@ Akk«%4-2.Ak=lBu@) k>% Qﬁstn
i=Fk, o N& < '

M ‘ / S : ) ‘.
4 2.2. Slsteme dlnamlce nehnlare cu par&)t@ﬁn com:entratl -

_ Ecuatiile mfmre ~stare-iesire ale unui sis Qﬁn dinamic nehmar au -
« forma (1.9), (1.10). Nu existi metode genérale pentru determinarea
~ solutiei ecuatiei de ‘stare (1.9). In atare conditii principalele intrebiri
~ la care trebuie si se rispunda sint ace{ a %nwtoare la faptul dacd ecua-
' tia diferentiald (1.9) admite solutii acd pentru o anumitd conditie

initiald solutla corespunzitoare Q& -unici.' Rispunsurile la aceste
intrebiri sint continute in urmaskbﬁ‘ul enunt

. Teorema de’ ex1stent 1cxtate Dact pentru orice u(t) cunoscut”
e pe [to, teT, f este continwd, satisface condma de mérglmre ‘
i U A, U»H<M‘teﬂ‘xeX, e
:§1 cond1t1a &11 @chltz N R R J
-k ]|j{\q¢g\x@@@ ]]<Li]x——x” tef‘x’féX (234)"
S~ un smt doua constante poz1t1ve atumnci ecuatia’ (l 9) ‘admite
@éﬁ Ginicd (1.11) care satisface conditia, _initiald x(to) = %o, [H1].
.33) si (2.34) cu ||.|| s-a notat o nofmi pe R* (v. anexa C).

aphcatn intervin situa{ii in care f nu satisface condx;nle enuntate
mai sus. Aceste conditii pot fi slibite pini la acelea care asigurd cel putin
existenta solutiilor, cum ar’fi- de exemplu continuitatea lui f-(teorema
de exxstenta a lui Peano, [H1]), sau, in cazul in care f este discontinui

in raport cu x, mtegrablhtatea lui f in raport cu ¢ (solutii in sens Cara—:
theodory, [HZ]) ' ‘

1
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Pentru micile abateri ale variabilelor x si # sistemul (1.9), (1.10)
- poate fi aproximat prin sistemul'liniar (2.1), (2.2). Determinarea matri-
celor A(¢), B(t), C(t) st D(t) se poate face in acest caz prin dezvoltare
in serie Taylor in raport cu variabilele x §i % ‘a functiilor fsi g (in ipo- -
teza cd acestea sint derivabile in raport cu x si #) sau utilizind metoda’
celor mai mici pitrate (in ipoteza ci f §i g sint-integrabile in raport . -
cu xsiu), -~ - o S
-Faptul cd nu existd metode generale pentru determinarea solutiei
-ecuatiei (1.9) a avut ca urmare dezvoltarea unor mefode aproximative
sl a unor metode calitatjve de analizd si de sintezi a sistemelor dinamice
nelinjare. Toate aceste metode au ca scop, sau pot fi adaptate pentsu,
arializa stabilitatii §i sinteza unor sisteme cu proprietiti de stak@%ate
impuse, fird cunoagterea solutiei ecuatiei (1.9), S CO«*
: o . A

e &LN*\. -
&

Ny

3. Reprezentarea -intrai'e-ie§i11e :
. IR | &V ~
- 3.1. Sisteme dinamice liniare cu, paraghetri concentrati
3.1.1. Sisteme continue i variante inwg*imp _ » ‘
‘In principiu, reprezentarea intraresfesire. pentru aceasti categorie
de sisteme poate fi- determinatd cu\%&]utorul' relatiilor (2.13) si (2.2). -

Rezultatul care se obtine este’ 0\ ,

. R . 0/\ . ) o '
30 = COO(E to)xo + C(t@%(t, %) B(s) u(x)de+ D) w(t), 13t
waﬁj R (1Y
* " Intrucit ma@ip ared relatiei (3.1) este grevati de prezenta lui xy
si de u(), =&, tlnespecificat, se preferd, atit din ratiuni teoretice. cit
si practice tr&@ rea unei forme particulare a relatiei (3.1), definiti’
in urm'N Odr Veonditii standard: SO - Cot
@&é&‘\’\/_ x():O oL . ! -

g - L) =11 1..177 3¢ — ), Belto, ],
unde 3(¢ — 0) este impulsul Dirac (cu 6 fixat) si [-]7 reprezinti operatia -
de transpunere a vectorilor. - ' : B

) inlocu.ind (3.2) in (3.1) se obtine

yslt) = g(t,'0) 1.1, t>‘e, R (3.3)

0

(3.2) -
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unde S ‘ S ' "o PR
alt, 6) = C(t) (D(t O)B(B)-}-D(t) S(t— e) .0, (3.4)

este o matrice (j))(m) numiti matricea de. ms;bzms la mzpuls a siste-

“mului. (2.1), (2.2), Orice alti evolutie a sistemului, sub acfiunea unei °
~ intr3ri oarecare §i in conditii mltlale nule (% = 0), se poate explicita

‘cu ajutorul produsulm de convolufie gmemlwat sub forma ‘ '

y(t) —-S‘ &t ) u(-r) dr, t>to L ) (3.5) N

2

Rezultatele (3.4) §x (3 5) au, dupa cum s€ va vedea in subc c3.'t(001u1 6,
o valoare deosebitd in studiul stabilitatii (desi determlna;ea\ranahtlca
' . a matricii g(¢, 9) n este’ lntotdeauna p051b11a) A A

| &
3.1.2. Sisteme  discrete si varia"ﬁte-”in iiiflp ' &/&
: sV
N
Procedind ca in paragraful precedent g“ir%prezentarea inirare-iesire

- a sistemului (2.14), (2.15) se obtine cu aj rul relatulor (2 25) §1 (2 15).
‘Rezultatul corespunzitor. este urm gir

3(8) = Cl#) 00k R 5 g\sﬁ 5 oft, i+ 1) B() u(z) +

i=Fky

i . ,+§c&> u(k), k>ho. N 1)
~ Matm'ce’a‘ de 7&3%%5@ impuls se " defineste in conditiile standard:
. ) X S v R e
x Wb - ) - - . > - V
. gg@ z—ko, ko1, 0%k, i£f . . T (37)
‘ ()= [1 o A ko<1<k- L. -
in@éace%% c1rcumstante din (3. 6) rezultd ‘
O :
. { . .
- @ yalk) = g(k J + 1) [ 1.1, k>], g. - (38)
unﬁ '

t

g(k‘j+1)='c<k><b<k i+ 1)"30) ‘k->j,- . 69)

este matricea de rispuns la 1mpuls a 51stemu1u1 (2 14) (2 15) cu prec1-'
zarea ci g(] 7+ 1) = 0. _ :
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Orice alti evolutle a sistemului, sub actlunea unei intriri oarecare

si in conditii. 1n1;1ale nule (xp = 0), se poate exp11c1ta cu ajutorul convo-
luties dzscrete genemlzzate sub urmitoarea forma

y(k) Z gk, 1 + 1) u(z) + D(k) u(k > k. | . (3.;0)'

lnk. N

8.1 .3. Sisteme continue st invariante in timp .

: Invarianta in tlmp a sistemului (2. 1) (2.2) atrage dupa sine si
ficari importante si in reprezentarea snfrare-iesive. In v1rtutea m

tei temporale conditiile standard (3. 2) se completeaza cu
o 0=t=0, _‘%& (3.11)

. astfel ci matricea de raspuns la impuls, tlmnd seam&/&l de (2.29), are
urmatoarea expresie ' ’

et 0)=C e,“‘B + DS(t),' te Rd\@@ (3.12)

O evolutie oarecare a ‘sistemului, in condi &mltlale nule, sub actiu-
neéa mtrarn u(t) se expliciteazi prin pr%ghsul de convolutle

(t)_S (t——T,Q)S'QQé(\)d‘r, .téR+. ., (3.13)

\\ ‘ s

O alta posxblhtate de ex %ﬁ%are a relat1e1 mtmre-tegzre a acestui

tip de sistem constd in a rea ‘transformirii Laplace (v. anexa A)

ecuatiilor (2.1), (2.2}, cu AgB, C si D matrici constante, pentru u(f) = 0,

t <0 (ceea ce 1mp11cw éb(—O) = 0). Procedind in acest mod si elimi-

" nind X(s) = £{x( }@J{;&e transformatele Laplace ale ecuatiilor (2.1) §i
m

‘(2 2) cu 4, g atncx constante se obtme urmatoarea ecuatie
\ 1ntrare-1e51 o ‘ . ‘
| 'NC Y(S),':"G(s)\-a@)’f DA - {3.14)
' ‘\ unde &Q/ . . ‘ ) - |
: G(s) C(Is — 4)- 1B + D . - o (}.15)

. este mamcea de tmnsfer a sxstemulul si. U (s) = f {u(t)}, Y(s)‘/‘= £{y(®)}.

Comparlnd.(3.13) cu (3.14) si tmmd seama de teorema transformdrii
. produsului de convolutie (anexa A) este usor de observat ci matricea
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7 . de transfer este. transformata Laplace a matncn de rasPuns la 1mpu1s, .
adlca - . .
(s) = E{g(t, 0)} . C (3 16)

3.1.4. Slsteme discrete §1 invariante in tlmp, o -

Sl in cazul acestor sisteme 1nvanan1;a in tlmp atrage dupi sine unele -
sxmphflcan ale reprezentérii intrare-iesire (expresia (3.10)). Pentru
" § = ko =0, tinind seama de (2.31), marriced de rasjnms la zmpuls 3. 9)

: are expresxa

o

gtk 1) —-g(k— 1,0)= carip, keN, 0)00(0 3. 17)
" cu prec1zarea ca 2(0, 1) = - g(—1, 0) = 0

-0 evolu‘;le oarecare a sistemului, cu conditii mlpal&%ﬁﬁie sub ac‘;lu- -
" nea intrarii #(k), 2 eN, se expl1c1teaza in conform cu (3. 10) prin
convolufia discretd &) .

ggk—z—lou(z)Jr@&(k) keN (318)
-0 alta p051b111tate de exprlmare ar &fle1 mtmre-ze§zm in’ cazul sis- )

temelor discrete si invariante in tim &onsta ‘in aplicarea transformirii-
%(v. anexa B) ecuatiilor (2.14), (2,(V in care matricele 4, B,C si D

sint ‘independente de %, pentru ¥ = 0. Dupi eliminarea: ui X(z)

= %{x(k)} intre cele doud e‘cugf-tn rezultd . o : :

e \,&@W@ =GO UE, (3.19)
‘ 'undga - = (QN Ceer .
o : ) = oI = A) lB +D T (3.20)

' _'este matricea. di {ﬁca%sfer inza 51stemu1u1 §1 U (z) = %{u(k)} Y(z)

= % {y(k) ). N ,
-Cor%%l ind\(3.18) cu (3.19) si tmmd seama de teorema transformaru ’
- prqdl&ép 1&@ convolutie discret (v. anexa B) se observi cd - :

@@” @&‘ G =Rk — L, 0)}+D o ‘(3.219_!-
éré{\ N . - 4
Slsteme dlnamlce nehmare cu- parametn concentratl :

Exphc1tarea reprezentarn mtmre-w;wa, urmmd aceea§1 cale ca la
. sistemele liniare, nu este in- general p051’o11a in cazul 51stemelor dina-
mice nehnlare : , . : e
3
s 1.6 .



, Forma uzuala a descrierii mtmre-w&re a unui sxstem dmamxcmeh
niar, obtinuti pnn aphcarea legilor generale ale natum este urm5.
. toarea .

“F, ), 50 300), 000, u(t),i ({i’(t)’_) —o, te T, . G 2zk

‘unde F este o func‘pe vector l«dxmensmnala u si y au semmﬁca';ule
de]a cunoscute §1 1, g, r sint numere naturale.

)
Daci ecuatm (3. 22) poate f1 rezolvata in’ raport cu- y()
reprezentarea mtmre-wyre are forma ‘

‘(Z’) (t »(t), y(t), ...,y(t) (o), u(t,..., u(t))&&é‘\é:l‘ (3.23)

-unde & este o funct;1e vector p- dlmensmnala. , Q/_&’ ’ b
Problema existentei §i unicitatii solutiei em@ﬁ‘iei (3.23), care satis-
face condlpa 1n1;1a1a ) : ,@\ : \
_ w o w \0* R o h
Y(to )_yo, k— 0,1, 2((\5@, - he T; . (3.24)
‘ ' D : o
poate fi abordata cala § 2 2 Pentngnsaceasta se utilizeazd transformare
LXMW
04

x*“ )‘—@% k=0, 1,...,r—1" (325)

i @gtemul (3 23) devme

. In aceste condl&l s

Kl 1«)@ }:{\Q‘ 20) o ’_'  B
20 8 | =0 AT
S @% 1 4(;) BT O
: sef.—fa)' Tlew |
L oarg) ‘_ (t x‘(t),”...,x(t) u(t) u(t), u(t))_‘




4. Stabilitatea interna . .

Problema stabilitditii interne a sistemelor dinamice este "direct lei'_
gatd de. continuitatea functiei 'de tranzitie a stirilor

%(f) = o(t; to, o, U, n), =t (4. 1) .

care este solutxa ecua‘;xel de stare (1.9), in -raport cu perechea (o, %0) €
€ T"x X, in conditiile in care sistemul este liber, adicd u(t) = 0, ¢ >4.

Asadar pentru studiul stabilititii intemne vom avea fin veder e sis-

teme dmamlce de forma : %
@

¥() = [, <), teR, xeRy “2)

unde f satlsface teorema de exxstenta §i unicitate de @*& 2.2 pentru ‘
teR, si xeXCR" - v & ~

i

4.1. Stabilitatea echilibrului = ¢V
: , s
/o - © AW
4.1.1. Punct de echilibra O
3 - \Q&
Daca existd a GX astfel incit Q)\*\ o
A ek)%——O teR+, @y
atunci x= ase numegte M@ct de echilibru ( ;bzmct fix sau punct singu- .
lar) al 'sistemului dinami¢"(4.2). Este evident 3" pentru orice punct °
- de echilibru al mstemuk@ dinamic ecuatla (4.2) admite solutia x(f) = «a,
teR. < :
Notmnea de P @c@t de echilibru are un sens fizic ev1dent Pentru
sistemul 1. t in sectiune in fig. 1.15, in care S este o suprafaga

metalica Q}ﬁ\ §i B o bild metalica, aflat sub. actiunea gravitatiei,
punct si Az sint puncte de echilibru. Conceptul -de stabilitate
s-a ur@t in sfera intuitivd, in legiturd cu comportarea unui’ sistem
‘realMn(yrma scoaterii sale din starea de echilibru’ prin .conditii initiale
‘adecwdte. De exemplu dacd. bila B, fig. I.15, se afli in punctul 4, (sau

A 3) §1 la %>0 se imprimi bilei o anumit3 vitezi initiald, suficient de

micd, in evolutia sistemului (pentru t>to) sint posibile urmétoarele
doud situatii: :
'1° datoritd plerderllor de’ energle prin frecare, bila revine dupi -
un txmp oarecare, printr-o miscare oscilatorie amortxzata sauw
aperxodlca in punctul de echilibru 4, (sau A3) : . .
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2° daci pierderile de energie
prin frecare sint nule, bila B

va executa o migcare osci-

. latorie de amplitudine cons-
tantd in jurul punctuluvi de
echilibru 4, (sau 4j). -
Daci bila B se afli in punctul
Ay silafp>0 se imprimd bilei o

vitezi initiald, oricit de micd, bila G

nu maj are posibilitatea si revind in an ‘115, - Sistem. cu .trei puncte de
- A, sau si oscileze in jurul lui 45 si. . -echilibru, o

se va deplasa citre 4; sau A;. OD

Dupd cum este cunoscut, punctele A1 §1 A3 Se numesc jm%vte de
echilibru astmptotic stabile — in cazul revenirii bilei exact x?/ i)unctul
de echilibru, sau puncie de echilibru stabile — in cazul atiilor in
jurul punctului de echxhbru in timp ce 4, se nume§te pu@g& de echzhbm
- iustabil. : :

. Din exemplul considerat trebuie si retinem c3, (%s_em;a', conceptul .-
de stabilitate a echilibrului are urmitoarea formulare: pentru pertur-
batii prin conditii initiale suficient de mici, eyolutia sistemului, scos -
astfel din starea de echilibru, are loc intr-o,wecindtate a punctulm de
echilibru sau chiar. citre’ punctul de’ ec u.

" Sistemele dinamice din naturi si in gpecial cele create de om' func-
tioneazd, in marea-majoritate a cazur{l ,in puncte de echilibru stabile .
sau asxmptotlc stabile. Un aparat, ¢ 1nstala';1e un orgamsm un ‘eco-
sistem, in general un sistem di ic real, functioneazi in. anumite °
conditii care definesc un anu chilibru, al sistemului. Din cauze mai
‘mult sau mai putin cunosc g\aceste conditii se pot schimba, atrigind
dupi sine modificiri, in mite momente, ale conditiilor initiale ale
sistemului, ceea ce cons élie de fapt perturbatii ale stirii de echilibru
a'sistemului. Din rat 1 legate de buna functionare sau chiar de 1 msa§1
existenta 31st ~dbaterile de la starea de echilibru nu trebuie si
depa§easc m &\: limite si, mai mult, cu-cresterea timpului sistemul |
trebuie s\ ew@ﬁ in mod natural la starea de echilibru din’ care a fost
pertur . (JN . \ :

41§ Exemple,

a) Amplificator electronic cu ieactxé " Se considerid un amplificator
electronic cu reactie dupd iesire, fig. 1.16, a. G,(s) este functia de trans-
fer a amplificatorului §i G,(s) este functia de transfer a reactiei.
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/’I ! - \
S -~ . .
/ W
Tt
Usiy Sl GamXish, | Xof=mmmm————
+ T , A
) Grlsilel LT,
} } . Snmplu stabil b
: T 1, - A
R 0 L -
-X(] Cl o x(H b’ T o

| As:mpibhcstabl — t  Xopr——- -Insfabil . fNQOA
T 1, > [ X
. o (SR . ‘id‘. .
o . Fig. L 16. Amplificator electronic ¢u reactie d %Aesue (a)
N . .§i graﬁcul functiei (4.10) pentru o = 0 (b), ‘&b 0 {c) .5

e < 0(d). ' ~0/>\/Q/‘

A

Daca amphflcatorul este caracterizat \,% curent contlnuu prin

factorul de amplificare % si, in regim m&}ismdalx prin -banda de tre-- . -

cere [0, «,], atunci comportarea dinatgicd a amphfxcatorulul in zona
,de liniaritate poate fi exprimats, 1{{,}@&0 prima aprox1mat1e prin

- Co e T .:'% . ! . l . . L (‘ .
) o ) i AT T = e - T (4,4)
. -‘ . c ”/‘ “ G“(s)\\,&@% S"—{- 1 S C‘)t . S (\)

Reacpa dupid - iesire. es@y de tap propori;lonal adlca

S T (I
1} t
S Relapa ﬁtr@@-leglre, coriform fig. I 16 a $1 relatnlor (4:4), 4. 5) ‘se
. concre o4 &Ym ectatia . . ,
W Xt ey
@NN O   (‘;) T+kk+l"(s')7‘,‘.-" L (',)

Ehmmmd numltorul si trecind la domemul t1mpu1u1 pentru u( ) =0, .
' t< 0, si %(—0) =0, ecuatiei (4. 6) ii corespunde ecuatla de ‘stare

&—;&x/;'y(sa a‘—q(kk‘ugr)‘ g— Beoo \.(47) ‘
e ." R ’ T i‘. AJ‘ T- '\"vt / ‘.
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A Pentru a examma problema stablhtatn echlhbrulu vom presupune
cd ult) = O tER,. in acest caz ecuatia (4. 3) are forrna.

; ; :—,—ax — O;
-si admite solutia o e
S g =0, o "_(14'.19)

‘care defineste Runctul de echlhbru al 51stemulu1

Se consideri ci. sistemul se afld in aceast. stare de echilibru §1 e
la #>0; intr-un mod oarecare (de exemplu prin cuplaje parazite c,
alte dispozitive electrice), ‘se aloci sistemului condli,'la ‘initiald x%
in aceste c1rcumstante solutia -ecuatiei (4 7) cuu= 0, este

R t<to. L Q/O ’
x(t) { e—a(t—ta) R (&\ (4 0

Din punctul de vedere al stabllltatu echlllbrulul &)I%t p051b11e urma—
‘toarele trei. cazuri. -

1° g = O(k = — %)- In acest ‘caz graﬁcu&@m x(t) are forma dm

ﬂg I 16 b. Se spune ci echxhbrul este sim smbzl deoarece x ramine
intr-o veciniitate a stirii de echlhbru x abarerea fata de aceasta
depinzind -de x. " . e

2° 4 >0 (k,. > e ]13) Graflculxﬁn x t) are forma dm flg I 16 kc

~ Se observi ci pe misuri ce t@ e, % revine in- mod natutal la sta"
“de echilibru pe care a par in urma perturbdrii prin conditia -
tlala. Se spune cd punctq& e, echilibru este asimptotic stabzl '

: 3" @ <O(k < - @) Graflcul lui x(t) are forma din ﬁg I. 16*‘-d‘

intruat N é\jm o) pentru t— + o'y (revemrea la starea de echx—
. libru nu edposibild OrlCIt de mic ar fi | % |),"se spune ca punctul
de ech%b?u © e instabil.

(g& Din practlca se §t1e ci un amphﬁcator cu reactie poz1-

tiva: k&< — —E) funcponeaza ca un oscilator, fapt care nu a fost
pus in ev1den‘;a la 3° Aceasta neconcordanta. se datoreste faptultu ci
modelul matematic (4.7) al amplificatorului electronic este rudimentd
Se va vedea la 1I1.2.2.4.c3 functionarea ca oscilator poate fi pusi ugor
in €videntd utlhzmd pentru amphﬁcator un model matematic nehmar




'b) Proces de remnoxre a stoculux pleselor de sch:mb Se consxdera.

1

procesul analizat la 1.4.5, cu » = 1, descris. de ecuatia de stare

x%,(k + 1)

[

[ ol

%o(k)
#1(%)

]+,[ ]u(k), keN. @y

Daci aprovmonarea cu pxese de schimb se face in funci;xe de stare,

; conform relatlel

(k) = axl(k)

PR

keN

a>0

(4 12)

; “atunci, mlocumd (4.12) in. (4.11),"se obtme urmatorul sxstem (o

xo(k

b

) 2.1.4)

Starea de echilibru a sistemului (4. 13) este defini
.Daca la %y e N sistemul este perturbat prin conditii
xl(ko) > 0, atunci -evolutia stirii -sistemului est

+ 1)

I el

xo(k)
xl(k)

]. keN. @ (4.13)
. \@

€ xo‘—- X, = 0.

initiale xo(ko) > 0,

rmatoarea (vezi si

T R
[xog:;]= [g] ’%& G&‘Qk <k0 | :(4_11:-4)
U ST e

"Efectumd calculele in (4&1\’@‘ se’ constata ci.

1o <a;bo>"

)

&X1<ko) "

s

A xl(ko) (“?o 2 (;' o

)

. k—ky par,

porolt) («m“ ”

R —‘.ko impaI:.
X (4.15)

k _ ko .i_mpar,
B PRT
k— & par. '

" Din punctul de vedere al stabllltagu sint p031b11e §1 aici urmétoarele

trei .cazuri.



- froli

e : R
%pxi(ko, """'"",‘"-»-—-0— 0’”‘0
- Xglkg) b e @ i
1 - .k
b—Q-O—!——i-—-l——l——)—)- it

ko ) " ,
.x1(k) simP'U. Sf?b'll ‘tx.'(k), Asimptotic Sf@il .
. L kol o

: lnsiubll

B R et STEI

PoXolkgf-—m = = #— 8-

o
g

Fig. I.17. Graficele functiilor (4 15) si (4.16) pentru &= l,®)§a) a < l/po (b)
. stoa> 1/py (c).

apo_ l(ac = —1~) In acest caz xo(k) §i d@‘) nu au hmlte pentru
ko 4+ o (§1rur11e f:(k) si xl(k) smt oso&%ﬁn?e intre valorile (ko) §v
—1- %a(ko) si respectlv xl(ko) si Poxo ko )&@unctul de echlllbru este szmﬁlu
fgabzl — fig. 1.17,a. SN ' ’

20 ocpo < l(oc < ) in %Q&% caz hm xo(k) hm xl(k) — () orlcare

-ar f1 xo(ko) si %1(ko) f1n1t1 éea ce mseamna ci punctul de echlhbru este
aszm;btotw stabzl ~ i @?“ 17, b. S : :

QY.

. 3° apo > (\} \ %@_ De aceasta datﬁ hm xo(k) = 11m xl(k) = —[— 0,
k> ’
oricint céﬁ&mm\l &r f1 xo(ko) si- xl(ko) Punctul de echxhbru este mstabzl

E o= fx
4. 2 &Stablhtatea in sens Llapunov L

Conceptul de stabilitate a echxhbrulm in forma sa 1ntu1t1va devme
inoperant in cazul sistemelor de ordin superior. O abordare stiintifici
a' problemei stabllltatu a 1mpus formalxzarea nguroasa a notiunilo
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dm sfera” stablhtatn S-a ajuns astizi la o mare d1versxtate a acestor no-
tiuni, toate avindu-si izvorul in lucririle. deschlzatoare de drumun ale
lui Liapunov, [L3].
. . Se considerd sistemul dmamlc 4.2), unde f satisface condltule de
exxsten';a si unicitate a solutiei, teR, si || %] <K<+ o $1 i plus
- f(i 0)=0, teR," = . " (417)
" ceca ce inseamni ci % =0 este punct de echzlzbm al s;stemulul Ipoteza ~
- *(4.17) niu reduce din generalitate, deoarece daci x = a0 este " punct
de echlhbru atunc1 ficind schlmbarea de variabild' dependentd -

o F=x—a, B e @00?4 18).
'Siste;fplul (4.2) "'devipe S i ..-Q@’ |
o | ’”;f(t,?), "te‘Re;,v'?c'eR*’, &5&‘\ - .(4.'1‘9)‘ S
wnde o ‘ SO
L Jem=ferse. @ 0 (420

Starea ¥ = O este punct. de echlhbru &@@stemulm (4 19) deoarece
<f(t0) f(td_-O teR_ ) s

o \5\' o L S
- Definitiile care vor urma e&or referl la sistemelé dmamlce continue .
- in timp. Ele pot fi: reform\ te, mutatis mutandis §i pentru sistemele
- dinamice discrete -in ti Adaptanle necesare se referd desigur-la
variabila - temporala 1 ucit ele nu implicd dificultdti. majore, consi-

. 4 2.1. Definitii

. derdm cd pot fi re lﬂyate, ca un exercitiu util, de citre cititor.-,

- meste s

Defmztm N)‘ (hctul de echilibru - x = 0° al 51stemulu1 (4 2) se nu- -
‘pentru orice scalar pozitiv ¢ existd un scalar pozmv
.*_8 astfe{\ QJ | % || < 8 implicd. || x(t) |- <e, > .

2 Punctul de “echilibru x = 0-al sistemulul (4.2) se nu—
&q&mptotw stabil dacd el este stabil 51 in plus ,

lim le(t)ll~0 (4-:21)

S Defzm}m 3. 'Punctul de: echlllbru x=0 al 51stemulu1 (“. 2) se -nu-
vme§te‘mstab1l daci nu este stabil ; aceasta inseamn¥ c¥ existi une >0
o astfel incit pentru orice 8>0 ex1sta un xo, cu [[% || <3, astfel ineit -~
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) [l>¢ pentru_unii # >{; daci acestea au. loc pentr
|| %o || < 9, atunci punctul de echilibru se numeste ‘com.
- stabil. : 2 L ‘ ST
~ Din definitiile de mai sus rezulti ci stabilitatea asimptotici ‘im
stabilitatea (deci un punct de echilibru asimptotic stabil este si st
st completa instabilitate implicd instabilitatea (un punct de -echili
complet instabil este si instabil). . ' . to
_Avind in vedere relatia dintre definifiile 7 si 2 se introduce si
. toarea nuantare. - 4 ' . e
* Definitia 7' Punctul de echilibru x = 0 al sistemului (4.2) s
meste simplu stabil (neutral stabil) dacd el este stabil dar nu-est
totic stabil, o : ’ ' N

;Ngo"

4
.

" 4.2.2. Interpretare geometricd : o &b\
: .Dupi cum sa aritat, solutia x(t) = x(t; 4, xg), t&é, a ec’haﬁei

parcurge in R" o curbi numitd traiectorie. % Ucazul bidimensio:
(n = 2) reprezentarea traiectoriei se face in ,‘51&@, ‘fiind posibild o int

pretare. geometricd simpli a definitiilor de sus. Precizim cd .o
galitate de forma || x || <«, unde ||+ || este’de exemplu norma eu
deand, are ca imagine in plan un disc mhgrginit de.cercul C,, cu cen
in origine §i razi «. . ' '

. Dacd originea planului stirilo x&ste' un punct de echilibru stab
al sistemului (4.2) atunci oricarear fi cercul C., de razi e, exist
. interiorul sdu un cerc C;, de »i\ 3<e, astfel incit orice traiect
.~ care porneste din interio o Cs(]l %0 |] < 3), cu cresterea nelimit

- a timpului, rimine in 1& riorul cercului C, — fig. 1.18,a. =

. : N S ) .
J®04 .

,

~

.ijig. 1.18. Pudctul 'de,echilibru #.= 0 este stabil (éimﬁlu stabil) (c{), asimptotic’
' : " stabil {b) si instabil (c). - o :

! ¢4




>

-

: e - :

o ' N ) ' A ' = .
'Daci originea planulul starllor este un punct de ech111bru aszmj)totw

stabil al sistemului (4.2) atunci orice traiectorie care porneste din inte-

riorul cercului C;, pe lingd faptul cd rimine in interiorul cercului C,,

mai satisface conditia cd ea- converge catre orlgme atunci ¢ind txmpul._ :

creste nelimitat — fig. 1.18,5. . — -
O .comportare contrard: aceleia din f1g I. 18 a, respectlv existd un
cerc C, astfel incit pentru orice cerc. C8 exista o-traiectorie care por-

" neste din interiorul lui Cy si nu rimine in interiorul cercului C,, ,atunm

cind ‘timpul creste suficient de mult, pune in evidenti faptul ci origi-
niea planului stirilor este un punct de ech1hbru mstabzl al smtemul}n
 {4.2) — fig. L.18, c. |
- In sfirsit, daci instabilitatea are loc ‘pentru_orice tralect dre
porneste din interiorul cercului Cy atunci originea planul},n tarilor
este un .punct de echilibru complet instabil al sistemului v
Pentru #>3 interpretarea geometnca a. defmli;ulor(&\ la 42.1.
‘este aseminitoare cu cea pentru == 2, cu deosebirea’é cercurile Cy -
si C se inlocuiesc cu sfere pentru # = 3 si cu hlpex&g?re pentru n>4.

: : i N
- . @
4 2, 3 Stablhtatea globala v ({\0‘ o

e

Din cele 1nfa1,'1$ate anterlor rezulti ci i ﬁ&adevar stabllltatea 1nterna

‘este "o problema de- continuitate a solntiei x(f) = x(¢; f, x0), =l

a ecuatiei (4.2) in raport cu perecheal{Z,, xo) Pornind de la acest fapt
se trage-concluzia cd in cazul stabilititii, al stabilitdtii asimptotice sau
" al instabilititii se poate pune probl &}ha determindrii in multimea R, < R”
a submulf{imilor maxime (m sul cuprinderii - tuturor perechlor (o,
xo) posibile) pentru car 1 ea spa’;lulul stirilor este respectlv punct
de echilibru stabil, . asmggb ic 'stabil sau .instabil. .

Definifia 4. Fie X ,cu0eX, Daci x =0 este un punct de~

-echilibru . asim totl. b11 al” 51stemulu1 (4:2) pentru orice feR, si
pentru orlce $1 nu este asimptotic stabil pentru orice xeR™\ X,
atunci X, (\é ste mulfimea de atmc,tw a 51stemu1u1 (4. 2) corespun- '

- zétoare punci ulul de echilibru % = 0.
%?%‘%é N5 Daci x = 0 este punct de echlhbru asxmptotlc stabil
T (sta

instabil) al sistemului (4. 2) pentru orice € R, '§i pentru
orice " atunci punctul x =0 se numeste global asimptotic stabil
(global stabzl sau global instabil ).

. Conform'definitiei precedente, globalitatea stablhtatu as1mptot1ce
a stabilitdtii sau a instabilitatii implicd faptul ci- punctul de echilibru
x = 0 al sistemului (4.2) este unic. In aceste cazuri se obisnuieste si
se spuna ci sistemul (4.2) este asimptotic stabil, stabil sau mstalnl
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5, ,Stabilitatea internd a sistemplor dinamice liniare

. A

In cazul sistemelor dinamice hmare studiul stabilitatii poate’ fi
abordat direct, utilizind in acest scop solutia sistemului. Se pot: stab
pe aceasti cale rezultatele fundamentale care stau la baza tehmcﬂor
de analizd a stabilititii aceste1 categorn de sisteme.

5.1. Stablhtatea intérna - a 51stemelor dlnamlce hmare
ante in tnnp ' - | o - \Q)fb
. Fie sistemul dinamic liniar continuu in timp :=,'N</ :

x——A(t)x, teR, xeR, AV (5.
undlf; A(t) este o matrxce reala (n X n), cu eleme Yfunctii contmue
pe

Dupa cum §-a aratat la 2 1.1, solutla care s&@dsface condma 1mt1ala

#(t) = %o, -cu fHheR, si xoeR” are exprqgﬁ
' ’ x(t) = O, to)x %*%to,

unde (I)(t to) =" (t)X-l(to) este matrzcg&de tranzifie si X (£) este mamcea
fundamentala a 51stemulu1 (5.1). S . B

Teorema 1.0 condltle \ra si suf1c1enta ca x =0 si fie punct
de echilibru stabil al sxsten{%k\ﬁ‘i (5. 1) este ca sd ex1ste o constantd’ M > O
‘astfel incit -

\4 -
x| ;M.tem. 6y

D. Sufzcw@% @i)ci are loc '(5.3) atun"cif,..aplicind norma in (5.2),
se, ob';m ((] QJ

IIX(t X'l(to)xoll X 11 [|X"1(t0)H onll
HX"I(to)H %l >t

Lo o
Daca [ %o ] < 8 = e(M || X&) |))* atunci || ) 1l <, Lt>
ceea ce este suficient pentru stabilitate. T ’
Necesitatea. Solutia x = 0 -este stablla ceea ce lmphca |} %( ) [} <
teR,, pentru || %y || < 8. In virtutea liniarititii rezultd ci orice solutie -
a 51stemulu1 (5.1) este marginitd pentru te R Intrumt coloanele. ma-




rema 2"0 condltle necesard si- suf1c1enta ca v =0 si fie punct
hbru as1mptot1c stabil al sistemului (5 1) este ca e

lm§1"||X(t)]|——0 S V)

uficienta. Intrucit (5. 4) 1mp11ca (5 3) rezultd ci (5 4) este sufl-
_pentru stabilitate. Aplicind norma in (5.2) putem sctie || x(t). |] <7
.,(t A X(0) 11, 1 %o ||, £>14o. Trecind' la limitd pentru "¢,
ltlma inegalitate, tinind seama de (5.4), rezulté. hm 1 x(t):ﬁ)

forxmtate cu defzm;m 2 dela 4.2t ultlmul rezultat esggﬂsuflment i
abilitatea asimptotici. :
sitatea. Daci x = 0 este punct de echilibru a&oéﬁ\ptotlc stabil "¢
mulul (5.1) atunci (4.21) are loc sl pentru oricare ar fi-
o []'< 8. In virtutea hmantatu sistemul §5 1) relatia (4. 2‘1)

ntru coloanele matricii X(£). Acest fag} 1mpllca (5.4).
gur:cd conditiile (5.3) $i-(5.4) nu se pothaplica-practic’ decit in
care matricea fundamentald X (/) .este cunoscutd. Acest fapt
€ c1tu$1 de put;m valoarea teoretx@é a teoremelor T st 2, dupa
e'va vedea in cele ce urmeazd.

emele 1 g 2 rimin valabile, :}@0&3 mutamizs si in cazul 51ste-

dmamlce liniare discrete. i ‘Q ante in tlmp de. forma '

x(k+1)'—A(<Q)5x(k) heN, xeR%. (55)‘_7

cest caz matricea fu%&%rhentala poate fi determlnata dm (2: 20)
- 0. Rezulti (0\ X §

CX(k) = @(k@}a A(k—l)A(k—-Z)... (0); heN, (5.6)

fel ca teoremelo N‘Iﬁ%z 21e corespund urmatoarele rezultate, .

g%b@\ conditie necesard si suficients ca x =0 si [ fie punct
il al 51stemuLu1 (5 5) este ca sd existe o cpnstanta M >0,

[

]X(k) M keN " (5. 7)'

a’l‘eorema 4 0] condltle necesard si suflclenta ca x=0 si f1e punct
: chlhbru asimptotic stab11 al sistemului (5.5) este ca

! Jmo X =0 S (58)

L . . ) . l




5. 2 Stablhtatea internd a mstemelor dlnamlce hmare
1nvar1ante m tlmp ‘

Teoremele 1, 251 teoremele 3,4 rﬁmm valabﬂe sx in cazul sistemel
invariante in timp. Avind in vedere formele partlculare ale matricilo
fundamentale (in cazul continuu — relatia (2.26) si in cazul discre
— relatia (5.6), din care rezulti X(k) = A%, £eN) si conditiile (5. ).
(5.4) si (5.7), (5.8), rezultd ci problema stablhtatu este legatd de dis
trxbutla valorilor propru ale matricii 4 in planul complex.

52,1 Forma ‘canonici dxagonalé (Jordan) a unei matncx
‘ patratlce o N : o o

: Vo N

. F1e A o matrice (n X n), cu elemente reale sau X‘gﬁ\lexe ;
Matricea Is — A, in care s€(, se nume§te malr& " caracteristicd

a matricii- A, Determmantul - Vo

CA(s) = det (Is— A)~ &%‘-"5 |

este un polmom de gradul nin s si se nume@ﬁ\? polinomul caracterists
al matricii 4. Ecuatia A(s) = 0 se nume%;é ecuafia camctemstwa
ridicinile. ei ‘se numesc valorile propn e matricii 4.
~ Fie P o matrice (4 X u), nesmgl&&a (det P#O)

- ‘ Matrrcﬂe 4 si a legate prm re\

S 4&& PA p-
se numesc matrici asemene N e T

' Doua matrici asemeneg, A $1 4. au acela$1 polinom caracterlstlc
$1 deci §1 aceleasi valogg proprn adicd A(s) A(s) ‘unde A(s) = det
(IS — A4 Intr;@de%@r@ putem scrie A(s) = det(Is — PAP-l) = det

[P(Is — NP-I] @@@det P A(s) det pl= ( s) ‘
' irnfutealacestui fapt ne putem propune sd determmam in cont
atrice P pentru care matricea 4 are numirul maxim pos

bil IQ&Q@nte nule. Pentru aceasta pornim, de la observatia ci ecuatia
(IA—A)v-0 SR L e (311)

unde A este o valoare proprie a matricii 4 si v este un vector n-dimen-
sional necunoscut, admite intotdeauna o solutie v, menuld. Aceasta
afirmatie este adevdratd in virtutea faptului ca det(In — A) =
Vectorul:v.sé numeste vectorul: ﬁro;brm al matricii 4° corespunzator vas
lorii propru A .




!

‘

i

a) Cazul valonlor propni distincte. Fie A, Az,

distincte ale matricii 4: Daci vy, s, ...

)\,, valorlle propru

, Uy sint vectorn proprn cores-

punzitori valorilor propru AMy-Ag, ooy A, atunci vy, 5, .., v, sint liniar
independenti intre ei. Pentru a demonstra independenta liniard a doi
vectori oarecare v; §i v;, 4 #j, presupunem prin absurd ci existd doua’

M(v‘ + ot,'v, = 0

O constante scalare oc,;eO si % 9é0 astfel incit

zaé]. -

.~

(5'12)

" Aceasta’ insearnni. ca A(a,v, + ;) = 0. Conform def1n1t1e1 (5.11)

‘mai putem scrie .

SR d;A'U‘ =+ GJAWI = oci7\¢1)¢ -+ a,)\,v, =0,..
Exphc1t1nd v; din (5.12) si inlocuindu-l in (5.13) se o:}g#@e a(he —

—N) 1. =0, z;é], ceea ce este 1mp051b11

iy #0.

deoarece
&

z#] O,OC% 13) |

0, M#N

- In ' mod analog se poate demonstra ca vectorii &g, v,,';aintk*l‘iniar
‘ mdependen‘;l in totahtatea lor.

.'Fie matricea

ale cirei coloane smt Vectoru proprn

oy

&

X
o~

['017)2 'U,, &0

tricii- 4.V se numeste ma-
oanele matricii ¥ sint liniar -

mcea modald a matricii A. Intruc1t

" independente, rezulti ci det V#£0Q
" Vom arita ci mlocumd P _—5% -1 in (5 10) se obtine rezultatul

cautat

Pentru aceasta sd obseq‘@ﬁx cd rela’;nle L
. E . ,-.' A@—)\‘vb‘[,_lz,.,n,-'-‘

1

' (5‘*1:4)

dec1 V este 1nversab11a

S

“(5' 1s)

W

. prin “care 'se defmegc @;ectorn proprii ai- ‘matricii 4, se pot scrie mai
' simplu sub u\&maiog@ea formé matriceald

AV = VI |

unde N& &Q'

P

N
0;(\

o

Matncea 'J, asemenea cu A se numeste forma canomca clzagonala

a matrlcn A.

g0

\

] dlag ("1: 7‘2: vers 7‘7:)
. este: @Aatncea dlagonala a valorilor proprn

=

V-1 AV

'

1nmultmd (5.16) 1a stmga cu V! se-obtine .

5.16)

. (5:17)

. 18)

A



‘b) Cazul valonlor proprn multlple. Pentru flecare valoare prop’

7\‘, de multiplicitate gi, i=1,2,..7 cu Z gi = n, se cauta q; vecto
L, i=1 . -
propru conform definitiei (5.1).. Dacd acest lucru este posibil pentru
toti A, ¢ = 1, 2,.., 7, atunci existd n vectori proprii linjar independer
cu care se poate construi matricea modali V. Prin transformarea (3:18,
se obtine forma canonici dlagonala a matricii 4. Se poate arita ci
o astfel de situatie apare in cazul matr1c1lor reale 51metr1ce cu va
proprii multlple S ‘
In cazul in care pentru un A; nu se pot determma gs vecto gsqp

atunci nu existd o matrice dlagonahzatoare P i matricea 4 n
o form3 canonici-diagonali. Vom ‘arita ci in acest caz matncé,a
o formd canonicd ]ordcm de exemplu cu urmitoarea strucgﬁra

Submatrﬁj}e (‘gb 1m1tate de liniile mtrerupte smt blocumle ]orda
corespun % alorilor propru A, 1=1,2,.% 7. Unei val/orl proprii’
multipl ,- I&Qp t corespunde in. general P blocurl Jordan de ordme

k,f,@t\—— {\,NQZ, v Py cu 1€ k,j g, -astfel” 1n01t Z ky = q. si 2‘ q‘-n
R T S

DupC}cum se vede din - (5:19) blocurlle Jordan sint plasate.pe dia

-gonala principald a matricii ], restul elementelor fiind nule.

‘ n esentd, pentru determinarea formei canonice Jordan este nece-

sar ca, pentru valoarea proprle A pentru care se pot determina di

(5 11) numai p; < ¢; vectorii proprii, .si -se determlne un numir d

— ps vectori propru generahzatl. o -

[ ‘ ) . N
s




&é mat Pl
u1t1p11c1tate q, ‘orice vector v’ J=2/3.
are satlsface ‘ecuatia - S

.(A—-u)v!ﬂ—w i=1,2.,k—1,2<k<q,  (5.20)

este un vector propriu. conform definitiei. (5.11)." i
Jin cazul vectonlor progru se poate arita ci existd valori £
~care vectorii v', % ..., v* sint liniar independenti ‘intre ei.
Daci pefitru valoarea proprle A, de multiplicitate ¢, se pot deter- . ' .
torii proprii®}, v}, ..., v, cu 1<p<qg, atunci, conform defi-
20),,se pot determina pentru A exact p grupuri de vectorifpro- .
er; 1za1;1 cu care se pot: forma urmdtoarele sisteme .de > tori:: *

{ol, 9, ., vR), {vz, 3 .., vz}, o, {0L, Uy eeer 037}, @04’ N
0 I\/ i
d; k1V+ ks 4. 4 kB, = ¢. Cu aceste sisteme de v @}1 se’ pc;ate

‘matrice V° de . dimensiuni (n X g).  Procedind ‘aseminitor-
u toate valorile proprii A, ¢ =1, 2,..,7, se %fn matrlclle Vi,

7, respectiv de dimensiuni (n X q1), Qg X ga), vy (m X q,),
ireé se formeazi matricea modala . ®@ : ® ST

| Vo[V, V2, .‘;.,w? s (5.21)
Forma canonici Jordan a matricii (? se determind tot cu. relatia. -
n care ¥ are forma’(5.21). E:@iﬂ sia generali a matricii J este =

.‘1] dlag (J1ts - J1gus ]-a;, j,,,,, j,l, ],,,,) (5.22)
0 g s L

S

= L\}“ @'ﬂ)@ . O i= I:, 2,57, ] =1,2, N 27 (‘5'23).
[P, | ¢ / - e : i N .
%(\:.‘0 0..1

1,le jordcm de dlmensmm (Bey X ki), cu

K4

B Z‘I¢~n..;" | .

i=1j=1 i

ai- prec1zam ci blocurile Jy, ..., ]1,,1 corespund valorn proprii Al,
rile ]21, i ]2,, corespund " valorii proprn }\2 §.a.m. d




se poate face 51 fard cunoagterea matricii modale V. In acest.scop
determini cei mai mari-divizori comuni ai minorilor de ordinul %
=1,2,..,n al matricii. caracterxstlce Is — A. Se obtine in’ acest fe
, smll de polmoame : < S

- Ag(s), Az(s): H(s) ) = A(s)

Slrul de polmoame (5.24y are ev1dent propnetatea i un pohno
" oarecare este divizibil pnn precedentul sau _
‘Polinoamele : . : " .

Si(s) = Té%’ 82(3)' = ":ZES; netee 3,(s) = _1(‘1)_\'0)

$

<b
unde Aofs) = 1 se numesc factoris mvcman;z ai mat ﬁ iar divizo
* de forma (s — A,)"U unde A este o valoare proprie matmcu A si'ky
este, puterea maximi a factorului (s — 2;) in regpéctivul factor in
riant, se' numesc divizorii elementari ai matriciiv4. Un anumit facto;
(s — ) poate apdrea in mai multi factori i arianti din sirul (5.25)
“1a aceeasi putere sau la puten diferite. Se sériu toti divizorii elementar
ai matricit 4 in ordinea in care apar in\{toti factorii invarianti (5.25)
indiferent daci ei sint sau nu sint’ diferiti intre ei. Unui, divizor ele
mentar. de, forma (s — A;)* i cor s}; nde in forma. canonici “Jorda,
un bloc Jordan de forma (5 23) ca k,, 1 blocul (5 23) se ‘reducy

. la scalarul A . ,&\ . : i
5.2.2. Exemple de- gaermmare a formei canomce dlagonale
(]on&m) o Lo el e e
\‘1) T R
a) Sé\,ég (&Q;%rmme forma canomca dlagonalﬁ (jo;'dan) a matrici
(&k&\&\NN e A 1 1 ‘ J‘3‘ ’ = . /7‘
&V A=t s ol o

Ecuatla caracterlstlca a acestel matncx este

| 'A(é) = det (Is — 4) = (s 2y (s ~ 3) (s — 6) =0

N ea




1

74 |

N DR I . N

5i valorile sale proprii sint evident A = —2, A, =3, Ag= 6.
Vectorii. proprii se determini dupi cum urmeazi.’ o

137 '01'1‘ . o . n o
5 1 V12 = -2 V12 °
-1 1hlesd o 0 Qv b

[ I

Efectuind calculele in ecuatla de mai sus se obtme sistemul de ecuatii . -
- omogene.. _ 1 S

JBui 4+ v + 3'0'13‘—"= 0 \
{ Ui+ Ts + 033 =10 . 00(0
3v11 + v12 4 3vy3= 0. \q
Se observi ci a treia ecuatie este identici cu pri Qﬁa urmare,
in afari de solutia banald vy = vyp = vy = 0, care m@ ia in consi-

derare deoarece vectorii proprii sint, prin definitie g Is, sistemul de
‘mai sus admite o simpld infinitate de solutii ne ‘dependente intre

“ele. Se alege dintre aceste solutii vectorul propréu

: , o . s
‘ , o 1 & :
AR T = [ -0 ]q\\’&o o ' )

, : - - "QO v :

Procedind analog pentru Az ——3@%%\ = 6 se determma $1 urmatorn
d01 vectori proprii Ng

R | @’VNAI rr o -
' ' v 2| . v
&5\ ,1] 5 = [1] , N

Se formea&a rﬁqﬁxcea modala si se determma mversa ei

0\L

11 ,'»1 -3 0 371
d;g ) 2].’ V_l—'“'g[—Z 22 =27
@N rr 1 1] T L= =2 —1

Forma canomca dlagonala, dupa cum era de asteptat, este

\

| 1 1. 11 —~200
1
.J=——6—[—2 2 1 0 '—1‘2v=,050-‘_
L =1 =2 11 —1° 1 1)L oo06

=3



, I3 1‘_'1_
' N ’ A=O 2 0'1'. ’ '.:,
/L __ . 11 1) |
é . e e 7

Ecuatia caracteristica este. o A
A(s) = det (Is—A)=(s—2) =0

si valorile propru sint evident Ags = - 2. :
Principial, sint posibile urmatoarele forme canomce Jordan

‘ 2 00 2700 f2 10 ' \0)%
. jo2o0pfo21ploz 1}l
o . ’ : W
v 0 0 2] L0 0 2 0 0 2 é&(\_
Vectorii proprii se determini dupi cum urméazé&_
0 2 0} V12
1 1 1} ‘i)].’s' A 1213

Efectumd calculele se obtine urmatQ@lg sistem de ecuatn omogene
{ Un + V12 —Qj@m =0
vy + v1g¢— v13 = 0.

' Se observa cd de fapt sis %;faul este format dintr-o smguri ecuai;le
cu trei necunoscute, I de solutia banald, acest sistem admite
o dubla mﬁmtate de solut{ enule Se aleg dintre acestea vectoru proprii

! Q“ I : 1
O}* - .\ 0N = 1 Vg = 0} h
(qo\ &\“ / 1 1 \

éérmmarea celui de al treilea vector se face uz de definitia

‘gf'opnu generahzat — relatia (5.20). Este ugor de observat

ca numar b, genereaz3-un vector propriu generalizat (utilizind v; in (3. 20)

- se obtine un. 51stem 1ncompat1b11) conform ecua‘;lel .

3 1 —1 U1’ - [ om
2102 olfvs|=)0+2] va
B 1 1 - ) 1 033 ' 1 L T‘U33:




4. R .. i 3
_ Din aceasta se obtine - - T
{ gy + Va2 — VUps =1,

Ug + Vg2 — vgs = L.

" Se alege ca “vector propriu generalizat

'1)3’-: 0, o . . ‘ I \\
04 RER Lo ‘;- . 3 Yo

_ T S . o Q)OO(Q :
care este 1ndependent de 7)2 s R R N _—
Matncea modala 51 mversa, e1 sint . S (\\&A .
N S DO '
ot -1, ' 0 .1 g e e
V={|107% | va=]|0 —1 &1} - .~
B R o = R o
Forma canonici JOrdan este - @&0 -

- 0o 1 0 3_,1 —I&\ ”11 1 2.0 0]
J=]0 —1 0 2. 0ff1 o of=lo 2 1| .
o 1'.1~1 1 1\%\1 1‘1 o] Lo o 2f
Acest rezultat prev1z1b§:] e]a dupa determmarea vectorilor v; s vy, |
poate fi obtmut §i prin_ deé@ inaréa lelZOI'llOl‘ elementari al matrlcu 4.

Matricea caracte;x@;l 4. are forma S \
' Qo\&f(\& f -8 - 1 -1 -
Y o s=2 o
&\0‘ ‘ —al R 1 s—1 :

C‘ _
1ar§ (gl mari lelZOI'l comuni ai mmorllor aceste1 matrlcx ‘sint Al(s)_l
Ay(s) = s — 2, Ayls) = (s — 2)3. Factorii invarianti-au expresnle qi(s)=
= Ay(s)/As(s) = (s — 2)%, 8(s) = Ag(s)[As(s) =5 — 2, « dy(s). = Au(s)/
o(s) == 1. Este ‘evident ¢i divizorii elementari au forma (s —2),
(s — 2)% Ca urmare forma  canonici . Jordan contifie doui - blocuri

~ _Jordan unul de ordmuI Lsi unul. de ordmul 2.

s R



R

o 5.8, Exp]|c1ta!‘ea matncn eA‘

Forma canonicd dlagonala (Jordan) oferd’ p051b1htatea determmﬁn
‘elementelor matricii fundamentale X(}) = e%, teR,.
Vom ardta mai mtn ca pe baza relatiei . 18) putem scrie

.

et = Ve"‘ V"1 teR+,\-

" unde V' este matrlcea modala a matncn A
Intr-adevir, ficind vz de defmma (2. 28) §1 de transformarea (5.18)

A

putem scrie . ; L &
N L e of
e =3 LS —--(VJV-I)' p o
' : =T AIAEE = T U c eV
. - . '. . iy ‘ =0 ’ . QE\’\(\
wrtrryt ) /‘ ._ i ]V 1 . .V]V_ N .V]V_l tbé] .
Lo Aokl T ,
et e
o g L TV = v g ]km@%*‘ Ve"‘V'l
DR = K 0
R In contmuare tmmd seama de.(5 (@5 vom arata ca
o L et = dlag (eJu ) e e-’lﬂé..., ef'l‘ "'P") R+
Intr-adevar procedmd cilﬁ dcmonstrgtla relatlel (5.26); putem scrle
. / L e =N _m[dxag(] ,...,] ,...,],,‘..;:
N Izgoq)’ﬁ ' 11‘ " lpl 1 -
' 0\& & | :
& @ ],,,,)] 1* 2 - dlag (]u, e ]1,,1...,
N &L o K=0 k ) -
&\0“ N ' . : ‘

o ‘ &é{\‘ S 11, wesy ]'p,) tk Z dlag( ]u ,...,'

k‘ TThe

)

k‘.‘"’ 11,1 k, veey —— tk, JRLTey J )

e dlag (eJu ' ]‘P= oes effl‘,'.;.;”&"?';‘)l\"




i

1, 1 =0

1 t—f........—‘——t"l . s
L2 : (k_l)v O
0 1 24 .. ! el AN | SN
| ‘ L (k—2) o
=l 0 1 """‘“(‘é‘lT'),““ ¥, teR,
o : ., ) . (23)
Dol o ; qoo‘q
B I I e ] J@\\
_o 00 ........ .f«1" _

or- ‘valorii proprii. A. - %
Pentru demonstratxe pormm de la obsrvatlavq,c pentru orice bloc
rdan putem scrie ‘

, Jx=D+ M, &0 (529)

, este matricea unitate de dim &ml (RX k) si M este o matnce
celeasi dimensiuni, avind toate €lémentele nule, cu exceptia celor

la 1med1at la dreapta) cQ

00 1 0 . ’Q@O N 00 +--- 1

0 0 0 &\ a1 : ()_o eese 0
‘ (‘),&Q &bgo 0 () 0 cree 0 ‘
@\\ _ &L  Mm=0, m>k R (531)

aﬁ&é&‘e condltn utlhzmd formula bmomulu1 lu1 Newton putem

€. &Q?, -

; ey L m w—IA M"‘t"' R
_ ,,,Z_m'] .v,,,z.,om(—{_) . .

= 2 — (IN" + Cixm-1)f + + C"'*I)\M'"-1 +

==l

de J, este un ‘bloc Jordan oarecare de dxmensum&@x k),. corespun- -

tuate ' pe codiagonala prmcxpalé dici pe o paraleli la dlagonala ‘
sint egale cu 1. Se poate arita ugor ci

,,




Mry =Ty A'"t”‘ MY — g
+ >’ 5 e Eum—n' b

e ME ———""' § o _amrgman
= D1 u (= PR |

-1
I+ Mt ... + M ——— eV
L (e .w—nJ )
Acest rezultat este identic cu membrul dre t din (5 .28). Pe parcursu
calculelor s-a tinut seama de faptul ci (m ') ACh=(m ‘)"1 m(m—

(m_n+nom-—um—nﬂwT SRR

) o . . . “
5. 2 4. S:steme dmamlce continue in txmp : ,{\\9@ :

Este evident c4 teoremele 1 i 2 de la~ §5.1 rémm )k 11e si in'cazu
sistemelor dinamice liniare continue si invariante. i timp. Din rezul-
tatele (5.3) sau (5.4) si (5.26) — (5.28) se trage concluzia ci stabilitate
intérnd depinde numai de distributia valonlor&prn ale matricii- 4

“in planul complex. Ca atare proprietitile de'stabilitate asimptotici,
- de stabilitate sau de instabilitate ale sistemplor dinamice liniare mva—;
riante §i continue in timp, de forma xg* '

i = Ax &ﬁ,\% r€R®, | A §(5 32):

au caracter global. In acest con \%&ﬁ se pot enunta 'urmitoarele doua/
-teoreme, pentru care se va dasg)\demonstratie comuna. : D

Teorema 5. Sistemul ﬂ&&mm (5.32) este stab11 daci §,1 numai daci
toate valorile proprii aleduatricii A au partea reald nepozitivi, iar cele
cu partea reald nuld %d}espund unor blocurl Jordan de ordinul 1.

_ Teorem @ Si \émul dinamic (5.32) este asimptotic stabil dac: g
numal da t té'valorile proprii ale matricii 4 au partea reald negativi
/i ﬁ!ea relatiei (5.26), conditiile necesare si suficiente (5.3)

si (&{\ s;{s& echivalente respectxv cu - -

&Q/ o HeJtH Ml,\ tGR_,_, (MI‘I>0), s
| Bim (e =0," .

deoarece V si ‘V"1 sint matrici constante.



<My teR, (M, >0),
2.= l,_2, avey \.; _7 = 1 2: ey ﬁh

o . i

hmnef"'u—o P } S (88

__12,...,7 ;__1 2,...,15‘., RN

In f”rslt avind in 'vedere (5.28), teoremele 551 6 sint evidente., ftr-a-
évar, conditiile (5.35) au loc dacd si numai daci toate.valoril oprii ‘
,'finatrlcu A au partea reald nepozitivé, iar cele cupartea,reald nuld .,
srespund unor blocuri Jordan de ordinul 1 (in.(5.28) k\fa@ 1 pentru. .
0;in caz contrar, adici pentru £ > 1, exista ele fente ale'matri-
8) care'sint nemirginite si deci (5. 35) nu (@&&’ avea loc). De,

isemenea, conditiile (5.36) at loc dacd i numaidacd toate valorile
Toprii ale matrlcu A au partea reald negatlv:t‘ N
Slsteme dmamxce dxscrete tn tm&&u IR

n L
. ev1dent ci teoremele 3 §z 4 riin valabile §i in cazul 51ste-
_/mamlce liniare discrete si 1nN ante in timp, de forma :

wE A4 1) = Ax(@ keN, zeR%, . (537)
u_care matrlcea fundi@e%tala este o ; R .|
In acest caz ’formde echlvalente ale. condxtulor (5 7) si (5. 8) sint /’"?‘.
&»N{b S M N YL _ 5.39) »
@Q/s . ” H me ‘ ‘ | i. .\\ (‘ ) N
11m 1|A"'|| _.0 A ’(5.40)

égh se poate face uz- de formar canonici dlagonala (Jordan) res-
e (3.18), Ca si in.cazul precedent, se trage concluzia ci proprie-
e stabilitate ale ‘sistemului (5.37) depind numai de- distributia
rilor proprii ale matricii 4 in planul complex si ci stabilitatea asimp-
i stabilitatea sau instabilitatea sistemelor dinamice hmare dlscrete
arxante in tlmp au caracter global : ‘




Vom - enunta in cont;nuare doua teoreme pentru care vo
demonstra’;le comuna

Teorema 7. sttemul dmarmc (5 37) este stabll daci §1 numai dac
toate valorile proprii ale matricii A au modulul mai mic sau egal ,cu;
unitatea, iar cele de modul unitar corespund unor blocurl Jordan de.
ordinul 1. - :

- Teorema 8. Sistemul dinamic (5.37) este’ asxmptotlc stabll dacy
numai dacd toate valonle propru ale matr1c11 4 -au modulul mai ini
decit unitatea. ’

' D. -In virtutea relatiei (5 18) condxtnle necesare $1 suficiente @939
si (5. 40) sint echivalente respectlv cu ;- . :

| lim =0, - @,&" |

i .

'deoarece V si V~ sint matrici constante O
Tinind seama de (5. 22) rezulta cd (5. 41&@ (5. 42 sint echlvalent
_ respectlv cu -

ll];;llstp m e%@\?M“ >0),
- i=1,2,.., %Ngm 2, b
\ si ’ . J,\‘NN . L . -
lim HJ"@&»N—O IRV
s @%z, sy 5= 1,2 e B |
Avind it in vede Q&* 3) si (5.29)—(5.31), teoremele 7 51 8 sint emd{ente

Intr-adevir, lle (5.43) au loc daci si numai daci toate valoril,
proprii al&w 15} ii 4 au modulul mai mic sau egal cu unitatea, iar cele
dexmo r corespund unor blocuri, Jordan de ordinul 1 (& ="

n ( tru ||A|| =-1; in caz.contrar, adici pentru % > 1, matri
cea "‘ 1IAf=1 si exphcxtarea (5.29), este nemirginiti pentr:

m eN eoarece -. ‘ _ , .
J"‘ = (I + M) = Ixm 4+ COA™IM 1 CRAm2 M2+ .
o+ C'" ’MI’” -1 + M" = = I\™  ChA™ 1M + CaAm2ME £ i+
IR Ck-‘w-’“ﬂM’f 1L omzk—1,

,/,v




by poat -avea loc) De

ate valorile proprii ale matnc

VZ;G.Y'Exempl_e" ‘ - ‘

Lo ! ‘ /
Cascada formata din doui recxpxente Exammmd ecuatla mtrare—
(l 27) a acestul sistem se constati ci

—ae  ax C
' = 5 a, b, c, o> 0.. . K
A [ s~ o ] T o
ntrucit problema stabilitatii sistemelor dinamice hmar@wcontinue
vatiante in timp este, in principiu, o problema de ‘g&erminare a
\lizdrii: valorilor proprii ale matricii 4 in planul . plex, rezultd
,ractxc trebuie si se éxamineze maji intii locahzare% radacmﬂor poli-
itlui caracteristic A(s). In cazul de fata . ,

= e[ Dol
_s2+u(a+b+c%‘(s+acoc. R

Deoarece ,7\1 + A= —afa + b, —|—(§®§ 0 si MAp = aca >0, rezulti,
ReX; s < 0, ceea ce ihseamni, ‘q\ orm teoremez 6, ca 51stemul consi-
t este ‘asimptotic stabil. 0

Y

] Pod rulant. Dm ecug@t&@&?ntrare-stare (1.66) se constata ca
. _ N .

— det Is — A) = §¥(s* + B)-

Este eviflent ci sistemul considerat nu este a51mptotlc stabil, deoa-
ce‘Re M.2sa=0. Pentru a vedea daci acest sistem este sxmplu stabil . y
mstabll este necesar si se determine forma canomca dlagonala"_zl Lo



d1v1z0r11 elementari s?, (s —7J \/ (3) (s + J VB B). Forma canonicd ]orda
a matrlcu 4 este

o1
oo o o
J= S .
‘ 00 jVB o0
00 0 —jv’p

ceea ce inseamnd ci valorii proprn duble A — 0 ii corespunde un 1
Jordan de ordinul 2. Teorema 5 nu este satisficutd in acest ca
consecintd sistemul considerat este instabil.

c) Proces de refnnoire- a stocului pleselor de schlmbg\\®m ecuat1
1ntrare-stare (1. 110) rezulta ci '

. S0 0 0 --- 0 07 Q)&
L Ll g0 0 -vi 0 0.
- ’ s A— 0 $-0 .-:- 0 04’\‘

, =1 O
-.._6 b d 0*%1210

Dupa calcule reldtiv. sunple se o‘g&ne L
A(s) = adét (Is - ) — s",
ceea ce inseamni ci A Q%\é&%e valoarea proprie de multiplicitate s

a matricii 4. Conform teogemer 8 51stemu1 con51derat _este- asimpto
stabil. L - _ /

' 0«
Ny Gb
\9 @& o ‘ .
6. Stéfﬂh&a, a extema o ;
(/N . , : . .
N . _ :
I&Qbeﬁmtla stablhtatu externe
Un sistem dinamic este suportul unui transfer cauzal mtmre-wsu'e.
- In atare situatie, pentru definirea stabilititii unui sistem trebuie si se
tini'seama de evolutiile posibile ale intririi si iesirii sistemului. Aceastd

idee conduce in mod natural la conceptul de’ stabilitate extemu (mtrare-
iesire).

. . -




y ti “de a defini- stabilitate
1 dprepondere ste.folositd otlunea de stdbzlztate mtmr
§zre marginitd (IMEM)

Defzm;m 1 Slstemul dinamic (1.9), (1.10) se’ numeste stabzl I] MEM
pentru orice moment initial f € R §i pentru starea mltlala %(tp)=0 "

o constanti K >0, dependenta de to, astfel incit pentru once
Tare:.care satlsfacg: condxtla de marglmre

Hu(t)ll< 2l T _(6.1)‘
51stemulu1 satlsface condlf;la de marglmre » v v\qoob‘
OUSK, t3t N (62)

e e o :
dz contrar 51stemu1 dlnamlc ( ) (1.10) se numegé@ﬂsmbtl IMEM. R

2en ru a putea fi luate in-considerare marlml% ‘intrare marglmte T
a |lu()||<L, t>1%, unde 0 <L < + o, 5¢ face schimbarea =~
ariabils de intrare* u(f) = #%(¢)L 5 se obtln@}%" O, t=1,, adica ‘

ie" de forma (61) 0
| , o
»
2. Stabil_itat_ea .externd a‘@i&emelor dinamice: liniare
i O . S e
Qv :

Slsteme variante mJtiﬁlp
a vazut la 3.1.1. ¢ @n’cru 51steme1e (ﬁnamlce hmare continue §i N
ante-in timp,. tra a, intrare-iesire se expliciteazd, pentru stare
ala nuld; prm %r@« usul de convolutle generahzat DR ;i

g ' ’

- . . b

. .04 ‘ ¢ , - ) »
_ &L@\\ y() =§ gt "e)u(r)_'dr; t2to, o 7 (63)
. I vtw o ) ) - ' . E .
(‘%’) i B}to; este matriceav de rdspuns la impuls a sistemului. T

rema 1. Sistemul dinamic (6.3) este stabil IMEM daca si numai
aCA ex1sta ) constantd M >0 astfel .incit : . v

g llglt,z) || dr<M, t2420. - .. . (6.4 -
iy ¢ ’ . .



D, Sufwzen;a Prm 1poteza are loc (6 4) Intrucxt u( ) 1§f§1ce:(6
pe baza ecunatiei (6. 3) putem face evaluarlle ) R

ny<zm_<S Ig(t, ) u(z) llrdrgs 18t =) 11 1<)

17 N

'

Gt e S!lg(t ‘r)HdT M, 12130,

' ’

ceea ce inseamnd cd y(¢ /) satlsface condltla (6.2) cu K = M

Necesitatea. Se presupune prin absurd ci (6.3) nu_ este adevir: t:
in consecm;a ‘pentru .orice K >0 existd un b > to, dependent
astfel incit _ S L

i‘v - o : QOJ‘\

: S lglt %) |} de > K. S

Daca se aplica norma in (6 3) pentru t= t,,, tm@/é seama de (6.5)
si facmd uz de norma’ . . c S

\ - - 0&% P
P ' llyli‘maxv% 0\*\
- v : \ Ilvll— , N
\ R e L . v . 0‘
‘ se ‘obtine O o &0* _ -
Tyl = mawa<tk> *) = ézfmax o7 (1) glt, =) u(s) .
[lv(tr)]| =1 b ([t || =1

Intrucit «(f) satisface condltla ) il vom alege astfel incit mtegrandul
" din (6.6), care este un scal atmga pentru fiecare' z, cu fH<T<
si-flu(x)l =1, valoarea s axxma In aceste conditii integrandul dm
(6.6) este o normi mat& ala astfel ca putem scrie
S N | .
ﬁlax\\%max v (tk) gt T):u(.;) = |lg(te TH|]-
(qcﬂ“vtk& Lllll=t _

‘&b ' : B g
Avﬁeﬁu N edere acest rezultat st (6. ), din (6.6) obtinem
W :
&Q, VU pli .
T .Hy(_mu'—& g(tk,r)nd»K
o ' : ‘l" 5
‘ ceea ce inseamni.cd sistemul con51derat este instabil IMEM. Acestk'

rezultat este in contrad1c1,'1e cu lpoteza fapt care demonstreazi necé-
sitatea. : , . Y




dusul de convolutle discrét generallzat

.

Rt !

= ¥, &l z+ 1) u(z)-}-D(k) ulk), 'k>‘ko, L (6.7)

ko

\ '~y . \

g(k 7+ 1) k=i 1, este matncea de rispuns, la 1mpuls a siste-

i (v 3:.1.2). -
nenunt. adecvat al’ teoremtn 7 pentru 51stemul (6 7). este urgfé@orul .

Teorema 2 Slstemul dinamic’ (6. 7) cu D(k) marglmta inn a pentru -
N: este stabil IMEM daca $i numai-daci existd o c ntd
stfel m01t : - v o

2 g (k: ¢+1)11<M l«=>ko>®eEy N 7(‘6.8) !
=k, » 0]\/ :
J o ‘ 0@ ' ’ ' b
’ \/ + :
g¥ : -

2. 2. Sisteme mvanante in tlmp \0‘{ - -

1
In cazul sistemelor 'dinamicé 111%1&'}'6 mvarlante in tlmp ecuatiile (6. 3)
7(6. 7) au respectlv urmatoa{&e forme

) _&@a—f O)M(T) dr,‘ teR, ' (6.9)
ntru»sllstengdali {\:@ﬁhue in tlmp (v. 3 1, 3) §1 ' o \ ,, ; | - o
Qo i@,@g Yk —i—1, 0) u(s) + Du(k) eN,  (610)

0«
Qs%mele dlscrete in tlmp (v. 3.1 4)
éﬁ urile adaptate ale teoremelor 1512 sint urmatoarele

RN

Teorema 3 Slstemul dmamm (6.9) este stabil IMEM daca si'numai

2

i ARK

N . P w

‘SwMana<+m,




Teorema 4. Sistemul dinamic - Xils)

}'(6 10) este stabil IMEM daci §1 -3
numai daci
i e, 0)n<+oo.v v
N L (6.12)
Avind. in vedere expresule I
analitice ale matricilor de ris- . o 2

puns la impuls g(¢, 0), e R, (re- :

latia (3.12))si g(%,0), keN (relai;la Fig. 119. Slstem stabil IMEM 5 ‘{é@tabx
'(3.17)), este de asteptat ca intre . intern. ‘0)
conceptele de stabilitate interni @ ;

si de stabilitate externi si existe anumite- relatn Sub as e@ééle lor cele
mai importante, aceste relatii vor fi *examinate in detal 531 ru
cazul sistemelor dinamice liniare invariante in timp, ele ce urmeazi
ne vom ocupa de dependenta relatiei mtrare-1e§1red trxcﬂeA B §1

.

6 3. Controlablhtatea $1 observablh ea staru
LY

Tn conformxtate cu (3.12) condma Q@ﬁl) este echlvalentw cu-
_ S [|C et B\QV dt < + o, ‘ (6.1’35
0 . ,\\ ’ ‘ :

ceea ce mseamna ca proprm\t@?ife de stablhtate interni ale unui sxstem
~dinamic liniar continuu § &tg&nvanant in timp le determini pe cele de

/

[

stabilitate externd. De eXeémplu daci respectivul -sistem este asimptotic
stabil atunci el este si stabil IMEM. Aceasti afirmatie se bazeazi pe faptul
ci daci 4 ar%to 0’valorlle proprii cu partea reali negativi atunci

mtegrandél‘] 3) oricare ar fi norma matriceald utilizatd, est
combm:sdaT de exponentiale care tind toate la zero atunci cin
: ste circumstante conditia. (6.13) este evident satisficut

‘vom arita imediat cu ajutorul unui exemplu stabilitatea
M ) 1mphca stabilitatea asimptotici, deoarece in aceastd 1mp11-
catie intervin 1ntr-un mod specific si matrlcﬂe B, C..

6.3.1. Exemplu de sistem stabil MEM si instabil int_er_n

~

Pentru sustinerea afirmatiei de mai sus se' consideri sistemul a
cdrui schemd bloc structurald este reprezentatd in fig. I1.19. Relatia

i




N614)

X9 = 5 U + 44l

Sy

| in(S) ="*%[U(s)_ — 68X (6.15)
: : () = 3X1(S)-2Xz(s) o (616)
Re 01V1nd SIStemul de ecuatu (6 14) (6.15), in raport* cu 2 S‘). si f
s)-se -obtine B "@‘\' AR
¥ , ' 3

.(6.17)\' o

Xs= Uls .
..‘(), i <)\ &@“ .
; X. U | i&) o 6.18)

: s ,= — U(s). . - .
nlocumd acum (6 17) §1 (6 18) in’ (6 1'wezult5ufmitoarea;eﬁua;ie
are-iesire - X &Q»{ o . o B

P A PR \-— QJ - ) . - ) - : )
Y(s) =. &U(s) ' L (6.19) -
adar functla de tramsfe‘@&\i 51stemu1u1 este
@&G L, 5.20)
: s) = , P . 6.20
J@%"v-().erl", B
g@é raspunsul la impuls- R
t)—{ L £<0, R (6.21)
N ey \t .

N
Q‘/ﬁ@ﬁsface evident condli,'la (6 11) ceea ce inseamni ci sxstemul
: at este stabll IMEM :

f

Alegmd ca varlablle de stare manmlle X 1(s si Xa(s), ecuatule intrare-
e-iesire se obtin din (6 14)—(6.16).. Elnmnmd numltoru in (6. 14)



A

si (6 15) $1 trecind la domenml t1mpu1u1 cu conditiile mltiale %1(—0)/=
= Zy(— 0) =0; din (6.14)—(6. 16) dupd calcule ‘elementare, rezult

P s o 2
- LY [3—ﬂ[2]'j

Ecuapa caracteristicd - a sistemului este
A(s) = det (Is——/A) =% — 1 =0,

ale carei radicini sint A = ‘——1 A =1, Conform celor aritate 1
este evident ci sistemul din flg I.19 éste instabil intern. A ackag
litatea IMEM nu 1mp11ca stabilitatea asimptoticd.

Aceastd ,,defeci;lune este de naturd parametnc-s
poate fi explicatd in modul cel mai hmpede facmd urm
de varlabxle de stare

. ‘A~ ; . ‘. ‘ & ’
o ) [ fll];_y—l[xl']l 0»(\9* \ |
. . ‘ . R xz ) . n}x‘zl Q&’\/ A .

r4

A L]

324‘

stabl

li&gurala si e

rea schimbare -

unde S o \0* \

T V‘=[12 (f —2
T B —1. 1

sint matricea modala a matrlc $1 respectlv inversa sa.
Inlocuind (6.24) in (6.2 % 23), sistemul: considerat se aduce la
forma sa canonici dlagon (se. foloseste aceastd denumlre deoarece:

matrlcea A V"1 AV = =@ este ‘diagonald).

: o C o

o r—1 0 ’ 1
\Oy 3&(” o i

RSN :.ox,l( %l Lo
\ -‘-‘ . ~ : .

Se constati c4 in forma sa canonici dxagonala sistemul este constl-
tuit din doud subsisteme, caracterizate prm variabilele de stare %,
sl respctiv xz, care sint total ‘decuplate -intre -ele (in sensul ca %; nu
depmde de %, Xy 5 %3 nu deplnde de %,). In plus subsistemul caracterizat
prm %, (s prin valoarea propne Az = 1) este decuplat atit in raport cu



fc\1t\ i cu slrea.v Acest fapt explicd ‘complet -, defecti
nalata 'mai 'sus. Ea este de naturi parametnc—structurala fund
ata, pe deo parte, de perechea de matrici 4, B, respectiv de contro-
abilitatea stdrii §i, pe de altd parte, de perechea de matrici 4,C, respec-'
v’ de observabzhmtm stdris. 51stemulu1.. :

2. Controlabxhtatea starn ‘ o "
»Defzmitm 2. Un sistem dinamic se numeste de stare complet controla—
tld daci existi o comandi u(t) tefty, ] = R,, continud pe p. rtlum
re transferd sistemul din orice stare inifiald x(f), oricare ar&%

rice stare finald x(t,), oricare ar fi #; e R,; finit; cu 4 > ty.

In' caz contrar sistemul dinamic se nume§te ~dupd; g%z de stare
arfial controlabild sau de stare necontrolabild. _ .
Pentru- a putea caracteriza un sistem dinami Ciﬁﬁiar contindu. si
nvariant in timp in conformitate cu defmma gvom demonstra mai -
tii - doua rezultate pregatltoare. : :
Fie ‘A’ o matrice (1 n) $1 fie - @’VQ{ S BEEE

A(S) = §" + GIS"_I + e n-1 S+ Oy 7 . (6.27)

olmomul e1 caractenstlc \Qi .

v

Lema 1 (teorema Cayley-Han,%q}\ton Orlce matrlce A verifici ecua-
ia matrlceala N SN . .

CA® A a4 -&v + a,,_lA + oc,,I = 0. o B (6.28) ‘
.. Se. §t1e ci (QN . . C N
: S\/ . ' . R ‘ k
J — 1= 104 -—A,,.' 6.29
N w“@sm PeRgrae s A 68
m\b W u

Q{\Q«\ &](Is — A) = Bls" 1 + st"“2 —|— + B,, 1S + B,., (6.30)
\rlcea adjuncti a. matncu caracteristice si Bl, B, ..., B, sint
mat‘f\&e ‘constante de *dimensiuni (an)

Din (6.29) in’care se inlocuiesc (6 27) si (6. 30) dupa calcule elemen-
are, se obtine Ce

(Bist + Byt 4 o+ B,,_ls FR) -4 = .
L= (s —|— ap st 4 L. —{- -1 - oc,,) . (631)




Efectuind calculele in (6.31) si identificind coef1c1ent11 matrlceall'
dupa puterlle 1u1 s se obtine sirul de egahtap

- Bl, —I .
o ] —BIA. +BZ = “11
‘ " '—'BzA — —|—B3= dzI

“—Bn 1A+B _“n—lI . 6'
—B, A 2% AR
—al g

‘In sf1r$1t mmul’;lnd egahtatlle (6.32) la dreapta, respectiv cq\f&aatnclle '
A", A*1,..., A, I i adunind rezultatele membru cu; (g‘i\embru se

~ obtine . (6. 28) A . QY B
. Lema 2. Pentru orice ﬁiatri’ce A are loc. explicitar%a&:/
S - O ‘
- = E fk(t) A%, te R@\ | (6.33)
. - = \y ‘
“unde £ (), £=0,1, ..., n—-l sint func éxﬁée tlmp determmablle
.+ D. Din. ( 6.28 ) ezulta ™ o, .
Lo RETAPE N N S
4 %a,,_,A" B
E .&& -
unde dg_. = — d,,_g, k= 0(&“, e
" Apoi %& , , - -
Q%: AA" =A% Z a0, A = =N ah4d*,

k=0

unde R q}a& si Uy = ol o}y + oS k= '17 2, ., —-1.

md in acest mod se obtme
' A 5_‘, aHAk i=0,1,2,.., - (6.34)

¢ ) - . . o~ N

unde ajy, k= O 1 L n—1,1 =v0, 1,2, ..., sint ,c‘oéfici'enti detélfmi- _
nabili. : o S

..

. o o o



—';»O—k—"tkaAki kgo FtbAk + 2 . tkAk

'chlmbmd 1nd1ce1e de sumare in. ultima sumd de mai sus prm
7 si finind seama de (6.34) putem scrie ’ :

'

- NN -

= ,‘,".;«i A gt
— T e Antt — .
| =% 5t _,+-§p.(n+i>! T ol
: »="i kAk+ z t'r“"‘"il‘a,‘,_kA":",J‘\o)’ S
- k! _ (n..[._z)' S v (/QA R .
- P SN
N ~ Q/i . A . ) :
=Zl(-i" +, Z a,‘,_,gt”“ ﬁ& - o
k=0 "“0 R o ' . ‘g'
. v
; \Q\/ ,

.‘_ fk()’ B +2m%_k, /‘,,’ | ( )
obtine rezultatul (6.33). W I
Cu’ aceste doui rezultate pu gl aborda problema controlablhtai,:n v

unui sistem. dinamic lini %is continuu i invariant in tlmp, descrls
rmatoarele ecuatii’ lntr%ﬁk—staré-lwlre K

| ggéé A+ Bu, 1eRy: . 0 (6.36)
FJO’Sy Cx+Du o (637)

y eR” §1 A B C si D sint matrlcl constante de

= [B, AB A®B, ..., A”-lB] S (6.38)

§1 numxta mamcea' ‘

'

Teorema 5 (Kalman) Slstemul dmamlc (6L36); (6.37) este de stare
nplet qoptrolab1la daca‘§1 numai daci T S

(6.39)



' D. Se stie ca (6*..36) admite solutia -~

) = rt K ' . o J
S x’(t) = ed(’~'o),;;(to) +S‘ ¢‘A’<¢.—_v)Bu(‘¢‘)‘_d;,; >t - (6.40

o . U D

' pentru orice u(t) t to, contmua pe porpum (v 2. 1 3) T
‘Fara a reduce din gemeralitate vom con51dera fy = 0 si #(t) =

In: aceste conditii solutla .(6.40) devine - Vo

- . . .’t,".-' . o
0= e’“f %(0) +S et Bu(z)dt, H>0." b
v N o"‘;' . SN
. , ) ) A .
Inmultmd cu e*'“1 la stmga §1 mlocumd e—47 cu (6 33);&@&1 relatia
de mai sus se obtine

. Z AkBS Sl — -c) u(r) dr = — x@)&
p ) %\

Examinind aceastif ecua‘gle se observa c%\)’é’a poate fi exprlmata §1
.sub urmaitoarea forma :

)

v

T wm BT
.l . ' L c'\S vl(tl) o ‘ .
[BT‘AB‘,‘AZB,--..., A&@ﬁ ) | = —x(0),

SR &6 o IR " v>4 SR
. : J @5\; L bn";l(tl)_ ’

‘ \"v\y W)@ : “ o
%i t&% fk(— T) %(‘C) d'r, k= 0,1,2, wsn—1, ‘ -

smt @ on m- dlmensmnah dependentl de u('r te [O t1]

in cohformitate cu defzm}m 2 este evident acum ci proprxetatea de:
controlablhtate completd a starii sistemului (6.36), (6:37) este echivalent’
cu faptul cd ecuatia (6.41) -admite. a solui;le (k). 21(t1), .er v LH) "
pentru orice %(0) € R Ecuatla /(6.41), care in fond este un-sistem de %
ecuatii cu mn necunoscute, admite o solufie petru orice x(O) € R* dacd
$i numai daca condltla (6 39) este satisfacuta.

. "

%




Deﬂm]fm 3 Un 51stem dlnamxc se numeste de stare complet obser-
vabzla dacid vectorul de stare poate fi determinat complet peste orice-
nterval dé timp finit [fo, 4] < Ry, si# > t, pe baza cunoagterii cbmplete
Aintrérii w(f) §i a iegirii y(t) peste acelasi interval finit. v
n caz contrar sistemul se numeste, dupi caz, de stare par;ml obser-
abild sau ‘de stare neobservabda.

Fie matrlcea : c

v -c = . e
| ca )
; o= C4* |, \& (6. 42)

T o .
AT e - ‘ B .
rmati din submatricile, CA*, £ = O 1, .. @'@— 1, si numitd matricea

observabzhtate a s1stemu1u1 (6.36), (% T
Teorema 6 (Kalman) Sistemul d "\ﬁmlc (6. 36 ), (6.37). este de stare
omplet-observabild daci si num ’(\%aca

‘e . .N . . ~ » v - ‘
,“@ang : @ = #. T - (6.43) :
% Q0 | ‘
D inlocumd (6. 40{04 \solutla ecuat1e1 (6 36), in (6.37) se obi;me
‘ . J 0’ ! .
O}J y &Nﬁ Cedt= ’°>x(to) +C S “ed(t- T)Bu(-r) dr+ .
tﬂ

. Q/@ L . : - : .

3& \te expresia transferulul 1ntrare-1e§1re al sistemului (6. 36), (6. 37)
entru o stare inifiald oarecare.

Fara a reduce din generahtate vom consxdera ty = 0 §1 u(t) = 0,
0, . In ‘aceste condxi;n (6.44) devine P

Ce““x(O) ). tve'[o', W (6.45)



Inlocumd (6. 33) in (6 45) se observd ci rezultatul (6 45) podte fi'

pus sub forma _ , ‘

¢ ’
[folt) il®)-faa®]| C4% 12(0) = y(#), t€[0, 41, = .(6.46)

7

[ car |,

In sfirsit, se deriveazi (6.46) in. raport cu #, succesiv’ de #—1
calculindu-se de fiecare dati rezultatul pentru ¢ =0 tlnmd sea@a si

de (6.35). Se obi;me astfel rezultatul echavalent S 0,\

' | C Ty0 1 &

o fea ) Vo) &%
(f A1 . y(n—n(o)

-

Conform definifies 2 este evident ci. prop be\ﬁltea de observabxhtate
completd a stirii sistemului (6.36), (6.37) echivalenti cu faptul ci
ecuatia .(6.47) admite o solutie x(0) orlczu?;r fi membrul drept, vector
np-dimensional. Ecuatia (6.47), care in este un.sistem-de #p ecuatii
cu # necunoscute, admite o solutie x(0)bricare ar fi membrul drept, daca
si' numai daca condltla (6 43) este\\&% isficuti. . |

. J ’\4 .

6 3 4. Propnetat,l de 1nv%g‘§nta |

Ca §1 pohnomul ca eI'ISth al-unui sistem dinamic liniar contmuu
51 invariant m && roprietdtile de controlabilitate §i de observabi- '
litate a star cter intrinsec, respectiv sint invariante in raport
cu transfo iniare nesmgulare ale vectorului de stare.

(;%Wa 1f1ca aflrmatla de mai sus, fie transformarea
}

% = P, . : (6.48)

unde P este o matrice constanti (nxn) cu det P+ 0.
Inlocumd (6.48) in (6.36), (6.37) se obtin ecuatiile .

o :A‘?c’+§u,' teR, S (6.49)
. y=C%4+Du, - Y. (650)

95



A=Pap1, B=PB, T=CPY,
= In condltnle (6. 51) 51stemele (6 36), (6 37) si (6. 49) (6. 50) se numesc
ivalente. ,

Xt

om: arata in cele ce urmeazi cd N ‘
, rang €= rang e o (6 52)
,In r—adevar tinind- seama de (6 38)7si de (6 51) putem scrie - '

ang € = rang [B, 4B; ..., A1 B)] = rang[PB PAP“1 PRbQD.

'S

PAP- PAP ... PAP~ PB] = rang[PB, ‘PAB, ., ep>4"-1 B] =
. ’\ -
= rang P[B 4B, ..., A™1B] = rang@&\

_,In mtreglme analog se poate -arata ci ‘ &)& .
‘ ' rang@Mrang@ @&Q' - - (6. 53) e

Un alt. rezultat interesant in sine §i uth entru ragxonamentele care
urma este -acela cd matricea de trar@“er a unui sistem dinamic de
orma (6.36), (6.37) este invarianti inj\raport cu transformirile nesin-

gulare ale stirii de forma (6. 48) dar vom arita ci,

G@fv G(s) . L (659)
”‘Intr-adevar ';mmd s de, 3 (3.15) si (6\51')' pute}n scrie succesiv- v
g(‘;”(s) —Cus—4 @50‘% +D=CPYIs — PAP H)-1PB+

+ D@_QCP-l [P(Is — 4) P} PB + D~
e pap (s, ) PiPB D=

? &Q/ o —C(IS—"A)“IB-FD G(s)

‘»5 Forma canonicé Ka]man

ptul ci proprletatlle de controlablhtate a stirii si de observabi-. .
stirii nu depind de-baza de vectori in R in care a fost exprimatd’
prezentarea mtrare-stare-1e§1re a unui sistem dinamic liniar continuu. §i
ariant in tlmp ne permlte sa cercetam 1mp11catnle acestor proprletatx '



-asupra transferului intrare-iegire al respectivului sistem ficind uz ‘de
o transformare adecvati a vectorului de stare. In acest sens s-a §i Ipro-
cedat in cazul exemplului de la 6.3.1.

Din punctul de vedere al celor doui proprieta{i studiate, un sistem
dinamic oarecare 8 se poate descompune in patru subsisteme, si anume: :
8¢ '— de stare complet controlabild ‘i neobservabili, 83 — de stare
complet controlabili si complet -observabili, care cuprmde si cone-
xiunea directds Du, 8¢ — de stare necontrolabili §i neobservabild si

8% — de stare necontrolabili si complet observabila. - ‘
. 'In scopul determinirii acestor patru subsisteme se foloseste transfor-
marea (6.48), cu P = V-1, unde V' este matricea modali a matricii 4,

prin care sistemul dlnamlc (6. 36) (6.37) se aduce la forma | o

‘ ¥=J%+VBuy, \(6 55)
;o ' . y=CVZ+ Du, - ({\*(\N (6.56)°

numiti forma canonicd diagonald ( Jordan ) a sistemului (6. 36) (6. 37)
.J este forma canonici diagonald (Jordan) a matricii (y 5.2 '

Ecuatiile (6.55),'(6.56) au avantajul Temarcabil c, in cadrul lor,
componentele vectorului canonic de stare % se prezintd la gradul maxim
de decuplare Teciprocd. Pentru punerea in ev. @é§1té a celor patru sub-
sisteme se reordoneazi adecvat componentg}é vectorului % si se gru-
peazd in patru subvectori x%, Kooy, ¥nor 9@"2 corespunzatorl urmdtoarei
explicitiri a reprezentaru 1ntrare-star<i@$1re

1]
i 1T An Ai A1%\°->A14 a1 BTy

xcc _ . 0 Azg JQ\N A24 J ng + iz u, (6.57)

O o no
(J’\)’ Q&\{b ’ . 1 x“’ j o
5@*‘— [0 C: 0 Cy Kec . +Du,

o &\ & R e
RN ‘(\& T I
L

unde A@ Ay, etc., By, By5iCy, C, sint submatrici de dimensiuni adec-
‘vate. Ecuatiile (6. 57) (6.58) reprezmta Jorma canonici Kalman a siste-
mului (6.36), (6.37). '

Transferul intrare-iesire este reahzat numai de subsistemul de stare
~ complet controlabili si de stare complet observabild. Acest lucru poate
fi demonstrat si cu ajutorul formei canonice Kalman. Vom calcula in

e 1| o0 } (Q\&\Ass Aé; T Ko .
L xf,‘; ) - 0 S"&/ 0 A44__ | x(,, RLU U
¢ R 5 O° ’ Co S L

(6.58)

~

' -~

o T : eT



.Kalman (657) (658) ‘ S DL
e G(s)—-- wl o

‘avem

AU I 11'3"“ Ay TA12_ —A1s | — Ay B, 7 .

Co 0 Cyl0 ¢+ Ts—dw -0 - —du| | Byl p

- 0. -0 133—A33 A'—'_-'Ags . 0
Lo e 10 -0 Ijs —Apl L O

de I, Iz, 13 $1 I; sint matrlcﬂe unltate de ordine adecVal;>i
si este

Inversa matricii -caracteristice se calculeazi pe subm
0. matrice superior triunghiulard. de submatr1c1. Ca 1;\ are putem\

e (S
‘/" ‘ .(Ils_All..).;l" ; ~12 . X13 ‘..Q;“&'/}(]A- R ‘
CZO C4:| ) / 0 (IZS A22) ) X23 0:\// .qu, . . _' /A
- 0 ) . 0 . (Iss—@)_l , X34'
U o i C (Is— AM)-

e X12: X5 'etc. smt submatrici é‘é dimensiuni adecvate ale caror‘ o
esii nu_este necesar sé fie calodlate, dupd cum se va vedea mal jos,
fectuind calculele in ultima delatie obtinem : 7

Yy G(s) =.€@’ﬁzs—'—'A22)'le+D. L (659)
e . ' (0\ . -
6_4 Stablhtatg@SIMEM si stablhtatea a31mptotlca» | Fe
“ o Qb ' TR
6. 4<<Q S\ist%m% dmannce liniare contmue si mvanante m tlmp
Ay L
prex 7. Daca 51stemu1 dmamlc (6. 36) (6.37) este a51mptot1c ‘

-a, vazut ¢4 sistemul dmamlc (6.36), (6 37) este_echivalent cu
‘rma canonicd Kalman (6.57), (6. 58) Polinomul caracterlstlc, calculat
~pe’baza acestei forme, are expresia S

A(S) det(Ils - All) det(Izs -_ A22) det/(l3s — A33) det(I4S — A44)
| (650)



si conform 1poteze1 toate - radicinile sale sint situate in semlplanu
Re s < 0. Aceasta inseamna ca si A3, are toate valorile proprii in acela§)
semiplan. -

Pe de altd parte aphcmd transformarea inyersd Laplace relal;lel (6. 59)
obtinem .

<g( ) Cze“vz‘Bz+D8(t) teR. (6.61)‘

Este evident ci g(t O) satisface condﬁ;la (6. 11) ceea -ce, conform
teoremei 3, 1mphca faptul’ ca slstemul dmamlc (6.36), (6.37) este stabil :
IMEM = -

" Daci se expliciteazi matricea inversd din (6.59), matricea de tran%ﬁ

a sistemului dinamic (6 36), (6 37) are forma \_
- Gls) = Cz‘ad] (Izs — Azz) B, + D, \*\NQ (6.62)°
St T Az(s) ' & o

in care ' ) B .' &

i ‘Ax(s) = det (Ips — Ay). &Vm : (6. 63)

N

Elementele. matncu G(s) sint fractii ratlonal @#‘\caror numltor comuns:-
_este Ay(s). Dre aici rezulti ci polii functiei c@“vanabﬂa complexid G(s)
'smt chiar ‘ridicinile polinomului “Ay(s ).'\ngmparmd pohnomul carac
teristic (6.60) al sistemului (6.36), (6. cu numitorul comun (6.63)
al matricii' sale de transfer se trage gdncluzia ci multimea polilor sis- -
temului dinamic (6.36), (6. 37) este duiclusd in mulfimea valorilor sale
proprii. Cele doud multimi coincid*numai daci sistemul respectiv este:
de stare complet controlabild stare complet observabili. Aceasti,
constatare'ne duce la urm% arele doua rezultate . ; ,

Teorema 8 Slatemgl (yl?namlc (6. 36) (6 37) este stabll IMEM daci-
si numai ‘dacs t&tx Kollﬁ matncn sal_e de transfer sint situati in semi-

planul Re s
D. Sufz 1\59 ntru matncea de transfer (6. 62) conform teoremel
dezvolta A) putem scrie in domeniul timpului

. . .

Z g Ku ]) ————— {1t~ ew+D3(t), 'teR+; - (6.69)

et

N

(s)j}» ‘ (6.65)

s=At

1= 1,'....,‘ 7, ’ ] =-1,,.-.,. T




i=1

3

fiind gradul polmomulul Ag( s). Lo~
ntrucit Rex;, <0, i=1,...,7, rezulti ck (6.11) este satrsfacuta
conform teoremes 3, sistemul dlnamlc (6 36), (6. 37) este stab11 IMEM

Necesztatea Se §t1e cd

G(3)=S ge0)ettd -
'y , 0 B

: . - - .
Corespunzitor acestei relatii pu’fem face urmitoarea evaluar'go(o-

SO
6811 < SO et 0)11 - e _&w\ Lo

entru 'Re s> 0 are loc | e <1 i, ;mmd seama, @é%e (6. 11) din
'egahtatea precedenta obtmem - , &}

i< 0 11 <+

&@’&Re s>0 o

a in semlplanul Re §>0, ~

form acestui rezultat G(s ) este mar%i
e transfer G(s) sint 51tua1;1 in

ed -ce inseamni ci toti polu matr1
es <'0. ;
ezultatul cupnns in teorema &lﬁg\une in evrden'ga faptul ci stabili- '
téa IMEM 2 sistemului din (6.36), (6.37) depinde de distributia
planul complex a zerourilor polinomului (6. 63). Polinomul ~Ay(s),
Jcare  este numitorul comn 1 elementelor .matricii de transfer G(s)
numeste polmomul pokilor sistemului (6.36), (6,37). -
S3 observim ci am4juns la polinomul polilor Ay(s) plecmd de la
reprezentarea 1ntrgr@.stare-1e$1re a sistemului. Dacd un sistem este
oscut nu q) aza matricii sale dg transfer atunci determinarea
&r este posibild pe mai multe cii. .
de&rmmarea formei Smith-Mc Millan a matricii G(s), [I2]. .«

Ng}l&qétermmarea unei realizri mlmmale (A B, C, D) a matri-

1 u& m determinarea tuturor (adicd de toate ordinele) mmorrlor_
1t ai lui G(s). in acest caz polmomul pohlor este cel mai mic mul-



i'

-

D Conform ipotezelor teoremel multlmea valorllor proprii ale si
temului dinamic (6.36), (6.37) ‘coincide cu multimea polilor functiei sale
de transfer. In baza feoremei 8 toti polii; respectiv toate valorile proprii -
ale sistemului, sint situate in semiplanul Re s < 0. Ca urmare, sistemul .
dinamic (6.36), (6.37) este asimptotic stabil." B’

- Rezultatul precedent este’ o reciprocd a feoremei 7. Fird a mai fi-
necesare demonstratn mai putem enunta - si urmatoarele reciproce ale -
teoremez 7.

Twnmau)Dmi¢MdemQMCm3®(&M)%mﬁﬂﬂIMEM
atunci partea'sa de stare: complet controlabild i de stare complet ob‘s‘%r-
vabili este asimptotic stabild.. = '« = ' 0)% )

g | N

Teorema 11. Daci sxstemul dmamlc (6 36), (6.37) este stab TMMEM

.§i partile sale de stare necontrolabild. si/sau de .stare n ‘!@Q&)ervablla R

sint aszmptotm stablle atunci- sistemul -considerat este asimifitotic stabil
o EN

6 4.2. Testarea stablhtatu IMEM o, ,&Q,-&) N
Gradul de stabilitate . - B %\04 .
Modul in care a fost defmlta stablhtat XTMEM permite anahza
experimentald ‘relativ simpld a proprietdfl or de stabilitate externd
ale sistemelor dinamice. In acest context glproblemd de naturd teoretic,
“foarte 1mportanta este aceea a alegen ului de mirime de intrare prin.
care urmeazd si se ‘testeze stablht externd.,
- In mod obisnuit se folosesc se@aalul treaptd (funct;xa lui I—Ieav151de)
si semnalul sinusoidal. Vom ; fa in.continuare in ce misura testarea
" cu semnalul treaptd oferd infoftnatii nuantate asupra stabilitatii externe
(sau interne in- conditiile t&p¥emelor 9, 70 st 77). Testarea cu semnalul: '
sinusoidal va fi abordatd 'in cadrul metodei frecventiale (v. II.3.2).
’ Daci marlme& de. l@trare a sistemului (6. 36) (6.37) este .

\'d , &i>§9,um 1 1. 117 o(t), N (6.66)
unde J X - : : ‘
Q@ \O S ‘ t<0 E ‘ R

@?§® ()-{1 o . (6:67)

este functia treapti unltara, atunc1 raspunsul sistemiului, - in transfor- *

1
mate. Laplace tlmnd seama ci £{o( t)}— —Z» are forma
s

Y@L_H@n11;.u{ \ o (6.68)




¥

H(s)——G(s) RS

Defmma 4. Matricea h( ) — g1 {H(s)} se numeet,e matm’cea indiciald
a sistemului- dinamic (6.36), (6.37).
Conform teoremei integririi originalului (v. anexa A), relatlel (6 69
i1 corespunde in domeniul tlmpulul urmitoarea relatie

RN RE T h(t,)?:‘S g(x, 0) d‘r," .teRJr.' LTy (6070)
: s : o 0 \,4 . » b_

- Teorema 12. Sistemul dmamlc (6. 36), (6 37) este stal@ IMEM-
si numai dacy’ lim h() existd si este finitd. = (JQ“ L

. t->00 ,\

.Immd seama. de (6 64) 51 (6 70) este ev1der{% a pentru t——»oo :

btinem: A(¢ ) = k, unde k este o matrice cu elem te constante, daci "

numai daci Re . »<0,1=12,..,7, respect daca si numai dacd

sistemul considerat,~conform, teoremez 8, este,@tabll IMEM § B

dn conformitate cu teorema 12 rezulti c atricea mdlClala poate f1
utilizatd, in cazul unui sistem stabil IMEM “pentru apreci¢rea, aproplern
51stemu1u1 (6.36), (6.37) de situatia de(instabilitate IMEM, respectiv
a calititilor sdle de stabilitate IMEMO ceastd apteciere se face pe baza
baterilor pe care le prezmta elem\e& ele matncu 1ndlc1ale k(t) fatd de
elementele matncu : \, o

A S 7{3— lim h() S (6.71)

é@m 8 si de relatule (6. 64) si (6 70) rezultd ‘c¥,
igﬁ tativ, abatenle elementelor matricii A(f) in.
ncu % vor fi.cu atit mai mari, respectiv gradul
va fi mai redus, cu cit polii matricii de transfer G(s)
eéml@ ul Re si< 0, vor fi mai apropiati de axa 1mag1nara

[N

'

Imlnd seama de fe
d1n punct de vedere
apert cu cele ale
de stabilitate’ IM
situati'in
Re s =
‘.E%per1§u a acumulata in domemul pr01ectar11 sistemelor automate
cd gsigurarea stabilitatii IMEM nu este suficientd. In mod obignuit
! Q&a se asigure prin proiectare o anumiti rezervd de stabilitate IMEM,
;%HV 0 anumita dlstan’;a minim3 ‘o, d. polilor matricii de’ transfer
-G(s) fat,a de axa 1mag1nara a planului compléx. Aceastd misurd, pe lingd
faptul ci asiguri o'compoitare corespunzatoare a 51stemu1u1 prevme
pierderea stabilititii ‘datoritd: .

— variatiei parametnlor sub influentd facterilor de medlu sau a.
1mbatr1n1r11 materlalelor ‘

b ' . . i

r




nlor parametrllor pe care se bazeazi pr01ectarea _ _
- —liniarizarii neliniarititilor; o

— tolerantelor elementelor constructive’ ale sxstemulul real

Gradul de stabilitate IMEM este prin definitie distanta « dintre axa

+~  imaginari a planului complex ‘si polul lui G(s) cel mai apropiat de ea.

‘Evident, prin pr01ectare trebule si se asigure ca .« > apip

~ Propnetatea unui sistem dinamic de a rimine asimptotic stabll saw

~ - stabil IMEM, in conditiile in care parametrii si/sau structura sa se modi

fici (sau sint 1ncerte) intre anumite limite admisibile, se numeste

stabilitate structurald (1nterna sau externa) ' QO

‘ In general, propnetatea unui sistem dinamic de a-§1 conserv&%ntre

* limite prec1zate sau precizabile; o anumitd calitate, bine defipitd (de

exemplu |[A(f) — ha(t)||< (), t€R,, unde e(f) este ero ed ™~ admisd,

a lui /(¢) in raport cu matricea indiciald %,(#)), in conditii care para-
metrii sifsau structura sa se modificd (sau sint 1nce€<§;& 1ntre anumlte
limite, se numeste robustefe. . _ .

¢ Lo S R ' o \‘Q/ -

. : . - . ‘,&@ )

6.4.3. Corelatxa dmtre calltatea raspunsul&j’&?ndicial_

oo sl gradul de stabilitate {

Pentru sxmphflcarea expuneru g&n considera ini-continuare un:
sistem_dinamic liniar; continuu si, invariant in txmp, cu o intrare $1 o
1e$1re descrls de functia de tr fer -

\N

/-

. 5&0 H(S—B,) . T
R G(%QK’—I‘———‘ m <m, o (6.72)
| ST ey T

unde %sqn (polii si B, sint zerourile lui G(s) Jar K este un factor de

. p_rop oﬁ@&ltate Se’ présupune cd . oy #fBy, 1= La,n j=1,.,m ‘
- Vom)determina rdspunsul indicial al acestul sistem in 1poteza ca

«; sint distincti, cu’ Rea; <0, si B,#0, utilizind teorema dezvoltirii-

_ (V anexa A) in conformltate cu (6 69) si (6. 72) putem scrie-. -

. . ; - ¥

&

G(S) i} Ao + 2 Akeakt 1 €R+, (673)

k=1




.‘_. ' S U ‘;1 . v

Ag = tim ) =im s(5) £ — (cijr K Brbe, g7

“1 vee a,,
" o " 1- _ 4 II( B!) T
A= (s — o) G(s) — =K ff ’ (6.75).
~h . s=ay, I’I (“k _ d‘)‘, - )
o Ck=1,2,.m ’ %(0' -
Din anallza rela’;nlor (6.73)—(6.75) rezultd ci abaterile; %& h(t) in
‘raport cu £ = 4o nu depind numai de distributia pohlor g Nel si de dis-

rlbutla zerourilor B; in planul complex.
Caracterizarea calititii raspunsului indicial ‘se f céuzual pe baza
nor. indicatori ‘numiti indicatori ai performant " sistemulud. Sint
osibile doud evolutii tipice ale rispunsului mdl% ‘oscilatoriu amor-
izat si aperiodic.

* Réspunsul indicial oscilatoriu amortizat s g‘ﬁ\racterlzeaza din punctul
e vedere al gradului de stabilitate, prin @n%hatoru 1ndlcator1‘

— suprareglarea, defmlta prin \J\

v o= @&&‘\; o (6.76)
o g . ’ S\S h B B o l
— durata 7egmmlm tranz \iu t,, care este -durata pini cind hit)

ntrd def1n1t1v in zona de a valorn staglonare k, adlca are loc
. QQ(SS h<h(t)<1,05h, £>t. = o, (6.77)

aperlodlc se caractenzeaza numa1 prin durata

‘

Raspunsul 1ndlcl‘@1@
gimului tr x}mt
-Dupa

istemu iy&
to ze

~de asteptat la realizarea arumitor performan';e ale

( zg) in conformitate cu (6.73)—(6.75), contribuie toti polii -
rile lui G(s), respectiva contributie depinzind de pozitia
complex. Se trage in mod firesc concluzia ci in general rela-
calitatea raspunsulul indicial si gradul de stabilitate nu este
s1mp1a ea putmd fi puternic influentati de ‘zerourile sistemului.

In numeroase cazuri este posibild: impértirea polilor in doud grupe:

‘lex poh pe care ii vom nota cu a,, §i .
- — o grupd a polilor «,, cu Re «y< Re a, i unde oclJL este un pol
oarecare din prlma grupa. CL

— 0 grupd a polllor situati relativ aproape de originea planulul com- -



Polii °‘u se numesc polii dommanjz iar polii a, se numesc ;bolzi ind
pértati ai sistemului.
_ Influenta unui pol mdepartat asupra raspunsulul indicial este’ d
. doud felun Pe de o parte in A(¢#), relatia (6.73), existd termeni de form

A, e . Cum Reay<Rea,, rezults ci termenii respectivi tind rapi
la Zero pentru t— oo §i ca atare pot fi neglijati. Pe de altd parte un po
indepértat a, influenteazd termenii din A(f) corespunzdtori polilor domi

nanti, deoarece a, apare inexpresia lui-4,. Pentru % = R in (6. 75
existd factorii |a,/ay — 1]a1. $i in acest caz contnbutla in At) a %o
lor indepirtati este neglijabila. ‘ :
~ Acelasi lucru se poate afirma si despre’ contnbutla zeroumlo\r mde
. partate. : : \b
Aplicatiile’ in care se pot pune in evidentd conflgurap lnante al
polilor si zerourilor sint frecvente. Dintre acestea, t1p1ca§p ntru 51stemel
automate este situatia in care functia de transfer a Sis \
terizeazi printr-o pereche de poli dominanti. In aégfel de cazuri functi
‘de transfer (6.72) poate fi aproximatd rprin,@\*j r

P G(s) ' ' - v : '
R 2 . 2 :
. o s +-.22€@§\t{5‘+‘0m’ . -

unde %12 = wu(— C:{: INT=1¥ = ;’&}V\este perechea de. poli dominanti,
, — pulsatia naturala (K@ctorul de amortizare s§i K — factorul
de amplificare.

Rﬁspunsul mdlclal alS’@stemulul (6.78) -are urmatoarea formi

J

< v @ —Lant: ° -
Q&(J\y MZK[I —\/ic—c—sm(m,,«/l — 2 t-|-

N g —- .
Q{\@\&&% VT8 oy
B k(t)=}< K[l — (1 4+ m,,t)]‘e_t“’"“{ t=' i, .
o te R-i- ‘ ’

e—ton

K[l ——HE—_——‘ S%I(O),,\/Cz - lt—l—

-l‘+a‘rgth‘/—cic————1)]". r>1.
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F1g I. 20 Dependenta ‘suprareiéru sia’ duratei- adxmenswnale
a remmulul tranzitoriu Nd% factorul de ‘amortizare.

a BT ~ -
n acest caz intre-indicat: performani;elor o si t si locahzarea poh—
%1, -existd reélatii sim intr—adevar din (6 79) se obtm
: & .
O =8 S
% ,1)%,,” = K(l +e ~/l—c') 0<i<1, .  (6.80)
Edm (@@ &e&ta . S .
il . - - .
y L . - \/1 C,z Y ?‘. \ . . .- i N
@\ &\@\ o=¢ o<t <1, . \ o (6,81)

e:f\‘lgraflc este reprezentat in fig. 1.20.
ezolvarea pe cale analitic, din punctul de vedere‘al necunoscute1 £,

uha ei numerici pentru valori uzuale alelui { este reprezentata graflc

flg 1.20.

PDin examinarea curbelor dm fig. I 20 se trage concluzia cj, in. functle N
performantele dorite, polii dominanti ai sistemului trebule sd aibda - -

s




‘ general

o anumiti locahzare in planul complex. De exemplu pen
duratei minime a regimului tranzitoriu, in condltule in care v, =
stant, este necesar ca {==10,707." .

_Din problematica abordatd in cadrul acestui paragraf rezulti
realizarea prin proiectare a unéi anumite rezerve de stabilitate (prmtr !
anumit grad de stabilitate), a anumitor performante (prin anumite ¢
figuratii poli-zerouri), a unei anumite robusteti (printr-o dependent
slabd-a proprietitilor de stabilitate sau a calitétilor rispunsului indicial
de modificirile sau de incertitudinile . parametnce sifsau structur:
admisibile) -sint de o mare importantd practici. Ca urmare, aspect‘
esentiale legate de rézerva de stabilitate si de stabilitatea str :
vor fi abordate in mod specific si cu prlle]ul expunern unor u%lCI d
analizd a stabilitdtii. . ‘ b@\

. _ N

.‘ . : . ’ - .. \’\4
6.4.4. Slsteme dmamxce hmare dxscrete si mva 1 te
in tnmp - -~

Q, «
Anahza 1ntrepr1nsa la. §6.3 pentru siste e dinamice liniare ‘cé1
tinue si invariante in timp poate fi’ reahza@\ mutatis mutandis, §i1
cazul sistemelor dinamice liniare discrete %\anarlante in timp, deoarec
definitiile controlabllltatu stdrii §1 a %bﬁervablhtatn starii au caracte

Fie un 51stem dlnamlc hmar dgsﬁ'ret st mvarlant in tlmp, descris
ecuatule %

a xgk 1) @{@x_(k) + Bulk), keN,

= one + D,
unde z e R", R@@y eR?” §1 4, B c §1 D smt matr1c1 constante :

'dlmensmm @zﬂed@fk’e = N ‘

" Fie rpgs@nc o oo e o
&\ 0&% | €=[BAB, A'B,.. 4B, .
%M\* D R
Ry ' - Te 7 ,

. o cA .
. . . CAZ, /
.@.= ’




om da in continuare prmc1pa1e1e rezultate referltoare 1a relatia
stabilitatea IMEM si stabilitatea asimptotica, omitind demon-
ile aferente. Aceste demonstratii urmeazi ciile utilizate anterior
zul sistemelor dinamice liniare continue si invariante in. timp.

ntrolablla daca si numa1 daca ! ’ s
rang e— - . (6.86)

Teorema 14. Slstemul dinamic: (6. 82) (6 83) este de. stare cg‘b%let
‘rvablla daci - $1 numai daci IR ‘
., ... rang@=mn_ ({\,{\N& (6. 87)
sorema 15, Daci 51stemu1 dmamlc (6. 82 (6: 83})@5% asimptotic
ibil atunm el este stabil IMEM. = =~ v
feorema 16 Sistemul dinamic (6.82), (6 83 e:;"te stabil IMEM daca
mai dacd toti polii matricii sale de tran (v. 3.1 4 ) au modulul
',mlc decit umtatea 0{ .

[eorema 17. Daca 51stemu1 dmamlc 66082 (6 83)" este de stare com-
‘controlabild, de-stare complet %U%ervablla si stabll IMEM atunci
Ste ammptotlc stabil: - S L

[eorema 18, Dach siste &inamle (6 82), (6 83) eété stabil IMEM
ci partea sa de stare complet controlabild si de stare- complet obser-
bilx este asimptotic st%b . . .

eorema 19, Dac Qmstemul dinamic. (6.82), (6. 83) este stabil IMEM
tile sale & %ﬁ’e necontrolabild si/sau de stare neobservabild sint
mptotic N}@bl é\ atunci sistemul’ considerat este. a51mptot1c stabil.
"Matrig iciald a sistemului (6.82), (6.83) se’ defmegte ca siin cazul
@yamlce liniare continue si invariante in ‘timp, ca fiind ris-.
lzﬁ,&inarlmea de intrare - . _ /

1 P S I O D17, keN, (688)

%

n conditii initiale nule. Inlocuind (6.88) in (3.18) si tmmd seama de
) reﬁpunsul s1stemulu1 (6.82), (6.83) are expresia

W) =B [ 1. 1, keN, . (6.89)"

5




: D oRher o '
W)=Y, CA**"'B+ D, keN. -

i=0 t -

. Definitia 5. Matri/c,ea h(k); ‘keN, se numeste matricea indiciald
sistemului dinamic- (6.82), (6.83). - .

Teorema 20, Sistemul dinamic (6.82), (6.83). este stabil IMEM dac;
$1 numai dacd lim A(k) existd si este finitd. )

H k>0 o . - ¥ .
- 9i'in cazul sistemelor dinamice liniare discrete si invariante j Ctim;
se poate pune in evidentd o legiturd intre calitatea réspunsulu\iyoindicié
si localizarea polilor in interiorul.cercului de razi unitate [K2 JQIn genera
'polii apropiati de cercul de razi unitate, dar situati in inperiorul s
determind rispunsuri indiciale slab amortizate. Prin egq%‘logie cu-noti
unile introduse la 6.4.2 se pot defini si aici gradul de stabilitate IME.
si rezerva de stabilitate IMEM ca fiind distanta polilor celor mai ap
piati si respectiv’ distanta minimi admisi a poljlor in raport cu cerc
de razi unitate. Pentru ca un sistem si posed¢’o anumitd rezervd
stabilitate o,,;,, cu 0 < 'am, < 1, trebuie c’aﬁﬁ‘oti polii sdi s fie situdt
in interiorul cercului de razi 1 — dp. . () . : o

o . N
6.4.5. Sisteme dinamice liniare K\J@@xante in timp =
o _" VoA . : S

" Desi varianta in t/imp atrag SN’dupé sine o crestere a complexititi
- problematicii stabilititii, c ‘avnecesitd si o nuantare corespunzitoa
a notiunilor din sfera st atii interne si stabilitdtii externe, relati
" dintre stabilitatea asimptoticd si stabilitatea IMEM, in contextul deter;
. minant al liniarititii, rfimine, mutatis mutandis, in acelasi cadru contura
in cazul sistémelor @&amice liniare invariante in timp. In ceea ce pri
veste condi;;"  nedesare i suficiente de completa controlabilitate a stéri
1 respectiv’de,¢ompletd observabilitate a stdrii, se constatd cd ele s
’bazeazé\(\pé 1§a%icea de tranzitie a sistemului [K1].5i, ca ataré, nu ofér:
posibilitatéa“unei abordiri nemijlocit parametrice decit in anumit
ca @culare, , ) :

S

6.4.6. Aplicatie: acordarea regulatoarelor
. - dupa criteriul modulului e .
Vom examina in cele ce urmeazi unele conseci"n;é ale acordirii reg

latoarelor, din cadrul sistemelor automate, pe baza criteriului modult

lui, [C1]. = . S S




e G =R (69D
e A H\‘(Tks+1)1'[( S+ A ‘ ;
L k=1 s ST

nctia de transfer a 1nsta1at1e1 automatlzate (partﬂa fixatd a sis-

ui’ automat)} In (6.91) K, este factorul de amplificare, Ty,
2,:.;m, sint constantele de timp importante (de valori

i Ty, i=1, 2, . ¢, sint aga-numitele constante de timp parazite
‘care se numird, de exemplu in cazul automatizirii a jonirilor

constantele de timp ale filtrelor de netezire conk@ e de tra-:
re, timpul mort al redresoarelor comandate etc &Q, are satisfac

C S Ta<minDe o o (6.927)' g
. . i=1. - .e " A . ) . ‘. .

stantele de timp paraz1te sint pri %\T necompensabﬂe in sensul
‘compensarea constantel de tlmpﬁé&mul flltru de netezlre,cu func- "
e iransfer ?1—_{_ pnntr—o cozg)%ionenta de t1pu1 T s+ 1 ins regu_

o Tys

s~ ar anula efectul de flltraﬁ&\necesar din punct de vedere funct;lonal
b 1poteza (6.92) se (Qa&}hlte aprox1marea e

N
t

[\ Lo o

o 9§°H( Tyis + 1 )z:rss'+1, e ’(6.9;)
Y N i=1 - . .
.Q/Q’ A\ @ . ‘\\
N\ -
> o™ | - Lo -
) &Q/ ) - ¢ - , ) . . ‘\r-.
=% T " (699
i=1" L R .

n aeeét_@ conditii funé’;ia de transfer (6.91) se aproxiﬁieazé.prin s

' (6:95)




Fig. 1.21: Pentru ewden’;lerea unei consecmtea,acordaru
regulatoarelor dupd cntenul modululul .

Conform cr1ter1ulu1 modululm functla de transfer a regulaé@ ‘1
este de forma " - : S

f

o : ,,k__T,,, k=’1 2,..,n, ’__*r—-—-_&@;T?./ IR
: Functla de transfer g s;stemulul 1nchls& nform  schemei bloc di
tig.-1.21, are expresia - o 04\}« .

Ga(3) Gals) -
,‘ , .G°(§> | 1+G GFQ@*#_ 52 +s/2w,,s+w,.

unde o, ="1/V2 T.. Compan ?% 98) cu (6. 78) Tezultd ci pentru s
‘mul automat s-a obtmut C =10,707,iar -din fig. 1.20-rezulta 0% = 4,

sl respectiv ¢, = 4_1 T.. asta inseamnd .cd -prin (6.96), (6.97) se e
lizeazd un sistem auto stabil IMEM si, mai mult, sistemul cons
~derat are un raspunsojndlcxal optxm din punctul de vedere al dura
reglmulm tranz1t0 m. . -

in cont stu1 subcap1tol trebuie sa remarcim faptul cd reg.
latorul Qjﬁ\g onditiile (6.97) de acordare a parametrilor sii confo
cnten lului fac ca o  parte a sistemului si devind necontrola
E:{(&I{&tl nsta in aceea cd.in functla de transfer a sistemului desc

‘ G(s) = Gafs) G(s),

tmmd seama de (6 95) (6. 97) se produc o serie de sxmphflcan m_-
vbmoamele de forma 'r,cs +- 1 §1 Tks +1, astfel ci m final se obtme i

1;«" :
(Ts+1)

oo N ‘
!

o »\“ : .f-.. G()—




: xplic

&3 in transferul mtrare-leslre 98) constantele de tlmp impor--
Ty, k= 1,2, .., n, nu mai au nici o mfluenta. S E
entru a ]ustlflca afirmatiile de. mai sus vom considera " sistemul
mat din- f1g 1.21, cu (6.95)—(6.97) si » = 1. Cu variabile de stare’
) Xz(s) si Xa(s) putem scrie urmdtoarele ecuatu :

Xl(x)——[U(s) Y, o . (6.101)

i

Xl = lme 2w —\‘Y(.sn‘}-» (6402

- TIS + 1 ) o - N ) . ,\9
',\ — _ 1 ] I r.JOJ\ Ny -
TXs(s) ~AT=s+‘1lX2\(s~)'" , R & (6.103) .A
v =X o (S (6104

inloculnd (6 104) in (6.101) si(6. 102) si trecind la- (&Omenlul tunpulul
nditiile initiale x;(—0) = x2(—0) = x3(—0) =0 obtinem

B ) - O 1 , :
- T ‘ o S B s G
i 0 0, —— | - «
,1 ) - . B o 4’04@/ . 1-_-
el &0 _Eadl L L Bm L s
2 Tl T1 . 1 2 ‘TT]: u (.' )
- le 1- ‘
SR DI ol ,
X — - X, -0
oL @V\N&LT 1 B S B
J@@y-:[o o lnf - (6106)
O P o x3 1. o '

e @Bntrolablhtate a acestui 51stem are forma

—

- K,le
‘T.'ZT].'TB

\Kﬂl K (1_. ﬂ) &, (E—K’T.%;f—‘l) o '(6.1(;7)

TT% TI. TT.

4

0 Kle Kf 1_1’;——11.)
' o T\ - ‘ —_




et

si

dete— B (L _ i o). (6.108)
% '3T2T Ts' T,.

Pentru t; = T rezulti det e=0 51 rang @ = 2 «ceea ce inseamni
ci sistemul este de stare partial controlabili. Aducind sistemul (6 1059,
(6.106), cu t; = T, la forma canonici diagonali, se poate vedea cd partea
necontrolabild a sistemului corespunde valorii proprii A = —1/Ty.
Acest fapt explicd de ce ' subsistemul caracterizat prin valoarea proprie 2; -

-nu particip la transferul intrare-iesire si clarifici totodata consecxlf.;%ejle :

de naturi’ structural-parametrici ale aplicirii criteriului mod%

L
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snstemelori
automate hmare

in cadrul'acestui capitol se vor expune prmc1palele n{.&(}é’ e de analizd .
stabilitdtii a51mptot1ce sl a stabllltatu IMEM inca emelor auto- 7~
mate liniare. - ~

/ Mare parte din aceste metode apartm teorl&/claslce a stabilitatii
e s-au ‘aplicat cu succes in analiza i sintéza sistemelor automate.
are constante monovariabile (sisteme cu omarime prescrisd, o pertur-
»atie si o mirime reglati) inci din perioada maplenta a automaticii.

Dupi cum se va vedea pe parcursu chstul capitol, aplicarea meto-
I expuse nu este limitatd numaﬂ@ sistemele automate monovaria-
Ele se pot aplica cu succes, in mite situatii, §i in cazul sistemelor -
omate multivariabile 51ste u mai multe intriri, mai multe iesiri
ai multe bucle de react omplex1tatea acestor sisteme 'a impus
“elaborarea in. ultlmele* oud’ decenii. a-unor metode :specifice de -
alizd a stabilitatii, ca%éwéor face ob1ectul\ capltolulul IV o
i . B S\I@ ' o7 » : ) T o T
1.- Te}@icl&%lmomlale o .
ﬂ &Q‘ . ) _x_,.\‘ I N \\
categorle de- tehmm se aplica sistemelor, dmamxce hmare
si se bazeazi pe ‘utilizarea polmomulm caracteristic — in
] &Yabzhta,tu asimplotice (V teoremele. 6 si 8 de la 1.5), sau pe utili-
rea polinomului polilor - in cazul smbzlztam IMEM (v teoremele 8
76 de la 1.6). : : o,
In acest context problema stabxhtatn (a51mptot1ce sau IMEM)

e incadreaza in aceea mai generala a repartltlel zerounlor unui polmom
planul complex \



© -se vor da mai intii-o-definitie si doud rézultate €chivalente respectiv cu -

O posibilitate. de analizd _directd a stabilitatii asimptotice ‘sau..
celei IMEM ‘consti in determinarea numerici a zerourilor polinomului

catacteristic sau ale, polinomului polilor [D 1, 2], [S1], [V 1], W 1,2].
Pe aceastd baza se pot face aprecieri corespunzdtoare privind atit gradul -
de stabilitate, cit si rezerva de stabilitate ale sistemului analizat. Deter-
minarea numerici a zerourilor poate fi f01081ta prin aplicarea repetatd

a proceduru numerice, $i in cazul in caré anumiti coeficienti ai polino-
mului sint definiti pe anumite intervale. Este usor de observat ci pentru®
un numir mare de coeficienti definiti pe intervale relativ largi, acest
procedeu conduce la un ‘volum mare de calcule firi ca, in final, si se -
poati.afirma cu certitudine ci rezultatele.reflectsy exhaustiv pro
tatile de stabilitate structurali ale sistemului analizat. Aceast3 ¢ f%
zie se bazeaza pe faptul ca, ‘pentru . calculul repetat al zerourllorJ
mului: respectiv, coeficientii s3i vor lua succesiv. doar un I- flmt
de valori din.intervalele lor de definitie. si pe faptul ci r 1%{3‘11(3 dintre:
coeficientii unui.polinom - §1 zerourile sale sint putermc& iare (for-
mulele lui Vlete) o . N

Un dezavanta] important al tehnlcxlor pohnom,{‘ determmat de .
caracterul” relatiilor dintre coeficientii unui poli §1 zerourile sale
este acela ci precizia rezultatelor este puternig dnfluentati de precizia
cu care au fost determinati coeficientii pohno@s}ului sistemului analizat.
Conform formulelor lui Viéte, erori foarte miéi care afecteaz coeficientii
unui polinom conducla .erori considergbile: care afecteazi zerourxle,‘,
acelui polinom. O analiza completa a ilitdtii asimptotice sau a celei
IMEM pornes;te de la premisa ci pdl@é&ul considerat are totit coeficintii
definiti pe niste 1nterva1e\determ inake de erorile de care acestia sint afec-
tati. Dupi cum se va védea mai b astfel de analizi poate fi mai Simpla
prin metode indircte, .respectiyhprin metode care nu presupun deter-
mmarea efectivi a radacxgg%r unui ‘polinom. - o

. ]"/"_ ) 04 Lo ’ /!
L (1)0/ ) . - ’ . _ » ;
1 1 Slsfggﬁ}e &b%tlnue in tlmp e
&b - PR b
. I T

- (d\'ExCI nlc1le care se vor expune sint aphcablle in egald misur -

in stu Ustabilititii asimptotice ca si in studiul stabilititii IMEM;

teoréema 6 de la 1.5 si cu feorema 8 de la 1.6, cate vor permite [ tratare
umtara a celor doud tipuri 'de stablhtate Lo

[3N

Defmma 1. Polmomul "

' g
. Ry,

P(s) = aos" —]— a;s" + + By yS + a,,, - seC, . (i.l)'?'-'

\\ . ;“ o Y
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sees M, S aO;éO se mnumeste Ima'wztzz,n :
urll’, sale’’ sint situate in semiplanul Res < 0.

In continuare ne vom ocupa numai de polinomul de forma . (1 1y
C 1c1en’;1 reali (2;€R, ¢=0,1,...,7), urmind ca polmoamele cu
ef enti. complecsl si fie studiate la HIL.1.3.3.

o~ ~

Teorema 1. Slstemul dlnamlc (I 5.3.2) este a51mptot1c ‘stabil daci
1xnuma1 dacd pohnomul caracter1st1c al matricei 4 este hurwitzian.

Tebrema 2. Sistemul dinamic (I.6. 36) (L 6. 37) este stabll@MEM
aci si numai” daca _polinomul pohlor este hurwitzian.

ntrucit aoaéO din (1. 1) dupa 1mpar1;1rea prin a0, se - (f&t}tmg poli-
N s ‘ . - Q{f\t .

. : - : Al
) = R - Z E I TN —{— %p_yS + -, seC, = é"

are are acelea§1 zerouri ca §i P(s)as
Vom demonstra mai intii o conditie ne@csqara ca A(s) s& fie hurthzxan.

Teorema 3 0 condli;le necesars é&o A(s) sé fie hurthman este
U . -
. o;,>(),SN§¢_1.2.,7¢. um

,/D Daca A() este huyw\%zmn ‘atunci zerourlle sale neC, 1=
o 1 satisfac con "Rer <0, 7=1,.., % In plus, deoarece
i e R, 7= 1, ..., n, penidu orice zerou complex ,, A(s) admite si zeroul
omplex conjugat Aavin aceste condltu conform formulelor lu1 Viéte,
utem scrie JQ; - .

R | R
(QQ (\IGI— “(7\1+ 7\2"|‘ < )\n) >0 : N
\ @ 2= Ahz + Adg - o F Ay hg S0 T S
, o3 — —E(;\l?\z;\g + 7\1)\2‘)\4 + .. + )\n_‘z)\"_l?\,;) > O

B I L TR R .

oy = (_l)n 7\17\2;... )\ > 0.

e
D I TR

e

= :
Condlpa necesard’ ( 1.3), deosebit de simpld, este foarte utild in aph—

atii deoareee ne permite-si afirmim ci daca A(s) are cél putin un coefl-
1ent nepozmv atunci el nu este hurwitzian.




1.1 Cntenul Nqust Mlhallov | o

Acest criteriu se incadreazi in categoria metodelor graflce si est
frecvent utilizat in analiza sistemelor automate.

~ Fie vy un contur inchis din planul s. Dupi cum se stie, [A 1, 2], [S 2],
prm transformarea S = A(s) conturul inchis v din planul s se transforma
in conturul 1_nch15 ' din planul S. Dacd g este un punct | interior al lui. Y
(adlca este in domeniul situat la stinga lui y cind acesta este parcurs’
in sens pozltlv) atunci Q = A(g) este un punct interior al lui I'. Afir-
matia reciprocd este de asemenea adeviratd, in sensul cd dacd Q este un.
punct interior al lui T',atunci existd punctele g;€ €, i'= 1, 2, ..., n, solu-
tii ale-ecuatiei A(g) = (), care sint situate —‘toate __ in interiorul lu% '

- Teorema 4 (Nyquist—‘\lihai]ov) Polinomul f .) este hurw1tzrgnxdaca
si numai daci.hodograful ! A(jw), © €R, are orlgmea cap c(tw nterior:
D. Pentru obtinerea hodografului A(jw), © € R, trebui ‘ga se consi-
dere in planul s. conturul inchis reprezentat de axa ima mara (punctul
de inchidere se afld la infinit),-fig. TL.1. .

° Suficienja. "Daci hodograful A(]m) »eR, Ni‘%’&ql‘)rlgmea ca punct
interior atunci ecuatia A(s) =0, seC,. admlte décinile 2, €€, 7=
=1,..,n, toate 51tuate la stinga axei ima xg re 4 :

Necesitatea. Daci A(s) este hurw1tz1an @‘i A€ 7 =1, #n, sint -
' rddicinile ecuatiei A(s) = 0 atunci A, ), smt 51tuate toate la-
S : - stinga axeiir a& nare. Rezulti de aici cd origi-

pm nea planul BES este situatd la stinga hodogra—
. fului A@& pentru © luind valori dela — oo
lanful s 1a J“-Q . . :

5 Exemplul 1:1. Fie sisteminl automat cu schema bloc
' ;_ Q,s@*ucturmé din fig. I1.21, in care ;
b

S RPN S NP N I
.\%@@f _ _F(s) 2601 3ds + 1 =gt g

S4 se ‘analizeze sta.blhtatea IMEM a a.cestm sistem.
Functia de tra.nsfer a smtemulm automat are expresxa.

Fig. IL 1 Conturul Y pen- . Gols)== GR(S) GF(S) = — 3s + 2 i .
‘tru teorema 4. . 1+ GR(s) Gr(s) . 2(s®+ 1752 + 2s + 1)
1 Hodograful unui vector sau al unui fazor dependent de o‘ vanablla, xel CR
este locul geometric- al virfului siu pentru € I. :
¢




; nomulux pohlor

A(s) = g8 + 17sz+2s+ 1.

-3 cipalele puncte ale hodografului A(jw),
“ @3>0, dupd care se traseazi prin puncte
' graficul respectiv (pentru. o < 0 acesta.

" este simetric, fatd de axa reali, cu ceea
2 " ce s-a obtinut pentru' w > 0), fig. IL.2.

11.2. Hodogrlaflu11 1 ]w) Ja exem- conturului T, ceea ce - inseamnd, con-
P “ . ) form teoremei 4, cid sistem utomat
- ; L .anahza,t -este stabil IMEI\}&

5

-

S B

; A .
112, Criteriul Hurwitz ~ L .
t &bv e

Pentru a putea demonstra acest crlterm intr-dminod relatxv 51mp1u
" expuné mai intii cxteva rezultate. preg)a@ltoare
ie pohnomul RN - ((\

xQ ' : ,
A*()—s —als”1+ St —l”lwls—{—(—-l)an, seC, -(14)

n ugatele zerourilor pohnomul)V AR v
u a]utorul pohnoamelor A{Js() si A* ) se definesc

;A.l(s) = (s +2a) k&ehsA*(s S >O seC R (1_.5)\;
"Az(‘s)':_ —~s—}—%&;§As)—}—sA*(s) o >0, seC. e
Este evident,

e grad #, — 1.
_lemen(’c&@%sL s@

@Al( s) este de grad n + 1. Vom arita ci ‘Aqfs) este -
-adevdr,.inlocuind (1. 2) si (1 4) in (1 6) dupi calcule
btine

s

&Z’ Ay(s) = 2[0(28" 1 —|— (0’10(2-— ag) s"2 + ] \
@Eé@@ru § =jw din (1.5) se obtine '
T Aje) = 2aA(je) + ]w[A(]w) + A%Go), weR. | (1.7)

Daca n este’ par atunc1 A*(]m) - A (joo) sidin (1. 7) rezulta

Pentru § = jo se¢ . determin prinlr

Originea  planului S este in interiorul :

v A (o) = ZocA(]co —l— ?,]o) Re (Jm), Y- R. (18)

N

e carul zerouri sint —7\“ 1=1, 2 % n unde Ai, =1, 2, vies Wy smt v



“tirea lui A(jw) cu 2« rezulti hodograful 2¢A(jo), © € R; punctele ‘hodo:

' axa imaginard si de modul variabil. Modulul acestui vector este nul pentru’
. Re A(]w) = 0, adici atunci.cind hodograful 2zA(jw) intersecteazd axa

“rea’ punctelor hodoglafulm 2aA(jo), o €R, cu fazorul 2e

-acesta ‘se poate verifica/ foarte usor daci este sau nu hurwitzian. Daci
‘este hurwitzian atunci si pohnomul precedent, de gradul 3, este hurwit-
‘zian. De aici rezultd ci si polinomul de gradul 4 este hurwitzian s.a.m. d., :
rezultind respectlv ca A( ) este hurwitzian. .~ . :
in‘al doilea caz se utlhzeaza Al(s) cu a]utorul ciruia se poate demon- \
stra cr1ter1ul Hurw1tz -

Hodograful Al(]o)) meR se obtine din A(]m) coeR Prln inmul-

grafu1u1 ZocA(]o)) sint apoi translate cu fazorul 2je ReA(]m) colinear cu

imaginari. . In consecintd punctele de interséctie ale hodografelo
2¢A(jw) si A(jo) cu’axa imaginard coincid. Conform teoremei 4 Ay
este hurwitzian daci si numai dacd A(s) este hurwitzian.

Daca n este impar atunci A*(]m) = —K(j'w) si din’ (-1.7) rezultd,
As(jo) = 20 A(j6) — 20Im A(jo),” @ €R. 19)
De’ aceasti dati hodograful Al(]w) I8 €R, se obtme prin’ tr %

coliniar cu axa real. si de’modul variabil, dar astfel incit ografele
20A(jw) si' As(joo) au aceleasi puncte de intersectie cu. axa reald.

Conform teoremei 4, Al(s) este ‘hurwitzian daca si numai dacd A(s
este hurwitzian. = . = ~ A o

>

~n. mod -analog, pentru s = jo dm (1. 6) se o&‘&}'ne RN
AZ(JQ) = 20;A(jo) + ]w[A* (o) &@m , @eRy - ~(L10)
Daca 7 este par atunm A*(jo) = é\ 51 din (1.10) rezultd .
| Az(]w) 201A( jm) + Zc%d'm A(jw),. weR. . (1.11)

Daca n este impar atunc1 A* $ = —A( ]m) §1 din (1.10) rezultd |
Ayfjo) = ZalAQ%&)/ — 2jo ReA(jo)t ©€eR. (1.12)

Rationind ca si'in cazu}b"l/gl A(s) se trage concluzia ci Ay(s) este hur%'

witzian daci si numai, daci A(s) este hurwitzian.,.

Polinoamele @1 &\&ﬂ AZ (s) pot fi utlhzate pentru a studla na,tura.
polinomului ' . : :

v In primul’c % utilizeazi Az(s) care este hurw1tz1an daca si numai'
dacd A(\Q&est rtwitzian. Pentru a verifica, daci A(s) este hurwitzian
se fomf*e\a “un sir de pohnoame Ay(s), 1ncep1nd cu A(s), dupi regula
precizat® prin- (1.6), pma se ajurige la un polmom de gradul 2. Pentru;:




matrice patratlca de ordmuln S : doT
T 1 0000 .7 =~ .
ﬁ. .‘ A | “3‘ “2 o1 1 /0 O v:-- ‘- ) \(1.13)

%5 *g O3. &2 'dl 1 ..

s --.---c- ..........'.4

mits matricea Hurzmtz asoc1ata polmomulul A(s), in care pe dlagonala

rincipald apar coeficientii lui A(s), incepind cu Loy, in succesiunea lor

a urala $1 = 0 pentru totl k> n.

Teorema 5 (Hurwitz). O conditie necesard §1 suf1c1enta ca 4&%09 sa fie

] w1t21an este ca . B Q@’
O det Hy >0, i=1,2 ., \\N : ,(1.14)

1
D Daca A(s) este hurw1tz1an atunci >y Al &}&ste de: asemenea

drwitzian. Matrlcea Hurw1tz asoc1ata acestu&&)ohnom are forma

‘ _ . _ & ’
o« o B
ady ooy oy “»{QJ IR S
ooy adg |+ oy > ey +ap e

‘ inorii prlnmpah dlagonal'k\éi acestei matrici sint my =.a, Mz = o

i, mg = o® det HZ, . = atdet H, ;, My, = o™ det H,.
Daca se presupune q%\ corema 5 este adevaratd pentru polmoame

gradul n atunci my >0, 4 =1, 2, iy M+ 1 Intruc1t _’; Al(s) este’

u Wlt'zmn ez ﬁp‘ca condli;la (1.14) este necesari pentru polmoame
gradt& onditia (1.14) este si suficienty deoarece det H; > 0,

. Ute determinaty de m; >0, i = 1, 2, ..., n 4~ 1. Intrucit
%\s (1&‘14) este adeviratd pentru polmoame de gradul #, rezultd
A(S) hurwitzian, ceea ce implica faptul cd A,(s).este hurwitzian.
Q%(\%i >0,4=1,2,..,n4+ 1, a fost suficientd pentru aceasta,

Pind aici am demonstrat ci daci (1.14) are loc pentru polinoame
e gradul » atunci ea are loc si pentru polinoame de gradul “» 4 1.
labilitatea - condli;lel (1.14) poate fi démonstratd direct pentru poli-
oame de gradul 2'si 3. Prin inductie matematici complets, prin tre-
erea de'la gradul # la # -+ 1, rezultd ci teorema 5 _este adevarata pen-
pohnoame de orice grad. . : .




: ~
; Exemplul 1.2. Fie s1stemul automat de la- exemplul 1.1. in care Gp(s)-are aceeasx
expresie §i

1
. . R GR(s): B4 —. :
. ‘ T$ R ~

este un regula.tor PI (proportlonal-mtegral) cu k 0sit>0.
. S& se determine valerile lui % si T pentru care snstemul automat este stabxl IMEM
Functla de tra.nsfer a sistemului a.u’comat are in acest caz expresia .

E (M_)
Gals) = : AR

sa—i- 17534-'(—1— +4k)s+i
S T

\

Aphcmd polmomulul pohlor - . : b@’
(s) =24 17s= (_ +4k) s+ i &é&\
teorema 5 se obtine | b ) ) } &)&
‘H3=[ Yo 4k 12 17\&@ S
.0 . 0 / 4/'{)‘ ; ’
din care, conform conditiei (1. 14) rezults \lo*{

~

136k + g\l

Un rezultat echwalent cu Jt@“rema 5 este urmatorul ;

B Teorema 6 _(H‘ermite). %‘%ondltle necesard si suf1c1enta ca A(s) si
fie hurwitzian este ca m%@r‘lcea\&metnca . -
1e hur

’Q\'ﬁ@ Hy = (h)ii=1,2, 0 n R (1.15) -

. o
unde. a (\‘]0\(’ &0‘0‘ . x

" AWy ag=1, i3, i4+j—par,
Ty = .@@0 | iy s ko1 %0 - 27 +7—P . (1.16)
é{\ ‘ , 1 4 — impar, ’
cu 7;", =‘ 7i,,-, sd fie pozitiv definitd, adici” ' ' ot
' det H, >0, i=12:.. : (1.17)

' D. Se stle ci H, este pozitiv deflnlta daca si numai. dacd totl mino-~
rii sdi principali d1agona11 smt p021t1v1 respectw daci si numai daci

\\

- ‘ 121

-



- 0g0ty — Up

: dg 0 . Aol —“““]_a4+ d7 " . CrL es (1 18)

~

LRI

. +

det Ty = det Hy, S @@‘ (t1g)
det Tf,. _ det H,, det H,, i=2 &% ; B

eammtlm cd daci condltla (1.3) nu este san (gfacuta atunci A(s)
este huwitzian si in atare 51tuat1e Ver1f1car condﬂ;nlor (1.14) sau
7). nu mai are sens. Oricum, daca (1.3 ebule sd aiba loc, este !
de vizut, pe baza relatiilor dintte de \\)g? i1 91 det Hy, ca numirul -
eterminanti care trebuie’ calculati rm conditiej (1.14)' se re-
‘la.jumdtate. Se poate formula el urmitorul rezultat, pentru

Tui demonstratle se poate cons& [G1].

P2

eorema 7 (Llenard ChlpaJr SO condltle necesar3 -si suficientd ca
s).sa fie hurwitzian este@@ $4 aibd loc unul din urmatoarele patru
de inegalitati (QN

£y >0, o;,,_z >:0,-..'.6ﬁ’V det H1 > 0,‘;,det' H, > o, .., _
>‘50' oy, >g§1}© :  det Hz >O det Hy >0, .., (1.20)
,,,><1V<\l°&%§io Uy >0, ... det Hy >0, det Hy >0,.

&%“@1 >0, ,3 >0, ..; det Hz >O det H4 >O,

QS“ o | o
13 Cntenul Routh - [.', | . |

Un dezavanta] al teo;’emelor 5 7 este acela ci apeleaza Ia calculul
r -determihanti de ordin ridicat. O posibilitate de evitare a unui
1.de  ealcul consta in utilizarea scheme1 Routh. s



P

-*  Pentru 51mp11f1carea expunern vom con51dera =3 in (1.2) si

{1.13). Este usor de verificat cd \ .
feuo 1 0 ,--1/061 —oyf(os — o) | | 7u 0 0
oy, az o } 1O 1 aff(ag — aqae) || 722 721 O}
0 0 agflO . 0 1 713 ‘Y22 731

nde 7'11 = det Hl’ Vo1 = det Hg/det Hl, 1’31 = det H3/det Hz
’ Generahzmd rezultatul de mai sus’ se scrle i

H,- S_R' o (1.21)

unde H este matricea Hurwitz (1.13) asociatd - polinomului &P@‘@) si
S, R smt matrici de ordinul # trlunghlulare (ca in cazul » =\3), res-
pectiv superior si inferior. Luind in considerare minorii pm@@mpah dia-
gonah din (1.21) se pot deduce relatiile: -

. \\ '
‘ i = det H, 74 = det Hi/det H,.y, g& (1.22)

Aceste Valorl pot fi calculate, ficind uz num%l&de minori de ordi-

nul 2; cu ajutorul ‘schemes. Routh &\@
. o A : : N , ,
. Yo1 %oz Yoze---. ....\‘..,..' ..... EEREIRRE 0.4\}“ pr.u....‘.»-;.... -
711 712 7'13--‘.& ...... . .l:.-,...%@* ......... . e e
L B ®% T
Yor Y22 723e¢eeesonns jeeene e .. }3&%] L et s ee e craeser e (1 23)
.......................... ::Mc?..}......".--...........
. J &’\
et A A v
e i N
\7',5_21 R K -(.QN Vi 29 | AR I B R R )
; 1’1;1.1 g ............ %’(‘@ 71 15 Ti 1;+1 ...............
[p— : .1 . J®0, " ETR PSS SN -
Ta (/,\}4 \/\ﬂ{ ¥ij Yijpl \ :
- 0\ O e
R A et ,
unde.(@@«,\ : '\&
a2 & \N\xb 1 , .
i &é&l : { 701, Yo2, Y035 --- } == { 1 %o, o4, }; (1 24)
L. . {711, 712, 713, =g o s e } "
$1 N (I /
| ry = — TR TRl gy (1.25)
» o ) ’7¢_1_1 :

Yi11 Vit

@



Teorema 8 (Routh) O condltle necesari si suficientd. ca A(s) si f1e
zian este ca toate elementele primei coloane din schema Routh
), cu (1. 24) (1 23), s fie’ poz1t1ve

Exemplul 1 3 Fie un sxstem a.utomat cu polmomul caracterlstlc
A(s)_s4+233+932+s+4

S§ se’studieze natura acestui polinom. .
Se. alcituleste in conformitate cu (1.23)—(1. 25) urmitoared schems Rou‘c}t0

T e 4 Q)QO
.2 L 1 : ‘@>
: ‘ , o o
@9-1L0)2 =172  (2.4—0)/2 = 4 _ @&
(17)2=2.4).2/17 = 11T ) ' & .

417—0).17 = 4. A Lo &/& - S

Deoarece toi;1 vy >0 rezulta c4 -polinomul A(s) este he}s&’zitzian, ceea ce inseamn3
'stemul automat considerat este asimptotic stabil. »{ﬁ\‘ ' :

n 1nche1erea ‘acestui paragraf vom faie&}fiteva observatii pr1v1toare
aplicarea efectivd a feoremelor 5— -

d) Este posibil ca pr1mu1 termen,\\*&l polinomului analizat si aiba
icientul diferit de 1, si pres em o9 > 0. In aceasti situatie
mele 5—8 rimin valabile daé& m (1.13) si (1.24) se inlocuieste 1

il precede, pe coloane 1%\& , pe ag) cu ag, respectiv in (1 16)
nsiderd «9 > 0.

b) Daci respectiv un éé\t H,, det H, sau 7y este nepomtlv atunci
mai esté nécesar sa continpe calculele, .deoarece in-atare situatie -,
) nu este hurw1t Daci se continui aceste calcule este p051b11 :
e determing ct ejl)zeroun ale lui A(s) sint cu parte reald pozitivi i
i @gft (reald negativi. De exemplu dacd nici un 7, nu este
r\eﬁillor de semn in_ prima coloand a schemei Routh (1.23),

oud numere sint respectlv #, i n — n,, unde n, este
%\ 2& .25). Daci un 7y este nul atunc1 trebuie avute in’ vedere
e doui cazuri: \

b.1] prlmul element al unei linii este' nul; T o '

b.2) toate elementele unei linii sint nule. .

In ambele cazuri pohnomul A(s) este. nehurw1tz1an si are zerouri
xa imaginard sau in semiplanul complex drept. Pentru a dlsceme
: acestor situatii se procedeazi ‘in- felul urmator.

3 '



In cazul b.1) se aplici schema Routh polinomului #"A(vY); ¢
v=ys1 ale cdrui zerouri sint 1/A, i=1,2,..,#, sau polinomului
{s 4+ a) A(s), unde & >0 (« = 1). Daca in respectivele scheme Routh
apar #,_ variatii de semn in prima coloand atiinci A(s) are ., zerouri
cu parte reald nuld sau pozitiva i # — #, zerouri qu parte reald negativ
In cazul b.2) se inlocuieste s in A(s) ci s 4+ ¢, unde |¢| este sufici
de mic si se aplici schema Routh polinomului. A(s 4- ¢), in*care- ter-
menii¢’, 1 > 2, se neglijeaza. Dacd pentru ¢ > 0, oricit de mic, in prim
coloand a schemei Routh nu este nici o variatie de semn si pentru '« < 0.
in respectiva coloani apar o variatii de semn atunci A(s) are #, ZEerow
'pe axa imaginard §i # — n, zerouri cu parte reald negativi. Dacé%@en :
tru ¢ >0, oricit de mic, A(s 4 ¢) nu este hurwitzian aturci,§i°A(s)
nu este hurwitzian. . - R i

- d
e
o S (&
- h1.4. Domenii parametrice de stabilitate - &&Q‘ .
ristic sau ai polj
nomului polilor sint valori numerice i constante de’'material care repre-
zintd parametrii fizici ai sistemului. Din motiv@\*\foar'te diferite - (tehnic
economice etc.) -ne intereseazi si stim int?\x e limite se _pot modific:
parametrii unui sistem fird ca prin ac sistemul si-si piardd cali-
tdtile' de. stabilitate asimptotici sau I oo :
Dupi cum s-a vizut in cadrul exgmplului 1.2 pentru sistemele pin
la ordinul 3, cu doi parametri variabili, determinarea domeniului pa
metric de stabilitate (asimptotic¥\sau IMEM) se poate realiza utilizind,
conditia (1.14).- v _-N&O\ S _ . T
In cazul sistemelor de. grdlin-ridicat se pune evident problema rezol:
vérii unui sistem de # inefulatii neliniare; ceea ce este in sine o problemi:
dificili. Din -acest Iﬁ@ﬁv cercetdrile s-au orientat spre déterminarea’
acelor valori a\@é p%%ﬁquetrilor pentru care polinomul A(s) devine pentru
~ prima oa &%ehg:fwitzian. Un polinom devine pentru prima oari ne
hurwitziah atifhci cind zerourile sale se deplaseazi in planul complex
- de lﬁ\'a n&'@ﬁa dreapta (in functie de parametrii variabili) i cel puti
‘unu. a§ﬁ@ge pe axa imaginari. Se poate arita, [L1], ci aceste valori
se obtin prin rezolvarea, in raport cii parainettii variabili ai sistemului,

Dupi cum se stie, coefii;ientii polinomului éaf%q&

¢

a ecuatiilor critice

"

.




26) atrage dupd sin v
g1nea planului complex i reciproc. Pentru ‘a ]ustlflca cond11;1a.
vom: apela la formula la Orlando, [B 2],

.o o1y . " “
det H,,.l_(~ 1) 2 I (), '(1 28)
, 1<=<;<n . .
cate Ay, i = 1,2, ..., m, sint zerourile- pohnomulm A(s) Este usor de, o

rvat ci daca N $1 )\, sint. doud ridicini imaginar, conjugate aturlci
3 =0 51 det H,_; = 0." Invers, daci det H,_; = 0 atunci ex1sta
‘¢ #7, astfel Incit A, -+ )\, = 0. De aici rezulta CA Ay, Ny smt ima-
on]ugate ) ) , . HW
o W

6"

emplul 1.4. Fie sistemul dinamic 5 QA
v 0 a+2 0T # o Ng
X1 a . . -
X2 = -1 . 1 - 3 2 u; & :
e ‘\b—lihl'_.'—Z ‘\ . ’: .

§ C
4 se determme in planul (a,b) domeniul parame’cnc&z%e stablhtate asimptotici..

ru determinarea limitei domemulul de stabilitaté\asimptotics vom utiliza ecua- .
ice (1:26),. (1.27). \N’V . Voo e,

olinomul - caracteristic are expresia \* N ) '
s T —@+2) o] P
R s—d4 - &%’\6%-{—sz+(a+3)s-}—( +2) (3 — 1.
—p—1 " -1 33}—,& : ' ' '
. . i} \l\ - . N \
&0 Ab oo -
) R S’V 3 '
. N J st . i ! : ) ~ N
‘ i Bj)_@ q:--z‘&. 2 ) ]”_ ) ] ’ ¥ ' E .
EERO ~PN =gl 2| stabilitate | - SE
0\ &{é /-.:?_ Nl | uSI/mpﬁ.‘OfICﬁ"< . SN L !
\&QJ. 7 S -
: = YR o, o
- X \ - B :
S 1% BY42Z 1 ,\0 N (I PR < T
-t ) -
» \\Xb 20*5 S B b
Y- —=" 3a+2)] .
NI 1 -3 l P | -

Fig. II1.3. Domeniul parametnc de stabllltate : v
asimptoticd la evemplul 1.4. - '



in conformltate cu (1. 26) (1 27) putem scrie - ST P
. (a+2)(b-—l)-—0 -
. .’ : 0 ) 1 ) ,’ ‘ 1
x det Hy = | _ =—3ab+2a—6b+5 - 0,
. RN (a+2)(3b—1) a+3
dm care rezultﬁ. iunctnle S s S - s -
’ a = -‘—2,. b= _1, b =__a’..j_.i ’
: : 3 23 (a+ 2) t

\-ale caror graﬁce smt reprezentate m ﬁg ‘I1.3. Domeniul de stablhtate ammp@:"
{ 5

" reste cel hasurat. Pentru determinarea lui se considerd cite un punct, respecti
pereche (a, b) in fiecare -din zomnele determinate de graflcele celor trei funcﬁ@ pentru
«care se verifici conditiile (1.3) si (1.14). De exemplu pentru a= —1, 5 sib=1 8e obtlne
(s)—53+32+l5s+1§1 ) N@Q’ _
N e . o : . . \,\*{\4 \ B
1 1. 0} L : - AR .
“Hy =} 1 L5 + 1}s .detH; = 1>0;, detH, = 1,5> (&, det Hy = 1,5>
L R B Y et =
7 ' - A :

In cazul in care numirul de- parametn es %al mare ca doi det
‘minarea domeniului parametnc de st bll;a e se poate face intr-un
spatiu corespunzitor sau.in mai mult ne parametrice.

_ Un alt procedeu de detérminare a dpmeniului parametric de s
litate este aga-numita .descompunere)®, [N1]. Vom expune concéptia
de bazd a acestui procedeu considerind un pohnom de gradul n; A(s; a,
care depinde de parametrii ¢,4€R.

. Ecuatia A(s;a,b) =0 @t@ o functle implicitd a legaturii dmtre
Tiddcinile 'a, 7 = 1, 2, ..., w) §1mp1anu1 parametrilor a, b. Daci se in
«cuieste s = jo si se rezolvd ecuatia A(jo; @, b) = 03 €R, in raport.
a,b se determma acele) puncte ale planului ‘(a, b) cirora le corespund
“zerouri imagi pohnomulm A(s; a, ). Asadar - A(jw; a,b) =70
_..m € R, este gucu éa limitd L in planul (a, b) care imparte acest plan
in doud m@ entru o anumitd regiune A(s a, b) este hurwitzia
Aar pe lementara ei este nehurwitzian. Determinarea efectivi
iécarel regiuni constd in trasarea curbei limitd L (si anume
unct pentru o buni-precizie). Se consideri apoi cite o per
»che ) in fiecare din regiunile determinate pentru care se verlf1ca
condltnle (1. 3), (1.14) sau’ echivalentele lui (1.14). .

In cazul in care A(s; a, b) depinde liniar de @, b $i ace$t1a sint 1nde-
pendenti intre ei, descompunerea @ se 51mphflca in‘ceea ce priveste
-«determinarea curbei limitd L §i a naturii regiunilor dehmltate de ea,

dupa cum se va vedea in cele ce urmeazi. ;

~




A(J“’ a, b) = Al(]"))a + Aa(]@)b + Aa(]'-')) =0, we R

L M=) + ), |
' Az(](v)) = ug(w) + joe(e), : © o, (1.30)
g 'As(]m) = u3(w) + ]vs(co) '

v, ¢ =1,2,3, sint niste polinoame care se determma a%ecvat
in A(]m a, b) in conformitate cu (1.29). :
'inlocumd (1.30) in' (1.29) se obtine sistemul de ecuatii- hni&e

B { ()’ + tigfe0) b + Ua() =0 \,‘V\&‘ .3)
'vl(co) a + vp(w) b + v3(0) =0, &/Q, Co
re sint liniar independente, si deci pot fi utxh@%é pentru determi-
area perechn (a, %), daca determinantii 0

S
'Sa@ dz_—‘-‘
oV

int simultan 1dent1c nuli. In ac%@é condl';n d1n (1 31) se ob;me

Uy Usg

Uy Uy

—ug us | “y

- (1.32)

T 7)5 W 7’1 —?)3

_ _i_ Mz(w)vs(@;y — Ug b))vg((o) ‘ .’(.) R, . 33
-d ul(wﬁ (@) = mp(o)ow) €R. o (139)
u; ) & )vl("’) — th1(0)v5(w) ,.,_ g " Y

M= 4 Fuone) —mopue " sR. (13

1le parametrlce ale curbei limits L si care pot fi
t§asarea ei graflca Ele reprezinti aplicatia care trans-.
nului A(je) in curba limitd L.din planul (, ). Punc-
a L le corespund rdddcini ale ecua’;lel (1 29) situate pe

13 a planului s. ¢
é@&gﬁl L este formatd din diverse segmente de dreapta sau de
entru o = 400§l @ = 0 din (1:33), (1.34) se obtin asa-numitele
;epte singulare ddca A(s) = 0 admite ridicina nuld pentru unii
adica pentru 4, = 0'in (1. 1)) sau ridicina la infinit ‘pentru alfi a, b
1ca ‘ap=0 in (1.1)). Dreptele singulare pot fi asadar determinate foarte
or.in - planul (a,0) ut111z1nd condxtule a, =0 si ao 0 (daca a; §1 o
°pi d de a, b). : .

(1.2_9‘),“ .



Pentru determinarea domeniului parametric de stabilitate (asimptoti
sau IMEM) se utilizeazi regula lui Nejmark. Pentru aceasta se folo-
seste ‘determinantul 4 din (1.32) care pentru » € R poate lua valo
mai mici sau mai mari ca zero. Daci pentru un interval. [w;, ] avem
d > 0, respectiv 'd <.0, atunci portiunea corespunzitoare a curbe
limitad L se hasureazi la stinga, respectiv la' dreapta, cind aceasta est
parcursi pentru ¢ crescitor. Intrucit 4 este in orice caz o functie impar
de ©, rezulti c atunci cind « parcurge mul{imea R, curba L va iesi i

_evidenta prin hagurul dublu situat pe o singuri parte a sa. Curba.
imparte planul in doud regiuni. Domeniul de stabilitate se determind
prin verificarea conditiilor (1.3), (1.14) pentru puncte.interioare, sau
exterioare. Daci anumite porfiuni de curbe sau drepte au riamas %@h
surate, se poate sonda natura regiunii respective dind valori corespun
-zdtoare parametrilor a, b si verificind aceleasi conditii ,(1.3),6\&.14). e
PR . . ‘ 5 . N . B \/ F

" Exemplul 1.5, Fie sistemul cu polinoinpl p‘olilor‘ ' - _ %\ 
A =S F 4 (@ b) R+ (@ =b)s+cia>0, &3%0,' ¢ >-0.
* Se cere si se determine ‘do'mex’lviu‘l, parametric dg stabilitik%' IMEM in planul (g, b
pentru ¢ =2.. . .ot D ,(\‘0#.., .
" Pentru s = jo din A (s; a,b) se obtine sistemul \}J\/O\ : '
e S { ol + ot = ot 42
. : ‘wa — b = o(&b - .
Rezolvind “éc:'e‘st .s:istem in rai:ortf cu cg\@%‘ézﬂljtil

i b . -

+ ,1,1

Prin elimina WMlui "ﬂ{htre aceste ecuatii se obtine ecuatia curbei limits L,

QO ™
N\ :_,:&@@.; e Bl iaso b>o,
e 0" N b L L ;
AN

" - ,al cirel, i¢ este reprezentat in fig..11.4, a. P¢ de altd parte .
A g{ ‘ P in fig.-13.2 : >

. Ol e : 2 et s o
o? - o) - o .
d= == 208, oeR,;

e merl . S

Aplicind regula lui Ne_jiﬁai'k peéntru w'e (— o0, 0] avem d > 0-si curba L se hasu-

reazy la'stinga (deasupra); pentru @ € (0, -4 60), avem d <'0 si curba L se hagureazi
la dreapta (tot. deasupra). - T PR S . :




. L (ETA // & -:O=b
w=z=0 o /
. -T‘ 130 PN 5' ] /
' Stabilitate | 1 PN sabiltate
Y- ] X/ IMEM
)\“Sow>0‘ f o 4 . = i
% o N L, lcl' g - R q%b‘
a=b 21 / - ’(\4\(/ .
, O
T2 3 %4 5 b 2, L &7s b
i : e

Fig. 1I.4. Domeniul 'parametric de ,éta_bilitate

. d)b=2, 'b) cE[2, 1(&\‘0 R
»‘ 0{ : " .

la exemplul 1.5:

Domeniul parametric de stabilitate IMEI@\Q&ste usor de determinat deoarece uti-
lizind :(1.3) rezultd @ 4 5 > 0 sia — b > 0. : ] g

DacX ne interéseazi si influenta coefi Qﬁtului ¢ >.0, se tine seama la determinarea

ului de stabilitate si de al treilea parametru. Dupj calcule similare cu cele mai de

e obtine ecuatia suprafetei {i{&hﬁ‘té, de forma : ' g
a=21> A y a>0,b>0, :0_>0’

S\/ 2 : :

drei reprezentare

‘

Du}%\}:@m @@2 ardtat la 1.6.4.2, gradul de stabilitate §i rezerva de.
bi@ e a&& o importanta deosebiti pentru functionarea normali a
tgﬁ automat. Este de la sine inteles c3 la alegerea parametrilor
si%& trebuie si se considere si acest punct de vedere. De aceea
> doarte indicat si se faci o parametrizare, in" functie de rezerva
de stabilitate a,,,>0; a curbelor din planul (@, 8). Aceste” ¢urbe nu mai
"0 imagine a axei imaginare din planul s,ci a dreptei Res = —a,:,°
respectivul plan. $i in acest caz se poate aplica descompunerea @
si-anume polinomului A(s — ey, ; @, b). Vom ilustra modul de rezolvare
unei astfel de probleme cu ajutorul urmitorului exemplu. '

i‘gbﬁcg este_dat3, in perspectivi, in fig. ‘114, b. - .
\ i N o L N L - o




Exemplul 1.6, Fle \slstemul automat cu

~ polinomul polilor bAp S
My=stattoset Lt
~ Se cere si se determine - domeniile para- 6 " -
meirice corespunzatoare rezervelor de stabi- ‘ (’ 1. - &min=0,
htat? Zmin =0, %nin = 0,2 §i amen = 0,4. \ : RE >
Pentru s = jo din A{s—apmiz; a, 8) =0, & : // v
procedind ca la -exemplul 1.5 se obtin ecuatiile \// Lmin=0/k 1
2030 -+ 20min 0 + 1 * ) \ A A
e 0)2'7" °‘mm Lo R 2 \\ N ////
b‘ _ Zocmin ‘I‘ ((502 -+ a?niﬂ) . 0)' e ‘R' 7 » l \, -
) ©? + “mm - : : - - — -
la- care se adaugy drea.pta. smgulara - ‘ R N

. Fig. IL.5. Domenii para tice pen

b= - ac,,,,,, + ocmi,,a; “mm.#,o. . 'tru diferite rezerve bxhtate 1a
' Qigin - - o " cL o R exempl&
Aceasta se obtme ‘prin anularea termenulul liber al polmomul (i — %min 5 @, b).

Imagmea grafici a domenulor cerite este redatd -in fig. IIL. . Este vizibil fa.ptul :
ci pe misuri ce rezerva de'stabilitate. creste domeniul part‘l}x tnc caorespunzitor .se
n'ucsoreazé. «

e O

)
1.1 5 Invananta pr0pr1etatn Hu”rwitz\oi' '

Tntr-o mare varletate de aphca it prmectarea 51stemelor ‘automate
se bazeazi pe cunoasterea modeluluPmatematic. Este posibil ca in unele -
situatii valorile reale ale. coeﬁc@& 1lor polinomului caracteristic sau al
pollnomulul polilor- sa dife torits erorilor de determinare, de cele
ale modelului matematic. %g@exemplu daci la determinarea experimen-
tald a elementelor matriéit 4 a sistemului érorile relative de apreciere
se situeazd in zona de toleranti de - 109, atunci unii dintre ¢oeficién-
tii polmomulul ()ara Tistic corespunzator pot. fi afectati de erori rela-

tive mai mag /0. In consecintd este de'mare interes de a -determina
‘mtervalel e, centrate pe valorile nominale, de _variatie a coefi-
cientilo ohnom pentru care”acesta 1§1 conserva proprletatea de
a fi &ﬁ&v n [B3].

1dera pohnomul (1. 2) hurwitzian. Pentru a ev1den1;1a maniera .
dlferlta e perturbare a coeficientilor %, i=1,2,..,n, s considerd o’
multime de ponderi nenegative ﬁ,, Do i= 1, 2, v n. In aceste condli;
‘se pot defini. variatiile admisibile ale- coef1c1ent110r dupa cum urmeaza.

Pentru orice ¢ >0, pohnomul

(S) = §% 4 Bys™1 4L + BacsS + ?‘n' ec,




mului A(s) Se cautﬁ cea mal mare valoare a lui ¢, adici engs, pentrun
"toate polmoamele dm P, sint hurw1tz1ene in aceste condltu

ie’ H,,( B,,, (3,,_1 §eeis Bl) matrlcea Hurthz asomata pohnomulul A, ( )
definesc. matr1c1le 4 . : ‘ RN

n(“u‘l‘Pnﬁ Oc7:—1‘*‘Pn 15» “n 2“?1;—25; ' “ﬂ—s Pn—ss ‘ \O)QO(I 37)
oc,,_4+p,,_4e, % 5+pn~55' Uy Pn—ﬁs' “n—7—Pn-7s'"\Q " .
g) = Hﬁ(“n : ,,s, - g1 ——P,,_ls, “n—Z 'I‘Pn—zs: °‘n—3 "I@—ss: (138)
‘ “n—4_’pi‘-4e" “n—ﬁ —~ P& “n—6+.pn-s~‘-': “a-7‘&§$—73»---)-:' R
“‘H n ner» n- =1 ~! —2%y -~ —3%5 - ' B
M 15A§ %1+ P 15 n2+Pn 2€ ’@ha Prst 139)

. oc,,_4_—15,,_4-s, %5+ Pn-ses oc,,_ﬁ—l—p,,_cs @ 7——15,,_73,...)
» Hy(oy+ Poe, . a1 Pn«ls» “n—z—,?%\};e: %a-3 + Pa-gt :‘ . (1.40)
Oy gD p,,_4e, Opy_g jb,, €5 an_%@”_‘;s, (x,,~7—!— Dn- 75, ) A40).
Se noteaza cu 9u(e) mlnorul pgfncxpal diagonal de ord1nu1 7 al matrl-b .
i) 5t cu & R

€; = min {%%6 exasta] ncu gy(e) 0} 5 7(1 41)

n - aceste condl';u ?,,w = min {e}, e}, ¢}, €}}. Pentru demonstrat;la :
afirmatii se date consulta [B3]. - S ‘

,@é‘ 3]): F1e un sxstem automat cu pohnomul caracter1st1c

! A(s)—-s“+5$3—|—8sz+83+3

‘xemplNulow

! QQbef ia\ahtu sint a,fecta'gx de erori in mod umform (adlcé. ;b‘ = p; 1,4 = 1 2,3 4) :
e determine emgg. - . . R

nformxtate cu (1 37) - (L 40) putem scrie .
‘ R - ET R S
Lo 84¢  8—e S5—¢ 1 _
Qile) = . St L

‘

0 34+¢ 8+e 8 —¢, ’ o
0 0. 0 34 ' v




F 54 1 o, 0T

l8-—¢ 8+ 5+ . 1
Qole) = : ‘ ' o
: 0 3~¢ 8—¢ 84+ e
L o0 0 0 J—¢
f5-¢ 1 .0 0 7.
o ‘8'—‘|—sj"8+’s 5—-¢ 1 )
SRR ¥ O T ER R
: S 0 - 3-¢ 8+c B+e ,
‘ : L o 0 © 0 3—¢ ]
F54¢ 1 0 0 S
N ‘8-_—5»;8—'_:3»5—1—5‘ 1 |- J\ .
Qu(e) = . ] ' ' '(40"‘
; o »0,5 3¢ 8—e 8§ —~c¢c- “(\\
Lo o 0«3+e" &é\\
Condltule de pozxtw:tate a minorilor prmmpah dlagona &1 matricilor Q;(e
t = 1234, conduc la urmitoarele inegalitati
O (e): - e<5 e<8 = - ‘—75s+181>&/§b
Qz‘(e') £ < 3;">é< 8, . e + 75 + 18@\> 0,
0e):  ce<3, e<5, | —252 +3 i@l& >0,
[ACHE <8 — 25 38+ 181> 0.

Utilizind acum condltla (1 41) se obt;xq\%éb ~2,5, z-:2 =3, 83— 3‘ e: ~ f,81. Asadar
Emazr ~ l 81. .o . ) .

,&o“ Lo
1.1 6 Stabllltatea struc la a sxstemelor automate
& .

‘ La 1.6.4.2 sa deﬁn&t@notlunea de stabilitate structurald. n opozitie
cu aceastd pr eret%\ﬂ,e se spune cd un sistem este structural instabil
daci el este; pentra orice valori admisibile ale parametrilor, sii:
Spre deos @* cazul sistemelor structural instabile, un sistem strus
tural s propnetatea cd domeniul siu parametric de stablhtate
‘ (asmﬁk& a-sau IMEM) nu este vid. :

, @é@edentele doud paragrafe s-a aritat modul in care se. poate
determina -domeniul parametric-de stabilitate al unui sistem oarecare.
Dupé cum s-a vizut, rezolvarea acestei probleme pentru sisteme de ordin
superior §i pentru un numir ridicat de parametri 1mp11ca un efort de
calcul considerabil. Este ‘important in ‘atare' situatii, inainte de orice:
calcule, si ne punem, in mod natural intrebarea daci sistemul analizat =
poate fi structural stab11 respectlv daca admxte un domemu parametric




spec1al pentru : pr01ectantu1 de sisteme ‘automate, deoarece, .
upd cum se va vedea mai departe acesta poate constitui un ghid util -
“alegerea tipului de. regulator care . aSIgura stabilitatea structurald
sistemului -automat.
Pentru un sistem -automat monovariabil (cu o mdrime ‘prescrisd,
mirime reglati si eventual.o perturbatie), primul pas in rezolvarea
mei de profectare consti in alegerea dwpozztwuim de . reglare, format .
1tr-un traductor, un element de prescriere, un comparator, un regulator,
un element de execupie — fig. 116, a. Tipul de traductor si elementul
é‘executie se aleg in func’ge de 1nsta1at1a automatizati (v. si exe'gxplele
la 1.1.4.7 si 1.1.4. 8) In ceea ce priveste alegerea regula’(or%21 , expe-
xen’;a acumulati, pind in prezent indici pentru fiecare temi de proiec-
, in functie de nivelul tehnic atins, tipurile cele mai pot@}i‘te de regu-
toare. Problema esentlala care rimine de rezolvat es eea a alegeri-
arametrilor de acordare ai regulatorulm astfel'incjt(sistemul autornat
“realizeze" performantele impuse. '
‘In mod obignuit traductorul nu introduce mtﬁilerl astfel cd- func1
onarea sa se caracterizeza printr-o functie.de @&Qansfer egald cu o. con-
tantd (sensibilitatea traductorului). In aceste’ conditii respectiva con-
tanti, ca si functia de transfér a elementylui de executie, se includ in
eea ce s-a numit ;bartea fixatd a szstem@b,n Se ajunge astfel la schema
loc structurali standard: din fig. II 600 (evident y si w diferi numai
rin dunensmru in compara';le cu oi(ﬁ&loagele lor dm flg 11.6, a).

9%
I
I
|
-
I
I
I
|
|
|
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R Fxg 11.6. 4 — Structura unui sistem autormat monovana,bll
‘o — mirimea prescrisi ; y —mirimea. reglats;’ w—perturbatza
bl = msta.la,‘pa automatizaty; 2 — traductorul; 3—elementul de.
- -prescriere’; 4 —comparatorul; 5— regulatorul (eventual include 3
- si. 4); .6 — elementul de executie;7 — dlspozxtwul de automa-
' tizare.’ b — Schema bloc structurald ‘standard a unui sistem
»"‘automat contmuu in - timpt F—partea fixati; R-—regulatorul.




Relatla 1ntrare-1e§1re conform schemei din fig. I1.6, b are expresia

Y(S) = Go(s) Uls) — Gouls) W(s), - (1.42)
in care. : W o
N N ( S) . . N : i .
= , 43
d).1+qg-”r‘ (1.43)
este funcgla de transfer a 51stemulu1 mchls in raport.cu mirimea prescnsa }
= - (1.44)
e °'”(), 1+G(s) S , (49
este func‘pa de transfer a sistemului inchis in raport cu perturbs)%ﬁ s
' , G(s) = Gp(s) Gp(s) =~ .- 4 (1 45)
este functla de transfer’ a sastemulul deschis. - A

‘Examinind expresiile (1.43) si (1.44) se desprmde co ’(\19. ¢4 stabi-
litatea IMEM a sistemului, atit in raport cu U(s) cit ;é} (s), depinde

de repartitia in planul complex a radacmllor ecuajiel caracteristice mtmre-
tesire a 51stemulu1 automat e o
| 1-|—G()—0 .‘@ L (46)

Fie ’

G(s) ~K -—f%s | (147)

 in care K este factorul de amphﬁcs{r al sxstemulul deschls Q(s) — un

pohnom de grad m20 si P(s) - N\l polinom de grad #> m. Se presu—
pune ca P(s) si Q(s) sint relatj¢.‘prime intre ele. Vom 'da in continuare,
fird demonstratie, urmitor ?&‘ezultat privitor la stabilitatea structurala
.. a unui sistem’ au’comatS novariabil, [A 3, 4].

Teorema 9 i Alzen@:gn-(}antmacher) Fie @(s) hurthzmn 51 P(s) cu
factorlzarea @\N 04\\ :

& o
o w%ﬂ—VHWﬁ+UH@w—DMQ (L4s)

undq&
si a; ﬁ‘
o 0 conditie necesard si suficientd ca 51stemu1 automat ‘cu structura
din fig. 11.6, b si (1.47) si fie structural stabil (IMEM) este satlsface-
rea urmatoarelor megahtatl o _ _
1°p4r< m + 1

2° m, n si g conform tabelulm

= 1,2,..,0 b >0, j=12,.

o 135

%@‘te un, polmom hurwitzian de grad n— 2 cu p=p+ 2g-+7,



m =0 ) m — par : | ‘m -—imf)é.r
p—par - |n>2p - - m‘+n‘>2p=—l 'm>“+nl>2((p—1)'
p—impar |n>2(p— 1) .m+n>2(p-1)’m+n>29-—-1

Exemplul 1.8, Se consxderé. podul rulant din ﬂg 1.7, cu modelul matematic (I. 1.66),
(I..1.67) si cu functia de transfer (I.1.69). Utilizind un motor electric de curent continuu,
- previzut -cu reglaj automat. de turafie si un reductor mecanic adecvat, se cere si se
determirie tipul de regulator care asigury stabilitatea structuralé, (IMEM) a s1st6mulm
automat: de ‘pozitionare: a apucitorilui. . .

- Daci se foloseste pentru a.ctlona.re un motor electnc de curent contmu 0prevézut
cu regla] automat de turatle si cu un reductor mecanic de turatie adecvat’ atunci acest
ansamblu poate f1 aproxxmat sa.tlsfacé.tor, [B4], F 1], prin functla de. tra&é}'

. -\\ Y : . o N . . . p
B . : k b Ce
Sl GM(s) — ., . &Q’_
Cem TMs+1~U . &)& :
in care kar si Ty sint constante cunoscute i
" Pentru misurarea pozitiei a.pucé,torulul se folosesc un ﬁf\éductor de pomtle cu ‘care
‘se masoa.ré, pozitia ciruciorului si un traductor de u cu care se. misoar} unghml
de oscilatie al pendulului reprezentat de cablu si ap or. Acest ansamblu de traduc-
, toare furnizeazi un semnal electric, proportional f@’ pozu;la. apucitorului, care poate
i -caracteruzat prin fattorul de seénsibilitate k;.
in aceste. c1tcumstante functia de transfg(&:, pértu fixate a s1stemulu1 este .

) v
S k; kM kP
e k Guls) G \
F(s) (Gar(e) }:(3) ST+ 1)(Tass o+ 1)

s

in care Gp(s) are- expresxa (I 16 WV -

Vom alege, conform feorem: txpul dé regulator a.stfel mmt sxstemul cu reactxe
‘inversi negativé, sy fie struc s’ca.bll (IMEM). Se observi ci p = 2 q =1r=0
SI p =4 . e :

Imind seama de co! an. 1° se obtme 2 <m -]— 1. Se alege m = 1. Conform ‘con-
dltxel 2° rezulté (4 — 1). Se alege n = 6. Cum Gr(s) este deja de ordmul 5

rezulté. ca fx(w dé&ransfer a regulatorulm poate fi de forma -

Ts+1

A \ AEEER . : : : .
%&1\1 vedere. ci para.metru kp, kM, kg, Tp si TM smt da‘px si ca numa.u: $i. T :
sint acérdabili, ne propunem. si verificim dac3 regulatorul -adoptat poate ‘asigura sta-
blhta,tea. structuraly (IMEM) a sistemului automat. De exemplu pentru’me = 1000 kg;
my = 4000 kg, I'= 10 m, g = 10 m/s®, kyr =100 N/V TM—I s 51 ke=1" V/m, funci;la B
de transfer a sistemului deschis are forma ’ .

&Q’ GR(S)=3—4;-1—-<;T'>0- T>_0. : ,&.

w1 0;1'7-'7 o
G(s) =\GR(S) GF(S) \= Ts + 1 SS + - n 533 " 5 L .

™.
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Polinomul polilor- are expresia -
Afs) = T8 + (T + 1) + (5T + l)s‘+5(T+ 1)s3+5s"‘+0115+01
Aplicind schema Routh "obfinem

¥

T , ‘ 5T+ 1 5 0t
T4+ LT T+ 0,17
{ . ‘ - » 55 0,1xT. o1 "
ol . o 01(z~T=1)
a5 T—v+1 0,1xT . 01. . o
T T N . , oob
: L T : L\
b=0,1(1'—T—1)—-0’0.TT~ ) ‘ \J \/
e . . . L@\ .
N
Avind in vedere ci este dificily utxhzarea. condltulor a>0 sib pentru deter- .
' ‘minarea domeniului parametric de stabilitate IMEM vom apela 1 \yetoda descompu-
neriz &.

. Inlocuind s = jein A (s) = 0 si exphcxtind petsi T seo urmatoarele ecuatii
parametnce ale curbei limitd:

, 1-‘_—_19( 4(04—5@2@6‘\1)

J‘j.' oo 5m2+01&0'{

T ofw? — ,((\b

AN

Tntrucit trebuie si aibi loc i coxditiile - Gh
>0, T> 0, curba limity L se poate nstrui
foarte usor, f1g 1L.7. ] J\‘\\_ o
o -.\‘0” . - - ’\
\ ' W oo \ v
1 1 7. Metoda loculu: qé%acxmlor T
, .60 : :
: Problema sen% : care se rezolvé NG
© prin meto, §&§ wiradicinilor este aceea - T<L
a dete formy grafics, a de- soff—— L IS] |
pende 1mlor ecuatiei caracteris- . J“,‘;‘EL‘M : \ oy
tice i e‘&§1re (1.46) a sistemului auto- - T )
ctura din fig: 11.6, b de fac- 20" 4 vaal
torul & proportlonafltate k al sistemului =~ ' L~
deschis, in conditiile in care functla sade . =1 1
transfer are forma - . : " i - .
i - .2 4 6 8 10 127
M(s -~ Fig. IL7. Domeniul parametric
G(S) = Gg(s). GF(S) "'k () (1.49) de. stabilitate - IMEM' la exem-
.N(s : plul 1.8.



As) = N(s) + kM(s) seC. . 50) -

vRezultatul pe care il oferi metoda locului ridicinilor este aga-numitul
| rdddcinilor. Acesta este locul geometric al zerourilor polinomului
ilor A(s) (sau al radicinilor ecuatiel caracterlstlce 1ntrare-1e$1re (1.46))
rezentat grafic- pentru k e R,. o
Exemplul 1:9._ Se considerd un sistem automat de urmérire cu schema blocb(etruc-
ralé din“fig. IL. 6, b in care \q

. : ,
Gale) = hr, " Gale) = — T >

s S(Ts 4 y N
cere sé, se_detgrmine locul rédécmllor corespunzétor acestui g‘?&m.. S :
.Este ‘usor de vizut ci ecuatia caracterlstlcé 1ntrare-1e$1re &_; stemului automat

L C resstrZo, k4 Ragkr. ,&.
asta are radicinile ‘ N 04
— 14 T 4Tk - %& L
2T
S12 = Q*
ity \ .
+ ]2 VATE — | }.Q./ e L
) B T 9& , v 4T . , .
.Rezulti c3i pentrn k € [0, 1/4 T) I,Qé’:}'l ridicinilor se afli pe semiaxa reali nega-.
, cuprins _intre punctele — I/TJ 0, iar pentru (1/4 T,  + o) locul ridicinilor
ormat de dreapta paraleli ¢ imagmaré care trece prin punctul, (— 12 T, j90).

gme’a"loculul ridicinilor est ati in fig. IL.8. Cind parametrul % parcurge in-
alul [0 + 00)~locul rédéct@)r este parcurs in, sensul indicat de sigeti.

S Privitor la stabxhtate fig. I1.8 permlte si se tragd
o, O “concluzia c4 sistemul considerat este stabil IMEM pentru
orice £ > 0 si ci gradul siu de stabilitate nu poate fi
mai mare ca « ='1/27, oricare ar fi k£ >0.

‘Pentru a putea analiza proprietitile geo-
metrice generale ale locului ridicinilor vom
presupune c¢i M (s) si -N(s) sint factorlzate
dupa cum urmeazi: - °

(s)—H(s—z) <1,-~71)

118, Tood radicinilor N =TIG—2s) = (152
‘lza\ex’emplzgl 1.9. o 1 C




cum<n§iz,#pg, e =1,2,..,m =12, ..,0,5 cu mentiunea ci 2,
§i pg sint reale sau complexe daci z, (sau p;) este-complex atunci 'existé
si un z, (sau pg.

n aceste c1rcumstam;e ecuana caracteristics 1ntrare-1er1re (1 46)
are forma .

==
& —;———— =—1, seC, keR,. (1.53)
I1(s—28) = o e
1 . v /
. Fies= Aele A>0, 6 € R §1 Zo ;bp cunoscutl Se pot deflm ur%fgtorn
- fazori , S \0)
5=z, =A £ . a= 1 2 (&\\9@ (1.54)
R & '
S — ﬁﬁ =. A?ae B = 1 2 .& (1 55)
‘Inlocumd (1 54) (1. 55) in (1.53) se obtin urm%fgérele doua ecuai;u
) X
N O g A\O S :
| k~;§-’——— =1, f@‘m. N )
. &Q/ . . . ~,‘ : ‘ /'
Z)Om E%@S‘ 2+ 1)7= ieR. e 57)
1

Proprietatea geometn&@&zsentlala a loculul radacmllor este contmuta

~ de ecuatia (1.57), care gste independentd de k. Conform ecuatiei (1.57)
se poate formula urm@torul enunt: s aparfine locului rdddcimlor dacd

St numm daca sm< %tm’or argumentelor fazorilor cu originea in zerourile

Tui G(s §¢ v (go minus suma tuturor argumeitelor fazorilor cu originea

in ;bolu l sr)ﬁi irful in-s este un multplu impar de w. Aceastd afir-

mati ao p051b1htate de trasare graficd rapidi a locului ridi-~

_ cm1 p * orice G(s), dat in forma (l 49) cu (1.51), (1.52). Ecuatia. '
1c1tata sub forma . .

L ' k=i, (1.58)
: . _HAZ“.. : e

I TRV
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ntru aplicarea expeditivd a ecuatiei (1.53) la trasarea locului ridi-"
e -utilizeazd urmitoarele zece reguli. -

egula 1. Pentru k = 0 ridicinile- ecuatiei (1.53) coincid cu polii
s), lar pentru % = 4 oo, acestea coincid cu zerourile lui G(s).
ntr-adevir, eliminind numitorul in (1.53) si inlocuind % = 0 seob-

(s 4753) = 0. De asemenea eliminind numitdrul in (1.53), im-

parti d;reiuitatu_l p;}in'k si facind apoi k— 4 o0 se.obti‘ne ﬁ (s— z@ok:(l.‘

in aceastd reguld rezulti ci pentru % crescitor ra‘mur'le\?écului
décinilor. pleacd din polii lui G(s) si ajung in zerourile lui G{s). Dupi
¢ stie, printre zerourile lui G(s) se giseste si [s| = ca zerou
ultiplicitate n—m.’ in consecintd #—m din ram'ur&éz ocului radi-
or ajung in punctul de la’infinit pentru k =+ .. '

egula 2. Locul ridicinilor este simetric fa;é&cﬁ/ -axa reald a pla-
li's. . . . W

Intr-adevir, ecuatia (1.53) este echivalent o ecuatie polinomiali-
coeficienti reali, ceea ce inseamni ci ;pe&& orice £ € R,, ridicinile
int reale sau complex conjugate. N R o

egu;ﬁ- 3.. Un punct al axei reailé @%argine locului radicinilor daci
mai dacd la dreapta sa, pe‘axg,\“reali, se afld un numdr impar de

erouri si de poli ai lui G(s), fiecare considerat cu ordinul siu de multi-
Citate. : &\&0‘ v ’ . R
iy ‘ PR L . . ; P (0\ . : . o

9p2 T
2 922* str-lb 2T

Fig. I1.9. @ — Locul ridicinilor pe ‘axa reali (regula 3))
«.Unghiul locului ridXcinilor la plécarea dintr-un pol real (regula 6).

. ' ' - ' !



o particularizare a ei pentru s situat pe axa reali. Daca s, punct
locului ridicinilor; este situat pe axa reald atunci.contributia in (1.57)
a unei perechi de zerouri sau de poli complex conjugati este 27:«—-f1g 11.9,
Daci la dreapta (la stmga) lui s se afld un zerou sau un pol atunci contri
butia corespunzitoare in (1.37) este w(0). Urmeazi cd s, situat pe a
reald, apartine,locului ridicinilor exact atunci cind numirul de zerouriy
'si de poli de la dreapta lui-s este impar, deoarece numai astfel condl-

tia (1 57) poate" fi satlsfacuta.

Regula 4. Asimptotele celor n—m > 0 ramuri ale locului radacxgﬂo
care ajung in punctul de la infinit pentru 2= 4 o5, se inter
toate intr-yn punct al axei reale, numit centru de greutate allog

cmllor a cirui. absc1sa este ST o | (&\Q "
o (gpe— Y- ) n>,,,&<§% .

Dlrectule celor n—m: asimptote- sint " -@&Q’.&« 3 {
L 21_4'14,‘ ,h>5n,l i%~0&9§\,,7,; "—'1-.
o e (O ‘

Peh‘tfﬁ a justifica aceast reguld se i@P (. 53) sub forma -

" S\/ .
Me=p & =
—‘m————&w-k_o n>m,
\ H (s %\;\2 : . ‘
¢are pune in. ev1de a@faptul ca pentru k—* + o0 rezults [s]

Efectuind impdrfirea in primul termen din (1.61), pentru k suflclent
‘de mare {g ('l stei impdrtiri poate fi'neglijat, astfel ci (1 .61) este
satlsfaca %mmata de urmatoarea ecuatie ohnomlalﬁ
gsp tie p

s"q&»ﬂ(\ﬁ E 1:,,) g1 + -|- k =0, n——m > 0.

-Aceasta admite -radécinile‘,si(k). = 1, 2, n—m, al ciror centru de
greutate situat pe axa reald are ab'scisav n
1 L n—m

o . Seg =.,———' X si(h):

n—m




: s"_m + & =y0. % >m . (1.65)
mn-care rez'ulté e " 3 S \Q)
._“- 1 2i41 . . . J®

s,(k) — e s, by — 1;\\«\\ (1.66)

Pen ru k — + oo rezulti ]s‘(k)[ — + oo, dar cu al§1§nentele speci-
te ‘prin (1.60). .

Regula 5. Dacd o portiune a axei reale cupn intre doud zerouri.
sat intre doi poli reali ai lui G(s) apartine lui rddacinilor atunci

a se afld doud ramuri distincte care, pent&% anumita valoarea lui %,

in punct comun. Acesta corespunde unei ¢adicini duble §i se numeste

tde mmszm'e. in cazul a doi poli real?, pentru % crescitor, cele doud-
amuri pirisesc axa reali in punct e ramificare. In cazul a doud
rouri reale, pentru % crescétor, %@e doud ramuri sint continuarea pe:
reald a doud ramuri caredjung pe ea in punctul dé ramificare.
Abscisele x ‘ale punctelo&&‘ge ram1f1care sint rddicini ale ecuat;lel

m_._% v 1 o, xeR T (L6T)

: ;xJ&Q“av le—pa ( :

eastd regul@%st%%% consecintd a regulii 1 §1 a regulii 3.

Pentn&éﬂ% e la ecuatia (1.67) se porneste de la faptul .c3 ecua';la
- g)yﬁnde x este abscisa punctului de ramificare, admite o

\

¢iv r@(la dubli, ceea ce implicd G'(x) = O Din (1.49), cut (1 51),
) (@%n logaritmare se obtlne

lnG(x) In &+ Zlnx——z zln(x—:ba

erivind aceasta expresie si ’;mlnd seama de- G(x) = —1 si\G'(x) =0

\



¥ N j v ’
-Este posibild si existenta unor puncte de ramificare complexe. Acestea
+ se determind ca radicini ale ecuatiei :

213 s ; Pa

. ' % .
-In general, intr-un punct de ramificare s, intrd 7. ramuri §i i€s 7
'ramurl ale loculu1 rdddcinilor. Valoarea 1u1 7 se determma din conditiile

Gls) +1=0, G(s) =0, G™V(s,) =0, G7(sy) #0.

Regula 6. Dmtr—un pol real, de multiplicitate -#,, al lui G(s)\gg@acé
exact », ramuri ale locului radicinilor. Unghiul dintre. doud\ramuri -
aliturate éste 2m/n,. Intr-un zerou real, de mu1t1p11c1tate m,,\@l‘ lui G(s)
ajung exact m, ramuri ale locului radacmllor Unghml 1n&riz&oua ramurl
alaturate este 27c/m '

Aceasta -reguld este o consecintd a ecuatlel (1. S‘I&}&Fle sun punct al
locului radacmllor foarte apropiat de un pol real Y'de mu1t1p11c1tate Ny
al lui G(s) — fig. -I1.9, b. Se stie ci pentru 3-6&» contributia in (1.57)
d zerourilor si polilor complex conjugati est&\ﬁ‘n multiplu de 2, in timp
ce contributia zerourilor si polilor reali e&gﬁ.e 0 pentru cei de la stinga §i
un multxplu de = pentru cei de la dl;@&pta Cum #,0 este argumentul
polu1u1 multlplu rezulta cd fata de %ﬁ?{ reald ramurlle locului radacmﬂor

care pleaca din p, au fie ungh@/\h‘lle 0; = L 2%m, i=0,1, — 1,
n,

=0, seC. - (1.68)

a

“dacd numirul de zerouri @Q&e poli reali de la dreapta este 1mpar fie

8= —1— (2 +. 1)11: 7 —@éV 1, .., n —1, dacd respectxvul numdr este

par 1n a