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STABILITY ANALYSIS TECHNIQUES OF THE AUTOMATIC
CONTROL SYSTEMS

(Abstract)

The aim of this book is to present, in a coherent way and from the
viewpoint of the automatic control engineer, the most important sta-
bility results concerning the mono- and ,multivariable automatic
control systems. It is a tentative, to open a bridge between ,theory
and practice by the fact that the major conception reason was to blend5
the apparent paradox that „nothing is as practical as a good theory„
(Helmholtz) with the didactic precept that „examples are more useful
than rules" (Newton).

Most of the results of the book are devoted to the stability analysis.
According to the practical viewpoint that this cannot be purpose by
itself, we also approache certain design techniques as a natural conti-
nuation of the analysis.

In view of the major outlook, most of the theoretic results are
accompanied by proofs and all the examples (about 9(J) are solved.
The book is almost self-contained and the only prerequisite is an ele-
mentary course of mathematics for engineers. In this respect, chapter I
summarises the principal aspects of the mathematical modelling and,
on this basis we introduce the internal and external stability concepts.
The subsequent chapters are concerned with the stability analysis
techniques for linear (II), nonlinear (III) and multivariable (IV) auto-
matic control systems. For an easier handling of the book, a general
scheme of all the stability types and the analysis techniques is available
(Annex F). The book is addressed to the engineers, designes, scientists,
and students who usually operate with automatic control concepts.

CONTENTS

I. Essentials of the stability concept: 1. Mathematical description of
the dynamical systems; 2. Input — state — output description;
3. Input — output description ; 4. Internal stability ; 5. Internal sta-
bility of the linear dynamical systems; 6. External stability.

II. Stability analysis techniques of the linear automatic control systems:
1. Polynomial domain techniques ;' 2. Matriceal techniques ; 3. Frequency
domain techniques.
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III. Stability analysis techniques of the nonlinear automatic control
systems: 1. Describing function techniques; 2. State .plane method;

•3. Liapunov direct method (including absolute stability).
IV. Stability analysis techniques of the multivariable automatic

control systems: . 1. Linear multivaria.ble automatic control system;
2. Stabilization problem; 3. Nonlinear multivariable automatic control
systems (hyperstability).

Annexes: A. Laplace transform; B. Z — transform; C. Vectorial
and normed spaces; D. Quadratic and Hermitian forms; Sylvester
'criterion; E. A Schur's formula; F. A general scheme of the stability
types and of the analysis techniques.
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PREFATA

Coneeptul de stabilitate are, neindoielnic, o origine intuitiv-experi-
mentald. Formalitarea $i caracterizarea lui analitica constituil o fireocu-
pare veche a gindirii	 Dacil firimele aplicalii din acest domeniu
au avut ca object studiul	 sistemului solar, o datci cu desiivirfirea

cu afiarilia primelor sisteme automate industriale, stabi-
litatea devine o problema tehnica de prim ordin. Abordarea ei fie baze
exclusiv experimentale nu a dus la rezultate concludente, astfel cd utili-
zarea modelelor matematice pentru rezolvarea unor probleme de proiec-
tare a fost singura cale de urtnat. Dacd avent in vedere numai cloud pro-
bleme teltnice yezolvate, Si anume: stabilitatea hidroturbinelor ci stabili-
tatea mainii. cu abur preveizutd cu reglare automatil a turatiei, tragem
concluzia cd in epocci ele erau de importantd vitald i cd mai mult ca oricind
gindirea fizico-matematfca , a inceput sci determine aspecte majore fi tot-
odatii subtile Cele firogresului tehnic in general.

Prezenta carte are ca scop cuprinderea intr-un vadru unitar i din
*punctul de vedere al inginerului automatist a celor mai importante rezul-
tate de stabilitate utilizate in donteniul sistemelor automate. Ea este o ten-
tativci de deschidere a unei punti‘ intre teorie §i practica', prin aceea cii
incearcci o imbinare a aparentului paradox cd „nimic nu este mai practic
ca o teorie bund" (Helmholtz) cu preceptul, docimologic, conform cdruia
axemplele sint mai utile ca regulile" (Newton).

0',scurtii privire asufira cufirinsului	 fiune in evidentd faptul
cif' ea este consacratci in primul rind analizei sistemelor automate.
Avind in vedere cci aceasta, din punct de vedere practic, nu constituie un
scop in sine, s-au abordat, in limita sfiatiului, i unele probletne de sinteza
(in sensul proiectcirii efective), ca o continuare fireascil d analizei. Prin

facturd si continut, cartea se adreseazd indeosebi inginerilor automatigi
(din productie, cercetare-firoiectare i inviiIiimint), precum fi alloy cate-.
gorii de special4ti care opereazii in mod curent cu concepte , proprii auto-
maticii ci ciberneticii.

Conform , scofiului majoritatea rezultatelor teoretice sint demon-
strate ,si tocite exemplele sift rezolvate. Pentru a nu intrerufie cursivitatea,
trimiterile bibliografice in text se fac numai dacit este strict necesar. Ca
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in alte domenii ale stiincei, literatura din doineniul stabilitaii sistemelor
automate este extrem de bogat'd. In virtutea ideii directoare a acestai cdrli,
bibliografia de la sfirsitul volumului cuprinde numai o parte din cele mai
im,portante lucreiri publicate de-a lungul timpului in domeniul
sistemelor automate. FO arte multe rezultate interesante, de ameinunt si de
nuantare, nu si-au utut gelsi locul mental mire limitele copertilOr acestui
volum. Oricum, indrliznim Sd credem cd prezenta carte corespunde unei
necesiteiti reale, dar desigur ultimul cuvint in aceastd privintei U von avect
cititorii.

Considerdm ca pe io pldcutel indatorire sd ne exprim'dm pe aceasta cale
sentimentele de gratitudine Ma' de dr. ing. Neculai Andrei, care cu prilejul
analizei manuscrisului . a formulat o serie de sugestir de ordin general
vizind obtinerea in final a unui produs editorial de bund calitate. Una
dintre acestea a avut ca rezultat schema de analiza." a stabi1it6tii sistemelor
automate (anexa F), din care transpare un sistem expeit dedicat unei
atare analize pe baza ansamblului de concepte si rezultate existente in pre-
zenta carte si pe care cititorii nu von intinzia, spercim, sei o utilizeze cu succes
atit pe parcursul studiului, cit si in , activitatea profesionald.

AUTORUL
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Lista de simboluri si notatii

D — inceputul demonstratiei
— sfirsitul demonstratiei

N — multimea numerelor naturale
Z — multimea numerelor intregi
R — multimea numerelor reale
R. — multimea numerelor reale nenega-

tive
C multimea numerelor complexe
Rn	 spatiul vectorilor reali

n - dimensionali
C" —,spatiul ve6torilor complecsi

n - dimensionali
— transformarea, Laplace directa

E-1 — transformarea Laplace inversA
% — transformarea z directA
e• — simbolul apartenentei
A-1 — inversa matricii A

A T — matricea trauspus&'
det A — determinantul matricii A
adj A — adjuncta matricii 4
diag ( ) — matrice diagonal&

simbolul normei
2 — conjugatul numarului complex z
121 — modulul lui z
Re z — partea reala a lui z

Im z — partea imaginarA a lui z

arg z —:argumentul lui z

sgn x — functia signum (— 1 pentr,u
x < 0 si + 1 pentru x> 0)

f(k) (t) — derivata de ordinul k a functiei
(t)

sp icy) derivata generalizata de ordinul
k a functiei f(t)
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Fundamentele
conceptului
de stabilitate

Capitolul I

1. Descrierea matematica a sistemelor dinamice

1.1. Sistem i mediu inconjUrator

In sens fizic larg, prin sistem se intelege un complex unitar, relativ
printr-o structurci internci, fata de mediu. Pentru explicitarea

acestei afirmatii se considera un sistem dinamic (atributul „dinamic"
•indica faptul cà sistemul evolueaza in timp), a carui schema functional-:
constructiva este reprezentata in fig. I.1. Desfasurarea corecta a pro,-
cesului tehnologic implica rezolvarea sim.ultaria a urmatoarelor dou5.
probletne:

a) Sä se modifice adecvat debi-
tul Qi astfel incit nivelul lichidului
In recipientul	 sa:ra'mina constant
In raport cu variatia debitului Q.
Pentru rezolvarea acestei probleme
se poate folosi un operator uman
sau un regulator automat de nivel.
Elementele care concura la realizarea
scopului propus — stabilizarea nive-
lului — actioneaza intr-6 ' ordine iI
sint intercorelate. Incalzirea sau rä-	 G/eY.'

cirea lichidului (prin schimbatorul Fig. I. 1. Sehema prelucrarii unui lichid:
de caldura SC), in conditiile in care P — potnEd ; R — recipient; SC — schimbator de

pVr-eili ciatt ;—,2,v_endtielvtgi a tgia debitdltcoeficientul de dilatatie termica a "acItilduruL
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lichidului este mic, nu apartine unitatii i reprezinta mediu exterior.
.S-a pus in evidenta astfel un sistem.

b) Sä se modifice adecvat debitul Q t ' al agentului termic astfel incit
temperatura lichidului din recipientul R sà ramina constant. Ca si
mai sus, pentru rezolvare acestei probleme se poate folosi un operator
uman sau un regulator automat de temperatura. Si in acest caz se evi-
dentiaza o unitate, respectiv un sistem. De aceasta data variatia nivelului
lichidului din recipient apartine, unitàii, deoarece temperatura
depinde si de debitele Qt si Q.

Pe baza acestui exemplu simplu se pot formula urmatoarele car ac-
• te-rizari relative la notiunea de sistem:

1° Pentni sistem este eseutial faptul c. partile 'siecomponen1e
sint intr-o anumitd relalie, care constituie totodata ctiteriul de delimitare
fata de mediul inconjurator.

, 2° Partile sau elementele sistemului au functii precise, §i ocupa
In' cadrul sistemului pozitii bine determinate, ceea ce permite sa: se

s, afirme ea sistem-u1 se caracterizeaza printr-o anumita structura.
_ 3° !titre marimile fizice ale sistemului exista legaturi de cauzalitate,

concretizate in procesarea substanlei, energiei i informatiei in confor-
mitate cu legile generale ale naturii.

4° Legaturile de cauzalitate pot fi astfel ordonate incit in cadrul
sistemului sä existe legeituri inverse — reactii — (pozitive sau negative).
Acest tip special de conexiune (realizabila si in cazul exemplului din
fig. 1.1 prin folosirea unui operator-uman sau a doua regulatoare) este
speeifica sistemelor cibernetice (naturale sau tehnice).,

5° Actiunea comuna' a partilor sistemului asigura realizarea unui
anumit scop — pentru exemplul considerat stabilizarea nivelului sau
a temperaturii. Prin reunirea partilor sistemul dobindeste ca1itdi noi,
care nu pot fi identificate in partile sale, luate separat. 0 astfel de cali-
tate (in cazul sistemului din fig. 1.1 este vorba de stabilizarea
§i a temperaturli) este aceea determinata de prezenta reactiei.

6° Realizarea scopului propus se poate face folosind un operator
uman sau un regulator automat. Functional, cele douà solutii au la
baza aceeasi structurei abstractd a comunicatiilor intre partile sistemului,
respectiv sint izomorfe.

7° Notiunea de sistem este relativii, deoarece una i aceeasi realitate
fizied poate cuprinde diverse sisteme, corelate sau nu intre ele.

Pe de alta parte, din punct de vedere practic, sistemele din natura,
dar in special cele tehnice, prezinta utilitate daca pose& urmatoarele
proprietati principale:
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_ 1° Fund dat un anumit regim de echilibru al marimilor unui sistem,
once perturbare de scurtâ duratä a acestui regim este urmata de reve-
nirea naturala a sistemului, in timp, la regimul de echilibru care a pre-
cedat perturbarea. Aceasta proprietate, esentiala pentru evolutia nor-
mala, sau chiar pentru existenta marii majoritati a sistemelor, se nurne$te
stabilitate.

20 In sfera cauzalitatii, fenomenele care au loc in sisteme sint deter-
minate prin mcirinti-cauze i pot fi obserVate prin marimi-efecte. Proprie-
tatea conform careia pentru once evolutie dorita a Tarimilor-efecte
exista o evolutie a marimilor-cauze sub actiunea carora sistemul reali-
zeaza respectiva evolutie a marimilor-efecte se nume§te controlabilitaie.

30 Daca pentru o anumita evolutie cunoscuta a marimilor-efecte,
realizata de sistem sub actiunea unor marimi-cauze necunoscute, este
posibila determinarea evolutiei -respectivelor rnarimi cauze, se spune
cä sistemul are proprietatea de observabilitate. -

4° Fenomenele care au loc in cadrul sistemelor le caracterizeaza
din punct de vedere structural i parametric. Da.ca pe baza cunoWerii
evolutiei marimilor-cauze §i a evolutiei corespunzatoare a marimilor-
efecte se pot determina structura §i parametrii sistemului, se spune ca.
acesta poseda proprietatea dc identificabilitate.

5° Calitatile sistcmelor, naturale sau tehnice, se apreciaza fie pe
,baza proprietatilor de inai sus, fie„ mai ales, pe baza unor indicatori
simpli sails sintetici care caracterizeaza relatia dintre marimile-cauze
§i marimile-efecte. Daca un sistem nu poseda o anumita calitate (nu
satisf ace un anurnit indicator), dar prin modificari structurale (cu adau-
garea unor parti i §i a unor cpnexiuni noi) §i ajustari parametrice adec-
vate noul sistem evidentiaza calitatea respectiva, se spune ca sistemul
initial are proprietatea de adaptabilitate. Pentru eVitarea eventualelor
confuzii, precizam ca in cazul sistemelor tehnice modificarea structurii
§i ajustarea parametrilor se pot face definitiv, pentru sistemele cu struc-

- tura fixa §i parametri constanti in timp, sau de cite on este necesar
(prin structuri adecvate de autoadaplare), in cazul sistemelor cu struc-,
tura §i parametri variabili in timp.

6° Proprietatea unui sistem de a-§i conserva, intre limite precizate
sau precizabile, o anumita calitate bine definita (dintre cele , de mai sus
sau altele), in conditiile in care parametrii "i/sau structura sistemului
se modifica (in inod cunoscut sau nu) intre anumite limite admisibile,
se numWe robust*.

Este de la sine inteles ca intre proprietatile enumerate mai sus exista
anumite relatii ,deterrninate de insu§i sistemul natural sau tehnic. Cunoa-
terea lor, ca §i a inse§i proprietatilor §i a calitatilor sistemelor, sint de o
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Mare importanta pentru practica inginereasca in general i pentru conce-
perea unor sisteme tehnice performante, in special:

Cunoasterea sistemelor reale (naturale sau tehnice) se bazeaza pe
constructia — prin sistematizarea observatiilor, sintetizarea rezultatelor
masurarilor i cunoasterea legilor generale ale naturii — a unei imagini,
de regula idealizate i esentializate, a fenomenelor reale. Aceasta imagine
a realitatii reprezinta ea insasi un complex unitar, caracterizat, printr-o
structura interna, respectiv un sistem abstract. Descrierea sistemului
abstract se face cu ajutorul unui mOdel (verbal sau matematic), pe
baza caruia se pot explicita proprietatile cunoscute ale sisternului real

predicta altele noi, neevidentiate ,de observatii si masurari, putindu-se
concepe ekperimente pentru punerea in evidenta a respectivelor pro-
prietati noi.

- Validarea sistemului abstract, etapa esentiala in procesul dinamic-
iterativ al cunoasterii sistemelor reale, .consta in regasirea in realitate,
-prin experimente adecyate, a acelor proprietati evidentiate de teoria
care fundamenteaza sistemul abstract. In aceste conditii un sistem ab-
stract poate fi acceptat sat respins. Criteriile de acCeptare sau de respin-
gere, foarte variate in formele lor concrete, se bazeaza pe erorile admisi-
bile introduse de' sistemul abstract in raport Cu sisteintil real. Reducerea
acestor erori implica, pe de o parte, rafinarea procedeelor de obtinere a
datelor piimare (observatii i masurari) i, pe de alta parte, rafinarea
mijloacelor de ‘descriere a sistemului abstract. In acest sens are loc atit
o continua diversificare a instrurnentatiei si a metodelor eXperimentale
de studiu al sistemelor reale, cit si o orientare semnificativa, in toate
stiintele i spre utilizarea modelelor matematice pentru descrierea siste-
melor abstracte. Este deja de domeniul -evidentei cä modelele matematiCe
judicios elaborate pot reprezenta satisfacator sistemelet reale si c5. aceste
modele constituie, in numeroase aplicatii, principala baza' pentru proiec-
tarea i realizarea unor sisterne, tehnice sau de alta natura, cu calitati
prestabilite. Este un fapt \bine stiut cà, printre aceste calitati, Stabili-
tatea se ,situeaza, in marea majoritate a cazurilor, pe primulloc.

1.2. Modelul matematic al unui sistem dinamic -

Un model matematic E este in esenia un set de ecitatii care descrie'
anumite aspeCte ale comportarii unui sistem dinamic 8, intr-o forma
relativ usor de utilizat si cu o acuratete acceptabila in raport
cu sistemul 8 (o definitie matematic riguroasa a sistemului dinamic
abstract a fost data in [K1]). •Pentru explicitarea acestei afirmatii, sä
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• consideram c incepind cu un moment initial to se aplica sistemului 8 co
marime de intrare (marime-cauz5,: forta, tensiune electrica etc.) u(t),

to, pe o durata finita. de timp, numita interval , de observare. Pe acest
interval de timp se masoara marimea de iesire (marimea-efect: depla-
sare, curent electric etc.) y(t). Pe baza experimentelor se deduce u§or
cà y(t) depinde, pe de o parte, de u(t) §i, pe de alta parte, de
starea initia15, a sistemului, caracterizata prin mitrimea de stare x(to)-
De exemplu, in cazul unui oscilator mecanic, format dintr-un corp
greu suspendat de un resort, comportarea sa este complet deterrninata
pentru t to de forta perturbatoare aplicatà in centrul de greutate al
corpulUi greu i de starea initiala definita prin pozitia i viteza acelui*
centru de greutate la- momentul to. Conduzia fireasca este ca din punct
de vedere functional mice descriere a evolutiei sistemului S trebuie
sa se bazeze pe tonceptele de ma-rime de intrare, marina' e de iesire
ma-rime de stare

De asemenea, se constata experimental ea evolutia starii x(t), t to,.
incepind cu (to), sub influenta lui u(0), 0 e [to, t] , nu depinde numai
de •u(t), ci §i de „istoria" influentei intrarii asupra starii pe intervalul
de observatle [to, C. Acest fapt, consecinta directa a dependentei lui y(t)
de starea initial x(to), poate fi pus in evidenta foarte u*or cu ajutorul

, urmatorului exemplu.

Exemplul 1.1. Se consider& cuadripolul RC dill fig. 1.2, unde u(t) este tensiunea
de intrare (cauza) si y(t) este tensiunea de iesire (efectul): Este evident ca, evolutia
y(t) depinde atit de u(t), cit si de sarcina electric initial& x(to) a capacitorului C. Mai
mult, svcitia electrica x(t), i to, depinde nu numai de u(t), ci si de influenta acesteia.
asupra lcuadripolului pe intervalul V0, t]. intr-adevar, scriind ecuatiile cuadripolului
din fig. 1.2, obtinem

(t)	 — x(t) = u(t),

y(t) =--- — x(t), t	 to.
C

Pentru u(t) de forma. oarecare (functie continua pe portiuni) solutia ecuatiei dife-
_	 I 'rentiale (1. 1) este formata din doua componente, si anume

x(t) -= x(t) xf(t); ( 1. 3)

unde xi(t) este solutia ecuatiei omogene corespunzatoare
ecuatiei (1.1), care satisface conditia

' xi(to) = x(to),	 (-1.4)

xi(t) este solutia particulara a ecuatiei neomogene
(1. 1).

ui t	 xt t)— yit)

0-
Fig. 1.2. Cuadripol RC.
— sarcina electric; u, y — ten,

siuni:
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Se stie

—	 (i
xi (t)= x(t0) e —	 , t > t0,

x1(t) = v(t),e

—
 RC  

to, (1.6)
-uncle v(t) se determina din conditia ca x At) s satisfaca ecuatia (1.1) (inetoda variatiei,
constantelor).

inlocuind (1.6) in (1.1), dupá calcule elementare, se determista v(t)	 apoi din (1.6)
se obtine

Mt)	 1 c t -/(1-o)ii(0) de, t	 to .	 (1.7)
R

•
Solutia ecuatiei (1.1), conform relatiilor (1.3), (1.5) si (1.7), are expresia

(t) = (t–t°)	 1—	 e	 u(0) de, t	 0 .	 ( 1. 8)x ( t os RC
R

Este evident cA x(t) depinde de x(t0) §i de u(0), 0 e [t0, tj. Acest ultim fapt cores-
punde .prezentei tensiunii u in integrandul din (1.8).

Prezenta integralei In (1.8) permite s5, se afirme c sistemul dinamic din fig. 1.2
are „memorie", in sensul c acesta ii „aminteste" de „istorie influentei intrArii asupra sa.
„Memoria" este continuu selectiva (ponderata. prin e)/RC, 0<t0 , tfl, in sensul ca.
influentele mai vechi ale lui u (0 apropiat de t0) au un efect mai niic decit influentele
recente (0 apropiat de t).

Examinarea dinamicii cuadripolului RC ne permite sà tragein con-
cluzia ca modelul matematic E al unui sistem real consta din doua
ecuatii: ecualia di stare si ecuatia ieirii, adica

(t) =f[t, x(t), u(t)],	 (1.9)

y (t) = g[t , x(t) , u(t)],	 (1.10)
•

unde te T g 1? (T este ,multimea de timp a sistemului), x(t) g Rn
(X este multimea de evolutie a starii), u(t) e (Lc 12NU este multimea
admisibila a valorilor intrarii) i y(t) Y RP (Y este rriultimea valo-
rilor	 cu n, m, p numere naturale. Functiile f i g sint functii
vectoriale de dimensiuni adecvate.

Daca f indeplineste anumite conditii (vor fi expuse la § 2.2) atunci
ecuatia (1.9) admite o solutie unica care satisface conditia
x(to)	 xo E X, de forma

	

x(t)	 p(t; to, xo. 1,1 [to,n), t	 to,	 (1.11)
unde prin UR°, fj se intelege restrictia functiei u la intervalul [to, t] g T.
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Functia cp se numeste funclia de tranzitie a, starilor §i in cazul cuadri-
polului RC (fig. 1.2) are expresia (1.8). Ea satisface, lucru usor de yeti-
ficat i pentru (1.8), urrnatoarele proprietati, [K1], [It]:

1° Consistenta

	tp(to ; to: xo, u(to))	 xo pentru once (to, X0) G T x X.	 (1.12)
2° Cornpozabilitate

p(12; to, xo, utt.,b)	 cp(t2 ; ti , P(ti ; 4 xo, u[to,ti}), utti, to)

pentru once to, t1 ; t2 e T, cu to< t1 t2 si once x0 e X.
3° Cauzalitate

	

ckt ; to,	 xo, up, , t]) = cgt ; to, xo, 	 ), t t0 ,	 , (1.14)

spentru once (to, h) e TX X sipentru once u(t),Z(t)e U, cu u[to,tj=i4/0,

In spatiul Rn ecuatiei (1.11) ii corespunde curba numita traiec-
toria sistemului L Starea sistemului parcurge aceasta traiectorie atunci

•cind timpul t creste.
• Reprezentarea unui sistem dinamic abstract sub forma (1.9), (1.10),

inspirata de metoda coordonatelor generalizate din mecanica
•numita reprezentare intrare-stare-iesire, a dobindit o importanta
deosebita in ultimele trei decenii. Acest fapt se datoreste unor facilitati
incontestabile, cum ar fi analiza i sinteza in domeniul timpului cu
ajutorul calculatorului electronic (PAC — proiectare asistata de calcu-
lator, in engleza CAD — computer aided design), in rezolvarea unor
probleme de mare complexitate in conducerea proceselor multivariabile
(navigatia spatiala, fisiunea nucleara etc.).

Examinind expresiile (1.10) si (1.11) se trage concluzia ca x(t) poate
fi eliminat, astfel cä sistemul abstract	 admite i reprezentarea

	

y(t)	 g[t, cp(t ; to, xo, u[to,t]), 140], t >to,	 (1.15)

numita reprezentare intrare-iesire. Uzual aceasta are forma unui sis-
tem de p ecuatii diferentiale, fiecare de ordin cel mult egal cu n, a carui
solutie este (1.15).

Reprezentarea intrare-iesire folosita initial intens, in special in
domeniul sistemelor automate, revine in actualitate cu evidenta
1980, cu deosebire in cazul sistemelor dinamice liniare invariante in
timp, pentru ,care se poate face uz in mod avantajos de transformarile
integrale Laplace si Fourier.

(1.13)
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1.3. Tipuri de sisteme dinamice

Pin cele ara' tate Ina aici este evident cà trebuie sa se faca o distine-
clara intre sistemele dinamice reale si sistemele -dinamice abstracte.

Far. a pierde din vedere acest aspect major, din ratiuni de simplifi-
care a limbajului convenim sa folosim in cele ce urmeaza denumirea
de sistem dinamic pentru modelul matematic al unui sistem dinamic
seal.

In cadrul acestui subcapitol, pornind de la principiul
dihotomice, se vor prezenta i caracteriza cu ajutorul modelului mate-
inatic principalele tipuri de sisteme dinamice.

a). Daca T este izomorfa cu R (de exemplu T este un interval) atunci
:sistemul dinamic E se numeste continuu in timp.

Daca T este izomorfa' ctu Z (multimea numerelor intregi) atunci
sistemul dinamic E se numeste discret in limp. In acest caz ecuatiile
sistemului dinamic pot fi aduse la forma

x(k + 1) ,---- f[k , x(k), u(k)3, 	 (1.16)

y(k) = g[k , x(k), u(k)J,	 k e Z,	 (1.17)

in care x, u, y,f §i g au aceleasi semnificatii ca in cazul sistemului (1.9),
, (1.10).

b) Daca X, U i Y sint spatii liniare i ftmctiile f i g sint liniare
simultan in argumentele x i u atunci sistemul dinamic E se numeste
iiniar.

Daca f i/sau g nu §int liniare atunci-sisteniul dinamic se numeste
.neliniar.

c) Daca functiile f i g nu depind explicit de timp atunci sistemul
dinamic E se numeste invariant in limp (constant).

Daca functiile f §i/sau g depincl explicit de timp atunci sistemul
dinamic E se numeste variant in timp.

d) Paca in cadrul sistemului se pune in evidenta o singura variabila
independenta — i anume atunci sistemul dinamic E se nu-
mete cu parametri concentrali. Aceste sisteme sint descrise de ecuatii
diferentiale ordinare (in cazul sisternelor continue in timp —.de forma
(1.9)).
. Daca in cadrul sistemului se pune in evidenta i o alta variabila

• independenta, diferita de cea temporala, cum ar fi de exempin o varia-
spa(ialei, atunci sistemul dinamic E se numeste cu parametri

Astfel de sisteme sint descrise de ecuatii cu derivate partiale
(la 1.4.4 se va, examina un exemplu tipic).

e) Daca o marime oarecare a sistemului este un proces stohastic
atunci sistemul dinamic E se numeste stokastic.‘
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Daca nici o marime a sistemului nu este proces stohastic atunci
sistemul dinamic	 se numeste determinist.

Combinind in mod adecvat clasificarile de mai sus, se pot defini
tipuri mai nuantate de sisteme dinamice.

Experienta acumulata pina in prezent in domeninl modelarii mate-
matice indica cu suficienta certitudine ca, la o analiza foarte precisa,
sistemele dinamice reale pot fi caracterizate prin atributele: neliniare,
variante in timp i stohastice. Alegerea unui anumit tip de model mate-
matic pentru o anumita realitate presupune esentializarea i chiar ideali-
zarea fenomenelor reale si este in acelasi timp, intr-o anumita masura,
arbitrara, in sensul cä depinde de posibilitatile de tratare analitica sau
numerica, de conventiile stabilite in domeniul stiintific considerat, de
preferintele cercetatornlui etc. Oricare ,ar fi insa modelul matematic
ales pentru descrierea unui sistem ,dinamic real, validarea primului
In raport cu cel de al doilea, Ifi conformitate cu anumite criterii, este
conditia sine qua non a valabilitatii modelului matematic. Numai in
aceste circumstante analiza i sinteza sistemelor dinamice, _bazate pe
modelul matematic, pot produce rezultate practice satisfacatoare (in
limitele criteriilor de validare):

Un loc aparte intre tipurile de sisteme dinamice ii ocupa sistemele
dinamice (continue sau discrete) liniare, invariante in timp, cu para-
metri concentrati. Acest fapt se explica prin aceea Ca o categorie foarte
larga de sisteme dinamice reale pot fi aproximate satisfacator de astfel
de sisteme i, nu in ultimul rind, prin existenta unei teorii unitare,‘rek-
tiv accesibila i larg cunoscuta, a acestui tip de sisteme dinamice.

1.4. Ekemple de sisteme dinamice

1.4.1. Cascada formata din doua recipiente,

Schema functional-constructiva a sistemului este reprezentata in
fig. 1.3. Se cere sa se determine sistemul dinamic corespunzator, maxi-
mile de intrare fiind u1 i u 2, jar marimea de iesire y.

Cu notatiile din fig. 1.3 ecuatiile de bilant volumetric, la moinentui
t, in cele doua recipiente sint

A i[xl(t) — xio] =--	 [u(0) — 7)(0)] dO,	 (1.18)
to

A 2[x2(t) — ,c20] =-- s rv ( 0) -- y(0)] dO,	 (1.19)
to

unde x10 si x20 pint nivelele initiale\ (1a. t = to) in cele doua recipiente.
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--Vs V

Fig. 1.3. Cascad5, formatA din doll& recipiente:
A„ A,	 bazelor recipientelor ; R„ R,— rezistentele hidraulice
ale robinetelor; 	 v, — aebite volumtnetrice; x1, x,— nivelele

In recipiente ; pi, P2, 222 — presiuni laidrostItice.

Ecuatiile presiunilor hidrostatice, la -momeritul t, in cele doua reci-
Tiente au urmatoarele forme bine cunoscute

.pi (t) = pgxj(t),	 (1.20)

p2(t) = pgx2 (t),	 (1:21)

Unde p este densitatea lichidului i g — acceleratia gravita-tiei.
Ecuatiile curgerii; la momentul t, prin robinetele R1 i R2, in aproxi-

Inatie liniara, sint

P1(0 — 252(t) = Riv(t),

P2(t) — u2(t)	 R2y(t).

La scrierea ecuatiilor (1.22), (1.23) s-a presupus ca lichidul curge
laminar si ca 'relatia dintre diferenta de presiuni i debitul volummetric
,este de tipul aceleia statuate de legea lui Ohm pentru circuitele electrice.
Ecuatiile (1.22), (1.23) dgscriu satisfacator fenomenul de curgere in situa-
-Oa in care viteza de curgere este suficient de mica.

Sistemul confine doua felemente conservative, concretizate de coloa-
nele de lichid din cele doua recipiente. Ca variabile de stare se pot alege
In acest caz nivelele x1 §i x2 . Derivind ecuatiile (1.18) si (1.19) in raport
.cu t i eliminind apoi ma'rimile p i , P2, v i y cu ajutorul relatiilor (1.20)—
,(1.23) se obtin urmatoarele ecuatii de stare

Pg	 1/
—— .X2) 

A iRi	 Ai

A 2Ri	 A2 Ri R2	 A2R2
x -8 (1-1- 1)x2+	 (1.25)Pg 	

i	 1 U2.
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Ecuatia iesirii se obtine din (1.23) si (1.21) prin eliminarea lui p2

1 ,
y — — k pgx2 — u2).	 (1.26)

R2

Sistemul dinamic (1.24)—(1.26) este continuu, liniar, invariant in
timp	 cu parametrii concentrati. El poate fi pus sub urnatoarea_

, forma vectorial-matriceala

_ [ —am	 ac 	 irxii+rd (1.27)
Li2	 boc: —(b+c)ac _IL x2i 10	 c j[u21

feti[xii+E0
y	 [0	 (1.28)

x2	 142

nude a = 1/A 1R1, b = 11A 2R1, c = 11A 2R2, a = pg, d = 11A1,
f =_- 11R2.

Reprezentarea intrare-iesire se poate obtine prin eliminarea marl-
milor xl, x2, pi, P2	 v intre ecuatiile (1.18) — (1.23). Concret, calcu-
lele decurg dupa cum urmeaza. Se deriveaza ecuatiile (1.18) — (r.23)

	

.	 .
in raport cu t si se elimina intre acestea, succesiv, 	 2, pi i p2.
Rezulta

	

Ai cui — y)	 — Y)
	

(1.29)

y) — 42	 R23/.	 (1.30)
A 2

Sc expliciteaza acum v din (1.30) si se inlocuieste in (1.29). Rezul-
tatul final este urmatorul 	 -

+ .oc(a	 b	 c) + a2acy	 alacui —	 ,a(a	 b) fii 2. (1.31)

Conditiile iniiale y(to) i 5,(4)) se determina ct ajutorul ecuatiilor
(1.25), (1.26). Din (1.26) rezult4

	

- y(to)	 afx20 — fu2(to).	 (1.32)

Derivind (1.26) in raport cu t si inlocuind apoi cu (1.25) se obtine
final

	

5'(t0) = a2f[bxio — (b	 c) x2o]	 acfu2(to) — fit2(to)• 	 (1.33)

In practica inginereasca s-a impus i o alta modalitate de repre-
zentare a relatiei intrare-iesire, si . anume aceea concretizata de schema
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bloc , strucluralci. Obtinerea acesteia Const4 in "aplicarea transforznarii
Laplace (v. anexa A), in conditii initiale nule, ecuatiilor sistemului,
§i explicitarea rezultatelor in cohformitate cu relatiile de cauzalitate l•
dintre marimi. Procedind in acest mod, din (1.18) -- (1.23) se obtin
ecuatiile

1 
X i(s)	 [U t(s) — V (s)l,

As

1
X 2(s) =--A2s-- [V (s) — Y (s)] ,

P i (s)	 pg X i (s) ,

P 2(s) = pg. X 2(s) ,

V(s)	 [Pi(s)	 P2(s)],
R

17 (3) = 1 [P2(S)	 U2(s)],

, (1:34)

(1.35)

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

carora li se asociaza respectiv schemele bloc partiale din fig. 1.4, a-f.
Dupa cum se poate deduce din fig. 1.4, -conventiile de reprezentare
sint urmatoarele: marimile se reprezinta prin segmente orientate, suma-

Fig. 1.4. Obtinerea schemei bloc structurale (g) a cascadei de recipiente pe baza schemelor
,bloc partiale (a — f) corespunatoare ecuatiilor (1.34) —(1.39).
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4,= f(x2)	 (1.43)

este dependenta neliniara a fluxului\
magnetic de curentul prin inductor u1
:(curba de magnetizare).

Partea mecanica:

xl

toarele prin cercuri, element& de transfer — prin dreptunghiuri
sagetile indica sensul transferului informatiei (cauza	 efect). Ex.pre-
siile scrise in iinteriorul dreptunghiurilor sint functiile de transfer
ale ,elementelor respective (v. anexa A).

Schema bloc structurala din fig. 1.4, *g se obtine prin asamblarea
adecvata a schemelor bloc partiale (si anume in ordinea
si trasarea tuturor liniilor coreppunzatoare conexiunilor existente
intre schemele bloc partiale. Schema din fig. 1.4, g, are deosebita
calitate ca pune in evidenta, intr-o viziune de ansamblu, tote
conexiunile existente in cadr 'ul sistemului.

1.4.2. Motor electric de curent continuu

Schema functionala a sistemului este data in fig. 1.5. Ecuatiile
care descriu functionarea sa sint urmatoarele

Circuitul indusului:

e == Rix' 4-- ',lib
	 (1.40)

uncle R1 §i L reprezina rezistenta iinductanta indusului, 1 u1 §i
sint tensiunea de comanda pe indus i curentul -prin indus,

•	 e	 ci4x3 ,	 el.-- constant,	 (1.41)

,este tensiunea contraelectromotoare, 4, - fluxul magnetic produs de
inductor si x3 — viteza unghiulara a indusului.

Circuituf inductorului:

= R2X2	 ‘..")

uncle R2 reprezinta rezistenta inductorului, u2 si x2 sint tensiunea de
scomanda pe inductor si curentul prin inductor si

Fig. 1.5. Motor electric de c.c. cu exci-
(1.44)	 ta,tie separata.

(1.42)

—
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Ul,

unde J este momentul de inertie al' indusului, u3 — cuplul de,
sarcina §i

m	 C241X1,
	 = const.,	 (1.45)

este momentul activ (cuplul electromagnetic) dezvoltat de motor.
Avind in vedere forma ecuatiilor (1.9), (1.10), reprezentarea in-

trare-stare-iqire se obtine imediat, prin utilizarea marimilor x i, x2,
x3 drept componente ale vectorului de stare': Vectorul de intrare este
format din u, u2 §i u3 (marimi externe). Marimea de ieOre este fixata
prin considerente tehnologice. De exemplu in cazul reglarii turatiei
motorului electric, marimea de ie§ire este o tensiune

y = c3x3 ,	 c3	 const,	 (1.46)

obtinuta cu ajutorul unui tradUctor de viteza unghiulara (de exemplu
un tahogenerator).

Eliminind e, tP	 m intre ecuatiile (1.40) — (1.45) se obtine urma-
torul sistem de ecuatii diferentiale neliniare de stare:

Ri	 CI
t = - -	 ( X2) i3

L1	 Li	 Li

R2 x2	 1
2 -	 U2,

f' (x2 )	 f' (x2)

C 2 iv \
- XL/ kX2/	 u3.

.17

Obtinerea unei forme analitice a reprezentarii intrare-iewe
este relativ complicata, chiar in cazul' adoptarii unor ipoteze
simplificatoare referitoare la f(x2). _Ca §i la exemplul precedent
este posibila obtinerea unei scheme bloc structurale in care blocurile
liniare sint caracterizate prin functiile lor de transfer. Examinind ecua-
tiile (1.40) —(1.46) se constanta Ca in virtutea liniaritatii, se poate
aplica transformarea Laplace ecuatiilor (1.40), (1.42), (1.44) §i (1.46).
Rezultatele, explicitate in conformitate cu relatiile de cauzalitate intre

slut urmatoarele:

Xi(s)	
1 	

[Ui(s) — E(s)],
Lis + Ri

IF (s) =	 [(12(s) — R2X2(s)],
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Fig. 1.6. Schema bloc structurala a motorului electric de‘c.c.

1
Xs(s)	 — [M(s) — U3(s)],	 (1.52)

Js
Y(s) = c3X3(s).	 (1.33)

Schemele bloc partiale corespunzatoare ecuatiilor (1.50), (1.52) §i
(1.53) se reprezinta ca in cazul precedent. Pentru, reprezentarea sche-
mei corespunzatoare ecuatiei (1.51) se face ipoteza cá exista

x2 = Per),	 (1.54)

unde este functia inversa a "functiei f (se presupune cä fenomenele
de histerezis magnetic sint neglijabile, astfel ca f reprezinta curba
de prima magnetizare, care admite o inversa).

Pentru obtinerea schemei bloc structurale — fig. 1.6 — se asarn-
bleaza schemele bloc partiale corespunzatoare relatiilor (1.50) -- (1.54)
In conformitate cu relatiile (1.41) §i (1.45), reprezentabile §i ele prin
elemente de inmultire. S-a facut conventia c elementele neliniare se
reprezinta prin dreptunghiuri cu chenar dublu.

1.4.3. Pod rulant

Schema functional-constructiva a sistemului :este reprezentata in
Se considera cä toate miFarile au loc numai in planul figurii

§i ca masa ma a sarcinii §i lungimea la cablulului slut constante. Aceste
ipoteze nu sint limitative. Exista cazuri, de exemplu la incarcarea
sau descarcarea materialelor granuloase (minereuri etc.), in care ase-
menea ipoteze sint satisfacute. Ca urmare descrierea evolutiei siste-
mului se poate face numai in coordonatele x §i z. Se neglijeaza. fortele
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(1.62)

2

mc
	le-

;a-
Xc

ysxa

ma

Fig. 1.7. Pod rulant:
se— pozitia caruciorului ; y, za, — pozitia apucAio-
rului; as,, ma — masele clruciorului i apucato-
rului; 1— lungimea cablului; 0 — unghiul de

oscilatie; a — forta de tractiune.

Relatii geometrice:

, -
de frecare.\ Se cere s5 se determine
relatia dintre fora de tractiune u

pozitia y xa a apueatorului.
Ecuatiile sistemului, cu nota-

tiile din fig. 1.7, se scriu dupa cum
urmeaza.

Miscarea caruciorului:

onc , =	 T sin 0, (T ten-

siunea in cablul apucatorului).

(1.55)

- (1.56)

(1.57)
'

Miscarea pendulului:

Maim	 T sin 0

mai. = mag — T cos 0, (g acceleratia gravitatiei).

a =- Xe + 1 sin 0,	 (1.58)

	

= 1 cos 0.	 (1.59)

Cu ajutorul ecuatiilor (1.58) si (1.59) se pot elimina xa, Zà 1 T sin 0
din ecuatiile (1.55)—(1.57). Diipa calcule relativ simple se obtin ecua-
tile

(ma + mc)	 Omalcos 0 — 02mal sin 0 u,

cos 0 + 16 + g sin 0 = 0,

la care se adaug, ecuatia

y = Xa•

Pentru simplificarea ecuatiilor (1.60), (1.61), in cazul unghiurilor 0
mici, se pot face aproximatiile -sin OAt: 0, cos 0 1 si 02 c.z0. In aceste
conditii sistemul (1.60)—(1.62) devine

(mi, + me) i c + male	 u,	 (1..63)

	

g0 = 0,	 (1.64)

y	 x, + 10
	

(1.65)
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Reprezentarea intrare-stare-iesire se obtine foarte usor intro-
clucind variabilele de stare: x i = 24_, x2 =-- ic, x3 8, x4 = O. Cu aces-
tea ecuatiile (1.63)—(1.65) pot fi aduse la urmatoarea forma vectorial-
rnatriceala

0 0— -x1 — 0 —

0
0Ma— g 0 X2'

1

Mc Me
u, (1.66)

0 0	 0 1

1
0 _7(

Mc
0 

_ ml

X1

X2

y = [1	 0, 1 0] (1.67)X3

Z4

Relatia intrare-iesire se poate determina aplicind transformarea
Laplace ecuatiilor (1.63)—(1.65) dupa care se elimina 2C,(s) §i 0 (s).
Se obtine

Y(s)=G(s)U(s),	 (1.68)
in care

G9(s)
k„ 

•

 (kp _	 , Tp	 in,/ 2(ns2 + 1) t	 -I-	 (rn, + ma) g)
(1.69)

este functia de transfer a podului rulant.

1.4.4. Conducta pneumatica

6Se considera o conducta cilindrica rectilinie prin care curge un fluid
compresibil omogen; conducta este izolata termic; astfel ca' nu are loc
schimb de caldura cu mediul. Se presupune, pentru simplificare„
fluidul , curge fàrá frecare. Se cere sä se determine relatia dintre pre-
siunea i debitul masic la intrarea in conducta i presiunea si debitul
masic la iesirea • din conducta.

31

M
iha

il V
oic

u 

Tehn
ici 

de 
an

ali
ză

 a 
sta

bil
ită

ţii 
sis

tem
elo

r a
uto

mate
. E

d. 
Tehn

ică
, 1

98
6.



Fi =An

dllx	
Ap(v+-a-Tidx)

x x+dx

qr=Apv

F2 = 21(1. ± L1)- dl) •
ax

(1.71)

Fig,. 1.8. Pentru deducerea ecuatiilor (1.91), (1.92).

Pentru deducerea modelului matematic al acestui sistem se utili-
zeaza pentru inceput fig. 1.8, a.

Sub actiunea fortei
F1= AO,	 ,(1.70)

uncle A este aria sectiunii circulare a conductei i p presiunea in punc-
tul x al conductei, aplicata in centrul de greutate al „discului", la stin-
ga — fig. 1.8, a, acesta se deplaseaza spre dreapta cu dx. Datorita

OPcaderii de presiune — de-a lungul conductei, forta care trebuie invinsa
ax

In deplasarea „discului" de gaz este

, Conform legii a II-a a mecanicii miscarea „discului" de gaz pe dis-
tanta dx este guvernata de ecuatia

don;i ----- F1 — F2 ,	 (1.72)

unde dm este masa „discului" de gaz.
Fie

dm _ 1 dm (1.73)
dV — A dl	

0

densitatea gazului. Notind cu v = viteza gazului in conducta, din
(1.70) —(1.73) se obtine ecuatia

dvp

dt	 ax
(1.74)
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(1.77)•

• Viteza , v este functie de timp §i de distan a X, astfel cä diferentiala
ei totala are urmatoarea form5.'

dv -a-v- dx dv
 dt.

ax	 at

In aceste conditii (1.74) devine

av , av)	 ap
, p(v — — = — 9

ax at	 ax

care este binecunoscuta ecuatie a lui Euler pentru cazul urtidimensional.
av

Termenul	 cdristituie acea componenta a acceleratiei pe care o
at

obtine • „discul" de gaz ca urmare a caderii de ,presiune, in timp ce
OV

V - este acea componenta a acceleratiei datorata faptului cä „discul"
OX

de gaz ajunge intr-o regiune in care gazul are alta viteza.

In cazul fluidelor incompresibile 	 = 0. In cazul fluidelor compre-
ax

av
sibile,	 anumite domenii de curgere, se constat5. c5 —	 0, astfel,ca

ax
ecuatia (1.76) devine

(1.75)

(1.76)

Cea de a doua ecuatie necesara pentru clescrierea sistemului se obtine
pe baza masic pentru fluidul care curge prim doua sectiuni
ale conductei situate la distanta dx, fig. 1.8, b. Dad.' in punctul viteza
gazului este v atunci debitul masic de gaz care trece prin sectiunea
respectiv5 este

= A pv.	 •	 (1.78)

•Intrucit pe distanta dx apare o cadere de viteza —ay prin sectiunea
ax

din punctul x dx trece debitul masic de gaz

•q2 =A p(t)	 dx) •(1.79)
x,

dx
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(1.80)

,	 Diferenta debitelor masice q i. q 2 se acumuleaza in „discul" de gaz
de lungime dx, ceea ce inseam* cá se poate scrie

Tinind seama de faptul

dm pA dx, (1.81) -

din (1.80), prin inlocuirea marimilor q1 , q2 §i dm cu ajutorul relatiilor
(1.78), (1.79) §i (1.81), se obtine

dp ap	 ay (1.82)
dt	 at	 P ax

Cea de a treia ecuatie se obtine cu ajutorul ecuatiei de stare a gazului
anume

pVn =-_ (1.83)

unde n este exponentul adiabatic. Intrucit masa unui volurn de gaz
cu ace1a0 numar de molecule esie constanta, se poate scrie

M	 Vp VoPo•	 (1 .8 4)

In aceste conditii ecuatia (1.83) devine

P nr = Po PO."'

Pentru micile variatii ale variabilelor p §i p in jurul valorilor Po
§i p0 ecuatia (1.85) poate Ii aproximata prin relatia liniara

p
P — Po = H (P — Po),	 (1.86)

Po

unde

( 4 1	 Po

k op . nfio

Inlocuind (1.86) §i (1.87) in (1.82) se tobtine

•ap _ n Po p aV

at	 -	 po 	 ax

(1.85)

(1.87)
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(1.95)

xs	 s
1

Q(x, s) =--- --- kit ]. e	 — k2 e
x 
),

• Paitru determinarea modelului matematic intr-o forma concisa -
se inlocuie§te in (1.77) §i (1.88)

1
(1.89)

pA

unde q este debitul masic, §i se noteaza cu

npo
eo

viteza sunetultii in 6zul respectiv la presiune Po.
In icest fel din (1.77) §i (1 -.88) rezulta ecuatiile

ap _ 1 aq
Ox At

Oq = A op.•	 (1.92)
x	 c2 at

-
Este evident ca acest sistem dinamic este cu parametri distribuiti,

deoarece variabilele p i q depind de don variabile independente:
timpul t i spatiul x.
• Pentru obtinerea reprezentarii intrare-ie§ire in cazul unei conducte

de lungime 1 este necesara integrarea ecuatiilor (1.91) §i (1.92) in raport
cu variabila x. Se aplica in acest scop transformarea Laplace tempo-
rala in conditii initiale nule. Procedind astfel §i notind P(x, s) =

g{p(x, t)} §i Q(x, s) = 2{q(x, t)} din (1.91) §i (1.92) se :obtine urma-
torul sistem de ecuatii diferentiale

(1.90)

dP
dx	 A

dQ	 As ,
—	 .

dx	 c2

Solutia generala a acestui sistem are forma
_xs xg-

P(x, s) = k1 e	 k2 e,

(1.93)

(1.14)
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uncle

Z —
A

este impedanta conductei §i k 1, k2 sint constante de integrare.
Vom nota cu

(1.97) -

Pi = P(0, s),	 (1.98)

= Q(9, s)	 (1.99) -

valorile presiunii i debitului masic, in transforrnate - Laplace, la ince-
putul conductei i cu

P2= 13(1, s)	 (1-100)

Q2 = Q(1, s)	 (1.101)

vaiorile presiunii i debitului, I in transformate Laplace, la sfir§itul con-
ductei. .

In aceste circumstante se pot determina constantele k1 §i k2 in
functie de conditiile la limite (1.98) i (1.99) ,astfel ca solutia particu-
lara corespunzatoare, dupa calcule elementare„ se obtine de forma:

	

—"	 xs

P(x, )	 (P1+ zWie	 (P1 -- zQ1)	 •	 (1.102)

	

Al	 xs
Q(x, s)=-- (P1 zQi)	 -- (P1 — zQi) e	 (1J03)

2z	 2z

Inlocuind acum x = 1 §i tinind seama de (1.100), §i (1.101) se obtin
urm.atoarele ecuatii:

P2 -= —2,‘ (Pi ± zQi) cr8 —
1 

(Pi — zQi) e",
2

1

1
Q2 =	 (P1 + 2Q1) e-2.8	 (P1 — ZQ1) 98,

2z	 2z

unde T = 11c este timpul mort al sistetnului (durata propagarii undelor
de presiune de-a lungul conductei).

Prezenta in ecuatiile (1.102) *i (1.103) a factorilor e- T8 §i eTs , care
pun in evidenta fenomenul de propagare a oscilatiilor de presiune prin
conducta, este tipica pentru sistemele cu transport de substanta, trans-
fer spatial de energie sau transmisie la distanta a informatiei.,

(1.104)

(1.105)

36

M
iha

il V
oic

u 

Tehn
ici 

de 
an

ali
ză

 a 
sta

bil
ită

ţii 
sis

tem
elo

r a
uto

mate
. E

d. 
Tehn

ică
, 1

98
6.



Prz P + zQ2

"ILO

zGl i
-Schema blocFig. 1.9.

zQ2-P2

structurala a cottductei pnempatice.

Daca se are in vedere destinatia practica a unei conducte, in speta
pentru transportul gazelor, atunci relatiile de cauzalitate sint urma-
toarele: m5rin-iile cauze sint - presiunea P1 (care determina curgerea
gazului) i debitul masic Q2 (consumul de gaz la utilizator), jar marl-
mile efecte sint presiunea P2 §i debitul masic Q. In aceste circnmstante
ecuatiile (1.104) si (1.-105) nu constituie reprezentarea intrare-iesire
a sistemului. Obtinerea acesteia, de exemplu sub forma schemei bloc
structurale, este foarte simpla i consta in urm5.toarele. Se inmulte§te
(1.105) cu z i rezultatul se aduna, respectiv se scade din (1.104). Se
obtin, respectiv, urmatoarele ecuatii

(1.106)

1
Qf	 [P1	 (P — zQ2) e-T8].	 (1.107)

Cu ajutorul ecuatiilor (1.106) si (1.107) s-a elaborat schema bloc
structural'a din fig. 1.9.

1.4.5. Proces de r einnoire a stocului pieselor de schimb

Pentru anumite procese de produ.ctie este necesara achizitionarea
de rulmenti, ca piese de schimb care riu pot fi reconditionate, pe ma-
sura ce rulmentii existenti se distrug 'sau ajung la limita admisibila
de uzura. Pe parcursul inlocuirii rulmentilor'uzati sau defecti, un anumit
tip de rulment are o distributie foarte variata din punctul de vedere al
.yechimii celor, existenti in functiune.- Ne propunem sä elaboram , un
Model matematk al acestei distributii. Se are in vedere un model dis=.
cret in timp, bazat pe o , perioada de un an. Ipoteza esentiala pe care
se construiesc cele ce urmeaza este ca se poate defini si determina expe-
rimental probabilitatea p i e (0,1) ca once rulment, cu o vechime .deii

ZQ2,
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0 ... pa-i _x(k) _

ani s. ra.'mina in ftinctiune cel putin Inc. un an. Se mai presupune ca
dupä n.+ 1 am de utilizare once rulment e.ste inlocuit.

In conditiile precizate, ruhnentii in functiune intr-un an oarecare
k(k e N) pot fi impartiti in n + 1 grupe de „virst5.". Fie ix(k) numarul
de rulmenti de „virsta" i (i 0, 1, ...,12) in anul k e N. Dupa un an
de functionare, in grupa de „virsta" i + 1 se vor gasi in functiune

	

xf+i(k -I- 1)	 p i x i (k); i	 0 , 1,	 n	 1,	 (1.108)

rulmenti. Numarul de rulmenti Cu vechime mai mica de un an in anul,
k + 1 este egal cu numarul u(k) de rulmenti achaitionati §i pusi in
functiune in anul k, adica	 •

xo(k +, 1)	 u(k).	 (1.109)

	

Se observa Cu u§urinta	 ecuatiile (1.108) §i (1.109) pot fi puse sub
ur•atoarea forma vectorial-matriceala (ecuatia de stare)

xo(k + 1) —
/ci(k + 1)
xo(k + 1)

o
Po
o

0
o

Pi

0 ...
0 ...
0 ...

0
0
0

0 —
o
0

x0( k) +— -1
0

•

(1.110)

La aceasta se adauga desigur ecuatia ieirii, a carei forma depinde
de tipul de informatie despre starea sistemului, necesara in anumite
conditii. De exemplu aceasta pbate fi

y(k) [1 po —

xo(k)—

xi(k)

adicä suma • tuturor rulmentilor care urmeaza sä fie inlocuiti pe durata .
annini k.

Sisteniu1 dinamic (1.110), (1.111), ,astfel ot•tinut, este liniar, discret
**1 invariant in timp.
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Reprezentarea intrare-ie§ire se poate determina relativ simplu
utilizind relatia de recurenta (1.108), conform careia putem scrie

xi(k n) poxo(k n — 1) = p0u(k n — 2)

x2(k n) PoPixo(k	— 2) popiu(k n — 3)
x3(k n) = P0PiP24(k	popip2u(k n — ) 1(1.112)

• xn (k	 n) = p0p1p2 Pra_ixo(k) Popi pu_lu(k — 1)-

Tinind seama acum de (1.111), in care se inlocuiesc ecuatiile (1.112),
ecuatia intrare-ie§ire rezulta de forma

y(k n) = (1 — po):(k n — 1), + (1 — Pr) pou(k n — 2)

+ ( 1 — Am(k + n — 3) ± + (1 — pa—i)	 Ps-221(k)	 I

+ popi p,i_iu (k — 1).	 (1.113)

1.4.6. Proces de epurare biologica

Apele- uzate, rezultate dintr-un anumit proces telmologic, slut intro-
duse intr-un bazin in scopul epurarii pe cale biologica. Dad, oxigena-
rea apei §i de a.semenea temperatura i pH-ul slut mentinute intre
limite adecvate atunci procesul de inmultire a bacteriilor depoluante
depinde in primul rind de concentratia mediului de cultura (existent
In apa uzata). Pe baza observatiilor i masurarilor experimentale s-a
stabilit ca rata de inmultire a bacteriilor (X i/xi) este proportionala cu
concentra.tia x2 a mediului de cultura, in situatia in care x2 este mic,
§i tinde sä ajunga la un nivel constant pe masura ce x: cre§te. 0 atare
relatie poate ft aproximata prin

X2
- 	I	 (L114)

X1	 •X2 + C

uncle a §i c slut doua constante pozitive.
De asemenea, experimentele au relevat faptul cä viteza de descreq-

tere a concentratiei rnediului de eulturä este proportionala cu viteza
de inmultire a bacteriilor, adica

nude b este o co'nstanta pozitiva.
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A§adar sistemul dinamic are forma

.	 X-1 xi — a 	
X2 + C

•	 b 	 ,	 (1.117)
X2 + C

In conditii normale >0 (se introduce. continuu mediu de cal-
tura) §i u2 > 0 (se scoate continuu apa depo1uat) In ipoteza cä me-
diul de cultura introdus in bazin are concentratie constanta §i ca apa
depoluata are un grad constant de depoluare, ecuatiile (1.116),'(1.n.7)
se corecteaza dupa cum urmeaza

;
x—a. 2,  .	 — diu2,

X2 4- C

— b
	

2 +: d2141,

uncle d1 §i d2 sint doua constante pozitive.
Evident, sisteraul dinainic (1.118), (1.119) eSte neliniar §i 'continuu

in timp.

Se considera sistemul automat de urmarire cu schema functional-
constructiva din fig. 1.10. Elementul de executie este un servomotor
electric asincron bifazat SM, comandat reversibil cu un redresor dubla
alternanta format din tranzisforii T1 i. T2. Ace§tia sint comandali
prin tensiunea de ieOre a unui amplificator de curent continuu (A c.c.),
care es;te elementul de bazä al regulaterului: Legea de reglare materia-
lizata' de regulator este determinata de impedantele de intrare i de
reactie ale A c.c. Utilizarea reactiei prin 123, C . 	la emitorii tranzis-
torilor T1, T2 (uzual aceasta reactie se realizeaza de la ie§irea A c.c.)
are calitatea cä perrhite realizarea unui caplu de pornire al SM mai
Mare i prin aceasta o cre§tere a rapiditatii Sistemului. Ca element de -
prescriere §i ca traductor de pozitie se folosesc potentiometrele identice

§i P2 (acesta cuplat la axui SM prin reductorul mecanic 'R.).
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(1.120)(k1 = canSt.),

Fig: I. 10. Schema Mull sistem automat de urmarire.

Se cere sä se determine relatia intrare-ie§ire a sistemului automat.
Functiile de transfer ale elementelor componente sint urmatoarele:

1 
T is(T 2s ± 1)

G	
Y (s)

G(s)	 k2,
•

(i)
_	 -

In ipoteza ca amplificatorul de curent continuil (A c.c.) are reiis-
tenta de intrare suficient de mare §i rezistenta de ie§ire suficient de
mica §i cä functionarea sa are loc numai in zona de liniaritate, fun.ctia
de transfer a fegulatorului are eipresia, [B1],

Gs)	
Ec(s)	 Z 2(s) 
E(s)	 Z i(s) 1 + Z 73( 4:

R\	
k) azt.Z(s2)(s)

Y (s)

0(s)
GSM (s) —	 =
' Ed(s)

k1
(s)

Ey(s)
G p2(

(T1, T2 —
constante),

(1.122)

(1.123)= const.).
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E(s) = Es(s) — En(s) (1.125)

este tensiunea proportionala cu abaterea U(s) — Y (s); Zi(s), Z2(s)
sint impedantele de intrare, respectiv de reactie, k, este factorul de
amplificare, al A c.c. 0 ka este factorul de amplificare al redresorului

	

dubla alternanta comandat In ipoteza k,--> 	 co din (1.124) se obtine

GR(s) =	 Z2(s) 
•	 (1.126)

Z1(s)

Pentru cakulul impedantelor Z1(s) §i Z2(s) se transforma triunghiul
format din R, R1 §i R2 in stea — fig.. 1.10, §i se obtine

	

RR	

RiR2

	

i	 I?
R. = 	  R — 	 R 2	 R, 	

•R R1 ± R2	 R R1 ± R2	 R R 1 + R2

(1.127)

I Z1 (s)	 (1.128)Ra ,

	

Z2(s) R + Rs	 •
R3C is + 1	

(1129). 

Inlocuind (1.127) in (1.128), (1.129) §i acestea in (1.126) rezulta

	

GR(s) = — ko(1	 	 ),	 (1.130)
Ts + 1

In care

L	 2
KO =

/R
77.7*	

R3 ( 1 4_ R1 + R2) , 7, R3c1.

ni	R2 I,	 R
(1.131)

Conform relatiilor (1.120)—(1.123), (1.125) §i (1.126) schema bloc
structurala a sistemului automat de urmarire are forma din fig. 1.11.

	 gi)(s 	
E.±1)„.1G94( )	 k2

Fig. I.11. Schema bloc structural& a sistemului automat de urmarire.

u±s1.1
	 EU(s)	

°R( s

Ey(s)

Y/ S i
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Relatia intrare-ie§ire are expresia

Y(s)	 G (s)U (s),	 (1.152)

unde

kik2G R(s)Gsm(s)	 kokik2(T s	 +• 1) 
G o(s) — 

1 + k,tk2G n(s) GSM(s) T is(T + 1 ) (T s±± 1) - - ,kokik2(T s + + 1)

este functia de transfer a sisternului automat de urmarire.

1.4.8. Sistem automat de reglare a temperaturii
cu regulator discret

Schema bloc functionall a sistemului este reprezentata in fig. 1.12, a.
Schema functionala a regulatorului discret are forma din fig. 1.12, b.

Operatia de qantionare-tnemorare consta in transformarea semna-
lului continuu x„(t) intr-un §ir de valori echidistante

xa(iT), i = 0,	 (1.134)

• Fig. 1:12. a — Schema bloc functionalat a unui sistem
41e reglare_ automata a temperaturii: RD — regulator
discret; DE — dispozitiv de executie ; C — cuptor elec-

tric; T traductor de teruperaturl;
o — Structura RD: E—M — element de esantionare-
memorare ; AIN ONIA conyertoare analog-numeric si
numeric-analogic; ARN — algoritm de reglare numerica.
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wide T 0- este perioada de e§antionare, care apoi este transforrnat
,intr-un sernnal fun ctie scara.

•	 •	 co

xa(tY= E xa,	 —IT) — a(t — (1+ n],	 (1.135)
/

unde cr(t) este functia treapta unitara (Heavisfide).
Din- punct de vedere matematic transformarea lui xa(t) in a(t)

poate fi explicitata prin urmatoarele operatii:
operatia de a-epintionare, prin care xa(t) se transforma intr-o

serie de

x(t)	 E xa, (t	 IT),.	 (1.136)

unde 8(t) este impulsul unitar (Dirac), §i
— operatia de- extrapolare de ordinul zero prin care 4(0 se transforma

in functra Kara' X(t).
ceea ce privWe perioada de e§antionare aceasta se alege in

funCtie de cea mai inalta pulsatie co. din x a (1) , semnifiCativa din punct
de vedere informational, care trebuie sa se regaseasca' in 4(0 §i res-

itpectiv in (t) . Conform teoremei qantioncirii (Shannon), [1(2], T
com

La determinarea pulsatiei 6.i.„„ in cazul sistemelor automate discrete,
se tine seama de pulsatia raw:atria semnificativa continuta de marimea-
de intrare u §i de constanta de timp minima semnificativa sau de pulsa-

7r tia proprie maxima semnificativa a sit emului. Uzual T 

	

	 • dar
10 co.

la alegerea efectiva a lui T pot interveni §i alte conditii, inclusiv conditii
de stabilitate (sau de realizare a anumitor performante) §i conditii
tehnologice.

Din (1.135) §i (1.136) rezulta ca xa(t) .poate fi exprimat prin urma-
torul produs de convolutie

X j(t)	 ge0(s)4(1 —	 (1.137)
0

,

uncle
geo(t)	 a(t) — cs(t — T)

,este raspunsul la impuls al extrapolatorului de ordinul zero.
Aplicind transformarea Laplace lunctiei geo(t) se obtine

e—T

G eo(S)

(1.138)

t .139)
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2T 41._ 61	 0 2T 1,1 6T	 0 2T 4T 6T

xa

a
Fig. 1.13. Structure, elementului de ,epntio..

liare-menioraze:
a — elementul de 8 ecantionare; b — eztrapolatorul

ordinul zero.

(1.142)

astfel ca structura elementului
de e.,santionare-rnemorare, ,echi-
valent din punct de _vedere
matematic cu un element de 8-
eotntionare inseriat z cu . un -ele-
ment de extra polare de ordinul
zero, are forma din 'fig. 1.13.

Algoritmul de reglare dis-
creta (ARD), incorporat in-
tr-un regulator discret sau
intr-un calculator de proces,
este descris in general de o
ecuatie cu diferente, sau de
functia de transfer in:, G(z)
(v. anexa B). Daca se adopta 	 ,
o lege de reglare de tipul PI (proportional-integral)
reglare discreta are forma

atunci algoritmul. de,'

unde xe$ sint esantioanele mariinii de coinanda xe; esantionata cu pe-
rioada T , T,. este constanta componentei integrale i 14--factorul, corn-
\ponentei proportioriale. In aceste condiii, functia de transfer in ; a
regulatorului discret are expresia

(1.141)

Observatiile si- masurarile experimentale - au aratat, [Z1], ca.* func-
tionarea unui cuptor electric poate fi satisf5.cator aproximata printr=o - •_
functie de transfer de forma

	

	 - =

e-TMS
T± 1

in care T. este timpul mort al cuptorului, T,— constanta de timp
k, — factorul de amplificare.

Intrucit T. are obisnuit valori mani ,(de ordinul minutelor sau al
zecilor de minute), se poate C- onsidera ca functiile de transfer ale dis-,
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Gd(z)	 k,k,,kez-"(z — a)  s	 	 I 	 k(z — 
efr - (z — b)aTcz

Te	 .

z —

(1.146),

Fig I. 14. Schema bloc structural& a sistemului de reglare automata
a temperaturii.

pozitivului de executie (punte redresoare comandata) i traductorului
(termocuplu) au ,respectiv expresiile

Gp(s) k,

Gr(s)	 kt	 const.	 (1:144)

In aceasta situatie schema bloc structurala a sistemului automat
de reglare a temperaturii are forma din fig. 1.14. Sistemul este format
atit din elemente continue, cit §i discrete in timp. Pentru unificarea
tratarii este necesara determinarea functiei de transfer iii z a can di-
recte a sistemului (formata din RD, DE §i C, fig. 1.12, a). Conform
anexei B, functia de transfer in z _se determina dupa cum urineaza:

-	
,,T8	 1 -G,i(z) .= 	 GR(z)Gc.(s)} ,' 4(1 —	 G	 ---(z)	 {

(1.143)

• 1 k,. z	 aJ : 1 ke-Tms

. a .z — 1	 - s Tes ± 1

Alegind T =

	

	 e N, •putem scrie in continuare
a

(1.145)
,	 -

in care
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Relatia intrare-ie§ire are expresia

Y(z)	 Go(z)U(z),

unde

G4(z)	 k(z — a) 
Go(z) --- 	 = 	  _(1.148)

1 + ktGa(z) 24(z — 1) (Z — b) --1- ktk(z — a)

este functia de transfer in z a sistemului automat de reglare a tempe-
raturii.

2. Reprezentarea intrare-stare-iesire

2.1. Sisteme dinamice liniare cu parametri concentrati

2.1.1. Sisteme continue si variante in thnp

Once sistem dinarnic liniar, continuu §i variant in tirrip este descriS
de un set de ecuatii intrare-stareLioire de forma

X(t)	 A(t) x(t)	 B(t) u(t),

y(t) = C(t)x(t)	 D(t)u(t), t e R. 	 (2.2)

unde x e R u e Rm, y e R i A(t), _B(t), C(t), D(t) sint matrici reale,
functii continue de timp, de dimensiuni adecvate.,

Once evolutie a sistemului (2.1), (2.2) sub actiunea tharimii de
intiare u(t) poate ft detenuiriata in mod unic pentru t> to cu to elk,
daca se cunoa§te starea

x(to) =-- xo.	 (2.3)

Solutia generala a ecuatiei de stare (2.1), in virtutea liniaritatii,
este formata din dota componente	 i anume

x(t)	 xi (t)	 x1(t) ;

unde xi(t) este solutia ecuatiei omogene

(2.4)

X(t) --= A(t)x(t) (2.5)
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(2.9)

corespunzatoare ecuatiei (2.1), solutie care satiiface Conditia •initiala
(2:3); §i. xf(i), este solutia particulara a ecuatiei neomogene (2.1)„ care
satisface conditia initial xf(to) = 0.
. Dupa cum este cunoscut, [H1], ecuatia (2.5) admite solutia unica

x(t) = X(1)x(0), tE R+ ,	 (2.6)
•unde X(t) este o matriCe iniicà, solü%ia ecuatiei

X(t) 	 A (t) X(t) , X(0)'-- I (matiicea unitate). 	 (Z7)
Matricea X(t), numitä matricea fundamentalci a sistemului

(2.2), est'e nesingulara i coloanele ei skit solutii ale ecUatiei omogene
(2.5). Vom presupune in cele ce urmeaza ca expresia ma.tricii X(t) este
Cunoscuta, de§i nu a fost elaborat un procedeu, general de determinare
a ei.

aceste conditii solutia xi(t) care satisface (2.3) are eXpresia

xi (t) =	 tc) x0, t to;	 (2.8)
-

41(i, to)	 X(t) X--1(to), t to,

este rnatricea de tranzilie- a sistemului (2.1), (2.2).
Pentru determinarea solutiei particOlare a ecUatiei (2:i); in cazul

in care u(t) este functie continua lie portiuni, se folos4te metoda vctria-
tiei-constanteler: Aceasta solutie este de forma

(2.10)
unde „ v(t) este tin vector functie de timp, necunoscut, Care se determina
dhi conditia ca (2.10) sä fie solutie a eciiatiei (2.1). Inlocuind (2.10)
in (2.1) §i tinind seama de (2.9) §i de (2:7) se obtine -

1k(t)2C-1(to) (t)

	

	 X(t)X-1(t) (t)	 :A(t) X (t) X-1(10) v(t)

u(t),,

i-espectiv
i/(t)	 X(to) X-1(1)	 u(t), t to.	 (2.11)

•Integrind ecuatia (2.11), pe intervalul [to; t], inlocuind rezultatul in
(2.10) §i. tinind seama §i de (2.9), rezufta

xf(t) = (11(t, ,r)13(r)u(s)	 t
t

xf(t)	 (I)(t, to)v(t), t >to,
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Cu acest rezultat §i Cu (2.8), in conformitate Cu (2.4), solutia' ecua-
tiei (2.1), care satisface conditia initiala (2.3), are urmatoarea expresie

x(t) =4) (t, to) xo	 irD(t;	 Becru(' 'r')cl-c, t
	

(2.13)

2.1.2. Sisteme discrete si variante. in timp.

Ecuatiile intrare-stare-iesire ale a.cestui tip de sistem dinamic au
urmatoarea forma

* x(k	 1)	 A(k)x(k)	 B(k)u(k),	 (2.14)
y(k)	 C(k)x(k)	 D(k)u(k), k E N,	 (2.15)

unde x e Rn, u eRtm, y e RI) §i A (h), B(k), C(k) §i D(k) sint matrici reale,
functii discrete de timp, de dimensiuni adecvate.

Ca 0 in cazul sistemelor continue •in timp, once evolutie a siste-
mului (2.14), (2.15) \ sub actiunea intrarii u(k) poate fi determinata in
mod unic pentru ko, k e N, daca -se cunoa0e conditia initiala a
starii

x(ko) =
	 (2.16)

Solutia ecuatiei omogene

x(k + 1)	 A(k)x(k)
	

(2.17)

corespunzatoare ecuatiei (2.14), solutie care satisface conditia
(2.,16)„ se obtine recursiv: folosind chiar ecuatia (2.17): Prin substitutie
repetata putem scrie urmatoarele:

x(ko + 1)	 A(ko) xo,

x(ko + 2)	 A(ko + 1) x(ko	 1) = A(ko + 1) A '(ko)xo,
x(ko + 3) A(ko	 x(ko ± 2) A (ko +2)A(ko	 1)A(ko)x0:

(2.18)

x(ko + j) = A(ko j — 1)A(k0 + j — 2) ... A(ko)xo.

inlocuirld k	 ko j in ultima relatie din setul (2.18), solutia ecua-
tiei omogene (2.17) rezulta de 'forma

Mk) =Co(k, ko)xo, k ko	 1;	 (2.19)-
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unde

	

(k , ko) = A (k — 1) A (k -- 2) ... A (k 0) , k ko'd- 1,	 12.20)

este matricea de tranzitie a sistemului (2.14), (2.15). Aceastà matric,e
satisf ace prin definitie conditia

1(k0, k0) = 1.	 (2.21)

Este usor de . verificat ca

	

(1(k + 1,, ko)	 A(14 cro(k , ko), k ko. 	 (2.22)

Solutia particulara x1(k) a ecuatiei neomogene (2.14) se obtine in
acelasi mod pentru x f(ko) = 0. inlocuind k ko ± 1, ko -1- 2, ko j
din (2.14), tinind seama de (221) si (2.22), se obtine urmatorul sir de
egalitati:

	

x f(ko + 1) = B(k0) u(ko)	 (1)(ko + 1, ko + . 1) B(k0) u(ko),

	

xf(ko = 2) = A(ko + 1) xf(ko ± 1) ± B(ko	 1) tu(ko ± 1) ---=

(1)(ko + 2, ko	 B(ko)u(ko)	 4)(ko + 2, ko + 2) B(ko ± 1) u(ko ±. 1),

xf(ko ± 3) =-- A (ko ± 2) xf(ko ± 2) + B(ko + 2 )u(ko + 2)	 (2.23)

413 (k0 ±3, ko + 1) B(k) u(ko)	 (1)(k0 + 3, ko	 2) B(ko ± 1) u(ko

+ 1) ± c1)(1e0 ± 3, k + 3) B(ko + 2) u(ko ± 2),

J-1
xf(ko j) = E (1)(ko j, ko + 1 ± 1) B(ko ±: 1) (k;

1-0

Schimbirid k = ko j §i ko ± 1 in 'Iliuma ecuatie din setul
(2.23), solutia particulara a ecuatiei neornogene (2.14) rezulta de urml-
toarea forma

k -1

X f(k) = E 4)(k, i	 1) B(i)u(i), k ko,
	 (2.24)

cu conditia ca dac5 k = ko atunci membrul drept din (2.24) este nul.
. Solutia ecuatiei (2.14); care satisface conditia initiala (2.16), se
obtine prin supraPunerea solutiilor (2.19) si (2.24) (operatie legitim5.
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In virtutea liniaritatii sistemului (2.14), (2.1.4)) §i este de urmatoarea
forma

k-I
X(k):-= cl)(k, ko) xo	 E (I)(k, i	 1) B(i) u(i), k ko.	 (2.25)

2.1.3. Sisteme continue si invariante in timp

Aceasta categoric de sisteme este descris'a de ecuatiile intrare-stare-
ieOre (2.1), (2.2), in care matricile A, B, C §i D sint constante (indepen-
dente de timp). Rezultatele obtinute la 2.1.1 sint, evident, valabile
In acest caz.

Faptul ca A este matrice constanta atrage dupa sine o simplificare
importanta a solutiei (2.13), datorata faptului cä matricea fundamentald
X(t) i matricea de tranzilie (1)(t, to) pot fi explicitate analitic.

Vom arata ca daca. A este constanta atunci

.X (t)
	

(2.26)

este solutia ecuatiei

(t) = A X(t), X(0) = I .	 (2.27)

Functia matricea1ã e, I e R+, se define§te intr-o maniera simpla
ca fiind suma -seriei matriceale de puteri

1	 1
eA! = 1+ At ± if A 12	Aktk	 t ER+.	 (2.28)

inlocuind (2.28) in (2.27) rezultä ca aceasta din urnia. este verifi-
cata. In aceste circumstante matricea de tranzitie (2.9) are urmatoarea
expresie

	

(I(i, to) = 4)(t -- to, 0) = 	 t to,
	

• (2.29)

iar solutia generala (2.13) a ecuatiei (2.1) devine

x(t)	 0 +	 eA( t-T) B u(7) dr, t to- 	(2.30)
t,
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2.1.4. Sisteme discrete §i invariante in .timp

Ecuatiile intrare-stare-ioire in acest caz au
iii care matricile A, B C i D sint independente

Rezultatele obtinute la 2.1.2 ramin valabile
f i aduse 14. o forma' mai simpla avind in, vedere
zitie (2.20), cu conditia (2.21), are expresia

orb(k,	 = 11) (k	 kó, 0) = A".,

In aceste circumstante solutia ecuatiei (2.14)
de forma

k-1
x(k) A k_ko x0 + E	 u(i),

forma (2.14), (2.15),'
'de k.	 -
in acest ca.z, dar pot
c. matricea de tran-

k >ko.	 (2.31)

(vezi "(2.25)) devine

k ko.	 (2.32)

2.2. Sisteme dinamice neliniare cu parametri concentrati

Ecuatiile inintre-stare-iffire ale unui sistem dinamic neliniar au
forma (1.9), (1.10). Nu exista metode generale pentru determinarea
solutiei ecuatiei de stare (1.9). In at are conditii principalele intrebari
la cue trebuie sa se raspunda sint acelea privitoare la faptul daca eCua-
tia diferentiala (1.9) admite solutii i daca pentru o anumita conditie
initiala solutia corespunzatoare este unica• Raspunsurile la aceste
intrebari sint continute in urmatorul enunt.

Teorema de existenta i unicitate. Daca pentru once -u(1), csunoscut
pe [to, t].g T, f este continua, satiSface conditia de .marginire

Ilf(t, x(t), u(t)) , 11 <	 te T, xe X,	 (2.33)

• Conditia lui Lipschitz

I f(t , x u)	 u)	 I- II x	 teT x	 e X,	 (2.34)

,unde M i L slut doua constante pozitive, atunci ecuatia (1.9) admite
solutie unica (1.11) care satisface conditia initiala x(to)	 xo,
In (2.33)	 ,(2.34) cu 1 . 1.j s-a notat o noima pe R n (v. anexa C).
In aplicatii intervin situatii in care f nu satisface conditiile enuntate

mai sus. Aceste conditii pot fi slabite pina la acelea care asigura cel putin
eXistenta solutiilor, cum ar 'fi de exeinplu continuitatea lui f (teorema
de existenta a lui Peano, [H1]), sau, in cazul in care f este discontinua
in raport cu X, integrabilitatea lui f in raport cu t (solutii in sens Cara-;.
theodory, [H2]).
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Pentru micile abateri ale variabilelor x i u sistemul ,(1.9), (1.10)
poate fi aproximat prin sistemuliiniar (2.1), (2.2). Determinarea matri-
celor A (t), B(t), C(t) §i D(t) se, poate face in acest caz prin dezvoltare
in serie Taylor in raport cu variabilele x i u a functiilor f i g (in ipo-
teza ca acestea sint deriv-abile in ra.port cu x i u) sau utilizind metoda'
celor mai mici patrate (in ipoteza c5. f i g sint integrabile in raport
cu x u).

,Faptul cà nu existà metode generale pentru determinarea solutiei
ecuatiei (1.9) a avut ca urmare dezvoltarea unor metode aproximativ\e.
si a unor metode calitatfve de analiza. si de sinteza a sistemelor dinamice
neliniare. Toate aceste metode au ca scop, sau pot fi adaptate pentru;
analiza stabilitatii si sinteza unor sisteme cu proprietati de stabilitate
impuse, Idea cunoasterea solutiei ecuatiei (1.9).

3. Reprezentarea intrare-ieOre

3.1. Sisteme dinamice liniare cu, parametri concentrati

3.1.1. Sisteme continue si variante in timp
In principiu, reprezentarea intrare-iqire pentru aceasta categorie

de sisteine poate fi determinat5 cu ajutorul relatiilor (2.13) si (2.2):
Rezultatul care se obtine este

y (t) = C	 (t , to) xo	 c(t)5 	 (t ,	 "B(T) (r)d-r +' D(t) u(t) , t > to.

(3.1)

intruc-it manipulard relatiei (3.1) este grevat5 de prezent, a luif xo
si de It(T), T E [to, t], nespecificat, se prefera, atit din ratiuni teoretice cit
si practice, utilizarea unei forme particulare a relatiei (3.1), definita
in urmatoarele conclitii standard:

-
xo = 01	 '
u(t) .---,-- [1	 1 ... 17 a (t — 0), 0 e [to, t],

(3.2)

unde a(t — 9) este impulsul Dirac (cu 9 fixat) si H T reprezint5. operatia
de transpunere a vectorilor.

, Inlocuind (3.2) in (3.1) se obtine

y8(t) = g(t, 0) [1	 1 ... 1 T , t ..>: 0,	 (3.3)
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unde

g(t , 0)	 C (t) (1) (1, 0)B(0) + D (t)	 — 0), t	 0,	 (3.4)

este o matrice x m), numita matricea de *puns la impuls a siste-
mului (2.1), (2.2), Once alt evolutie a sistemului, sub actiunea unei
intrari oarecare si in conditii initiale nule, (x0 = 0), se poate explicita
cu ajutotrul produsului de convolutie generalizat, Sub foema

y(t)	 g(t,	 U(N)	 t>t0-	 (3.5)
to

•Rezultatele (3.4) si (3.5) au, dupa. cum se va vedea in subcapitolul 6,
o valoare deosebitä in stirdiul stabilitàii (desi determinarea analitica
a matricii g(t, 0) nu este intotdeauna posibila).

3.1.2. Sisteme discrete §i variante in timp

Procedffid ca in paragraful precedent, reprezentarea intrare-iqire
•a sistemului (2.14), (2.15) se obtine cu ajutorul relatiilor (2.25) si (2.15).
Rezultatul corespunzator este urmatorul

k-1
y(k)	 C(k)c1(1? , leo) x0+ C(k)	 i + 1) B(i) (i) +

,=le.

	

D(k) u(k), k ko.	 (3.6)

Matricea de rdspuns la impuls se defineste in conditiile standard:

x0 = 0

•

I

u(i) = 0, i -= ko, ko + 1, ...A, • i Oj , - (37)
u(j) = [1 17,.. !]T 	 < j <k — 1.. 

In aceste circuinstante din (3.6) rezulta

	

y 8(k) = g (k , j + 1) [1 1...	 k j ,	 (3.8)•

unde

g(k , j + 1)	 C (k) fl)(k , j + 1) 13(j), k j ,	 (3.9)•

este rnatricea de raspuns la irnpuls a sistemului (2.14), (2.15), Cu preci-
zarea ca g(j, j + 1) =•0,	

,
	 •
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Once alta evoltitie a sistemului, sub actiunea unei intrari oarecare
§i in conditii initiale nule (x0 = 0), se poate explicita cu ajutorul convo-
lutiei discrete generalizate, sub urmatoarea forma

y(k) = E-g(k, i	 1) (i)	 D(k) u(k), k ko.	 (3.10)

3.1.3. Sisteme continue qi invariante in timp

Invarianta in timp a sistemului (2.1), (2.2) atrage dupa, sine simpli-
ficari importante §i in reprezentarea intrare-iqire. In virtutea invarian-
tei templarale conditiile standard (32) se completeaza cu

0	 to = 0,	 (3.11)

astfel ca matricea de raspuns la impuls, tinind seama §i de (2.29), are
urmatoarea expresie

	

g(t, 0)	 C	 B	 Da(t), t e	 (3.12)
0 evolutie oarecare a sistemului, in conditii initiale mile, sub actiu-

nea intrarii zit), se expliciteaza prin produsul de convolutie
t

y(t) = 5(t — 0) U(T) d , t E R+ .	 (3.13)

	

.	 0

.o alta posibilitate de exprimare a relatiei intrare-iqire a acestui
tip de sistem consta in aplicarea transformarii Laplace (v. anexa A)
ecuatiilor (2.1), (2.2), cu A, B, C §i D matrici constante, pentru u(t) 0,
t < 0 (ceea ce implicä x( —0) 0). Procedind in acest mod §i elimi-
nind X(s) = {x(t)} intre transformatele Laplace ale ecuatiilor (2.1) §i
(2.2) cu A, B, C §i. D matrici constante, se obtine urmatoarea ecuatie
intrare-iqire

Y (s)	 G(s) U (s),	 (3.14)

unde

	

G(s) =-- C(Is — A)-1.13	 D	 (3.15)

	

este inatricea de transfer a sistemului §i U(s)	 {u(t)}, Y (s) 	 ;{y(t)}.

Comparind (3.13) Cu (3.14) §i tinind seama de teorema transformarii
produsului de convolutie (anexa A) este u§or de observat ca matricea
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• 4e transfer este transformata Laplace a matricii de . raspuns la impuls,
adica

G(S) = {g(t, 0)}. 	 (3A6)

'• 3.1.4. Sisteme discrete si invariante in timp,

$i in cazul acestor sisteme invarianta in timp atrage dupa sine nnele
simplificari ale reprezentarii intrare-iqire (expresia (3.10)). Pentru
j ko =- 0, tinind seama de (2.31), matricea d rdspuns la impuls (.3.9)
are expresia

g(k, 1) = g(k — 1, 0) =-- CA k-- 1B, k e N,	 (3.17)

cu precizarea ca g(0, 1) = g(-1, 0) = 0.

0 evolutie oarecare a siStemului, cu conditii initiale nule, sub actiu-
nea intrarii u(k), k e N, se,expliciteaza, in conformitate Cu 0.10), .prin
c,onvolutia discretd

k-i
y(k)	 E g(k —	 1, 0) (i)	 Du(k), k N.	 (3.18)

	

,	 ,
i=0

0 alta po lsibilitate de ekprimare a relatiei intrare-:iefire in cazul sis-
temelor discrete §i invariante in tiny consta In aplicarea transfoinfarii'
frb(v. anexa B) ecuatiilor (2.14), (2.15), in care niatricele A, B,C §i D
sint independente de k, pentru x0,-- 0. Dup5. elinlinarea lui •X(z) =
= % {x(k)} intre cele doua ecuatii rezult5

Y (z)	 G(z) U (z),	 (3.19)

	

G(z) C(Iz A)-1B + D	 ,(3.20)
este matricea de transfer in z a sistemului §i U(z) = {u(k)},- Y(z)
=	 {.Y(k)} .	- •

,Comparind (3.18) cu (3.19) §i tinina seama de teorema transformarii
produsului de convolutie discret (v. anexa B) se observa c5. 	 •

	

G(z) = {g(k — 1, 0)} + D.	 (3.20

3.2. Sisteme dinamice nelinia.re Cu parametri concentrati

• Explicitarea reprezentarii intrare-iqire, urmind aceea0 cale ca la
sistemele liniare, T11.1 este in general posibila in cazul sisteinelor
'mice neliniare.

unde
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x(t)ir-10

r (t)
(q)	 -

g(t;	 '(t), u(t),	 (t)) e T.

(3.26)

5

Forma uzuala a descrierii intrare-ielire a unui sistem dinamic
niar, obtinuta prin aplicarea legilor generale ale naturii, este urm'6.-
toarea

F (t , y (t)	 (t) , . . . , (;)(t) , u(t) , u(t) , . . . ,:)(t))
J

unde F este o functie vector Pdimensionala, u
deja cunoscute i 1, q, r sint immere naturale.

= O, t T ,	 (3.22)

§i y au sernniTica.tiile

(1)
Daca ecuatia (3.22) poate fi 'rezolvata in raport cuy(t),

reprezentarea intrare-iqire are forma

(r)	 (r--1)	 (q)
.Y(t) = (g At) ..Y(t)	 Y(t) u(t), 140,

atunci

(3.23

uncle g este o fiinctie vector p-dimensionala.
Problem existentei §i unicitatii solutiei ecua iei (3.23), care satis-

face conditia initiala

(k
(t0) = Yo, k ='O, 1, 2, ..., r — 1, to €T,	 (3.24

poa:te fi abordata ca la § 2.2. Pentru aceasta se utilizeaza. transforrnarea

(k)
1+1 (t) At) k = 0, 1	 — 1.

In aceste conditii sistemul (3.23) devine

' (3.25
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4. Stabilitatea interna

Problema stabilitdlii interne a sistemelor dinamice este direct le-.
gata de continuitatea functiei -de tranzitie a starilor

•	 x(t) =--- cp(t ; to, xo, Ujs,,ti), 	 I to,	 (4.1)

care este solutia ecuatiei de stare (1.9), in raport cu perechea (to, x0)e
ET x X, in conditiile in care sistemul este liber, adica u(t)	 0, t >to.

A§adar pentru studiul stabilitatii inteme vom avea An vedere sis-
teme dinamice de forma

(t)	 f(t, x(t)),	 e R, x e Rn,	 (4,2)

unde f satisface teorema de existenta §i unicitate de la § 2.2 pentru
telt, §i xeXERn.

4.1. Stabilitatea echilibrului

4.1.1. Punct de echilibru

Daca exisfa a e X astfel incit

f(t, a) = 0, t e	 (4.3)
atunci x = a se numqte punct de echilibru (fiunct fix sau punct singu-
lar) al I sistemului dinamic (4.2). Este evident ca pentru once punct
de echilibru al sistemului dinamic ecuatia (4.2),admite solutia x(1) = a,
t eR .

Nfotiunea de punct de echilibru are un sens fizic evident. Pentru
sistemul reprezentat in sectiune in fig. 1.15, in care S este o suprafata
metalica neteda §i B o bil5 metalica, aflat sub actiunea gravitatiei,
punctele A 1, A2 §i A3 sint puncte de eehilibru. Conceptul de stabilitate
s-a conturat in sf era intuitiva, in legattfra en comportarea unuf sistem
'real in urma scoateril sale din starea de echilibru prin . conditii initiale
adecvate. De exemplu daca bila B, fig. 1.15, se gra' in punctul A 1 (sau
A 3) §i la to 0 se imprima bilei o anumita viteza initiala, suficient de
micd, in evolutia sistemului. (pentru t>to) sint posibile urmatoarele
doua situatii:	 •

1° datorit5 pierderilor de energie, prin frecare, bila revine diipa
un timp oarecare, printr-o mi§care oscilatorie amortizata san
aperiodica, in punctul de echilibru A 1 (sau A3);
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2° daca pierderile de energie
prin frecare sint nule, bila B
va executa o miscare osci-

. latorie de arnplitudine cons-
tanta in jurul punctului de
echilibru A 1 (sau A3).

Daca bila B se afla in punctul
A2 §i la to> 0 se imprima bilei o

viteza initiala, oricit de ?Ilia, bila
nu Mai are posibilitatea sä revina in Fig. I. 15. Sistem Cu trei , puncte de
A2 sau sä oscileze in jurul lui A2 §i	 echilibru.
se va deplasa catre A 1 sau

Dupal cum este cunoscut, punctele A1 §i A3 se numesc puncte de
echilibru asimptotic stabile — in cazul revenirii bilei exact in punctul
de echilibru, sau puncte de echilibru stabile — in cazul oscilatiilor in
jurul punctului de echilibru, in timp ce A2 se numeste punct de echilibru
instabil.

Din exemplul considerat trebuie sa retinem ca, in esenta, conceptul
de stabilitate a echilibrului are urmatoarea formulare: pentru pertur-
batii prin conditii initiale suficient de mici, evolutia sistemului, scos
astfel din starea de echilibru, are loc intr-o veciriatate a punctului de
echilibru sau chiar catre punctul de echilibru.

Sistemele dinamice din natura si in special cele create de om func-
tioneaza, in marea.majoritate a cazurilor, in puncte de echilibru stabile
sau asimptotic stabile. Un aparat, o instalatie, un organism, un eco-
sistem, in general un sistem dinamic real, functioneaza in anumite
conditii care definesc un anumit echilibru al siSteraului. Din cauze mai
mult sau mai pun cunoscute, aceste conditii se pot schimba, atraginid
dupa sine modificari, in anumite momente, ale conditiilor initiale ale
sistemului, ceea ce constituie de fapt perturbatii ale starii de echilibru
a sistemului. Din ratiuni legate de buna functionare sau chiar de insasi
existenta sistemului, dbaterile de la starea de echilibru nu trebuie sá
depaseasca anumite limite si mai mult, cu-cresterea timpului sistemul
trebuie s. revina in mod natural la starea de echilibru din care a fost
perturbat.

4.1.2. Exemple

a) Amplificator electronic cu reactie. Se considera UT1 amplificator
electronic cu reactie dupa iesire, fig. 1.16, a. Ga(s) este functia de trans-
fer a amplificktorului i Gr(s) este functia de transfer a reactiei.
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Asim totic stab'

tn
d

Daca amplificatorul este caracterizat, in curent continuu, prin
fa.Ctoul de amplificare k i in regim sinusoidal; prin banda de tre-.

cere [0, cot], atunci comportarea dinamica a amplificatorului in zono
, de liniaritate poate fi exprimata, intr-o prima aproxjmatie, prin

' k Ga(s) -- 	 , T =-- — •	 (4,4)

	

Ts + 1	 c,), ---	
n

Reactia dupa iesire este de tip proportional, 'adica.	 -
Gr(s)= kr.	 (4.5)

Relatia intrare-iesire, conform fig. 1.16, a si relatiilor (4.4), (4.3), se
concretizeaza prin cc-natio

	

k 	 TT( )X(s) =
T + Jerk +

Eliminind numitorul i trecind la domeniul timpului, pentru u(t) 0,
t < 0, §i x( —0) = 0, ecuatiei (4.6) ii corespunde ecuatia de stare

	

11	 kct — (krk + 1), f3 = —
T

(4.6)

Fig. 1. 16. Amplificator electronic cu reactie dupa, iesire (a)
graficul functiei (4.10) pentru a = 0 (b), a > 0 (c)

a < 0 (d).

(4.7)

60

M
iha

il V
oic

u 

Tehn
ici 

de 
an

ali
ză

 a 
sta

bil
ită

ţii 
sis

tem
elo

r a
uto

mate
. E

d. 
Tehn

ică
, 1

98
6.



fig. 1:16, b. Se spune ca echilibrul este simplu stabil deoarece x famine
intr-o vecinatate a starii de echilibru x = 0, abarerea fata de aceasta
depinzind de xo.

Pentru a examina problema stabilitatii echilibruiui Vorn presuptne
ca u(t) 0, t e R+. In acest caz ecuatia (4.3) are forma

4.8
- i admite solutia

x0,	 (4.9)
care defineste punctul de echilibru al sistemului.

Se considera ca sistemul se Oa in aceasta stare de echilibru §i
la to 0, intr=un mod oarecare (de exemplu prin cuplaje parazite cu
alte dispozitive electrice), se aloca sisternului conditia initiall x000.
In aceste circumstante solutia ecuatiei (4.7), cu u= 0, este

i , o.	 : t < to,x (t ) = 1
xo e- c (i-to) , , t >to.

(4.10

Din punctul de veder
toarele trei, cazuri.

1 0 a = 0 = — )

e al stabilitatiLechilibrului sint posibile urrna-

• In acest caz graficul lui x(t) are forma din

' 120 a >0(k,. >	 Graficul lui x(t) are forma din fig. 1.16

Se observa ea pe masura ce t cre§te, x revine in mod natutal la starea,..	 ..	 .	 .	 .

.
de echilibru pe care a parasit-o in urma perturbarn prm conditia 4rn-
tiara Se spune ca punctul de, echilibru este asinifitotic stabil., 

3° oc 0(kt. < — /-1-)• ,- Graficul lui x(t) are forma din fig. I.16, d.
r •'	 k	 .

Intrucit i x(t) I —,. + co pentru t .--). -I- co (revenirea la starea de echi-
, libru nu mai este posibila oricit de mic ar fi I xo I), se spune cä punctul

de "echilibru este instabil.
O 'bservatie. Din Practica se §tie ca ' un amplificator cu reactie pozi-

tiva( kr < — 1 functioneazä ca ml oscilatet, fapt care nu a fost

pus in evidenta la 3°. Aceasta neconcordanta se datore§te faptului ca.
modelul matematic (4.7) al amplificatorului dectronic este rudimental'.
Se va vedea la 111.2.2.4 ca functionarea ca oscilator poate fi pusa u$or
in e'videnta, uti/izind pentru amplificator un model matematic neliniar.

,
1
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h) Proces de reinnoire a
procesul analizat la 1.4.5, cu

stocului pieselor de schirab. Se considera
n = 1, descris de ecuatia de stare

62

> 0,	 (4.12)u(k) = xi(k), •k e N,

atunci, inlocuind (4.12) in (4.11), se obtine urmatorul sistem

ko— 1)
axi (k0) (04)0) 2	 , k — k0 impai,

Efectuind calculele in -(4.14) se constatil ca
1

— k0 impar,
(4.16)

Daca aprovizionarea cu piese de schimb se face in functie de stare,
conform relatiei

xo(k .4- 1) 1[ °
[ xi (k 	 1) . 1.74.12.P0 rx°(k)

l• k EN:
0 j I xi(k)

(4.15)

Starea de echilibru a sistemului (4.13) este definita de x0 0.
Daca la ko e N sistemul este perturbat prin conditiile initiate xo(ko) > 0,
xi (ko) > 0, atunci -evolutia starii sistemului este urmatoarea (vezi §i
2.1.4)

Din punctul de vedere al stabilitatii sint posibile §i dici urmatoarele
trei cazuri.

r xo(k + 1) 1=j 0
xi(k -F . 1) I[ Po

0 xo(k) 1+j lu-K .
k e N.

0 j xi (k)	 0
(4.11)

k <k0,

14—k, r, (xok,o) 1,
0 _I	 xi(k0)

k ko.

(4.14)

1

X 0(k0) (Po) , ko par,

I
(4.15)

—1 ('k—k.-1) •

{ 
Poxo(ko) (co)2

.X1(k) ,-----7_

X i(k 0) (40) ?. ' ,•k — le0 par:
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x0(k)
	

xotk

— —	 .411

k ••titit•n•ko	 ko
xi(k) Simpiu stabil	 Axi(k) Asimptotic stabil

xi(

pox0(

ko

xi(k)
	

Instabil

kxiko)i•olitt•
ko

a
Fig. 1.17. Graficele functiilor (4.15) si (4.16) pentru a =	 (a), a < rip° (b)

> 1/ '0 (c).

1 0 ccfio= 1 (oc —) In acest caz x0(k) §i xi(k) nu au limite pentru
Po

k	 00 (*irurile xo(k) §i xi (k) sint oscilante'intre valorile xo(ko)
1	 .— xi (ko) §i respectw xl(ko) §i P0x0(10). Punctul de echilibru este simp/u

Po
stabil — fig. 1.17, a.

2° ccpo < 1 (cc < —1 ).	 acest caz lim x0(k)	 xi(k) = 0, oricare
Po	 '	 -> co	 k-->co

ar fi xo(ko) §i xi(ko) finiti, ceea ce inseamna' c5. punctul de echilibru este
asimptotic stabil — fig. 1.17, b.,

30 ccpo > 1 (cc >-1 ). De aceasta' data lim xo(k) bin Mk)	 oo
po	 k-* co

oricint de mici ar fi xo(ko) §i. xi(ko). Purictul de echilibru este instabil
— fig. 1.17, c.

4.2. Stabilitatea Iii sens Liapunov

Conceptul de stabilitate a echilibrului in forma sa intuitiva devine
inoperant in cazul sistemelor de ordin superior. 0 abordare §tiintific5.
a problemei stabilitatii a impus formalizarea riguroasa a notiunilot
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sistemul (4.2) devine

uncle

(t,) = f(t,76 + a).

din sfera	 S-a ajuns astazi la o mare diversitate a acestor no-
toate avinduli izvorul in lucrarile deschizatoare de druinuri ale

lui Liapunov, [L3].
Se conside`ra sistemul dinamic (4.2), uncle f satisface conditiile de

existenta §i unicitate a solutiei, t e R i IlxH<K<+ oo §1 in phis

f(t, 0) = 0, t e R,	 (4.17)

ceea ce inseamna c. = 0 este punct dé eeltilibru al sistemului. Ipoteza -
! (4.17), nu reduce din generalitate, deoarece daca. x = a 0 este ' punct
de echilibru, atunci facind schimbarea de .variabil'a dependenta

"Cc	 x — a ,	 (4.18).

(4.19)

(4.20)

Starea = 0 este punct de echilibru al sistemului 4.19) deoarece
f(t, 0)	 f(t, ci) =-- 0, t e R.

4.2.1. Definitii

Definitiile care vor urma se vor ref en la sistemele dinamice continue
in timp. Ele pot fi reformulate, mattatis mutandis §i pentru sistemele
dinamice discrete in timp. Adaptarile necesare se refera desigur la
variabila temporal. Intrucit ele nu implica dificultati majore, consi-
deram ca pot fi realizate, ca un exercitiu util, de catre cititor. ,

Definitia 1. Punctul de echilibru x =-- 0 al sistemului (4.2) se nu-
'tne§te stabil dac . pentru once scalar pozitiv exista un scalar pozitiv
8 astfel incit I xo	 < 8 imPlica I I x(t) I I- < c, 1 , to.

Definitia 2. Punctul de echilibru x 0	 sistemului (4.2) se nu-
mete asimptotic stabil daca el este stabil- §i in plus

lirn x(t) =0 	 (421)

Definitia 3. .punctul de echilibru x 0 al sistemului '(4.2) se nu-
me§te , instabil .daca. nu este stabil; aceasta inseamna ca exista un e > 0
astfel incit pentru once 80 exista un xo, Cu Ixo 11< a, astfel hicit
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f.

3

CE

U

asC
yr

"Cift.

x(ti)	 e pentru _ unii t > to; clacà acestea au loc pentru drice
X0, Cu 11 X0 I I < a, atunci punctul de echilibru se numeste complet
stabil.

Din definitiile de mai sus rezulta' c5. stabilitatea asimptotica
stabilitatea (deci un punct de echilibru asimptotic stabil este si stabil)

completa instabilitate implic5. instabilitatea (un punct de echilibrb
complet instabil este si instabil).

Avind in vedere relatia dintre definifiile 1 si 2 se introduce si urrn
toarea nuantare.

$ Definifia 1'. Princtul de echilibru x = 0 al sistemului (4.2) se nri
mete simplu stabil (neutral stabil) daca‘ el este stabil dar nu este a:sirnp
totic stabil.

4.2.2. Interpretare geometrica

• Dupa cum s-a aratat, solutia x(t) x(i;" to, xQ), t 10, a ecuatiei 4:Z
parcurge in Rn b curba nuniita traiectorie. In cazul bidimensioria
(n = 2) reprezentarea traiectoriei se face in Plan, fiind posibila ô intep-
pretare . geometrica simpla a definitiilor de mai sus. Precizam cà o.ine,-
galitate de forma I J x 4. unde • II este de exemplu norma eucli-
deana, are ca imagine in plan uri disc marginit tle cercul C., au centrulz
in origine i raz5. .x.

Daca originea planului starilor este un punct de echilibru stabE
al sistemului (4.2)" atunci oricare 'ar fi cercul Ce, de raza e, exista
interiorul sau un cerc C8, de raza 8<e, astfel incit orice traiectorie
care pornese din interiorul lui C8(11 ZO I I < 8), cu cresterea nelimitata
a • timpului, ramine in interiorul cercului C. 	 fig. 1.1.8, a.

Fig. 1.18. Purictul de echilibru x	 0 este stabil (simplu stabil) (a), asimptotic
stabil (b) §i instabil (c).
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Dac5. originea planului starilor este un punct de echilibru asimptotic
stabil at sistemului (4.2) atunci once traiectorie care pgrneste din inte-
riorul cercului C8, pe linga faptul ca famine in interiorul cerculut C.,
mai satisface conditia ca ea converge catre 'origine atunci, cind timpul
crOte nelimitat — fig. I.18, b.	 -

.comportare contrara aceleia din fig. 1.18, a, respectiv exista un
cerc G1 astfel incit pentru orice cerc C8 exista o traiectorie care por-
neste din interiorul lui C8 i nu famine in interiorul cercului C., atunci
cind , tiinpul creste suficient de mult, pune in evidenta faptul cà origi-
nea planului starilor este un punct de echilibru instabil al sistemulpi
(4.2) 7- fig. 1.18, c.

In sfirsit, daca instabilitatea are loc pentru once traiectorie care
porneste din interiorul cercului C8 atunci originea planului starilor
este un ,punct de echilibru complet instabil al sistemului (4.2).

Pentru n 3 interpretarea geometricä a definitiilor de la 4.2.1.
este asemanatoare cu cea pentru n -- 2, cu deosebirea ca cercurile C8

C. se inlocuiesc cu sfere pentru n -- 3 si cu hipersfere pentru n >4.

4.2.3. Stabilitatea globala

Din cele infatisate anterior rezulta c. intr-adevar stabilitatea interna
este 'o problema de continuitate a solutiei x(t) x(t; to, xo), t> to,
a ecuatiei (4.2) in raport cu perechea (to, xo). Pornind de la acest fapt
se trage concluzia ca in cazul stabilitatii, al stabilitatii asimptotice sau

- al instabilitatii se poate pune problema determinarii in multimea R X Rn
a submultimilor maxiMe (in sensul , Cuprinderii tuturor perechior (to,
x0) posibile) pentru care :Originea spatiului starilor este respectiv punct.
de echilibru stabil, asimptotic stabil sau instabil.

Definitia 4. Fie X. R", cu 0 e X.. Daca x = 0 este un punct de
echilibru asimptotie stabil at sistemului ( 4-. 2) pentru once to e R4- §i
pentru once xo e Xa §i nu este asimptotic stabil pentru oriCe x0eRn\X0
atunci Xa se numeste mullimea de atraclie a sistemului (4.2), corespun-
zatoare punctului de echilibru = 0. 	 ,

Definitia 5. Daca x = 0 este punct de echilibru asimptotic stabil
(stabil sau instabil) al sistemului (4.2) pentru mice t e It+ i pentru
once x0 e R" atunci punctul x = 0 se numeste global asimptotic stabil
• (global stabil sa.0 global instabil).

Conform' definitiei precedente, globalitatea stabilitatii asimptotice,
a stabilitatii sau a instabilitatii implica faptul C punctul de echilibru
x = 0 al sistemului (4.2) este unic. In aceste cazuri e obipuieste
se spuna c. sistemul (4.2) este asimptotic , itabil, stabil sau instabil.
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5. Stabilitatea interna a sistemelor dinamice

In. cazul sistemelor dinamice liñiare studiul stabilitatii poate fi
abordat direct, utilizind in acest scop solutia sistemului. ,Se pot stabili
pe aceasta cale rezultatele fundamentale care stau la baza tehnicilor
de an'aliza a stabilitatii acestei categarii de sisteme.

5.1. Stabilitatea interna a sistemelor dinamice liniare van-
ante in timp

Fie siStemul dinamic liniar continuu in timp

= A (t) x , , t e 17+, x e Rn,

unde A (t) este , o matrice reala (n X n), cu elemente functii
pe

Dupa cum s-a athtat` la 2.1.1, solutia care satisface conditia
x(to)	 xo, cu to e R, i x0 e R", are expresia

x(t)	 (13 (!, to)xo, t to,

unde (I)(t, to) ='," ,c(t)X-1(t0) eSte matricea de tranzilie §i X(1) este
fundamentald a sistemului (5.1). 	 <

Teorema 1. 0 conditie necesara§).	 iisufcenta ca x 0 sa fie punct. 

de echilibru stabil al sistemului (5.1) este ca sà existe o constanta M > 0
astfel incit

2c(t) 11<m, t e R,.

D. Suficienta. Daca are loc . (5.3) atunci, . aplicind . nortria in
se, obtine

	

II x(t) H.= II X(t)X4 (to)xo H II X(t).	 H X-To) II I I xo <

</II II X-1(to) II H XO H,	 to.

Daca H x0 1< a	 e(M H X-100) I IY4 atunci II x(t) < e, t >to,
ceea ce • este suficient pentru stabilitate.

Necesitatea. Solutia x	 .estre stabila, ceea ce implicä	 (t) I < e
t e R, pentru I I xoI I < a. In virtutea liniaritatii rezulta ca once solutie
a sistemului (5.1) este marginita pentru t e R+2 Intrucit coloanele ma-

•
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,
triciry undaMentale X(t) sint SOlutit ate sistemului (5.4) pentrn
ezult& cä are loc (5.3), mide M este o anumita constanta.

Teorema 2. 0 conditie necesara §i suficienta ca 	 0 sa fie punct
echilibru asimptotic stabil al sisternului (5.1) este ca.,

li91 - I I X(t) I I = 0.
t—co

D. SuficiCnta. Intrucit (5.4) implicä (5.3) rezulta ca (5.4) este sufi-
cienta pentru stabilitate: Aplicind norma in (5.2) paten) scrie II x(t) I 2..c.

\
< X(t) I H	 ktoi II II xo	 t >to. Trecind la limita pentru t	 oo

ultima inegalitate, tinind seama de (3.4), rezulta lim I x(t) IV= 0•

conformitate cu definifia 2 de la 4.2.1 ultimul rezultat este suficient
petitru stabilitatea asimptotica.	 #

Necesitatea. Daca 0 este •punct de echilibru asimptotic stabil
sistemului (5.1) atunci (4.21) are loc §i pentru to = 0, oricare ar fi

o, cu: I xo < a. In virtutea liniaritath sistemului (5.,1) relatia
re loc §i pentru coloanele matricii X(t). Ace gt fapt implic5. (5.4). 	 III

Desigur ca conditiile (5.3) §i (5.4) nu se pot aplica practic decit in
-aztirile in care matricea .fundamentala X(t) este cunoscuta. Acest fapt
nu reduce citu§i 5de putin valoarea teoretica a teoyemeloY 1 i 2, dupa
:um se va vedea, in cele ce urmeaza.

TeorenWe 1 i 2 rarnin valabile, mutatis mutandis, §i in cazul siste-
,melor dinamice liniare discrete §i variante in timp de forma

x(1? + 1) =. A(k) x(k), keN, x e R.	 (5.5)`

In acest caz matricea fundamentala poate fi determinata din (2.20)'
gentru ko =-- 0. Rezulta •

X(k) = (1)(k, 0) = A(k — 1)4(k --- 2) ... A(0) ,, k e N,	 (5.6)
,

stfel ea teoremeloy 1 0 2_1e corespund urmatoarele rezultate..

Teoremm 3. 0 conditie necesara §i suficienta ca x 0 sä fie punct
eechilibru stabil al sistemului (5.5) este ca sã existe o constanta 111 > 0,

lAfel incit

X(k)	 M, he N.	 (5.7)

Teorema 4. 0 conditie necesara §i suficienta ca x 0 sa fie punct
de echilibru asimptotic stabil al sistemului (3.5) este ca

lim I X(k) II = 0.
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5.2. Stabilitatea interna a sistemelor dinamice liniare
i	 in timp

Teoremele 1, 2 §i teoremele 3, 4 ramin valabile si in cazul siste,melor
invariante in timp. Avind in vedere formele particulare ale inatricilor.
fundamentale (in cazu/ continuu — relatia (2.26) si in cazul discret

relatia (5.6), din care rezulta X(k) A k , k e N) i conditiile (5.3)
(5.4) si (5.7), (5.8), rezulta ca problema stabilitatii este , legata de dis-
tributia valorilor proprii ale matricii A In planul complex.

5.2.1. Forma canonici diagonala (Jordan) a unei matrici
patratice

Fie A o matrice (n x n), cu elemente reale sau complexe.
Matricea Is — A, in care s e C, se numeste mairicea caracteristicd

a marten- A. Determinantul

A(s) = det (Is -- A)	 (5.9)

este un polinom de gradul n in s si se nunieste polinoniul -caracteristic
al matricii A. Ecuatia A(s) 0 se numeste ecualia caracteristica, iar
radacinile ei se numesc valorile propii ale matricii A.

Fie P o matrice (n x n), nesingulara (det POO).
Ma tricile A si A legate prin relatia

A-= PAP-'

se numesc matrici asemenea.
Douà matrici asemenea, A 0 71, au acelasi polinom caracteristic
deci i aceleasi valori proprii, adica. E(s) = A(s), unde 2i(s)	 det

(Is —M. Intr-adevar, putem scrie A(s) =. det(/s	 PAP-1)	 det

[,P(Is A) P-1-]	 det P i(s) det P-1 = A(s).
In yirtutea acestui fapt ne putem propune sa .determinam in conti-.

nuare acea matrice P pentru care matricea A are numarul maxim posi-
bil de elemente nule. Pentru aceasta pornim de la observatia ca ecuatia

(Th — A)v 0,

unde X este o valoare proprie a matricii A si,v este un vector n-dimen-
sional necunoscut, ad mite , intotdeauna o solutie v, nenula. Aceasta
afirniatie este adevarata in virtutea faptului ca det(IX — A) = O.
Vectorul v se numeste vectorulL propriu al matricii A corespunzator va-
lorii proprii X.
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(3.15)Avi ----- )414, i	 1;2,
.	 ••prm care se defmesc vectorn proprn ai matricii A, se pot Scrie mai

' simplu sub urmatoarea forma matriceall

AV VJ,	 (5.16)

un e

J = diag (Xi , X2 , ..., X.)

este matricea diagonala a valorilor proprii.
Inmultind (5.16) la stinga cu V' se obtine

J = V-1 AV. (5.18)
I

Matricea j, agemenea cu A, se numeqte forma canonic'd diageonald
a matricii A.

(5:17)

a) Cazul valotilor proprii distincte. Fie Xi; A2 ,	 valorile proprii
distincte ale matricii	 Daca v, v2, •••, 24, sint vectorii proprii cores-
punzatori valorilor proprii	 A2, ..., A„ atunci v1, v2, .., V sint liniar
independenti intre ei. Pentru a demonstra independenta liniara a doi
vectori oarecare vi §i vj, i	 presupunem prin absurd ca exist a doua
constante scalare oc00 §i al *0, astfel incit	 -

ccjvi	0, i	 (5.12)

Aceasta insearnna‘ ca A(.z,v,	 ocjvi),---7 0. Conform definitiei (5.11)
mai putem scrie

miAvi	 ajAvi	apnivi -= 0, i j.	 (5.13)

Explicitind v5 din (5.12) §i inlocuindu-1 in ,(5.13) se
— Aj) v ' 0, i 0j, ceea ce este imposibil, deoarece

•§i P3*().

In mod analog se poate demonstra ca vectorii v1 , v2,.
• independenti in totalitatea lor.

, Fie matricea

obtine oc i (Xi —
oci 00, Xi Xj

vsint liniar

(5J4)V =--I [ViV2 ••• Vn] •
, ale arei coloane sint vectorii proprii ai matricii A. V se nume§te ma-

tricea modald a raatricii A. Intrucit coloanele matricii V: sint liniar
independente, rezulta cä det V*0,§i deci V este inversabila.

Vom arata cä irilocuind P = V-1 in (5.10) se obtine rezultatul
cautat.

Pentru aceasta sä observam cä relatiile

qo
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(5:19

Ar

.13). Cazul valorilor proprii multiple. 'Pentru fiecare valoare proprie

A 	 multiplicitate qj i = 1, 2, ..., Y, cu E qi	n, se cauta qt vector].
, ,=1

proprii conform definitiei (5.1). Daca acest lucru este posibil pentru-
toti A, i = 1, 2, ,.., Y, atunci exista_n vectori proprii liniar independenti•
cu care se poate construi matricea modalaf V. Prin transformarea (5.18
se obtine forma canonicá diagonala a xnatricii A. Se poate arata ca
o astfel de situatie apare in cazul matricilor reale sirnetrice cu valori
proprii multiple.

In cazul in care pentru un )4 nu se pot determina q i vectori proprn,
atunci nu exista o matrice diagonalizatoare P si matricea A nu admite
o forma canonica diagonala. Vom arata ca in acest caz matricea A are
o forma canonicd Jordan, de_exemplu cu urmatoarea structura:

Submatricile •delimitate de liniile intrerupte sine blocurile Jordan
corespunzatoare valdrilor proprii Xi, i 	 1, 2, ..Y., r. Unei valori proprii,
multiple )4, ii pot corespunde, in general, p, blocuri Jordan' de online

Pi
j	 1, 2, ..., pi , Cu 1 .4k13 <qi, astfel incit E kij = q	 i E

j=1
Dupa cum se vede din (5.19) blocurile Jordan sint plasate,pe dia-

gonala principala a matricii J, restul elementelor fiind nule.
In esenta, pentru deterininarea formei canonice Jordan este nece-

sar ca, pentru valoarea proprie A pentru care se pot determina din
(5.11) nurnai p, < qi vectprii proprii, sa se determine un numar de
qi — ft vectori proprii generalizati.

71
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"

e nume§te vector propriu generalizat al matrkif A corespunzator
gout proprii A, de multiplicitate q, once vector j 2, 3, , k,

nenul;• Care satisface ecuatia

(A — Al) VP ' = v1, j	 1, 2, ..., k — 1, 2 < k <q,	 (5.20)
infde vt ,este un vector propriu Conform definitiei (5.11 .)

Ca §i in cazul vectorilor proprii, se poate ara'ta cä exista valori k
eritru care vectorii .v1, v2, ..., vk sint liniar independenti intre eL

Pa.c pentru valoarea proprie A, de xnUltiplicitate q, se pot deter-
mina wectorii proprii cu 1 q atunci, conform defi-
xxxpel (5.20),, se pot determina pentru ,A exact p grupuri de vectori,pro-
piji .,generalizati 'cu care se pot forma urm'atoarele sisteme de vectori:

{v1 v, 	 {v1. V71 	Vk4	 {v,•••,	 P	 2/ ../ ••• 0 a $ •.*/	 VP p, ••• r Vp 0,

wide	 k2 +1... k 	 Cu aceste sisteme de vectori se pate
forma o naatrice V° de dimensiuni (n x q). Procedind asemanator
""eqtru toate valorile proprii A, i	 1, 2, ..., r, se obtin matricile

.	 respectiv de dimensiuni (n x q 1), (n X q2),	 (n x q)r
CU care se formeaza. matricea modal. •9

V	 [V1, V2, ..., Vr].	 , (5.21)
-Forma canonicii Jordan a xnatricii A se determina tot cu relatia

-5.;18y, in care V are forma/ (5.21). Expresia generala a matricii J este
— diag,	 .•., Jipz,J21, ••.;J2p,	 Jr1 •••, rpr)-,	 (5.22)

(5.23)

sint blocurile Jordan de dirn.ensiuni (kg, x kij), cu

Pt/
E E 

J-1
.	 .Max precizarn ca blocurile Jib	 corespund valorii proprii A1,

blikurile 121 , ..., J2p2 corespund . valorii. proprn A2

Ir.
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Determinarea. fonnei canonice diagonale sau Jordan a matricii A
se poate face i fara cunoWerea matricii tnOdale V. In acest scop -se'
detennina cei mai man divizori comuni ai minorilor de ordinul k
= 1, 2, ..., n ai matricii caracteristice Is — A. Se ()brine in acest fel
*irul de polinoame

I

(s) , A2(s), ..., i_1(s), A(s) = (s).	 (5.24

oarecare este divizibiI prin precedenttil sau.
, Sirul de polinoame (5.24)' are evident ,proprietatea 	 un polinom

Polinoamele	
tig

i(s) 
An-

u2V/ —	
i(S)  

9 • • • 9 onksi =-	 •81(s) = 
An-i(s)
	

An-2(S)
	

z(s)

(5.25

unde Ao(s) -a- 1, se numesc factorii: invarianli ai matricii A, jar
de forma (s A', uncle )ni este o valoare proprie a matricii A i
este puterea maxima a factorului (s xi) in respectivul factor inva-
riant, se' numesc divizorii elementari ai matricii A. Un anumit factor
(s Ai) poate aparea in ma,i multi factori invarianti din §irul (5.25),
la aceea0. putere sau la puteri diferite. Se scriu toti divizorii elementari
ai matricu A in ordinea in care apar in toti faaorii invarianti (5.25),
indiferent daca ei sint sau nu sint* diferiti intre ei. Unui divizor
mental: de, forma (s — 90k1 fi corespunde in forma canonica jorclaw
un bloc Jordan de forma (5.23). Daca 1e, = 1 blocul (5.23) se reduce
Ia scalatul Xi.

5.2.2. Exemple de determinare a formei canonice diagonale
( Jordan)

.a) S. se determine forma canonica diagonala ( Jordan) a matricii

[
1	 1	 3

	

A .--- - • 1	 5	 •
3	 1	 1

Ecuatia caracteristica a acestei matrici este

A(s)	 det (I — A)	 (s 2)_(s 3) (s —6) -1=0
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2 .-2
0	 31[1

—2-1.31

1
1	 5 1

31

1

[ 1,
0

—1

1
—1

1

2
1

=
[ —2 0 0

0 30
006

valorile sale proprii sint evident A 1 = —2, A2 = 3, A3 = 6.•
Vectorii proprii se determina dupa cum urmeaza!

1
1
3

1
5
1

3
1
1

f v11

v2
1113

= —2 7.112

Vi3

Efectuind cakulele in ecuatia de mai sus se obtine siStemul de ecua lii
omogene.

I, 3v11 ± V12 + 3v13= 0

Via ± 72/12 + . V13 .= 0
,

3V11 + V12 4- 3v13 =---- 0-
Se observa ca a treia ecuatie este identica cu prima. Ca urmare,

In afar& de solutia banala vii vi2 = vis = 0, care nu se ia in consi-
derare deoarece vectorii proprii sint, prin definitie nenuli, sistemul de
mai siis admite o simpla infinitate de solutii nenule, dependente intre
ele. Se alege dintre aceste só1uii vectorul propriu

[Vi.	 0= .7.11

Procedind analog pentru A2 3 §i A= 6 se determina i urm5torii
doi vectori proprii

V2=[ 1

1101

Se formeaza matricea modala i se determina inversa ei

1

	

[1
	 11

=--	 0	 --:1	 21'

	

-r	 1	 1 , [

—3 0 3
—2 2 —2 •
—1 . —2 —1

Forma canonica diagonala, dupa cum era de Weptat, este

- —3J - ---- —26
—1

74
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b) S5 se determine forma canonica diagonala (Jordan

3 1 _1 i
A [0 2

1	 1	 1

Ecuatia caracteristica este

A(S) --- ,del (1.9 - A) ----- (s — 2) = 0
si valorile proprii sint evident 42,3 --.: 2.

Principial, ,sint posibile unif5.toarele• forme canonice

Vectorii proprii se determina dupa Cam urmeaza

3 1 —1 vii vu
0

[
2 0

i
v12

[	 i
= 2 v/2

[

1 1 1 113 ' v13 J

Efectuind calculele se obtine urmatorul sistem de ecuatii oraogene

{

vii -I- "i2 - '13 .--- 0

VD. --f- V12 - Viz = 0.
' Se observa ca de fapt sistemut este format dintr-o singura ecuatie ...

Cu trei necunoscute. in afara de solutia banala, .acest sistem admite
o dub15.' infinitate de solutii nenule. Se aleg dintre acestea vectorii proprii

V1
t

0
1

[ 1
v 2 ------

1 
0	 •
1

,
Pentru determinarea celui de al treilea vector se face uz de definitia

vectorului propriu generalizat — relatia (5.20). Este usor de observat
ca numai v2 genereaza un vector propriu generalizat (utilizind v1 in (5.20)

3 1 —1
b[ 2 0
1 1 1

se obtine un sistem incompatibil), conform ecuatiei

v33	 1	 v33	 •
V32 = 0 +2 v32

1 [ v3/ 1 [ 1 i	 1 v3i 1

2 0 0 2 o'	 o 2 1
s	 0
[0

2
0

0
2 

1
I 0

{ 0
2
0

1
2 

i
, 0

[ 0
,2
0

1
0

2

M
iha

il V
oic

u 

Tehn
ici 

de 
an

ali
ză

 a 
sta

bil
ită

ţii 
sis

tem
elo

r a
uto

mate
. E

d. 
Tehn

ică
, 1

98
6.



care este independent ,de v2.
Matricea modarà i inversa ei sint

V =[

0
1
ii

1
0

0
,

V3 =	 1,

Forma canonica Jordan este

' 0 0 ' 3 1 —I 10 1 1 ,	 2 0 0
= •0 —1

[1	 i
1110 2 0 ii 0 0 0 2 1J =

—1 1 1 1 1	 1 oj Lo 0 2

1
 V31 + V32 -'.V33 ---=:

4 /131 ± V32 7 v33 = .

Se alege ca vector. propriu generaliza.t

Acest reznitat, previzibil deja dupa detenninarea vectorilor v 1 0 v2,
poate fi. obtinut 4i prilideterminarea divizorilor elementari ai matricii A .

Matricea thracteristica are forma

jar cei mai man divizori comuni ai minorilor acestei matric' sint £ 1(s) I;
A2(s) - s — 2, A3(s)	 (s 2)8. Factoni invarianti au expiesiile Si(s)=--

A3(s)/A3(s)	 (s — 2) 2, 82(s) = ,12(s)/A/(s)	 --- 2, 83(s) =
A3(s) - 1. Este evident c'a. divizorii elemenian au forma: (s — 2),
(s 2) 2. Ca unnare forma canonica Jordan contirie dona•blocuri
Jordan : unul de ordinul 1 0 until de ordinul 2.

276
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5.2.3. Explicitarea matricii

Forma canonica diagonala (Jordan) of era posibilitatea determinaiii

	

elementelor matricii fundamentak -X(t)	 t e R+.

Vom arata mai intii ca pe baza relatiei (5.18) putem scrie

eAt = V e"	 t e R+, ,	(5.26

unde V este matricea modala' a matricii A.
/ntr-adevar, Mind uz 'de definitia (2.28) i de transformarea (5.18

putem scrie

eAt A ktk E - (V JV-1)ft =
k!	 kl

E zjy-i 
h=0 •

k	 c6. 1	 kE - V J V-at = V E -J	 v
k -0 k!	 k=0 k!

In continuare, tinind seama de (5.22), vom arata ca

diag (eho,	 efris,	 eJort), t e R+.	 (5.27)

Intr-adevar, procedind ca la dcmonstratia rela.tiei (5.26); put em scrie

V.	 1	 -1
efi E- Jkit —[chag

k!	 k!

1	 „
Jor)] ktk = E - diag (Jib -, jipi...,

k=0 k!

pp,.) 
h =0 

diag —
k!

1 . ,	 1
—	 Pitt — Are.

= diag.(ehi'	 ,e71.pyt
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In sfir*it vom mai demonstra ca

hde J, estes un bloc Jordan oarecare, de dimensiuni (k x k) , corespun-
ator valorii proprii X.

Pentru demonstratie pornixn de la obsrvatia a pentru once bloc
Jordan putem scrie

J* IA +	 (5.29)
unde I este matricea unitate de dimensiuni (k x k) §i M este o matrice
de acelea0 dimensiuni, avind toate elementele nule, cu exceptia cdor
situate pe codiagonala. principal. (adica pe o paralela la diagonala
principala, imediat la dreapta), care sint egale cu 1. Se poate arata u§or

0010 • •	 0	 00 • • • 1

	

0 0 0 1 • • • - 0	 0 0 • — • 0
M2 	 • Mk-1 =

*6 0 i)	 • • • • 0	 00	 . . . .

- (5.30)
Mm =o,0, nt k.	 (5.31)

In aceste conditii, utilizinds formula binomului lui Newton, putem
scrieM
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1

	

Mm)rn E - rtm + Mt E 	
	01=ond	 (m — I)!

ik-- 1	 1/1/h71 	

	

(k — 1)!	 (tn k +1).ir-" tm-1+1.

=(.1 + Mt +	 Mk-1  t"
(k — 11!,/

Acest rezultat este identic cu membrul drept din (5.28). Pe parcursul-
calculelor s-a inut seama de faptul ca (tn!)-1 CZ= (tn!)-1 m(m —1) ...
...(m — n	 1) (n!)-1 =	 — n)! n!]-1.

5.2.4. Sisteme dinamice continue in timp

Este evident ca teoremele 1 si 2 de la §5.1 ramin valabile §i in cazul
sistemelor dinamice liniare continue §i invariante in timp. Din rezul-
tatele (5.3) sau (5.4) si (5.26) — (5.28) se trage concluzia ca stabilita.tea
interna depinde numai de distributia valorilor proprii ale matricii A
in planul complex. Ca atare proprietatile de stabilitate asimptotica,
de stabilitate sau de instabilitate ale sistemelor dinamice liniare inva-
riante §i continue in timp, de forma

= Ax, t e 12+, x e RTh,	 (5.32)

au caracter global. In acest context se pot enunta urmatoarele doua
teoreme, pentru care se va da o demonstratie comuna.

Teorema 5. Sistemul dinamic (5.32) este stabil daca i numai daca
toate valorile proprii ale matricii A au partea reala nepozitiva, jar cele
cu partea real'a nu1ä corespund unor blocuri Jordan de ordinul 1.

-
Teorema 6. Sistemul dinamic (5.32) este asimptotic stabil daca, §i

numai daca toate valorile proprii ale matricii A au partea reall negativa.
D. In virtutea relatiei (5.26), conditiile necesare §i suficiente (5.3)
(5.4) sint echivalente respectiv cu

I lellM1, t 11+, (M1 > 0),	 (5.83)

Elm I I I = 0,t.4,0
deo-arece V §i V sint matrici constante.
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itifid;-sealta.—de expliCitirea 527) rezulta el 5.•33)	 5'1 .4	 n
ethivalente reSpettiv cu

lefilt II Mil, t e R, (Mc' > 0),	 (3.35)
, 2, ..., r,	 1, 2, ...,

lim	 =--- 0,	 (5.36)
t-osce

i 1,2, ..., r, j	 4, 2, ..., p,. ,
In sfirsit, a.vind in vedere (5.28), teoremele 5 fi 6 sint evidente. Intr-a-

evar, conditiile_ (5.35) au loc daCa i nuinai daca toate,valorile proprii
e matricii A au partea reala nepozitiva, jar cele cu 'partea real null

cotespund tnor blocuri Jordan de ordinul 1 (in (5.28) k 1 pentru,
0 ; in ca.z contrar, adica pentru k > 1, existt elemente ale matri-

ii 	 care sint nernarginite i deci (5.35) nu poate avea lc). De
asemenea, conditiile (5.36) a‘t loc daca i numai da.ca toate valorile•••

	

proprn ale ma.tricii A au partea reala negativa.	 -

5.2.5. Sisteme dinamice discrete in timp

Estel evident a. teoremele 3 j 4 ramin valabile si in cazul siste-
nie.16r idinamice liniare discrete si invariante in fimp, de forma

x(k + 1)	 Ax(k), k EN, x e-Rn ,	 (5,37)

Ren ru care matricea fundamentala este

X(k)	 )1 k, k	 (5.38)

In acest caz 'formele echivalente ale conditiilor (5.7) si (5.8) sint
sespectiv

•m EN,	 •s (5.39)

	

Um I I A'n =--,0.	 (5.40)

i aid se pdate face uz de forum canonica diagonal '(Jordan), reS-
mail/ de (5.18). Ca si in cazul precedent, se trage concluzia ca proprie-
*Ile _de stabilAate ale ‘sisterhului (5.37) depind numai de distributia

valorilor proprii ale matricii A in,planul complex si ca stabilitatea a.simp-
totica, stabilitatea sau instabilitatea sistemelor dinamice liniare discrete

	

invariante in timp au caracter global. 	 "
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Vom enunta in continuare doua teoreme pentru care vorif
•demonstratie comima.

Teorema 7. Sistemul dinamic (5.37) este stabil dad i numai dacà
toate valorile proprii ale matricii A au modulul mai mic sau egal ,cu
unitatea, jar cele de modul unitar corespund unor blocuri Jordan de
ordinul 1.

Teorema 8. Sistemul dinamic (5.37) este asimptotic stabil dad st
numai dad toate valorile proprii ale matricii A -au ,moclulul mai mic
decit unitatea.

D. In virtutea relatiei (5.18), conditiile necesare i suficiente (5.39)
si (5.40) sint echivalente respectiv cu

'11711<mi, m e N, (Mi >0),

lim 11'11 =
17$-) 00

deoarece V si V-1 sint matrici constante.
Tinind seama de (5.22), rezulta ca (5.41) si' (5.42) sint echivaIente

respectiv cu

m	 (Mii > 0),

i 1, 2,	 Y,

urn I IP4 I = 0,'
ins-+co

i	 1, 2, ..., r,	 j = 1, 2, „,..., pi.
Avind in vedere (5.23) si (5.29)—(5.31), teoremele 7 si 8 sint eviclente.

Intr-adevar, conditiile (5.43) au loc dad si numai dad toate valorile
proprii ale matricii A au modulul mai mic sau egal cu unitatea, jar cele,
de.modul unitar cgrespund unor blocuri, Jordan de ordinul 1 (k 1
iii (5.23) pentru	 =4 ; in caz,contrar, adica pentru k > 1, matri-
cea J:, cu	 = I i explicitarea (5.29), este nemarginita pehtru
m eN, deoarece

=	 CLA'n-1M CfnAm-21112

nzk — 1,

•
= (A + M) n IX' C;„Xm-iM 	...
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t ee inseamna ca" 5.43) nii poate avea lc). , De asemenea, coda-
fiile (5.44) au loc daca inumai daca toate valorile•proprii ale matricii A

.modulul subunitar.

2.6 Exemple

a Cascada formed, din doua recipiente. Examinind ecuatia intrare-,
,tare (1.27) a acestui sistem se constata ca

—aoc	 aoc I	 a, b, c, a> O.
ba —(b + c)a,

Intrucit probtema stabilit5tii sistemelor dinamice liniare continue
si....nivariante in timp este, in principiu, o problema de deterrninare a
lcalizàrii valorilor proprii ale matricii A in planul complex, rezulta
•ca,practic trebuie sa se examineze mai intii localizarea ra"dacinilor poli-
noinului caracteristic	 cazul de fata •

• A(s), det (Is — A) _-=[s + aa 	— ac
• —ba	 s + (b + c)

a(a + b + c) s + aca2.

Deoarece	 + X2 = --cc(a b,+ c) 0 si X1 X2 = aca2 > 0, rezulta
( ReX1,2 <0, ceea ce insearnna,'eonform teoremei 6, ca sistemul consi-

• derat este isimptotic stabil.

b Pod rulant. Din ecuatia intrare-stare (1.66) se constata ea

01	 0
O 0
O O0
O 0 —13 0

• ?Este evident ca sistemul considerat nu este asimptotic stabil, deoa-
1ce 1 Re X1 , 2 , 3 ,4 = 0. Pentrii a vedea daca acest sistem este simplu stabil

'instabil este necesar sä se determine forma canonica diagonala.
(Jordan) a matricii A, cunoasterea numai a localizarii valorilor proprii
nëmaifiind suficienta.
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Utilizind metoda factorilor invarianti expusa la 52.1. b se ' gasesC
divizorii , elementari s2, (s j	 (s j 0). Forma canonica Jordan
a matricii A este

	

0 ' 1	 0	 0
1

	

0 0	 0	 —j,Ii-p-

	

0 0 j4-p-	0	 l'

	

, 0 0	 0	 0

ceed ce hiseamna cà valorii proprii duble X = 0 ii corespunde un bloc
Jordan de ordinul 2. Teorema 5 nu este satisfacuta ,in acest caz i in
consecinta sistemul considerat este instabil.

c) Proces de reinnohe a stocului pieselor de schimb. Din
intrare-stare (1.110) rezulfa. ca -

- 0O 0 • 0 0 —
po 0 0	 0 0
0 pi 0	 0 0A=

O 0 6	 pn_ 0

Dupa calcule relativ simple,se obtine

ti(s) det (Is — A) = sn,

ceea ce inseamna ca X = 0 este valoarea proprie de multiplicit ate n
a matricii A. Conform teoremei 8 sistemul considerat este asimptotic
stabil.

6. Stabilitatea externa

6.1. Definitia	 externe

Un sistem dinarnic este suportul unui transfer cauzal intrare-ie,sire.
In atare situatie, pentru definirea unui sistem trebuie sä se
tina's'eama de evolutiile posibile ale intrarii i ieirii sistemului. Aceasta,
idee conduce in mod natural la conceptul de stabilitate externa (intrare-.	 .re§rre).
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j!g(t r)II dTM, .tto0.	 (6.4)

1. Sistemul dinamic (6.3) este stabil IMEM daca §i nurnai
o constanta M > 0 astfel incit

Teorema.

,Definilia 1. Sistemul dinarnic (1.9), (1.10) se, nurne§te stabil IMEM
dgea pentru once moment initial to e R„ §i pentru starea initiala x(to)=0
eistä o constanta K > 0, dependenta de to, astfel inCit pentru once
nttare care satisface conditia de marginire

11 14 (i)lk 1 ,	 to,

le irea sistemului satisface conditia de rnarginire

t>to.	 (6.2)

In taz contrar sistemul dinamic (1.9), (1.10) se nume§te instabil IMEM.
Pentrua putea fi luate in consiclerare marimi de intrare marginite

e forma I	 <L, t?.. to, unde 0 < L < + co, se face schimbarea
e variabila de intrare-u(t) 	 Zt(t)L; se obtine I j(t)I 1 ...< 1, t ?to, adica
Conditie de forma (6.1).

.2. Stabilitatea ,externa a sistemelor dinamice finiare,

6.2.1. Sisteme variante in timp

a Vazut la 3.1.1. cä pentru sistemele •namice liniare continue
variante in timp, tranzitia, intrare-ie§ire se expliciteaza, pentru stare
ri itiaIa . nula,- prin produsul de convolutie generalizat

0), t. 8> to, este matricea •de raspuns la impuls a sistemului.

xista,mi multi posibilitati de a aefini stabilitatea exterria. Dintre
cekea:,,	 mod preponderent, este.folosita notiunea de stabilitate intrare

(IMEM).
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D. Suficienta. Prin ipoteza are loc (64). Intrucit u(t) satisface (6.1
•pe baza ecuatiei (6.3) putem face evaluarile

Ly(t)1	 lg(t, 7) (7) ii ci-r	 Het, ,r) I I Hu (7) I I dr <
to	 to

r)II dT<M, t>t0>0,

ceea ce inseamna ca y(t) satisface conditia (6.2) cu K = M.
Necesitatea. .Se presupune prin absurd ca (6.3) nu este adevamta.

In consecinta, pentru orice K exista Un tic > to, dependent de K,
astfel incit

s

lig(t,	 d.r K.
t o	 -

Daca se aplica norma in (6.3) pentru t = 4, tinind seama de (6.5)
facind uz de norma.

ly I 1 -= max vr y,
-11v11=1

se .obtine

Ily(tk)!I ----- max-v7 (tk) y(tk) = Ci 'l max v7(4) g(tk, 7) (7) dr:.	 (6.6
I I v(4)1 I = 1	 1.11,44)11=i

Intrucit u(t) satisface conditia (6.1), il vom alege astfel incit integrandul
din (6.6), care este un scalar, sa atinga pentru fiecare r, cu to < T <4,

lluer) I I	 1, valoarea‘ sa maxima. Ip aceste conditii integrandul din
(6.6) este o norma matriceala, astfel cá \putem scrie

max • -Max vT (tk) . g(tk, u(r) = I Ig(tk , Te'l

I 1 1/(t/C) = 1 1114(.)11=1

Avind in vedere acest rezultat si (6.5), din (6.6) obtinem

I LY(tk) I I =' cik I Ig(tk, ,r) II  d-c K,
'	 a/4

' ceea ce inseamna_ ca sistemul considerat este instabil IMEM Acest
• rezultat este in contradictie cu ipoteza, fapt care demonstreaia nece-

sita.tea.
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(6.11)

Este evident ca definilia 1 §i lemma 1 sint valabile, mutatis mutandis,
ein cazul sistemelor dinamice liriiare discrete §i variante in timp a caror. .	 .	 .	 .ranZitie intrare-le§ire se explkiteaza,- pentru stare initiala nula, prin ,
rodusul de convolutie discr4t generalizat

unde g(k, i	 1), k	 1, este matricea de faspuns ,la impuls a siste-
mului (v. 3.1.2).

Un enunt adecvat al teoremei 1 pentru sistemul (6.7) este urmatorul.

Teorema 2. Sistemul dinamic . (6.7)°, cu D(k) marginita in norma pentru -
e N; este stabil IMEM daca i numai daca exista o constanta M > 0
'stf el incit

6. 2.2. Sisteme invariante in timp

In cazul sistemelor dmamice hmare mvanante in timp ecuatiile (6.3)
1(6.7) au respectiv ,urmatoarele forme

y (t) =- g(t	 -r, 0) u(r) cl-r, • t e RE ,	 (6.9)
o

pentru sistemele continue in timp (v. 3.1.3),

y (t)	 E -g(k —	 1, 0) u(i)	 Du(k) ,	 k eN ,	 (6.10)
i=o

entru sistemele discrete in tiMp (v. 3.1.4).
Enunturile adaptate ale teoremelor 1	 2 sint urmatoarele.

Teorema 3. Sistemul dinarnic (6.9) este stabil IMEM daca §i numai
daca
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Teorema 4. Sistemul dinamic
(6.10) este stabil IMEM dac5. *i
numai clack'

OD

E Ig(k, 0) , I1 < + oo. WSJ

(6.12)•
Avind in vedere expresiile

analitice ale matricilor de ras-
puns la impuls g(t, 0), t E R (re-
latia (3.12))*i g(k, 0), keN (relatia Fig. 1:19. Sistem stabil IMEM §i
(3.17)), este de a*teptat ca intre	 intern.
conceptele de stabilitate interna
Si de stabilitate externa sa existe anumite relatii. Sub aspectele lor cele
mai importante, aceste relatii vor fi'examinate in detaliu la §6.4 pentru
cazul sistemelor dinamice liniare invariante in timp. In cele ce urmeaza
ne vow ocupa de dependenta re/atiei intrare-ie*ire de matricile A, B *i C.

6.3. Controlabilitatea i observabilitatea starii

In conformitate cu (3.12) conditia (6 ; 11) este echivalenta, cu

11C eit! B dt	 +00,
0

oo

ceea ce inseamna cã proprietatile de stabilitate interna ale unui sistem
dinamic liniar continuu *i invariant in timp le determinà pe cele de
stabilitate externa. De exemplu daca respectivul sistem este asimptotic
stabil atunci el este *i stabil IMEM. Aceasta afirmatie se bazeaza pe faptul
c5 daca A are toate valorile proprii cu partea reala negativá atunci°
integrandul din (6.13), oricare ar fi norrna matriceala utilizata, este o
combinatie liniara de expbnentiale care tind toate la zero atunci cind
t--+	 aceste circumstante conditia (6.13) este evident satisfacuta.

Dupa cum vom arata imediat cu ajutorul unui exemplu, stabilitatea
IMEM nu implica stabilitatea asimptotica, deoarece in aceasta impli-
catie intervin intr-un mod specific *i matricile B, C.

6.3.1. Exemplu de sistem stabil IMEM qi instabil intern

Pentru sustinerea afirmatiei de ma y sus se\ considera sistemul a
carui schema bloc structurala este reprezentata in fig. 119. Relatia
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ntrare-iewe,	 transforthate - Laplace	 cu nota n	 mle d fig. 1.19,.	 .'expilmä prin urmatoarele

X2(S)	 5[U(S) - 6X1(s)],	 (6.15)
— 

Y(s)	 3X1(s) — 2X2(s).	 (6.16)

Rezolvind sistemul de ecuatii (6.14), (6.15) in raport cu Xi(s)
(s) se obtine

X ( ) =  
1  

U(s).	 (6.18)
s + 1

Inlocuind acum (6.17) i (6.18) in (6.16) rezulta urmatoarea eguatie
intrare-ieOre

A§adar functia de transfer a sisteniului este

eareia ii corespunde raspunsul la impuls

g(t) = 1	 , t < 0,
e-t ,	 O.

'cesta satisface evident conditia (6.11), ceea ce inseamna cà sistemul
k:considerat este stabil IMEM.

In pofida acestui fapt, sistemul din 4,1.19 nu este r asimptotic stabil.
DOvgdirea acestei afirmatii necesita cunoWerea reprezentarii intrare-
stare-ie§ire a sisternului.

Alegind ca variabile de stare marimile Xi(s) §i X2(s), ecuatiile intrare-
stare-ie§ire se obtin din (6.14)—(6.16). Eliminind numitorii in (6.14)

(6.21)
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X‘2

§i (6.15) §i trecind la domeniul timpului, cu cOndithle initial-e
.xg(-0) = 0, din (6.14)—(6.16), du-pa calcule elementare, rezulta.

Ecuatia caracteristica a sisternului este

S(s) =-- det (Is — IA) =-s2 — 1 = 0,

ale carei radacini sint A1 = —1, A2 = 1. Conform celor aratate la 5.2.4,
este evident ca sistemul din fig. 1.19 este instabil intern. A§adar stabi-
litatea IMEM nu implica stabilitatea asimptotica. • -Aceasta „defectiune" este de natura parametric-structurala §i ea
poate fi explicata in modul cel mai limpede facind urmatoarea schimbare
de variabile de stare

uncle

TI
	 1 . 2 1,	 F 3 —2

3	 -1	 1

sint matricea modala a rnatricii A §i respectiv inversa sa.
Inlocuind (6.24) in (6.22), (6.23), sistemul considerat se aduce la

forma sa canonica. diagonala (se folose§te aceasta denumire deoarece
mat-ricea 4	 V' AV J este .diagonala).

	

—1 0	 7c1

U,1

E x21 l	 0 1

y	 [1

[ -25_ 45 1[ :2	[

Li ju

y -= [3 -- 2] [
X2

Se constata ca in forma sa canonic a diagonala sistemul este consti-
tuit din doua subsisteme, caracterizate prin variabilele de stare
§i respctiv "i2, care sint total decuplate intre ele (in sensul c5.7 1 nu
depinde de x 2. §i Tg nu depinde de 1-1). In plus subsistemul caracterizat
prin 2 (§i prin valoarea`proprie A2 -= 1) este decuplat atit in iaport Cu

(6.26M
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4n411, ,AFO.,7

intiarea cit,	 Cu iesirea. Acest fapt explica complet „defectiunea."
,..semnalat'a rhai•sus. Ea este de natura parametric-structurala, fiind

enerata, pe de o parte, de perechea de matrici A, B, respectiv de contro-
iabilitatea starii i, pe de alta pate, de perechea de matrici A, C, respec-
tiv de observabilitatea sttii sisternului.

6.3.2. 'Controlabilitatea kfirii

.Definifria 2. Un sistern dinamic Se numeste de stare complet controla-
-bilci daca exista o comanda u(t), t e t1] a R+, continua pe portiuni, -
care transfera sisternul din once stare initiala x(to), oricare ar fi to e R+,
In orice. stare finala x(11), oricare ar fit1 e 11+, finit, cu 11 > to.

In caz contrar sistemul dinamic se numeste,-dupa caz, de stare
partial controlabild san de stare necontrolabild.

• Pentru a putea caracteriza un sistem dinatnic liniar contmuu
invariant in tin-ip in conformitate cu defining 2, vom demonstra ma
'nth dou'a rezultate pregatitoare.

Fie A o matrice (n x n) si fie

A(s) =--	 ccis"-1	 cc„	 (6.27)

,polinomul ei caracteristic.

Lema 1 (teorerna Cayley-Hamilton). orke matrice A verifica ecua-
la matriceala

A"	 ac,"A	 an/ = 0.	 _ (6.28)

D. Se stie ca

(6.29)

Uncle

adj(/s — 4) =	 B2sn-2 B._is + B.,	 (6.30)

este matricea adjuncta a mairicii caracteristice si B1, B2, ..., B. sint
rnatrice constante de `dimensiuni (n'x n).

Din (6.29) in care se inlocuiesc (6.27) si (6.30), dupa cakule elemen-
_tare, se obtine	 •

(B1sn-1	 B2sn-2

a1sn-1	 csn_ls + an)	 (6.31)
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n-1
E fk(t) A k , t R+,
k=0

(6.33)

Efectuind calculele in (6.31) §i identificind coeficiençii matriceali
dupa puterile lui s se obtine irul de ega1it54i

B1

	

	 =

+B2 =

— B2A + B3 = cc2I

.(6.32)

± B.=

— BA	 -=•
In sfir0t, inmultind egalitatile (6.32) la - dreapta, respectiv cu_matricile'
A n, A n-1, ..., A, I i adunind rezultatele membru cu membru
obtine (6.28).

Lema 2. Pentru once matrke A are lac explicitarea

unde fic (t), k	 0, 1, ..., n-1, sint functii de tinip deterrninabile.
D. Din (6.28) reiulta 	 -

uncle cc:-k	 OCn-kt

Apoi

• n-t
•A" =1 cc:_k A

k =0

0, 1,	 n — 1.

ts-1

A tk" = A " = A E ce,;_k A" =nil
k=0	 k=0

unde a	 4;i §i cc„1 ...k	 oc?	 +	 k	 1, 2, ...,

Continuind in acest mod se obtine

unde
nabili.

tt-1
A n+'	 E ccl_kA k , i = 0, 1, 2, ...,	 (6.34)

A-0

n-1, i = 0, 1, 2, ..., sint coeficienti determi-

91
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-

P de alta parte

oo	 1 • -1• 	 -Ak =	 tk Ak	 ikAk.

k!	 k!	 k!

Schimbind indicele de sumate in ultima suma de .mai sus prin
n i §i tinind seama de (6.34) putem scrie

00.e4t E	 tkA L	 E 	 tn-FiAn-fe
ko (n+t)!

Cu notatia

1	 •	 1"-ii

	

fk(t)	 ik	 E 	

	

r	 k	 tr.° (	 i)1

se obtine rezultatul (6.33). 	 NI
Cu aceste doua rezultate put em aborda problema controlabilitatii

starii unui sistcm dinamic liniar continuu §i invariant in timp, descris
e urmatoarele ecuatii •intrare,stare-ieOre

= Ax Bu, t e R+,	 (6.36)

y Cx + Du,	 (6.37)

u,nde x e le, it e	 y e RP §i A, B,-C §i D sint- ma rici constante de
dimensihni adecvate.

Fie matricea

e [B, AB, A 2B,	 A n-1B],	 (6:38)

formata • din submatricile A kB,' k = 0,1, ..., n-1,, §i numita matricea
e controlabilitate a sistemului (6.36), (6.37).

Teorema 5 (Kalman). Sistemul dinamic (6.36), (6.37) este de stare
complet controlabila daca §i numai daca

rang e = n.

• (6.35)
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47571tr

D. Se §tie ca (6.36) admite solutia

x(t) =__ eA(t-to) x(to)	 A(t-s)B4r) d„r t > to	 (6.40)

pentru once u(t), t>to, continua pe portiuni (v. 2.1.3).
.Fara a reduce din generalitate vom con gidera to -----: 0	 x(ti) ---

In aceste conditii solutia (6.40) devine
,

0 = e . x(0) +eA(4-1) Bu(T) d, ti. > 0.
5a,

• Ininultind Cu e-Ati la stinga §i inlocuind e—AT cu (633), .din relatia
de mai sus se obtine

E A kB fk(	 dTT) (7)	 — x(0).
n-1	 5ti

k=0	 0

Examinind ace-asta ecuatie se observa ca ea poate fi exprimata
,sub urmatoarea forma

0

[Br AB, A 2B , An-1B] = —x(0),	 (6.41)

unde
•

vk(h) = St, fk(— T)u(s.) th, /= 0, 1, 2, ...; n-1,

sint n vecton	 dependenti de u(T), T [0 td.
' In confonnitate cu definitia 2,este evident acum cà proprietatea de

controlabilitate coMpleta a starii sistemului (6.36),(6:37) este echivalenta---'
cu faptul cä ecuatia (6.41) admite 	 solutie p°(ti),„ v1(4), ..., vn--1(4)
pentru once x(0) e Itn. Ecuatia '(6.41), care in fond este un sistem de n
ecuatii cu mn necunoscute, admite o solutie petru once x(0) e Rn daca

numai daca conditia (6.39) este satisfacuta. 	 •
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(6.43)

6.3.3. Olseivabilitatea starii

Definitia 3. Un 1 sistem dinamie se nume§te de stare complet obser-
vabiki daca vectorul de stare poate fi determinat complet peste once
interval de timp finit [to, t1J R+,§1 > to, pe baza cunoa§terii cbmplete
a intrarii u(t) §i a ie§irif y(t) peste acela§i interval unit.

In caz contrar sistemul se nume§te, dupa caz, de stare partial obser-
vabild sau de stare neobservabild.

Fie matricea	 • -

formata din submatricile CA", k = 0, 1,	 n — 1, §i numita matricea
de „ observabilitate a sistemului (6.36), (6.37).

•Teorerna 6 (Kalman). Sistemul dinamic (6.36), (6.37). este de stare
complet observabila ,daca. §i numai daca

rang '	 n.

D. inlocuind (6.40) — solutia ecuatiei (6.36), in (6.37) se obtine

(6.44)

care este expresia transferulurintrare-ie§ire al sistemului (6.36), (6.37)
pentru o stare initiala oarecare.

Fara a reduce din generalitate vom considera to = 0 §i v(r) = 0,
e [0,	 aceste conditii (6.44) devine

C	 (0) -= y(t),	 1 e [0, td.	 (6.43)
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[f0(t)A(t)...f.-1(i)] x(0)	 y(t), t e [0, ti],	 (6.46)

CA

CA2.

Inlocuind (6.33) in (6.45) se observa ca rezultatul (6.45) po&te fi
pus sub forma

CA-'
•

In sfir§it, se deriveaza (6:46) in raport cu t, succesiv - de 11-1 on,
calculindu-se de fiecare data rezultatul pentru t = 0 tinind seama §i
de (6.35). Se obtine astfel rezultatul echivalent

[C

CA	 I	
yy(0())()

• i	 x(0) =	 •	 •	 (6.47)
.	 .

Ci1 4-1	'	 y(4-1)(0)

Conform definiliei 2 este evident cà proprietatea de observabilitate
completa a starii -sistemului (6.36), (6.37) este echivalenta cu faptul ca
ecuatia (6.47) admite o solutie x(0) oricare ar fi membrul drept, vector
np-dimensional. Ecuatia (6.47), care in fond este un.sistem-de np ecuatii
cu n necunoscute, admite o solutie x(0) oricare ar fi membrul drept, daca
§i numai daca conditia (6.43) este satisfacuta.	 a

6.3.4. Proprietati de invarianta

Ca §i polinomul caracteristic al unui sistem dinamic liniar continuu
§i invariant in timp, proprietatile de controlabilitate §i de observabi-
litate a starii au earacter intrinsec, respectiv sint invariante in raport
cu transformarile liniare, nesingulare ale vectorului de stare.

Pentru a veriiica afirmatia de mai sus, fie transformarea

= Px,	 (6.48)

unde P este o matrice constanta (nx n), cu det .13 '* 0.
Inlocuind (6.48) in (6.36), ,(6.37) se obtin ecuatiile

:477	 t It+,	 (6.49)

y =----	 ± nu,	 I	 (6.50)
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in tare

= PAP-1, r3 PB,•D.•	 (6.51)

In conditiile (6.51) sistemele (6.36), (6.37) si (6.49), (6.50) se nurnesc
echivalente.

Vom arata in cele ce urmeaza

	

„ rang e = rang e.	 (6.52)

Intr-adevar, tinind seama de '(6.38)si de (6.51) putem scrie

1rang ) =- rang CP, III, .2, A-;-1-13)] = rang[PB, PAP-4 PB,

;PAP-1 PAP-1 ... PAP-1 PB] =- rang [PB, ‘ PAB,	 PA"-1B]

rang P[B, AB, ..., A n-1B] = rang e.
In. intregime analog 'se poate -arata ca

,

	

rang e = range'.	 (6.53)

'On alt rezultat interesant in sine si util pentru rationamentele dare
vor urma este acela ca matricea de transfer a unui sistem dinamic de
forma (6.36), (6.37) este invarianta in raport cu transformarile nesin-
gulare ale starii de n forma (6.48). Asadar vom arata

	

-6(.9) = G(s).	 ,(6.54)

Intr-adevar, tinind seama de (3.15) si (6:51) putem ,scrie succeSiV

'd"(s) =re (Is _.:4)-1 73- ±	 cp-vs pA P-1)-1 P73 ±
D= CP-1 [P(Is A)P-1]-1 PB D

CP- 1P (Is,--- A)-1 P-1 PB D

	

= C(Is A)-1 B	 =

6.3.5. Forma ca,nonica Kalman

Faptul ca' proprietatile !de controlabilitate a starii si de observabi-
lifate a starii nu depind de baza de vectori in RI in care a fost exprimata
reprezentarea intrare-stare-iesire a unui sistem dinarnic lmiar continuu
invariant in timp ne perrnite sa cercetam implicatiile acestor proprietati
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B2 u, (6.57)

(6.58)

• asupra transferului intrare-ie§ire al respectivului sistem facind uz "de
o transformare adecvata a vectoruIui de stare. In acest sens s-a 4i pro-
cedat in cazul exemplului de la 6.3.1.

Din punctul de vedere al celor doua proprietati studiate, un sistem
dinamic oarecare S se poate .descompune in pa.tru subsisteme, i anume:

de stare complet controlabila §i neobservabila, Se:0 — de stare
complet controlabila §i complet ,observabila, care cuprinde §i cone-
xiunea directa Du, 8":6 — de stare necontrolabila §i neobservabila §i

— de stare necontrolabila §i com.plet observabila.
In scopul determinarii acestor patru subsisteme se folose§te transfor-

marea (6.48), cu P V-1, iinde V eite matricea modala a matricii A,
	prid care sistemul dinamic (6.36), (6.37) se	 aduce la forma	 -

	

J . ±V-1Bu,	 (6.55)

	

y = Crie ± Du,	 (6.56)

numita forma,canonicci diagonalci (Jordan) a sistemului (6.36), (6.37).
J este forma canonica diagonala (Jordan) a matricii A (y. 3.2.1).

Ecuatiile (6.55), ' (6.56) au avantajul remarcabil ca., in cadrul lor,
componentele vectorului canonic de stare***.i se prezinta la gradul maxim.
de decuplare -reciproca. Pentru punerea in evidenta a celor patru sub-
sisteme se - reordoneaza ,adecvat componentele vectortilui §i se gru-
peaza in patru subvectori x, x, x, x corespunzatori urmatoarei
explicitari a reprezentarii intrare7stare-ie§ire.

unde All, Al2 etc., Bi, B2 §i C2, C4 sint subma.trici de dimensiuni adec-
vate. Ecuatiile. (6.57), '(6.58) reprezinta forma canonicci Kalman a siste-
mului (6.36), (6.37).

Transferul intrare-ie§ire este realizat numai de subsistemul de stare
complet controlabila §i de stare complet observabila. Acest lucru poate
fi demonstrat §i cu ajutorul formei canonice Kalman. Vorn calcula in
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nde 11, 12 , 13 §i 14 sint matricile unitate de online adecVate.
Inversa matricii caracteristice se calculeaza pe submatrid si este

tch o rnatrice superior triunghiulara de submatrici. Ca urmare putern
sole

(6.59)

acest sccip thatricea de transfer a sistemului 636), (6.37), cafe',
mvariantei matricii de transfer in raport cu transformarile liniare , ale
. , ectorului de stare, coincide cu matricea de transfer a formei sale'cano-
nice Kalman (6.57), (6:58); avem

C(s)=--

X.12	 • X13	 X14	 B1•

unde X12, X13 etc. sint sUbmatrici de dimensiuni adecvate ale carOr
expresii nu este necesar sä fie calculate, dupa cum se va vedea mai jos.
Efectuind calculele in ultima relatie obtinem

,G(s)	 C2(I2s	 D.

-
6.4. Stabilitatea 'MEM' si stabilitatea asimptotic6

6.4.1: Sisteme dinamice liniare continue §i invariante In timp

Teorema 7. Daca sistemul dinamiC (6.36), (6.37) este asimptotic
stabil atunci el este stabil IMEM.

D. S-a, Vazut ca sistemul dinamic (6.36), (6.37) este_ echivalent cu
forma, canonica. Kalman (6.57), (6.58). Polinomul caracteristic,' calculat
pe 'baza acestei forme, are expresia

A 22) det,(/3.3 — A 33) detgaS — A44)A(s) = det(Iis A 11) det(/2s —

(6.60)'
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si conform ipotezei toate radacinile sale sint situate in semiplanul
Re s < 0. Aceasta inseamna ca si A22 are toate valorile proprii inacelasi
semiplan.

Pe de alta parte aplicind transformarea inyersa Laplace relatiei (6.59)
obtinem

g(t, 0) = C2eA.' B2 + Dam, t e R4 .	 (6.61)
Este evident ca g(t, 0) satisf ace Conditia (6.11), ceea ce, conform

teoremei 3, implic5 faptuf ca sistemul dinamic (6.36), (6.37) este stabil
IMEM.

Dad, se expliciteaza rnatricea inversa din (6.59), matricea de transfer
a sistemului dinamic (6.36), (6.37) are forma

G(
\fr	 A \

s)	
1	

k-L2s —	 ±
A2(S)

in care

(6.62)-

2(s) = det (12s	 A22).	 (6.63)

Elementele matricii G(s) sint fractii rationale al car-or nuMitor comun.
este A2(s). De - aid rezulta ca polii functiei de variabila complexa G(s)
sint chiar radacinile polinomului -A 2(s). Cornparind pOlinomul carac-
teristiC (6.60) al sistemului (6.36), (6.37) cu ntimitorul comun (6.63) •
al matricii sale de transfer se trage concluzia ca multimea polilor sis-
temului dinamic (6.36), (6.37) este inclusa in multimea valorilor sale
proprii. Cele dotrà multimi coincid - numai daca sisternul respectiv este
de stare complet controlabil'a si de stare comPlet observabila. Aceasta
constatare I ne duce la urmatoarele doua rezultate:

'
Teorema 8. Sistemul dina'mic (6.36), (6.37) este stabil IMEM daca-

numai dacà totl polii matricii sale de transfer sint situati in semi-
planul Re s <.0.	 •-

D. Suficienia pentru matricea de transfer (6.62), conform teorernei
.clezvoltarii (anexa A), puteM scrie in domeniul timpului

r qi	 1 
g(i, 0) =-- E E Kij Pi	 t D8(t), t e R+,

j=1	 (qt	 j)

UsG(s)]}
,

(.1 —,1)!
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unde A sint poln lui G(s), fiecare de multiplicitate q, Cu E 4 -- n2,

fiind gradul polinomului 6,2(s).	 --
Intrucit Re A i <0, i	 1, ..., r, rezult5. ca (6.11) este satisfacuta

s conform teokemei 3, sistemul dinamic (6.36), (6.37) este stabil IMEM.
Necesitatea. Se s' tie ca.

	

G(s)	 g(t, 0) e" dt.,

Corespunzator acestei relatii putem face urmatoarea evaluare

	

IG(s)II <	 Ilg(t, 0) II	 le	 dt.
.0

Pentru Re s0 are loc I e-"I .4 1 j, tinind seama si de (6.11), din
inegalitatea precedenta obtinem

	

II et , 0) 11 dt <	 00 , Re s 0.

Conform acestui rezultat G(s) este marginita in semiplaniil Re i 0,
ceea ce inseamna cä toti polii matricii de transfer G(s) sint situati in
Re s < O.

Rezultatul cuprins in teorana 8 ,pun,e in evidenta faptul ea stabili-
,tatea IMEM a sistemului dinamic (6.36), (6.37) depinde de distributia
In planul complex a zerourilor polinomului (6.63): Polinomul A2(s),
are este numitorul comun al element elor matricii de transfer G(s),

se nurneste polinomul polilor siStemului (6.36), (6.37)....
Sà observam ca am ajuns la polinomul polilor A2(s) plecind de la

reprezentarea intrare-stare-iesiie a sistemului. Daca un sistem este
cunoscut numai pe baza matricii sale cif transfer atunci determinarea
polinomului polilor este posibila pe mai multe

Prin determinaxea formei Smith-Mc Milian a matricii G(s), [I2].
Prin determinarea unei realizari minimale (A, B,C,D) a math-..

cii G(s),' [I1)].
3° F'rin determinarea tuturor (adica de toate ordinele) minorilor

nenuli ai lui G(s). In acest caz polinomul polilor este cel m.ai mic mul-
tiplu al numitorilor, respectivilor minori, [P1].

	

1	 4

Teorema 9. Daca sistemul dinamic (6.36), (6.37) este de stare complet
controlabila, de stare complet observabila si stabil IME1VI atunci el
,e-ste asiinptotic stabil.

'
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D. Conform ipotezelor teoremei, multimea valorilor proprii ale sis-
temului dinamic (6.36), (6.37) coincide cu multimea polilor functiei sale
de transfer. in baza temmei 8 toti polii; respectiv toate valorile proprii
ale sistemului, sint situate in semiplanul Re s < 0. Ca urmare, sistemul
dinamic (6.36), (6.37) este asimptotic stabil.

Rezultatul precedent este o reciproca a teoremei 7. Fara a mai fi
necesare demonStratii mai putem enunta i urrnatoarele reciproce ale
teoremei 7.

Teorema 10. Daca sistemul dinamic (6.36), (6.37) este stabil IMEM
atunci partea sa de stare complet controlabila si de stare complet obSer-
vabila este asimptotic stabila.

Teorema 11. Daca sistemul dinamic (6.36), (6.37) este stabil IMEM
pa'rtile sale de stare necontrolabila i/sau de stare neobservabila

sint asimptotic stabile atunci sistemul considerat este asimptotic stabil.

_	 •
6.4.2. Testarea stabi1itáiiIMEM

Gradul de stabilitate .

Modul in care a fost definit5 stabilitatea IMEM permite analiza
experimentala ,relativ simpla a proprietatilor de stabilitate externa
ale sistemelor dinamice in acest context o problema de natura teoretica,
foarte importanta, este aceea a alegerii tipului de marime de intrare prin
care urmeaza sa se testeze stabilitatea externa.

In mod obisnuit se folosesc semnaluf treapta (functia lui Heaviside)
si semnalul sinusoidal. Vom arata in continuare in ce masura testarea
cu semnalul treapta ofera informatii nuantate asupra stabilitatii externe
(sau interne in conditiile teorentelor 9, 10 si 11). Testarea cu semnalul*
sinusoidal va fi abordata in cadrul metodei frecventiale (v. 11.3.2).

Daca marimea de intrare a sistemului (6.36), (6.37) este

u(t) --= [1 1 ...	 cs(t),	 (6.66)
unde

10 t < 6,
a`(t)	 ' (6.67)

1, t ..>: 0, 
,o,	

I

este functia treapta unitara,- atunci raspunsul sisteniului in transfor-
e

mate Laplace, tinind seama ca 2{a(t)} = -
I_
- - , are forma

n

- Y (s)	 H(s) El 1 ... 17, (6.68)

101

M
iha

il V
oic

u 

Tehn
ici 

de 
an

ali
ză

 a 
sta

bil
ită

ţii 
sis

tem
elo

r a
uto

mate
. E

d. 
Tehn

ică
, 1

98
6.



:rk-r7

In care s-a notat

(6.69)H(s) 1G(s).

Definitia 4. Matricea h(t) = £-' {H(s)} se nume§te matricea
a sistemului dinamic (6.36), (6.37).

Conform teoremei integrarii originalului (v. anexa A), relatiei (6.69)
Ii corespunde in domeniul timpului urmatoarea relatie

• h(t) = ft r, 0) dr, t E R	 (6.70)

Teorema 12. Sistemul dinamic (6.36), (6.37) este stabil IMEK
dac . si numai dad' Jim h(t) exista si este finita.

co
D. Tinind seama de (6.64) si (6.70) este evident ca penfru t—> oo

obtinem h(t) h, uncle h este o matriee cu elemente constante, daca
numai daca Re X< 0, i = 1, 2, ..., Y, respectiv dac i numai da.ca

sistemul considerat,,conform tem' emei 8,' este stabil IMEM.	 M

• In conformitate cu icor enta 12 rezulta cà matricea indiciala poate ft
utilizaa, in cazul unui sistern stabil IlVIEM, pentru aprecierea apropierii
gisternului (6.36), (6.37) de situatia de instabilitate IMEM, respectiv
a calitatilor sale de stabilitate IMEM. Aceast5 apreciere se face pe baza
abaterilor pe care le prezinta elementele matricii indiciale h(t) fata de
elementele rnatricii
• h = Ern h(t).	 (6.71)

•

co
Tinind seama de teorema 8 si de relatiile (6.64) si (6.70) rezulta ca,

.din punct de vedere calitativ, abaterile elementelor matricii h(t) in
•raport, cu cele ale matricii h vor fi cu atit mai man, , respectiv gradul
de stabilitate IMEM va fi mai redus, cu. cit polii matricii de tz-ansfer G(s),
situati in semiplanul Re s < 0, vor fi mai apropiati de axa imaginara

• Re s = O.

Experienta acumulat5 in domeniul proiectarii sistemelor utomate
• arata ca asigura.rea stabilitätii IMEM nu este suficienta. In mod Obisnuit

trebuie sa se asigure prin proiectare o anumita rezend de stabilitateIMEM,
' respeetiv o anumita distanta minim cc,,, in a polilor ma.tricii de transfer

G(s) fata de axa irnaginara a planului complex. Aceasta inasura, pe
faptul ca asigura o compokare corespunzatoare a sistemtilui, previne

•pierderea stabilitatii datorita: 	 •
— variatiei parametrilor sub influenta factorilor de mediu sau

• imbatrinirii inaterialelor ;
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erorilor ,sistematice i aleatoare' care interVin in
rilor parametrilor pe care se bazeaza proiectarea;

liniariz'Orii neliniaritatilor ;
tolerantelbr eIementelor constructive ale sistemului real.

Gradul de stabilitate IMEM este prin definitie distanta a dintre a-xa
imaginara" a planului complex si polul liii G(s) cel mai apropiat de ea.
Evident, prin proiectare trebuie sa se asigure ca a >

Proprietatea unui sistem dinamic de a ramine asimptotic stabil sail,
stabil DIEM, in conditiile,in care parametrii si/sau structura sa se modi-
fica (sau sint incerte) intre anumite limite admisibile, se numeste
stabilitate structualci (interna sau externa):

In general, proprietatea unui sistem dinamic de a,si conserva intre
limite precizate sau precizabile; o anumita calitate, bine definita (de
exemplu — hd(t)I e(t), t R+, unde e(t) este eroarea adruisO
a lui h(t) in raport cu matricea indicialä h d(t)) , in conditiile in care para-
metrii si/sau structura sa se modifica (sau sint incerte) intre anumite
limite, se numeste robust*.

6.4.3. Corelatia dintre calitatea raspunsului indicial
gradul 'de stabilitate

Pentru simplificarea expunerii vital considera in continuare un
sistem dinamic liniar, continuu i invariant in timp, cu o intrare si o

descris de functia de transfer

(s -- Pi)
G(s)	 	 , in< n,

fi (s — i)
i-1

unde a i sint polii i pj sint zerourile lui G(s),	 K este un factor de
proportionalita.te. Se presupune c5. øc f3	 = 1,	 n, j = 1, ... , in

Vom determina raspunsul indicial al acestui sistem in ipoteza ca
ai sint distincti, cu Re at < 0, si 135 00, utilizind teorema dezvoltatii
(v. anexa A). In conformitate cu (6.69) si (6.72) putem scrie _

/
11 	 "	 )i

h(t) = -1 G(s) ---- -'-= Ao + y Ake° ,' t e1,
k=1
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1
ak)G(s) — K 	 	 ; (6.75)

S= CC
ic
	

II (exic
olc

A k =

TIZvi	 ;i71F:r

unde

-= lim h(t)	 . sG(s) — = (7- 1) m-n K 	 	 (6.74)
1-> co	 s->0	 S	 OCi

k= 1, 2, ..., n.

Din analiza relatillor (6.73)--- : (6.75) rezulta caabaterile lui h(t) in
raport cu Ao nu depind numai de distributia polilor oc t , ci si de dis-
tributia zerourilor p i in planul complex.

• Caracterizarea ca1it54ii raspu.nsului indicial se face .uzual pe baza
unor indicatori numiti indicatori ai fierformantelor sAtemului. Sint

•posibile doua evolutii tipice ale raspunsului indicial: oscilatoriu amor-
tizat i aperiodic.

Raspunsul indicial oscilatoriu amortizat se caracterizeaza, din punctul
de vedere al gradului de stabilitate, prin urm'atorii indicatori:

— suprareglarea, definita prin

hmax h
a=  _

h

— durata regimului tranzitoriu t ,„ care este -durata pina cind h(t)
intra definitiv in zona de 5°/ a valorii stationare h, adica are loc0

0,95 h 4k(t) < 1,05 h, 	t..	 (6.77)

• Raspunsul indicial aperiodic se caracterizeaza numai prin durata
regirnului tranzitoriu t8.

Diipa cum este -de asteptat, la realizarea anumitor performante ale
sistemului (6.72), in conformitate cu (6.73)—(6.75), contribuie toti polii
i toate zerourile lui G(s), respectiva contributie depinzind de pozitia

lor .in planul complex. Se trage in mod firesc concluzia cä in general rela-
tia calitatea raspunsului indicial si gradul de stabilitate nu este
simpla, ea putind fi puternic influentata de zerourile sistemului.

In numeroase cazuri este posibila impartirea polilor in doua grupe:
o grupa a polilor situati relativ aproape de orfginea planului com-

plex, poli pe care ii vom nota cu ac §i

o grupa a polilor 	 cu Re ay < Re a l,. i unde cc,L este un "poi
oarecare din prima grupa.

(6.76)
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Polii cc n. se numesc poiii dominanli, jar polii cc, se numesc Polii inde-
partali ai sistemului.

Influenta unui pol indepartat asupra raspunsului indicial este de •

doua feluri. Pe de o parte in h(t), relatia (6.73), exista termeni de forma
A, es". Cum Re acy < Re ccp,, rezulta ca termenii respectivi tind rapid,
la zero pentru t oo §i ca atare pot fi neglijati. Pe de alta parte un pol
indepartat cc, influenteaza termenii din h(t) corespunzatori poijlor domi7
nanti, deoarece oc apare in expresia lui A. Pentru k = tc, in (6.7:5)
exista factorii jccdoc„ — 1 ps 1. $i in acest caz contributia th h(t) a poli-
lor indepartati este neglijabila.

Acela§i lucru se poate afirma §i despre contributia zerourilor inde-
pcirtate.

Aplicatiile in care se pot pune in evidenta configuratii dominante ale
polilor §i zerourilor sint frecvente. Dintre acestea, tipica pentru sistem-ele
automate este situatia in care functia de transfer a sistemului se carac-
terizeaza printr-o pereche de poh dominanti In astfel de c sazuri func ia
de transfer (6.72) poate fi aproximata prin

S2 ± 2 pw. s con,2

unde cc1 , 2 con(— ±	 c2) este perechea de
co„ — pulsatia naturala,	 factorul de amortizare
de arnplificare.

Raspunsul indicial al sistemului (6.178) are urmatoarea

V 1

e- cunt

	 	  .sin (ton Ai 1 —	 +

arctg 	 — 2)} P 0 < <

h(t)	 KE1 -- (1 + cant)] e-ont,
I e R,

argth 	
)1'	 >1.

V V ___

K[1	 e Cwnt 	V 	1 
sh (6.).	 1t

, 
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Fig. 1.20. Dependenta suprareglarii §i a duratei-adimensionale
a regimului tranzitoriu de factorul de amortizare.,

in a, est caz intre indicatorii performantelor a si ts localizarea
t Kl. , 2 exista relatii • simple intr-adevar, din (6.79) se obtin-

h = K, knaz =-- K(1 +

nrdin (6.76) rezulta
rc 

a = e V12 O	 < 1,	 (6181)
grafic este reprezentat in fig. I. 20.

Rezolvarea pe cale analitica, din punctul de vedere 'al necunoscutei t„
dublei inecuatii (6.77), particularizata pentru (6.79), nu este posibilà.

olutia ei numeric l pentru valori uzuale ale lui este reprezentata grafic
fig. 1.20.
Din examinarea curbelor din fig. 1.20, se trage concluzia ca, in functie

(1 performantele dorite, polii dominanti ai sistemului trebuie sä alba.

100

< 1,	 (6.80)

M
iha

il V
oic

u 

Tehn
ici 

de 
an

ali
ză

 a 
sta

bil
ită

ţii 
sis

tem
elo

r a
uto

mate
. E

d. 
Tehn

ică
, 1

98
6.



o anumita localCzare in planul complex. De exemplu pentru realizarea
duratei minime a regimului tranzitoriu, in conditiile in care	 con-
stant, este necesar ca.----- 0,707.

Din problematica abordat5 in cadrul acestui paragraf rezultá c
reaiizarea prin-proiectare a unei anumite rezerve de stabilitate (printr-un
anumit grad de stabilitate), a anumitor performante (prin anumite con-
figuratii poli-zerouri), a unei anumite robusteti (printr-o dependenta
slaba a propriet5tilor de stabilitate sau a calitatilor , raspunsului indicia
de modificarile sau de incertitudinile parametrice si/sau structural&
admisibile) sint de o mare importanta practica. Ca urmare, aspectele
esentiale legate de rezerva de stabilitate si de stabilitatea structurala"
vor fi abordate in mod specific si cu prilejul expunerii unor tehnici de
analiz5 a stabilitatii.

6.4.4. Sisteme dinamice liniare discrete si invariante
iii timp

Analiza intreprinsa la § 6.3 pentru sistemele dinamice liniare con-
tinue si invariante in timp poate fi realizata, mutatis mutandis, §i in
cazul sistemelor dinamice liniare discrete si invariante in timp, deoarece
definitiile controlabilitatii starii si a observa.bilit5tii starii au caracter,
general.

Fie un sistem dinamic liniar discret i invariant in timp, descris
ecuatiile

x(k	 1)	 Ax(k)	 Bu(k), k e N,

y(k)	 C x(k)	 Du(k),

unde x eRn, u E	 y eR9 i A, B, C i D sint matrici
dimensiuni adecvate.

Fie matricile
• e = [B,AB, A 2B, An-113],'

C
CA
CA2,

A-'

=
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umite respectiv niatrice la de controlabilitate §i matriceot de observabilitate
are, -sistemului (6.82), (6.83).

Vom da in continuare principalele rezultate referitoare la relatia
clintre stabilitatea IMEM si stabilitatea asimptotica, ornitind demon-
si iatiile aferente. Aceste demonstratii urmeaza caile utilizate anterior
iI1 caznl sisternelor dinamice liniare continue si invariante in timp.

Teorema 13. Sistemul dinamic (6.82), (6.83) este de stare cornplet
)ntrolabila daca Si numai daca

rang e = n. (6.86)

Teorema 14. Sistemul dinamic (6.82), (6.83) este de stare cornplet
servabila daca i numai daca

rang 0 = n.	 (6.87)

Teorema 15. Daca sistemul dinamic (6.82), (6.83) este asimptotic
• atunci el este stabil IMEM.

Teorema 16. Sistemul dinamic (6.82), (6.83) este stabil IMEM daca
• numai daca toti polii matricii sale de transfer (v. 3.1.4) au rnodulul
mai mic decit unitatea.

• Teorema 17. Daca sistemul dinarnic (6.82), (6.83) este de ,stare corn-
let controlabila, de -stare complet observabila si stabil IMEM atunci
1 este asimptotic stabil.

Teorema 18. Daca sistemul dinamic (6.82), (6.83) este stabil IMEM
tanci partea sa de stare complet controlabila si de stare coMplet,obser-

'babila este asimptotic stabila.

Teorema 19. Daca' sistemul dinamic (6.82), (6.83) este stabil IMEM
Ortile sale de stare necontrolabila si/sau de stare neobserVabila sint

a ,imptotic stabile atunci sistemuP considerat este asimptotic stabiL
Matricea indiciala a sisternului (6.82), (6.83) sedefineste, ca si in cazul

, temelor dinamice liniare continue si invariante in 'timp, ca fiind ras-
in,i1 la rnarimea de intrare

u(k) [1 1 ... 1] T, k e N, (6.88)

si in condi-0i initiale nule. inlocuind (6.88) in (3.18) si tinind ,seama de
3.17), raspunsul sistemului (6.82), (6.83) are expresia

y(k)	 h(k) [1 1 ...	 k E N,	 (6.89)
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uncle
/{-1

h(k) =-- E	 B	 D, k e N." •	 (6.90

Definitia 5‘. Matricea h(k), k e N, se- numeste matricea indiciala
sistemului dinamic, (6.82), (6.83).

Teorema 20. Sistemul dinamic (6.82), (6.83) este stabil IMEM daca
si numai daca lirn h(k) exista si este finita.

k—*co

5i in cazul sistemelor dinamice liniare discrete si invariante in timp
se poate pune in evidenta o legatura intre calitatea raspunsului indicial
si localizarea polilor in interiorul ,cercului de raza unitate [K2]. In general
polii apropiati de cercul de raza unitate, Clar situati in interiorul sau
determina raspunsuri -indiciale slab amortizate. Prin analogie cu noti-
unile introduse la 6.4.2 se pot defiiii si aici gradul de stabilitate 1111E111
§i rezerva de stabilitate IMEM ca fiind distanta polilor celor mai ,a.pro-
piati si respectiv distanta minima admisa a polilor in raport cu cercul
de raza unitate. Pentru ca un,sistem sa posede o anumita rezerva de
stabilitate «min , Cu 0 <min < 1, trebuie ca toti polii sai sa fie situati
in interiorul cercului de raza 1 —

6.4.5. Sisteme dinamice liniare variante in timp
v

Desi varianta in timp atrage clupa sine o crestere a complexitatii
problematicii stabilitatii, care necesita si o nuantare corespunzatoare
a notiunilor din sfera stabilitatii interne si stabilitàtii externe, relatia
dintre stabilitatea asimptotica si stabilitatea IMEM, in contextul deter
minant al liniaritatii, famine, mutatis mutandis, in acelasi cadru conturat
In cazul sistemelor dinamice liniare invarianie in timp. In ceea ce pri7
veste conditiile necesare si suficiente de completa controlabilitate a starii
si respectiv 'de completa observabilitate a staiii, se constata cä ele se
bazeaza pe matricea de tranzitie a sistemului [K1]. §i, ca atare, nu ofera.
posibilitatea unei abordari riemijlocit parametrice decit in anumite
cazuri particulare.

6.4.6. Aplicatie: acordarea regulatoarelor
dupa critmiul modulului

Vom examina in cele ce urmeaza' unele consecinte ale acordarii regu-
latoarelor, din cadrul sistemelor automate, pe baza criteriului modulu-
lui, [Cl].
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Fie sistemul automat cu o intrare §i o ie01 e din fig. 1.21, in care
e s este func ia de transfer a regulatorului §i

(6.91)\

e functia de transfer a instalatiei automatizate (partea fixata a sis=
automat) .1 In (6.91) K1 este factorul de amplificare, Tk, k =

2, ..., n, sint constantele de ,timp importante (de valori relativ
marl) si T? i 1, 2, ...-, q, sint ap.--numitele constante de timp parazite
ifitre care se numara, de exemplu in cazul automatizarii actionarilor

electrice, constantele de timp ale filtrelor de netezire continute de tra-
uctoare, timpul mort al redresoarelor comandate etc.), care satisfa.c

megalitatea

i < min Tk.

onstantele de timp parazite sint principial necompensabile, in sensul
iica prin compensarea constantei de timp a unu fltru de netezire,cu func-

1la; de transfer 	 printr-o componenta de tipul Ts + 1 in regu-

	

T„s + 1	 s

k"lator s-ar anula efectul de filtrare, necesar din punct de vedere functional.
Sub ipoteza (6.92) se admite aproximarea

(6.94)

In aceste conditii func ia de transfer (6.91) se aproximeaza prin

nde
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-GR(s)

°Ft

U(st 
+  	

	

+I 	

+1
Tes +1I .1'
	  X2	 1 	 X3 

Xi	 1

Fig. 1.21. Pentru evidentierea unei consecinte a acordarii
regulatoarelor dup5, criteriul modulului. -

Conform criteriului modulhlui, functia de transfer a regulatorului
este de forma

n
G R (s)	 (Tics ± 1),

TS k—i

k	 Ti, k =' 1, 2, ..., n,	 T	 2K fT T.	 (6.97)

Functia de transfer a sistemului inchis, conform schemei bloc din
fig. 1.21, are expresia

G(s) G F(s)	 (.1)n2Go(s) — 	
1 + GR(s) G F(s)	 s2	 tons ± 6):

mide	 = 4/ V-2- T s . Comparind (6.98) cu (6.78) rezultacä pentru n, siste-
mul automat s-a obtinut	 0,707,-iar din fig. I.20-rezulta a% = 4,3010

respectiV t, = 4,1 Tg. Aceasta inseamna ca prin (6.96), (6.97) se rea-.-
lizeaza un sistem automat stabil IMEM §i, mai mult, sistemul consi-
derat are un raspuns indicial 'optim din punctul de vedere al duratei
regimului tranzitoriu.	 , -

In contextul acestui subcapitol trebuie sä- remarcam faptul ca regu7.
latorul (6.96) si conditiile (6.97) 'de acordare a parametrilor sai conform
criteriului modulului fac ca o parte a sistemului sa devina. necontrolabin.
Explicatia consta in aceea ca.in functia de transfer a sistemului deschis

G(s)	 G „(s) GF(s),	 (6.99

tinind seama de (6.95)—(6.97), se produc o serie de simphficàri intre,
binoamele de forma s-ks + 1 §i T ks + 1, astfel ca in final se obtine

1
G(s)

2T ss(T as + 1)
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n44:?.

Evident, in aceste circumstan e reacaa negativa nu mat poate,
,estatira c,ontrolabilitatea completa a starii sistemului, ceea ce explicä

faptul ca in transferul intrare-ieOre (6.98) constantele de timp impor-
ante Tk, k	 1, 2, ..., n, nu mai au nici o influenta.	 -

Pentru a justifica afirmatiile de mai sus vom considera sistemul
automat din fig-. 1.21, Cu (6.95)—(6.97) §i n	 1. Cu variabile de stare

s), X2(s) §i X3(s) putem scrie urmatoarele ecuatii
1

Xj. (x)	 [U(s) — Y(s)],	 (6.101)

, X3(s) = 	  X2(s),	 ,	 (6.103) -
T es + '1	 -

Y(s)= X3(s). (6.104)-

inlocuind-(6.104) in (6.101) 0(6.102
.1
)§i. trecind la domeniul timpului,

conditiile initiale x1(-0) = x2(-0) = x3(70) =-- 0 obtinem

T

KfT1

X2(s)	
TisK-ff- 112C1-(s)	

U	 Y(s)f},	 (6.102)

1

I

Xi

y = [0 0 ] x2 •
x3

 1

Matricea de controlabilitate a acestui sistem are forma
— 1

0	 Kiri 
T2TiT.

(6.107)
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Ki2frdet e =  - -
•	 T3 TiTe(TE

1 )(1).

11	 T1.
(6.108) ,

Pentru	 T1 rezulta det e o si rang e 2, ,ceea ce inseamna
cä sistemul este de stare partial controlabila. Aducind sistemul (6.105),
(6.106), cu .ri T1 , la forma camonica diagonala, se poa.te vedea ca partea
necontrolabila a sistemului corespunde valorii proprii A 1 = —1 /T1-
Agest fapt explica de ce subsistemul caracteriiat prim valoarea proprie A1
nu participa la transferul intrare-iesire clarifica totodata consecintele
de natuta structural .-parametrica ale aplicarii criteriului modulului.
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:PR?

Tehnici -de mania
a stabilitalii
sistemelor
automate liniare

In cadrullacestui capitol se vor expune principalele metode de analiza
a stabilitatii asimptotice si a stabilitatii IMEM in cazul sistemelor auto-,
-mate liniare.

, Mare parte din aceste metode apartin teoriei clasice a stabilitatii
si- ele s-au 'aplicat cu succes in analiza i sinteza sistemelor automate,

constante monovariabile (sisteme cu o marime prescrisa, o pertur-
batie i o marime reglata) \Inca din perioada incipienta a automaticii.

Dupa cum se va vedea pe parcursul acestui capitol, aplicarea ineto-
delor explise nu este lirnitata numai la sistemele automate monovaria-
bile se pot aplica cu succes, in anumite situatii, si in cazul sistemelor
automate multivariabile (sisteme cu mai multe intrari, mai multe
si mai multe hucle de reactie). Complexitatea acestor sisteme a impus
insa ela-borarea in ultimele doua decenii a unor metode specifice de
analiza a stabilitatii, care vor face obiectul, capitolului IV.

ACeasta categorie de tehnici se aplica sistemelor dinamice liniare
constante i se bazeaza pe .utilizarea polinomului caracteristic — in
cazul stabihtafii asimptotice (v. teoremele 6 si 8 de la I.5), sau pe utili-
zarea polinomului polilor in cazul stabiliiatn IMEM (v. teoremele 8

16 de la 1.6).
In acest context problema stabilitatii (asimptotice sau IMEM)

se incadreaza in aceea mai generala a repartitiei zerourilor unui polinom
in planul complex.
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0 posibilitate de analiza directil a stabilitatii asimptotice sau a •

celei IMEM consta in determinarea numerica a zerOurilor polinomului
catacteristic sau ale polinomului polilor [D 1, 2], [Si], [V 1], [W 1,2].
Pe ateasta baza se pot face aprecieri corespunzatoare privind atit gradul
de stabilitate, cit si rezerva de stabilitate , ale sistemului analizat. Deter-.
minarea nunierica a zerourilor poate fi folosita, prin aplicarea repetata

procedurii numerice, Si in cazul in care anumiti coeficienti ai polino-
mului sint definiti pe anuinite intervale. Este usbr de observat ca pentru
tin numar mare de coeficienti definiti pe intervale relativ largi, acest
procedeu conduce la un volum mare de calcule fara ca, lit final, s5 se
poata afirma cu certitudine cä rezultatele reflecta eXhaustiv proprie-
tatile de stabilitate structurala ale sistemului analizat. Aceasta conclu-
zie,se bazeaza pe faptul ca, pentru_calculul repetat al zerourilor polino-
mului respectiv, coeficientii si ver lua succesiv doat un numar finit
de valori din intervalele lor de definitie si pe faptul cä relatiile dintre
coeficientii unui.polinom-si zermirile sale sint puternic neliniare (for-
mulele lui Viete).

Un dezavantaj important al tehnicilor polinomiale, determinat de
caracterul" relatiilor dintre coeficientii unui polinom i zerourile sale,
este acela cà precizia rezultatelor 'este puternic_ influentata de precizia
Cu care au fost determinati coeficientii polinomului sistemului analizat.'
Conform formulelor lui Viete, erori foarte, mici care afecteaza coeficientii
unui polinom conduc la erori considerabile care afecteazä zerourile
acelui polinom. , 0 analiza completa a ,stabilitatii asimptotice sau a elei
IMEM porneste de la premisa ca polinomul considerat are toti‘coeficintii
definiti pe niste intervale, determinate de erorile de care acestia sint afec-
tati. Dupa cum se va vedea mai jos, o astfel de analiza poate ft Mai Simpla
prin metode indircte;.,respeetiv prin metode care nu presupun deter-
minarea efectiva a radacinilor unui polinom.

1.1. Sisteme continue in timp

Intrucit tehnicile care se vor,expune sint aplicabile in egala masura
in studiul stabilitatii asimptotice ca si in studiul stabilit5.tii IMEM,
se yor da mai intii o-definitie i doua rezultate echivalente respectiv cu
teorema 6 de la 1.3 §i cu teorema 8 de la 1.6, care vor permite o tratare
unitara a cel'or doua tipuri de stabilitate.

, Definitia 1. Polinomul

P(s)	 aosn 	...	 an_is + a., sEC,

115

M
iha

il V
oic

u 

Tehn
ici 

de 
an

ali
ză

 a 
sta

bil
ită

ţii 
sis

tem
elo

r a
uto

mate
. E

d. 
Tehn

ică
, 1

98
6.



"S17;

tir a i e C,	 0, 1, ..., n, §i a0 0 0, se nume§te hunvitzian daca toate
zcrourile sale sint situate in semiplanul Re s < 0.

In continuare ne vom ocupa numai de polinomul de forma (1.1)
cu •coeficienti reali (ai e R, i = 0, 1, ..., n), urmind ca polinoamele cu
coeficienti cornpleci sä fie studiate la 111.1.3.3.

Teorema 1. Sisternul dinarnic (1.5.3.2) este asimptotic 'stabil daca
• si numai daca polinomul caracteristic al matricei 4 este hurwitzian.

TeOrema 2. Sistemul dinamic (1.6.36), (1.6.37) este stabil IME1VI
claca §i numai daca polinomul polilor este hurwitzian.

Intrucit d0 0, din (1.1), dupa inipartirea prin ao, se obtine poll-
nomul

;care are acelea§i zerouri ca §i P(s).,
Vom demonstra mai intii o conditie necesara ca A(s) sa fie hurwitzian.

Teorema 3. 0 conditie necesara ca 6.(s) sä fie hurwitzian este

cc i > 0, i	 1, 2,	 n,	 (1.3)

D. Daca A(s) este hurWitzian atunci zerourile sale Xi e C,

	

1, ..., n; satisfac conditiile Re Xi <0, i	 1, ..., n. In plus, deoarece
cc i e R, i	 1, ..., n, pentru once zerou complex Xi,, A(s) admite §i zeroul
complex conjugat Ai. In aceste conditii, conform formulelor lui Viete,
•putem scrie.

=	 + A2	 X.) '> 0

XrAz ArA 3	 An-iXn >0

= --7(X1X2 X3	 X1A2A4	 •••	 An-2 Xn_1X.) > 0

at,	 (---1) n XiX2 •• • Xn > O.

Conditia necesara (1.3), deosebit de simpla, este foarte utila in apli-,
catir deoareee ne perrnite sa. afirmam Ca daca A(s) are cel putin un coefi-

. dent nepozitiv atunci el nu este hUrwitzian.
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8

2s2 -34s + 1

3	 1
GR(s) = — — •

8	 4s
GF(s) —

117,

Li. 1 . Criteriul Nyquist-Mihailoy

Acest criteriu se mcadreaza in categoria metodelor grafice i este
frecvent utilizat in analiza sisternelor automate.

Fie y,un contur inchis din plannl s. Dupa cum se §tie, [A 1, 2], [S 2],
prin transformarea S A(s) conturul inchis y din planul s se, transforma
in conturul inchis F din planul S. Daca q este un punct interior al lui y
(adic5 este "in dorneniul situat la stinga lui y cind ace:sta este parcurs
in sens pozitiv) atunci Q = d(q) este un punct interior al lui F. Afir-
matia reciproca este de asemenea adevarata, in sensul cà daca Q este un
punct interior al lui r,atunci exista punctele q, e C, i	 1, 2, ..., n, solu-
ii 	 (q)	 Q, care sint situate --toate — in interiorul lui

Teorema 4 (Nyquist-Mihailov). Polinomul (1.2) este hurwitzian da.ca
numai daca hodograful 1 A 	 e R, are originea ca punct interior.
D. Pentru obtinerea hodogralului A(j0)), e R, trebuie sa se consi-

dere in planul s conturul inchis reprezentat de axa imaginar5 (punctul
de inchidere se afla la infinit), , .fig. 11.1.

Suficienia. 'Dac5 hodograful A(j0)), 	 e R, are originea ca punct
interior atunci ecuatia A(s) = 0, s €C, admite radacinile X, e C, i

n, toate situate la stinga axei imaginare.
Necesitatea. Daca A(s) este hurwitzian si Xi e C, i = 1,	 n, sint

radacinile ecuatiei A(s) = 0 atunci A, i = 1,	 n, sint situate toate la
stinga axei imaginare. Rezulta de aici cä origi-

iim	 nea planuluiS este situata la stinga hodogra-
fului A(j.(.0) pentru c, luind valori ae la — oo
la + co.	 -

Exemplul 1.1. Fie sisteniul automat cu schema bloc
. structuralA din fig. 1.21, in care

SA se analizeze stabilitatea IMEM a acestui sistem.
Functia de transfer a sistern.ului automat are expresia

Go(s)—	 =	 3s + 2GF(s)GF(s) 

1 + GF (s)GF (s)	 2 (s3	 17s2 ± 2s + 1)
Fig. II. L Conturul y pen-

tru teorema 4.

1 Hodograful unui vector sau al unui fazor dependent de o variabila xe
este locul geometric al virfului sau pentru x e I.
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Pin nut SAUG))

•Pentru analiza IMEM.
este neceSar sä Se determine natura poli-
nomului

co:+co

Fig. 11.2. 'Hodograful A Ow)
p/u/ 1.1.

	

1	 Pentru s r joi se determing. prin.;

	

(..)= 0	 cipalele puncte ale hodografului A (jw),
co 0, dupa care se traseaza prin puncte
graficul respectiv (pentru co < 0 acesta
este simetric, fata de axa eaiä, cu ceea
ce s-a obtinut pentru	 > I:); fig. 11.2.

l a exern- Originea planului S este in interiorul
conturului F, ceea ce inseamna, con-
form teoremei 4, a sistemul automat
analizat -este stabil MEM.

Pentru a putea demoristra acest criteriu inti-tin mod relativ simplu,
vom expune mai intii citeva rezultate pregatitoare.

Fie polinomul

` A*(s) = sn — a1sn-1	 (-71)"- n_is	 (--1) na5, S e C,	 (1.4)

sintale carui zerouri sint —A„	 1, 2, ..„ n, unde X, i =-- 1, 2, ..., n,
conjugatele zerourilor polinomului A(s).

Cu ajutorul polinoamelor A(s) §i A*(s) se definesc

Ai(s) = (s + 20) A(s)	 sA*(s), cc >"0, s e C,
•

A2(s) = (—s + 2oci) A(s)	 sA*(s), c > 0, s C C.

•Este evident, ca Ai(s) este'de grad n + 1. Vom arata cä A2(s) este
de grad n -- 1. intr-adevar,,inlocuind (1.2) i (1.4) in (1.6), dupa calcule

:elementare, se obtine

A2(s)	 2[alsn-/ -F (mia2	 a3) sn-2

Pentru s =-j din (1.5) se obtine

A(j) =-- 2ctA(jo)	 jc4A(jco)	 A*(jto)], co e	 ,	 (1.7)

Daca n este par atunci A*()6)) =-- A (jw) §i din (1.7) rezulta

Ai(jw) -= IxA(jo.)) 	 2jco Re A(Jo) c e R.	 (1.8)
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Hodograful Ai(jco), R, se obtine din Li(jco), co E R. Prin inmul-
tirea lui A(jco) Cu 2oc rezult5 hodograful 2czA(jco), c R; punctele hodo-
grafului 2oc4(jco) sint apoi translate cu fazorul 2jco ReA(jco), colinear Cu
axa imaginara si de rnodul yariabil. Modulul acestui vector este n'ul pentru
Re z(j) = 0, adica atunci cind hodograful 2ccA(jco) intersecteaza ax4
imaginara. In consecinta punctele de intersectie ale hodografelor
2c(j) i z(j) Cu' axa imaginara coincid. Conform teoremei 4 A1(s)
este hurwitzian daca Si numai daca A(s) este hurwitzian.

Daca n este impar atunci 6,*(jo) = —S(j) si din (1.7) rezulta

Ai (jco)	 2cc A(j(i) — 2co	 A(jco),	 e R.	 (1.9)

De aceasta data hodograful A i(jco),ü R, se obtine pain" transla:-
rea punctelor hodog-rafului 2ccA(jco), e R, cu fazerul 2o) Im A(jto),
coliniar cu axa reala si de . modul variabil, dar astfel incit hodografele
2ccA(jw) sf Ai(J) au aceleasi puncte de intersectie cu axa reala.

Conform teoremei 4, Al(s) este hurvvitzian dac5 si nurnai daca A(s)
este hurwitzian.

n
In mod analog, pentru s = jco din (1.6) se obtine

A2(j) = 2a1 A(jco)	 jcorL1*(j(o)	 (,) e R.\ 

Daca n este par atunci i.1*(3co), 	 6.(jto) si ,din (1.10) rezult5

A2 (jco)_= 2ociA(3co)	 2co Im A(jo.)),	 E R.	 (1.11)

Daca n este irnpar a tunci ',P(jco) = —,A(jco) si din (1.10) rezulta

A2 (jco) =-- 2(16,(j.0))	 2jto Re A(jco))	 c R.	 (1.12)

Rationind ca si in cazullui Al(s) se trage concluzia. ea A 2(s) este hur-
witzian daca si numai daca 6,(s) este hurwitzian-

Polinoarnele Ai(s) si A2(s) pot fi utilizate pentru a studia natura
polinomului A(s). 	 ,

In prirnul caz se utilizeaza Lie(s), care este hurwitZian daca i numar
daca A(s) este hurtwitzian. Pentru a verifica daca 6,(s) este hurwitzian
se formeaza, un sir de polinoame 6. 2 (s), incepinC1 cu A(s), dupa regula
precizata.prin (1.6), pina se ajunge la un polinoth de gradul 2. Pentru
acesta se poate verified foarte usor daca este sau nu hurvvitzian. Daea
este hurwitzian atunci i polinomul precedent, de gradul 3, este hurwit-
zian. De aici rezulta C si polinomul de gradul 4 este hurwitzian
rezultind respectiv ca A(s) este hurwitzian.

In al doileacaz se utilizeaza 6, 1 (s), cu ajutorul caruia se poate demon-
stra criteriul' Hurwitz.
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m<fr

Fie matricea patratica de ordinul n -

1 al 1 00 0

«3 «2 «1 1 07
«5 M4 13 M2 Mi 1

_
-numita matricea Hurwitz asociata polinomului A(s), in care pe diagonala
principala apar coeficientii lui A(s), incepind cu oci, in succeiunea lor
naturala i c ------ 0 pentru toti k >

Teorerna 5 (Hurwitz). 0 conditie necesara i suficienta ca A(s) sa fie
hurwitzian este ca'

det H > 0,	 , 2, ..., n.	 (1.14)

1	 `
D. Dac5, A(s) este, hurwitzian atunci ---A i(s) este de asemenea,	 2

hurwitzian. Matricea Hurwitz asociata acestui polinom are forma

acc4	 occc3 + oc4 ovx2	 mai ± 0(2

cc	

6
1[	

1	 0cc
«al + «2«c«2

I 	 	 •	 ..• 	

Minorii principali diagonali ai acestei matrici sint m1 =--- cc, m2 r.--- c42

det H1, m3 = Ot 3 det H2, ..., mn, = ()Met Hn_ 1 , mn+i = CC n+1 , det H.
Daca se presupune ' ca teorema 5 este adevarata pentru polinoame

de gradul n atunci mi > 0, i --.-- 1,	 12, ..., m + 1. intrucit —,iii(s) este%	 2rhurwitzian, rezulta ca conditia (1.14) este necesara pentru polinoame
de. gradul n ± 1. Conditia (1.14) este si suficienta deoarece det K i > 0,
i = 1, 2, ..., n, este determinata de mg >0, i = 1, 2, ..., n + 1. intrucit
conditia (1.14) este advarata pentru polinoame de gradul n, rezulta
ca A(s) este hurwitzian,-ceea ce implica faptul ca A i(s) este hurwitzian.
Asadar mi > 0, i = 1, 2, ..., n -I- 1, a fost suficienta pentru .aceasta.

Pin aici am demonstrat ca daca (1.14) are loc pentru pohnoame
de gradul n atunci ea are loc si pentru polinoarne de gradul -n + 1.
Valabilitatea conditiei (1.14) poate fi demonstrata direct pentru poli-
noame de gradul 2 si 3. , Prin inductie matematica cornplet5., prin tre-
cerea de la gradul n la n + 1, rezulta ca teorema 5 este adevarata pen-
rtru polinoame de once grad.

. 120

M
iha

il V
oic

u 

Tehn
ici 

de 
an

ali
ză

 a 
sta

bil
ită

ţii 
sis

tem
elo

r a
uto

mate
. E

d. 
Tehn

ică
, 1

98
6.



, Exemplul 1.2. Fie sistemul automat de la exemplul 1.1. in care Gr(s) are aceeasi
expresie

1
GB(S) k

TS

este un regulator PI (proportional-integral) cu k 0 si > 0.
SA se determine valorile lui k Si T pentru care sistemul automat este stabil IMEM.
Functia { de transfer a sistemului automat are in acest caz expresia

Go(s) —

(	
1

4 ks + —
T

'
s3 + 17 s2	 -1- 41?)s	 —4

2

Aplicind pOlinomului polilor

,A(s)	 17s2 + 11 +4k) s —4
• 2

teorema 5 se obtine

17	 • 1 1	 0
4kr	 + 1/2 17 I

_ 0	 0	 / 4/T

din care, 'conform conditiei (1.14), rezultA

• 8> 	 k0.
136k ± 17 -

Un rezultat, echivalent cu teoi,ema 5 este urmatorul.

Teorema 6 (Herrnite).-0 conditie necesara i suficienta ca A(s) sa
fie hurwitzian este ca matricea simetrica

• k

Tin	 ()ii =1, 2,	 n,	 (1.15)

unde

i)h +i-1 akcei+	 cco	 j, i + j — par,	
(1.16)

j — impar ,

Cu h = h sa fie pozitiv definita, adica*

det 1L >0, i	 1,2;...,'n.

D. Se stie c.Tin este pozitiv definità daca i numai daca toti mino--
rii sai principali diagonali sint pozitivi, respectiv dad si numai daca
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.122

kA7peste adevarat5 (v. anexa D). Pentru a pune in eviden a echiva-
'Nita dintre (1.17) si 1.14) facem observatia cà minorii principali
gOnali ai matricii

0	 CC3

0 , 	CCIOC2 - 0C3

0C3	 0	 0(213	 O1C(4
0	 0cioc4 — oc5

(1.19)

Rearnintim cri da.ca conditia (1.3) nu este satisfacut5 atunci A(s)
nu- este huwitzian Si in atare situ.atie verificarea conditiilor (1.14) sau
L17) nu mai are sens. Oricum, daca (1.3) trebuie sa aiba loc, este

n,sor de vazut, pe baza relatiilor dintie clet H_1 det H i , ca nurnarul
determinanti care trebuie'calc-ulati conform conditiei (1.14)` se re-

dike la junatate. Se poate formula astf el urmatorul rezultat, pentru
a carui demonstratie se poate consulta [G1].

Teorema 7 (Lienard-Chipart). 0 conditie necesara i suficient5 ca
S(s) sa fie hurwitzian este ca sä aiba loc unul din urmatoarele patru•
iruri de inegalitati

	

0,	 > 0, ... ;"	 det H1 > 0, det H3 > 0, ...,

> 6, OC -2 > 0, ;	 det H2 >0, det H4 > 0, ...,	 _(1.20)

>0, an_ i• > 0, an,_3 >0, ...; det	 >0, det H3 > 0, ..,

èL	 0,	 >0. an_3 > 0, ...; det H > 0, det H4 > Q, .

, 1.1.3. Criteriul Routh

Un dezavantaj al teoremelor 5-7 este acela ca apeleaza a calculul
unor determinanti de ordin ridicat. 0 posibilitate de evitare a unui
astfel de calcul consta in utilizarea schemei Routh.

t a expresiile
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7i-21
1

Yu.

• ri-25
	 7i-15

Pentru simplificarea expunerii vom considera n --- 3 in (1.2) -
0.13). Este tior de verificat ca 	 ,

(xi
ot3[ 0

1	 0
az	 al
0	 «3 1

1
0

0

— 1/oci
1
0	 '

—cci/(«3 — aic,c2)
4./(0C3 - 11 (1(2)

1
=

r11
r12
713

0
rzi

• 722

0
0	 •
731

i -
unde'rii -= det H1, T- 21 = del‘112/clet Hi , r;'1 ----- det H3/det 112.

Generalizind rezultatul de mai sus se scrie

	

H„- S= R,	 (1.21)
,	 ,

uncle .11. este matricea Hurwitz (1.13)- asociata polinomului (1.2) 0
S, R sint matrici de ordinul n triunghiulare (ca in cazul n — 3), res-
pectiv superior i inferior. Luind in considerare minorii principali dia-

	

gonali din (1.21) se pot deduce relatiile: 	 /

-- clet H1 , - rii ---- det H i/clet Hi_ 1 ,	 2,- ..., n.	 -(1.22)
_

Aceste valori pot fi calculate, facind uz numai de minor i de ordi-
nul 2-, cus ajutorul schemei Routh:

701

711

721

702

712

• 722

.703 •

7.13	 	

723 	   	 	 (1.23)

uncle

{ 701,

711,

ij =

•r02,

712,

'

703;

Y13,

••• }- =

•••

ri-2

7i-11

1

i-2

CC2 ,

C;(3;

5+1

CC4,	 	

C45,

i 2,

-

3,

(1.24)

(1.25)
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n conformitate cu (1.14) i (1.22) este evident adevarat urmatorul -
rezurtat.

Teorema 8 (Routh). 0 conditie necesara §i suficienta. ca A(s) sa fie
hurwitzian este ca toate elementele primei coloarie din schema Routh
01.23), cu (1.24), (1.25), sa fie pozitive.

Exemplul 1.3. Fie un sistem ailtomat Cu polinomul caracteristic

s(s) -= s4 2s3 + 9s2 + s+ 4.

SA se 'studieze natura acesiui polinom.
Sc alcAtuieste, in conforrnitate cu (1.23)—(1.25), urmAtoarea schem g Routh

1	 9

2	 1

(2.9— 1. 1)12	 17/2	 '(2. 4 — 0)/2 = 4

( 17/2 —2. 4).2/17 = 1/17

(4/ 17 — 0). 17	 4.

Deoarece toti rii > 0 rezulta', c polinomul A(s) este hurwitzian, ceea ce inseamna
•sistemul automat considerat este asimptotic stabil.

- In incheierea acestui paragraf vom face citeva observatii privitoare
11 aplicarea efectiva a teoremelor 5— 8.

a) Este posibil ca primul termen al , polinomului analizat sä alba
coeficientul diferit de 1, sà presupunem at ° > 0. In aceasta situatie
,oremele 5-8 ramin valabile daca in (1.13) §i (1.24) se inlocuiete 1
(( are il precede, pe coloane in (1.13), pe oc 2) cu aco, respectiv in (1.16)

considera OCO > 0.
b) Daca respectiv in det H i, det H sau r ii este nepozitiv atunci

ml: mai este`necesar sä se continue calculele, deoarece in atare situatie
s) nu este hurwitzian. Daca se continua aceste calcule este posibil

isá se determine cite zerouri ale lui A(s) sint' cu parte reala pozitiva
cite sint cu parte reala negativa. De eXemplu, daca nici un rii nu este
ithi atunci cele doua numere sint re .spectiv n, §i n — n „, unde n este
ninnarul variatiilor de semn in ,prima coloana a schemei Routh (1.23),
co (1.24), (1.25). Daca un ra este nul atunci trebuie avute in vedere
urrnatoarele doua cazuri:

b.1) primul element al unei linii este nul;
b.2) toate elementele unei liñii sini nule.
In ambele cazuri polinomul A(s) este nehurwitzian §i are zerouri

pc axa irnaginara sau in semiplanul complex drept. Pentru a discerne
a supra acestor situatii se procedeaza in- felul urmator.

M
iha

il V
oic

u 

Tehn
ici 

de 
an

ali
ză

 a 
sta

bil
ită

ţii 
sis

tem
elo

r a
uto

mate
. E

d. 
Tehn

ică
, 1

98
6.



In cazul b.1) se aplica schema Routh polinomului v nA(v- ), cu-	 •v = s- , ale carui zeroun sint 1/X i, i = 1, 2, ..., n, sau polinomului
(s + cc) A(s), uncle a > 0 (a 1). Daca in respectivele scheme Routh
apar npo ,variatii de seinn in prima coloana attinci A(s) are n 2,0 zerouri
Cu parte reala nulä sau pozitiva i n — npo zerouri cu parte realà negativà.

In cazul b.2) se inlocuiesfe s in A(s) cu s e, unde lel este suficien
de mic si se aplica schema Routh polinomului A(s e), in` care- ter-
menui el, i ?, 2, se neglijeaza. Daca pentru e > 0, oricit de mic, in prima
coloana a schemei Routh nu este nici o variatie de semn si , pentru e <0
In respectiva coloana apar no variatii de semn atunci A(s) are no zerouri
pe axa imaginara si n — no zerouri cu parte reala negativa. Dacà pen-
tru e > 0, oricit de mic, A(s e) nu este hurwitzian atunci i A(s)
nu este hurwitzian.

h1.4. Domenii parametrice de stabilitate

Dupa cum se stie ; coeficientii Polinomului Caracteristic sau ai poll-
nomului polilor sint valori numerice i constante de material care repre-
zinta parametrii fizici ai sistemului. Din motive foarte diferite (tehnice,
economice etc.) ne intereseaza sa stim intre ce limite se _pot modifica
parametrii unui sistem f5rà ca prin aceasta sistemul 	 piarda
tatile de stabilitate asimptotica sau IMEM.

Dupa cum s-a vazut ni cadrul exe-mplului 1.2 pentru sisteinele pina
la ordinul 3, cu doi parametri variabili, determinarea dorneniului para-
metricde stabilifate (asimptotica sau IMEM) se poate realiza utilizind .
conditia (1.14).

In cazul sistemelor de ordin- ridicat se pune evident problema reior-
varii unui sistem de n inecuatii neliniare; ceea ce este in sine o problema
dificila. Din acest niotiy cercetarile s-au orientat spre determinarea
acelor valori ale parametrilor pentru care pohnomul A(s) devine pentru
prima oara nehurwitzian. Un polinom ,devine pentru prima oara ne-
hurwitzian atunci cind zerourile sale se deplaseaza in i'1ann.1 complex
de la stinga la dreapta (in functie de parametrii variabili) i cel putin
unul ajunge pe axa imaginara. Se poate arata, [L1], ca aceste valori
se obtin prin rezolvarea, in raport cu parainetrii variabili ai sistemuiui,

ecuatiilor critice

,Yo

'd.et H._1=
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• Este evident Ca (1.26) atrage dup5.' sine faptul cà A(s) are in zerou
originea planului complex 0 reciproc. Pentru a justifica conditia

4-27 vom apela la formula la Orlando, [B 2],

d.et Hi,1 --= (-- 1) 2	 II (Xi 71- Xj),	 t1.28>
1<s<jn

in care X i, i=--- 1, 2, ..., n, shit zerourile polinomului A(s). Este u§or de
bs'ervat ca daca X i si A, sint doua radacini imaginar, conjugate atuttci

X'j --- 0 i det	 0. Invers, daca. det	 0 atunci exista

	

cu 1J, astfel incit X i + X i 	0. De aici rezulta ca ) i , Xj sint ima-
, nal- conjugate.	 ,

Exemplul 1.4. Fie sistemul dinamic

[ 0 a + 2

=	 1 ,	 1	

0	 x1 [ i

x2	 a, b e R.

	

b-1 i 1	 — 2	 x3

S6 se determine in planul (a, b) domeniul parametric de stabilitate asimptotita.
Pentru determinarea limitei doirieniului de stabilitate asimptoticl vom utiliza ecua-

e critice (1.26), (1.27).
Pohnomul caracteristic are expresia

--(a ± 2)	 p
A(s)=	 1	 s	 3	 s3	 s2 + (a + 3) s + (a + 2) (3b — 1).

	

—(b	 1)	 ',—1	 s + 2 ' •

,III'•2	 Stabilitate.-/ VIII 	 asirnootica
.4:5111.1 	- ..

"Mi Wmi rgt rarnii ;-;.A. it'ea 6-Zi.;Penna..-

11111111111KW 1111111111111111111111=1•111111111111O
_ . r

1	 1 I

-1 
4 	
0o	 - 2a+5
i	 - 310+2) 	
11	 - 

Fig 11.3. Domeniul parametric de sta,bilitate
asitnptotica la exemplul 1.4.
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In cimformitate cu (1.26), (1.27) putem scrie

a, = (a + 2)(3b — 1) =

= 7 3ab" + 2a 6b + 5 = 0,1det H2" =
+ 2)(3b — -1

<lin care rezult& functiile

2a + 5
— b = 	
3	 3 (a + 2)

.ale da'ror grafice slut reprezentate in fig. 11.3. Domeniul de stabilitate asirnptotia

.este cel hasurat. Pentni determinarea lui se consider& cite un punct, respectiv cite o
pereche (a, b) in fiecare dirt zonele determinate de graficele celor trei functii, pentru

,care se verifica conditiile (1.3) si (1.14). De exemplu pentru a -= — 1,5 si b 1 se obtine
(s) = s3 + s2 + 1,5s + 1 si

	

1	 1	 0

	

= 1	 1,5	 1	 . idet	 = 1 > 0, clet	 = 1,5 > 0, det 1-13 = 1,5> O.

	

1	 1

	

0	 0	 1

127

In cazul in care numarul de parametri este mai mare ca doi deter-
minarea domeniului parametric de stiabilitate se poate face intr-un

, spatiu corespunzator sau,in mai multe plane parametrice.
Un alt procedeu de determinare a doMeniului, parametric de stabi-

litate este a§a-numita ,deseompunere [Ni]. Vom expune conceptia
de bala a acestui procedeu considerind un polinom de gradul n; A(s; a, b),
care depinde de parametrii a, b- e R.

Ecuatia A(s; a, b) = 0 este o functie implicita a legaturii dintre
radacinile X, i = 1, 2, ..., n, §Lplanul parametrilor a, b. Daca se inlo-

. cuieqte s = jco O. se rezolv'a ecuatia ; a; b) = e R, in raport cu
;a, b se determina acele puncte ale planului (a, b) carora le corespund
zerouri imaginare ale polinoirmlui ,(s; a, b). A§adar A(jco ; a, b) = 0,
.6) e R, este o curba limita L in pldnul (a, b) care imparte acest plan
In doua regiuni. Pentru o anumita regiune A(s; a, b) este hurwitzian,
iar pentru complementara ei este nehurwitzian. Determinarea efectiva
a naturii fiecarei regiuni consta in trasarea curbei limita L anume
punct cu punct ,pentru o bun g. precizie). Se considera apoi cite o pere-
che (a, b) in fiecare din regiunile determinate pentru care se verifica
conditiile (1.3), (1.14) sau echivalentele lui (1.14):

In cazul in care (s; a, b) depinde liniar de a, b §i aceOia sint inde-
pendenti intre ei, descompunerea e se simphfica in ceea ce privqte
-defermiliarea curbei limità L qi a naturii regiunilor delimitate de ea,
.dupa cum se va vedea in cele ce urmeaza.
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(1.30) •

Dada ZI(.3; a, b) depinde liniar de ci §i b atunci pentru s = jto curba.
mita L satisface ecuatia

	

Ara(0) = u1(6))	 ivr(w),
2(i t )	 u2(6))	 iv2(()),

	

',6n30(0) = /43(6))	 iv3(6))
u i , v i = 1, 2, 3, sint ni§te polinoame care se determina adecvat

din A(jto ; a, b) in conformitate cu (1.29).	 <
nlocuind (1.30) in (129) se obtine sistemul de ecuatii

1 ui(co)a ± u2(co) b + 143(co) --- 0 (1.31)
1 vi(t)) a ± zi2(co) b + v3(to) =-- 0,

care sint liniar independente, §i deci pot ft utilizate pentru determi-
narea perechii (a, b), daca determinantii

ui. U2 .	 —U3 U2	 / 141 —usd =-	 -§1 di. =:	 sau d2 =	 , (1.32)
V1 V2	 —V3 vV2	 V/ —V3

'
IlU sint simultan rdentic nuli in ac

/
este conditii din (1.31) se obtine

s'olutia	 _.,

a(6))	 di	 u2((.o)v3(0))	 u3(to)v2(0)) o.)€ R	 (.1.33)
d	 ui((0)v2(c)) —142(cOvi(())

	

d2u2((a)v1(6)).- ui(co)v3(40)
b(w)	 e R	 (1.3/1)

d	 u1(w)v2(6)) — 'u2(6))vr(6))
care reprezinta ecuatiile parametrice ale curbei limita L §i care pot fi
utilizate pentru trasarea ei grafica. Ele reprezinta aplicatia care trans-,
orma originea planului Gl(jtt)) in curba limit. L din planul (a, b). Punc-
telor de pe curba L le corespund radacini ale ecuatiei (1.29) ,situate pe
axa imaginara a planului s.

In general L este formata din diverse segmente de dreapta sau de
( urbe. Pentru o= oo §i c = 0 din (1.33), (1,34) se obtin a.§a-numitele
(Irepte singulare daca' A(s) = 0 adrnite radacina nula pentru unii

b (aclica pentru a =- 0 in (1.1)) sau radacina la infinit pentru alti a, b
(adica a0=0 in (1.1)). Dreptele singulare pot Ii a§adar determinate foarte
ti§or in planul (a b) utilizind conditiile 0 §i ao 0 (daca a i ao
clepind de a, b).
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-AY

Pentru detenninarea domeniului parametric de stabilitate (asimptotica
sau IMEM) se utilizeaza regula lui Nejmark. Pentru aceasta se fob-:
se*te determinantul d din (1.32) care pentru co e R poate lua valori
mai mid sau mai mani ca zero. Daca' pentni un interval. [64, () 2] avem
d > 0, respectiv d <0, atunci portitnea corespunzatoare a curbei
limita L se hapreaza la stinga, respectiv la: dreapta, cind aceasta este,
parcursa pentru w crescator. intrucit d este in once caz o functie impara
de 61, rezulta ca atunci cind to parcurge multimea R, curba L va iesi in
evidenta prin ha§urul dublu situat pe o singura parte a sa. Cuba L,
tm" parte planul in doua regiuni. Domeniul de stabilitate se deterraina
prin verificarea conditiilor (1.3), (1.14) pentru puncte interioare sau
exterioare. Dacà anumite portiuni de curbe sau drepte au ramas nelia-
*urate, se poate sonda natura regiunii respective dind valori corespun-
zatoare .pararnetrilor a, b §i verificind acelea§i conditii (1.3), (1.14).

Exemplul 1.5. Fie sistemul cu polinomul polilor

A(s) = s4 -11 so + (a + b) s2 + (a — b) s + c La > 0, b> 0, c >-0.

Se cere sl se determine -domeniul parametric de stabilitate IMEM in planul
pentru c ------ 2.

Pentru s = jco din A (s ; a,b) se obtine sistemul

f 6.,2,i, + 6,2b = 6,4 + 2

1 om — ob = O.

In raport Cu a, b rezulta
a , ' 004 + j. /

op

1
b =	 •

co2
co a R.

Prin eliminarea lui co 2 intre aceste ecuatii se obtine ecuatia curbei limita L,

ba ± 1, •cu a > 0. b > 0,

at cgrei,grafic este reprezentat in fig. 11.4, a. Pe de altA,

d	 1 ('")
2	

CO2

I	 —

Aplicind regula lui Nejmark pentru o e (— co, 0] avem d 0 si curba L se hasu-
reaza la stinga (deasupra); pentru ca a [0, oo), avem d 0 i curba L se hasureaza
la dreapta (tot deasupra).
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U
Fig. II.4. Domeniul parametric de sta.bilitate IMEM la exempla! 1.5:

a) c = 2, b) c E [2, 10].

Domeniul parametric de stabilitate IMEM este wor de determinat deoarece uti-
lizind ( It 3) rezultg a + b > 0 qi a b > 0.

Daca ne intereseaa i influenta coeficientului c > 0, se tine searna la deterrninarea
domeniului de stabilitate i de al treilea pararnetru. Dupa calcule similare cu cele mai de

s se obtine ecuatia suprafetei limitA, de forma

a = b	 p a > 0, b > 0, c> O,
2b

a carei reprezen are grafia este . datA, in perspectiva, in fig. 11.4, b: .

Dupa cum s-a aratat la 1.6.4.2, gradul de stabilitate i rezerva de
stabilitate au o importanta deosebita pentru functionarea norma1ä a
unui sistem automat. Este de la sine inteles Ca la alegerea parametrilor
unui sistem trebuie sa se considere i acest punct de vedere. De aceea •
este foarte indicat sä se faca o parametrizare, in functie de rezerva
de stabilitate ocmin > 0, a curbelor din planul (a, b) . Aceste," curbe nu mai
sint o imagine a axei imaginare din planul s, ci a dreptei Re s =
din respectivul plan. Si in acest caz se poate aplica descompunerea

anume polinomului tl(s ce,nin ; a, b) . Vom ilustra modul de rezolvare
a unei astfel de probleme cu ajutorul urmatorului exemplu.

T,rq
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24	 6

Fig. 11.5. Domenfi parametrice pen-
tru diferite rezerve de stabilitate la

exemplul 1.6.

• Exemplul 1.6. Fie ssistemul automat cu
polinomul polilor

(s)	 s3 + as2 	bs	 1.

Se cere sä se determine domeniile para.
mefrice corespunzatoare rezervelor de stabi-

	

litate amin = 0, awn = 0 ,2 §1 amps	 0,4.
Pentru s= jo.) din A(s—amin ; a, b) = 0,

procedind ca la exemplul 1.5 se obtin ecuatfile

a —	
2amin co2 ± 1

632 + Gctall

1 2amin + (632 + din) e R,

b —
	 IS	

°Lglin	 M min a ; cC miri 00.
Minin

— 	 , co
ca2 ± 4,,,n

la care se adauga. dreapta singulara.

Aceasta se obtine prin anularea terrnenului liber al polinomului A	 — amin ; a, b).
Imaginea grafica a domeniilor cerute este redall in fig. 11.5. Este vizibil faptul

cä pe masur5, ce rezerva de s stabilitate crWe domeniul parametric corespunAtor se
micsoreazl.

1.1.5. Invarianta proprietatii Hurwitz

intr-o mare varietate de a.plicatii, proiectarea sistemelor automate
se bazeaza pe cunoasterea modelului maternatic. Este posibil ca in uncle
situatii valorile reale ale coeficientilor polinomului caracteristic sau ale
polinomului polilor sa difere, datorita erorilor de determinare, de cde
ale modelului matematic. De exemplu, daca la determinarea experimen-
tala a dernentelor matricii A a sistemului erorile relative de apreciere
se situeaz5 in zona de tolera.nta de ± 10% atunci unii clintre Coeficien-
tii polinomului caracteristic corespunzator pot fi afectati de erori rela--
tive mai mani ca 100%. In consecinta este de mare interes de a determina
intervalele maxime, centrate pe valorile nominale, de variaite a coefi-
cientilor unui polinom pentru care'acesta ii conserva proprietatea de,
a fi hurwitzian [B3].

Se considera polinomul (1.2) hurwitzian. Pentru a evidentia maniera
diferita de perturbare a coeficientilor sc,, i 1, 2, ..., n, se considera o
multime de ponderi nenegative p i , pi , i = 1, 2, ..., n. In aceste conditii
se pot defini variatiile admisibile ale coeficientilor dupa cum urmeaza.

Pentru once e > 0, polinomul

As(s) sn [30'1	 + S e C,
	 (1.35)

13 1
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- nume§te	 daca coeficientu f3 satisfac conditiile

t < p i < Ot i +	 1, 2 ..., n.	 (1.36)

Fie P. multirnea tuturor polinoarnelor e-admisibile asocia.te poli-
omului A(s). Se cauta cea mai mare valoare a lui e, adica emax , pentru

care • toate polinoamele din P. sint liurwitziene. In aceste conditii
valoarea e„„,,, poate fi considerata ca o masura a robustelii sistemului
respectiv.

Fie livp.,	 ,	 matricea Hurwitz asociata polinomului Ag(s).
Se definesc matricile

)	 Hn(an-l-pme,

Hk(a.—Ne,

oc.-4

Q )	 1-1.(06—Pne,

111-4—Pn-4C,

Q4(e)	 Hts(OCn+Pne,

°Cit- 4+ fin-4E,

an-i+Pri-le, 06-2 —Pn-2e, 1n-3 P n

Ccn_6 —Pn_66, 06_7--fin_7e; ****

an-1--Pn-ie, an-2 ± Pn -2e , ocrhs +fin-3e,

ocn-5 —Pn-56, Iti--6+Pn-6e, (Xs -7+n fin-7F,...)1

Mn-l+Pn-1C, ;1-2+ Pn-e, , .Ctn-3 Pn-3C,

an-5+Pn--5e, 041-6+Pn-6e,

an-1 —Pn-le, 1n-2 —Pn -2s, Cln-3	 Pta

°Cn-5—Pn-5c 7 tx.-6	 e,. an-7 ± Pn-7e , • • •)•

Se noteaza Cu qu(e) minoyul principal diagonal de ordinul j al matri-
cn Qi(e) j Cu

= min {e 0 ; exista	 q5(c) < 0}.	 (1.41)

In aceste comlitii max= min fet, 4, 4, €:1. Pentru demonstratia
r.cestei afirmatii se poate consulta [B3].

Exemplul 1,7. [B 3]. Fie un sistem automat en polinomui caracteristic

A(s) s4 + 5s3 8s2 ± 8s + 3.

n care coeficientii sint afectati de erori in mod uniform (adica pi
Se cere A, se determine cmax. ,

In conforrnitate cu (L37) — (1.40) putem eerie

5—e	 1	 01

8-1-e 8—e
Q1 (c) =

0 ' 3 + c 8 + e 8 —c,0	 0	 3+e

i = 1,2,3,4).
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FQ4(e) = 

5 ± 0	 0

8 7 e	
1

0	 3 + e- 8 — e 8 — e

0 ,	 0	 , 0. 3 + e

Conditiile de pozitivitate a minorilor pri
,
ncipali diagonali ai

i = 1,2,3,4, conduc la urmAtoarele inegalitati

Q1 (e): e < 5, e < 8,

Q2-1E ) e < 3, s < 8,

Q3 (e):

Q4 (e):
e < 3,

,	 e <8,

r< 5,

e2 —` 75e + 18,1 > 0,

e + 75e + 181 > 0,

— 2502 + 55.c+ 181, > 0,

— 25c— 55e + 181 > 0.

Utilizind acum conditia (1.41) se obtin e;;;,' 2,5, e; = 3, 4=
emazA, 1,81.

1.1.6. Stabilitatea structurala a sistemelor automate

La 1.6.4.2 s-a definit notiunea de stabilitate structurala. In opozitie
cu aceasta proprietate, se spune 	 un sistem este structural instabil
daca el este instabil pentru once valori admisibile ale parametrilor,
Spre deosebire de cazul sistemelor structural instabile, un sistem struc-
tural stabil are proprietatea cà domeniul sail parametric de stabilitate
(asimptofica sau IMEM) nu este vid.

In precedentele doua paragrafe s-a aratat modul in care *se poate
determina domeniul parametric de stabilitate al unui sistem oarecare.
Dupä cum s-a vazut, rezolvarea acestei probleme pentru sisteme de ordin
superior §i pentru un nurnar ridicat de parametri , implica un efort de
calcul considerabil. Este important in atare , situatii, inainte de mice
calcule, sa ne punem, in mod natural intrebarea daca sistemul analizat
poate fi, structural stabil, respectiv dacä adrnite un domeniu parametric

0

o
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de stabilitate nevid. Un raspuns efectiv la aceasta intrebare este semni-
ficativ in special pentru proiectantul de sisteme automate, deoarece,
clupa cum se va vedea mai departe acesta poate constitui un ghid util
In alegerea tipului de regulator care asigura stabilitatea structurala
a sistemului automat.

Pentru un sistem automat monovariabil .(cu o marime prescrisa,
o marirne reglata si eventual o perturbatie), primul pas in rezolvarea
temei de proiectare consta in alegerea dispozitivului de reglare, format
dintr-un traductor, un element de prescriere, un comparator, un regulator,
si tin element de execufie -- fig. 11.6, a. Tipul de traductor i elernentul
-de executie se aleg in functie de instalatia automatizata (v. si exemplele
de la 1.1.4.7 si 1.1.4.8). In ceea ce priveste alegerea regulatorului, expe-

- rienta acumulata ‘ pina in prezent indicä pentru fiecare tem'a de proiec-
tare, in functie de nivelul tehnic atins, tipurile cele mai potrivite de regu-
la.toare. Problema esentiala care rarnibe de rezolvat este aceea a alegeri-
parametrilor de acordare ai regulatorului astfel s incit sisternul automat
sa realizeze perforrnantele irnpuse.

In mod obisnuif traductorul nu introduce intirzieri, astfel ca funci
tionarea sa se caracterizeza printr-o functie,de transfer egala cu o con-
stanta (sensibilitatea traductorului). In aceste conditii respectiva con-
stanta, ca i functia de transfer a elem.entului de executie, se includ in
ceea ce s-a nurnit partea fixatel a sistemului. Se ajunge astfel la schema
bloc structurala standard din fig. 11.6, b (evident y i w difera numai
prin dimensiuni in comparatie cu omoloagele lor din fig. 11.6, a).

Fig. 11.6. a — Structura unui sistem automat monovariabil:
u — marimea prescrisl; y —marimea reglatg ; w —perturbatia;
1 — instalatia autornatizatl; 2 — traductprul ; 3 —elementul de
prescriere; 4 —comparatorul ; 5—regulatorul (eventual include 3
§i 4); 6 -- elementul de executie ;7 — dispozitivul de autorna-
tizare., b — Schema bloc structural standard a unui sistem
automat continuu n timp: F —partea fixatl; R—regulatorul.

1.34
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Relatia intrare-iesire, conform schemei din fig. 11:6, b, are eXpresia
Y(s) = Go(s) U(s) — Go w(s) W(s),	 (1.42)

in care

Go(s) = 	 G(s)	 (1.43)

	

1	 G(s)
este functia de transfer a sistemului inchis in raport cu marimea prescrisa I

1 
G0(s)	 (1.44)

	

1	 G(s)
este functia de transfer a sistemului inchis in raport cu perturbatia

G(s)	 GR(s)G,(s)	 (1.45)
este functia de transfer a, sistemului deschis.

Examinind expresiile (1.43) si (1.44) se desprinde concluzia ca stabi-
litatea IMEM a sistemului, atit in raport cu U(s) cit i cu W (s), depinde
de repartitia in planul complex a radacinilor.ecuagei caracteristiceintrare-
iesire a sistemului automat

1	 G(s)	 0.	 (1.46)
Fie

G(s)	 K  (2(s) 	 (1.47)
P(s)

In care K este factorul de amplificare al sistemului deschis, Q(s) — un
polinom de grad- m 0 i P(s) — un polinom de grad n> m. Se presu-
pune cà P(s) §i Q(s) sint relativ prime intre ele. Vorn da in continuare,
fara dernonstratie, urmatorul rezultat privitor la stabilitatea structurala
a unui sistem automat monovariabil, [A 3, 4].

Teorema 9 (Aizerman-Gantrnacher). Fie Q(s) hurwitzian i P(s) cu
factorizarea

P(s) =-- sP	(a1s2.-1- 1) fl (b,s— 1) R(s),	 (1.48)

unde R(s) e:.te un polinom hurwitzian de grad n— p, cu p = p+ 2q r,
§i a. 	 0„ = 1, 2, ..., q, bj > 0, j	 1, 2, ..., r.

0 conditie necesara si suficienta ca sistemul automat bu structura
din fig. II .6, b si (1.47) sa fie structural stabil (IMEM) este satisface-
rea urm5toarelor inegalitati:

1° p+7<m± 1
2° ni, n Si g conform tabelului
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1/
m = 0 m — par m — impar

p — par • n > 2p , In + n > 2p. — 1 m--i- n > 2 (p — 1)
I	 .	 .

p — impar n > 2 (p — 1) m + n > 2 (P — 1) m± n > 2p. — 1

• Exemplul 1.8. Se considers, podul rulant din fig. 1.7, cu modelul matematic (I. 1.66),
(1.(67) i Cu functia de transfer (1.1.69). Utilizind un motor electric de curent continuu,
prevAzut -cu reglaj automat de turatie si tin reductor mecanic adecvat, se cere s5, se
determine tipul de regulator care asigurS, stabilitatea structurall (IMEM) a sistemului
automat de poziticinare a apucAtorului.	 •

• DacS, se foloseste pentru actionare un motor electric de curent continuu prevazut
cu reglnj automat de turatie si Cu un reductor mecanic de turatie adecvat atunci acest
ansamblu poate fi aproximat satisfAcAtor, [B 4J, [F1], prin functia de transfer

in care km qi TM sint constante cunoscute.
Pentru masura.rea pozitiei apucatorului se folosesc un traductor de pozitie cu 'care

•se mAsoara, pozitia caruciorului si un traductor de unghi cu care se masoarl unghiul
de oscilatie al pendulului reprezentat de cablu i apuc5,tor. Acest ansa,mblu de traduc-

, toare furnizeaz5, un semnal electric, proportiOnal Cu pozitia apucatorului, care poate
ji caracteruzat prin fietorul de sensibilitate kg.

In aceste circumstante functia de transfer a partii fixate a sistemului este

kg km kp 
(s)	 kgG m(s) G(s)

s2 (23s2 + 1)(T ms ± 1)

in care Gp(s) are expresia (1.1.69).	 ,
Vom alege, conform teoremei 9, tipul de regulator astfel incit sistemul Cu reactie

' inversa, negativA, sA fie structural stabil (IMEM). Se observ Ca p = 2, q	 1, r = 0
§i P

Tinind seama de conditia 1° se obtine 2 < m -1- 1. Se alege m 1. Conform con-
ditiei 20 rezulta 1 + 14 > 2 (4 — 1). Se alege is = 6. Cum G̀p(s) este deja de ordinul 5
rezultS c5, functia de transfer a regulatorului poate fi de forma

TS + 1 
G(s)==	 .	 > 0, T > 0.

Ts + 1

Avind in vedere c parametrii hp, km, kg, Tp si TM sint dati si cä numai T si, T
sint acordabili, ne propunem sä verificAm claca regulatorul adoptat poate'asigura sta-
bilitatea structura15, (IMEM) a sistemului automat. De exemplu pentru me = wpo kg,

= 4000 kg, '1= 10 m, g = 10 m/sa, km = 100 N/V, Tm=l s si kg= 1 V/m, functia
de transfer a sistemului deschis are forma

+ 1 o;1 
G(s) —GR(s) G p(s)

'Ts + 1 s5	s4	5s2 52
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60
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40

20.

2 4 6 8 10 T 412

tabir
ImE

Polinomul pallor are expresia

A(s) = T s6 + (T + 1) s5 (5T + 1) s4 + 5(T + 1) s3 + 5 s2 + 0,1 •ts + 0,1.

Aplicind schema Routh obtinem

5 T + 1	 5	 0,1

T + 1	 5 (T + 1)

1
0, ITT

5	 0, 1
T + 1

0,1 TT	 0,1(r	 T	 1)

a 2--	 + 1	
0, 1T T 

0, 1
T	 -f-1

0,0 !TT

Avind in vedere ca, este difici15, utilizarea conditiilor a> 0 si b > 0 pentru deter-
' minarea domeniului parametric de stabiliiate IMEM vorn apela la metoda descompu;.

neriiJ.
inlocuind $ = jw in AN (s) = 0 si explicitind pe Ti T se °blip arrnatoarele ecuatii

parametrice ale curbei limita:

10— — (ce	 — 5w2 + 0, 1),

T	
4.14 — 50.12 + 0, 1

as(o 5)

intrucit trebuie s5, alba. loc j conditiile
> 0, T> 0, curba limit& L se poate construi

foarte usor, fig. 11,7.

1.1.7. Metoda locului radacinilor

Problema esential'a care se rezolva
prin metoda locului radacinilor este aceea
a determinarii, sub formà grafica, a de-
pendentei radacinilor ecuatiei caracteris-
tice intrare-iesire (1.46) a sistemului auto-
mat cu structura din fig. 11.6, b de fac-
torul de proportionafitate 1? al sistemului
deschis, in conditiile in care functia sa de
transfer are forma

b	 0,1 (-c — T — 1)

G(s)	 G R(s) G F(s). k M (s)	 (1.49)
N (s)

Fig. 11.7. Domeniul parametric
de stabilitate INIEM la exam-

plul 1.8.

. 1.$7.
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Aceasta are rag:Mande

•,=a.

Polinoamele M(s) i N(s) sint relativ prime intre ele §i k este un
pararnetru variabil.

In confornaitate cu (1.46) i (1.49) rezulta polinomul polilor sisternu-
ui automat

ii(s)	 N(s)	 kM(s), s e C.	 (1.50)

Rezultatul pe care il of era metoda locului radacinilor este aa-niirnitul
bc al radeicinilor. Acesta este locul geometric al zerourilor polinomului

pplilor A(s) (sau al radacinilor ecuatiei caracteristice intrare-ie*ire (1.46))
,eprezentat grafic pentru k R.

Exemplul 19. Se considera un sistem automat de urmarire cu schema bloc struc-
turala din fig. II. 6, b in care

k
GR(s) .= kr, • GE(s)— 	

s(Ts	 1)

Se cere sa, se detzrrnine locul radacinilor corespunzator acestui sistem.
Este usor de vazut ca. ecuatia caracteristica intrare-iesire a sistemului

are forma
automat

Ts2	 s k	 0, k	 kmkr.

— 1± vl — 4Th	 1 
0 < k <

2T	 4T

— 1 j v477, —
.2T	 4T

Rezulta cä pentru k e [0, 1/4 T] locul radacinilor se afla. pe semiaxa reala nega-
tikva, cuprins intre punctele -- 1/T si 0, jar pentru (1/4 T, oo) locul radacinilor
ste format de dreapta, paralela cu axa imaginara care trece prin punctul, (— 1 1/2 T, j0).
magineralocului radacinilor este redata in fig. 11.8. Cind parametrul k parcurge in-
ervalul [0, + corlocul radacinilor este parcurs in sensul indicat de sageti.

•	 Privitor la stabilitate, fig. 11.8 permite sa. se tin&
concluzia ca sistemul considerat este stabil IMEM pentru

k.+bo	 jim.	 once k > 0 si ca gradul sau de stabilitate nu poate fi
mai mare ca cc= 1/2T, oricare ar fi k > 0.

. kr.0	 =4
1

-21

Pentru a putea analiza proprieatile geo-
metrice generale ale locului radacinilor vom
presupune cà M(s) §i N(s) slut factorizate
dupa cum urrneaza :

k,00
Fig 1L8. Locul radacinilor	 N(s) = fl (s — pa),	 (1.52)

la exemplul 1.9.
1
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cij m<n si za opp, = 1, 2, ..., m, p = 1, 2, ...,	 cu mentiunea ca z.
si pp sint reale sau complexe ; daca z a (sau pb) este complex atunci exista

un	 (sau /3§).
In aceste circumstante ecuatia caracteristica intrare-ierire (1.46)

are forma'	 •

11 (s z)

(1.53)

(s —Pa)

Fie s Aej°, A >0, 0 R i z pp cunoscuti. Se pot defini urmatorii
fazoii

JOscc
s	 za = Ae , a = 1, 2, ..., m,

Jen,
S — po =_- A ppe	 p	 2, ..., n.	 (1.55)

Inlocuind (1.54), (1.55) in (1.53) se obtin urmatoarele doua ecuatii:

(1.54)

II 4-z.
k 	  ----

A„5

E ez„ E 0,5 -= (21 + 1) , i R.

(1.56)

(1.37)

Proprietatea geometrica esentiala a locului radazinilor este continuta
de ecuatia (1.57), care este in' dependenta de k. Conform ecuatiei (1.57)
se poate formula urmatorul enunt: s apartine locului radeicintlor dacd

numai daca sumctuturor argumentelor fazorilor cu originea in zerourile
lui G(s) si virful in s minus suma tuturor argumentelor fazorilor cu originea
In polii lui G(s) si iYirful In :S este un multplu impar de Tr. Aceasta afir-
metie sugereaza o posibilitate de trasare grafica rapida a locului facia-
cinilor pentru once G(s), dat in forma (1.49) cu (1.51), (1.52). Ecuatia

1.56) explicitata sub forma

fl A pia
k	 1	 	 (1.58)

nAz.

.419
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te; '-iffiateasta.sittratie, faarte, utilalpéntru. j'àrathetrizarea ldculuFràdã-
ini1or dupa Valorile lui k.

Pentru aplicarea expeditiva a ecuatiei (1.53) la trasarea locului rad5„-,	 ,	 ,
cittilor -se utilizeaza urmatoarele zece reguli.

Regula 1. Pentru k 0 radacinile ecuatiei (1.53) coincid cu polii
ljii G(s), jar pentru k =	 oo, acestea coincid cu zerourile lui G(s).

Intr-a.devar, elitninind numitorul in (1.53) si inlocuind k 0 se ob-

tine n (s	 = 0. De asemenea eliminind numitorul in (1.53), m-
1

tn

pat ind rezultatul prin k i lacind apoi k +00 se obtine n (s—

Din aceasta regula rezulta ca pentru k crescator ramurile locului
Cadacinilor plead, din polii lui G(s) §i ajung in zerourile lui G(s). Dupa
cunt-se stie, printre zerourile lui G(s) se gaseste i sj = + oo ca zerou
de'multiplicitate n—m.' in consecinta n—m din ramurile locului rada-
qhilor ajung in punctul de la infinit pentru k + oo .

Regula 2. t.ocul radacinilor este sirnetric fata de axa real5 a pla-
tit'llui S.

•:intr-adevar, ecuatia (1.53) este echivalenta cu o ecuatie polinomiala
4‘‘coeficienti reali, ceea ce inseamna ca pentru once k e R4 , radacinile

ei 'shit reale sau complex conjugate.

Reguld 3. Un punct al axei reale apartine locului radacinilor daca
numai daca la clreapta sa, pe axa rea15, se afla un numar impar de

bun si de poli ai lui G(s), fiecare considerat cu ordintil sau de multi-
pliCitate.

Fig. 11.9. a -- Locul raclacinilor pe axa reall (regula 3))
— Unghiul locului raclacinilor la plecarea dintr-un pol real (regula 6
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Aceasta regula este- o consecinta directa a ecuatiei (1.37), fiinclin fond
o particularizare a ei pentru s situat pe axa reala. Daca s, punct al
locului radacinilor, este situat pe axa real a atunei contributia in (1.37)
a unei perechi de zerouri sau de poll complex conjugati este 27c—fig.
Daca la dreapta (la stinga) lui s se afla un zerou sau un pol atunci contri-
butia corespunzatoare in (1.57) este n(0),. Urmeaza ea s, situat pe axa
reala, apartine locului radacinilor exact atunci cind nutharul de zerouri-
si de poli de la dreapta lui s eSte impar, deoarece numai astfel condi-
tia (1.37) poate fi satisfacuta.

• Regula 4. Asimptotele celor n—m > 0 ramuri ale locului radacinilor
care ajung in punctul de la infinit pentru k + oo, se intersecteaza
toate intr-in punct al axei reale, numit centric de greutate al locului ra' da-
cinilor, a carui abscisa este

SG; 	  EPO—	 2.cg

1

n—m

Directiile celor n—m asimptote sint

21+1uric	 	 7C, n>m,, i = 0, 1, :.., n—m-1.
12—M

Pentru a justifica aceasta regula se scrie (1.53) sub forma

fl(s -p)
+ k = 0,

tare pune in evidenta faptul ca pentru k	 + co rezulta isj	 co.
Efectuind impartirea in primul termen din (1.61), pentru k suficient

'de mare restul acestei impartiri poate fi neglijat, astfel ea (1.61) este
satisfacator aproximata de urmatoarea ecuatie polinomiala

sn-m (E z.— E-p)s.--1 k — 0 — m > 0.

Aceasta admite- radacinile s,(k), I = 1, 2, ..., n—m, al caror centru de
greutate situa.t pe axa reala are abscisa

1	 n—In •

set, = 	  E s i(k).
n — m 1
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mind eama de faptul c.

(1.63) rezulta imediat (1.59).
Pentru a demonstra relatia (1.60) vom retine din (1f 62), pentru

suficient de mare, numat primul .
	 .ultnnul termen, adica. 

sn-m k 0, n > m,	 (1.65)

in care rezulta
1	 .2i-F1

s1 (k) = k n- '" e n	,

Pentru k -+	 oo rezulta Isi (k)i	 oo, dar cu argumentele speci-
ic at e prin (1.60).

Regula 5. Daca o portiune a axei reale cuprinsa intre doua zerouri
eale sau intre doi poli reali ai lui G(s) apartine locului radacinilor atunci

pe ea se afla doua ramuri distincte care, pentru o anumita valoare a lui
ak tin punct cornun. Acesta corespunde unei raclacini duble §i se nume§te
PUlict de ramificare. In cazul a doi poll reali, pentru k crescator, cele doul
amuri parasesc axa reala in punctul de ramificare. In cazul a doua
erouri reale, pentru k crescator, cele doua ramuri sint continuarea pe

axa reala a doua ramuri care ajung pe ea in punctul de ramificare.
Abscisele x ale punctelor de ramificare sint radacini ale ecuatiei

in
E 	 1	 1 	 =0, x e R.	 (1.67),
1 X —	 iX —

,'Aceasta regula este o consecinta a regulii 1 §i a regulii 3.
Pentru a ajunge la ecuatia (1.67) se porne§te de la faptul ca ecuatia

G(x) 1 = 0, unde x este abkisa punctului de ramificare, admite o
radacina reala dubla, ceea ce implica G 1 (x) = 0. Din (1.49), cu (1.51),
(1.52), prin logaritmare se obtine

Derivind aceasta expresie §i tinind seama G(x) = —1 §i\G' (x) = 0
se obtine (1.67).
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• Este posibila si existenta unor puncte de ramificare complexe. Acestea
se determinã ca radacinoi ale ecuatiei

n	 1

E	 1 	 E 	 	 p s e C.	 (1.68)
• 1 s — zc,	 s — pg,

In general, intr-un punct de ramificare s,, intra r ramuri si ies r
ramuri ale locului radacinilor. Valoarea lui r se determina din conditiile

• G(s) + 1 = 0, G'(s*) = 0, ..., G(r-v (s*) = 0, G(r)(s*)00.

,Regula 6. Dintr-un poi real, de multiplicitate n„ al lui G(s) plead
exact nr ramuri ale locului radacinilor. Unghiul dintre dou'a ramuri
alaturate este 2n/n,.. Intr-un zerou real, de multiplicitate m,., al lui G(s)
ajung exact m,. ramuri ale locului radacinilor. Unghiul intre doua ramuri
alaturate este 2n/mr.

Aceasta regula este o consecinta a ecuatiei (1.57). Fie s tin punct ,a1
locului radacinilor foarte apropiat de un pol real Pr , de multiplicitate
al lui G(s) — fig. II .9, b. Se stie ca pentru SPr contributia in (1.57)

zerourilor i polilor complex conjugati este un multiplu de 2n, in timp
ce contributia zerourilor i polilor reali este 0 pentru cei de la stinga si
un multiplu de it pentru cei de la dreapta. Cum n r 0 este argumeutul
polului multiplu, rezulta ca fata de axa rea1ä ramurile locului radacinilor

1care plead din p,. au fie unghiurile O i 	-- 2n i = 0, 1, ..., — 1,
n,.

- da.ca numarul de zerouri si de poli reali de la drea.pta este impar, fie
1

— (21 +1) Tr, i 0, 1, ..., n,. — 1, dad respectivul numar este
• nr
par. In ambele situatii unghiul dintre doua ramuri alaturate este 2n/n,..

Justificared esteasemanatoare pentru cazul unui zerou real mul-
tiplu. al lui G(s).	 •	 •

Regula 7. Dintr-un pol complex Pb ' de rnultiplicitate nb, plead
exact nb ramuri ale locului rada'cinilor sub unghiurile

urn
Obi — [E arg (fi b — zci) — E arg (p, —	 — (21 ± 1) nit

ne c4=1	 13=1
• Pp	 Po	 •

=- 0, 1, ..., 1lb --•,(1.69)
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zerou complex z., de inultiplicitate'ma, al lui G(s) infra exact
)ita yarnuri ale locului radacinilor sub unghiurile

Oa 
=Ma a =1

1 [ E arg — z.) — E arg (z. --pr) - (2i + 1)
1

A vs sa

7-- 0,1, ••, Ma — l •	 (1.70)

Pentru demonstiatie, care se bazeaza pe ecuatia (1.57), se procedeaza
a la regula 6.

Regu1a_8. Dacä intr-un punct de ramificare ajung r ramuri si din el
)leaca r ramuri (in total Zr ramuri) atunci unghiul dintre dbua ramuri
laturate este 7s/r. In cazul unui punct de rarnificare situat intre doi
poli•reali sau intre clou'a zerouri reale avem r = 2, ceea cc insearnna
unghiul dintre doua rarnuri alatutate este Tr/2.

Aceasta regula este o consecinta imediata a ecuatiei (1.57). Demons-
ra ia urrneaza dupa modelul de la regula 6.

•., Regula 9. Punctele de intersectie ale locului radacinilor cu axa
irnaginara i valoarea corespunzatoare a lui k se obtin prin rezolvarea
cella iei

nr care necunoscutele sint	 si k.
Ecuatia (1.71) s-a obtinut din (1.50) inlocuindu-se s = j6).
0 alta posibilitate de determinare mai intii a lui k i apoi a lui

o ofera schema Routh. Anulind elementele penultimei linii se obtin
valorilelui k pentru- care locul radacinilor intersecteaza axa itnaginara.
Dad. elernentele antepenultimei linii sint a(k) ib(k) atunci punctele de
entersectie ale locului radacinilor cu axa imaginara sint raclacini ale ecua-
ief

a(k)s2	 b(k) = 0.	 (11.72)

Regula 10. Locul radacinilor se parametrizeaza dupä valorile lui k
ajutorul 'relatiei (1.58). In acest scop, pentru diverse puncte ale

radacinilor, se masoara direct pe •grafic modulele 24,„,
, 2, ..., ni, §i Apia, f3	 1, 2, ..., n; si se inlocuiesc in (1.58), din care

ezulta apoi valoarea lui k.

Exemplul 1.10. Se considera problema de la eremplul 1.9, in care GF(s) este neschim-
bat j GR(s) k,.(Ts ± 1) un regulator PD (proportional-derivativ). Se cere sä se
etermine locul rd,cini1or sistemului automat de urmarire.
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74.

Functia de transfer a sisternului deschis are forma

G(s)—

Sistemul deschis are un zerou z1 = — 1f1. doi poli p, = o, p,	 1/T. 0 ramura, e
locului radacinilor ajunge_in punctul de la infinit de-a lungul semiaxei reale negative.,-

Este necesar sa se considere doul eazuri.

a) 0 < < T, ceea ce inseamna z1 < p2, fig. II. 10, a.
Segmentele dintre p1 , p2 §i z, = co apartin locului rada.cinilor. Pe fiecam segment

se ail& cite un punct de ramificare. Abscisele respective sint radacini ale ecuatiei

Rezolvind .aceasta, ecuatie se obtine

pi< xi	 ± 4. 1/11	 1 < 0

T 7	 T	 .

.1	 11 1 1	 1

T T

Unghiul dintre don ramuri succesive din x i. sau din x2 este 7r/2.
b) T, ceea ce inseamna,p2 	z1 < p1 , fig. II. 10, b.
Locul radacinilor este format numai din segmentele dintre p1 , z, i p2 , — 00.
Comparind acum rezultatul din fig. -IL 8 Cu cel din fig. II. 10 se trage concluzia

utilizarea in cadrul sistemului automat de urmarire a unui regulator PD poate avea, tin
efect favorabil asupra gradului destabilitate al sistemului, valoarea maxima posibila a
acestui grad Rind x2 I, in cazul T = T, sau ltr in cazul >,T si nelimitata in cazul

= T.

• O<Z<T AjIm
?- -t> o

Re
P1

Fig. II. 10. Locul radacinilor la exemplul 1.10.
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k=2,45

kr.0

P4

;

E eniplul 1.11. Se considera problema de la exemplul 1.8 Cu un regulator

TS + 1 
GR(s) = hr Ts+ I

GF(s) neschirnbat. Se stie, fig. 11.7, ca. pentru T = 2, T = 10 i kr =1 sisternul
.tutomat de pozitionare a apucatorului podului rulant este stabil IMEM. Se cere sa se
determine locul radacinilor acestui sistem.

•Functia de transfer a sistemului deschis are eipresia

S ± 0,1

	

G(s) =GF (s)GF (s) — k s2(s + 0,5) (s	 1) (s2 +5) ,	 k	 0,5kr-

•\em 2.1	 0,1,	 = P2 = °, P3 =.	 0, 5 , P4 =	 1, P5.6	 is[5:
Numarul de ramuri la infinit este n—m = 6— 1 = 5. Segmentele cuprinse intre

	

,	 si p4 , - oo apartin locului radacinilor.
Centrul de greutate al locului radacinilor are abscisa — 0,28 si directiile celor cinci

as mptote sint Oi = i (2i + 1)15, i = 0, ..., 4.
c. Din polul real dublu p, =	 = 0 pleaca doria ramuri tangente la axa imaginara
are tind la asimptotele cu 00 = 36. ° si 04 = 324°. Din polii p5 jj*i pg = j1/5,

VeaCit Cite o ramura respectiv sub unghiurile 0 =-- 108° si 0 3 = 252°. Locul radacinilor,
a carui forma este data in fig. II. 11, nu are nici un punct de ramificare.

jIm
214?

Fig. 11.11. Locul radacinilor la exemplul 1.11:
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Punctele de intersectie cu axa imaginara se determina cu ajutorul ecua
teristice intrare-iepire.

se	 1,5 se + 5,5 se + 7,5 s3	2,5 s2	ks + 0,1 k = 0,

in . care se inlocuieste s = jco.' Dupl calcule eletnentare rezulta sistemul de ecuatii

+ 5 , 5 c„.,4	 2;5 c„.,2 	 0,1 k	0

1,5 5 - 7,5 co3	 kco = O.

	

,,Rezolvind acest sistem se obtin .solutiile k	 0, co = 0, co =-	 §i k = 2,45,
= ± 0,59. intrucit k = 0,5 k,. rezulta ca sistemul automat de pozitionare a apucA-

torului este stabil IMEM pentru kr e (0, 4,9). Gradul de stabilitate IME1VI nu poate
depAsi o anumita valoare amax. Este vizibil cä pentru kr > 4,9 sistemul devine instabil,
in primul rind datoria faptului c locul rldacinilor are doua ramuri care penetreaz5, in
semiplanul drept. Acest inconvenient este legat de tipul de regulator utilizat. Dupa.
cum se va vedea la IV.2.1.3 prin utilizarea reactiei dupl. stare, este posibila obtinerea
unui sistem automat de pozitionare a apuatorului cu grad de stabilitate arbitrar.

1.1.8. Stabilizarea sistemelor automate

Prin viziunea globala asupra dependentei zerourilor polinomului
polilor de factorul de amplificare . al sistemului deschis metoda locului
radacinilor poate fi utilizata pentru stabilizarea IMEM a "sistenielor
automate monovariabile §i, mai mult, se pot realiza performantele impuse
acestuia, privitoare la raspunsul sãu indicial.

Vom arata in continuare, cu ajutorul unui exemplu, care este efectuI
introducerii unui zerou, respectiv a unui pol suplimentar in functia de
transfer a sistemului deschis, asupra formei locului radacinilor.

Exemplui 1.12. Se considera, un sistem automat, cu schema din fig. 11.6, b, in care

G(s)	 GR(s) GF(s) 7 s	
s + 2) (s --F. 4)

SA', se determine locul thclAcinilor i apoi s5, se studieze ce devine acesta daca
introduce un zerou, respectiy un pol suplimentar la — 1.

Aplicind regulile de trasare a locului rádkcinior, pentru sistemul initial locul rada-
cinilor are imaginea dim fig. 11.12, a.

Prin introducerea unui zeromla — 1 in functia de transfer a sistemului deschis aceasta
devine

k (s	 1)
G(s) =

s(s + 2) (s + 4)

4.1
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urn

k CO

a	 kz+co	 b

s (s	 1) (s = 2) (s	 4)
G(s) — 	

Fig. II. 12. Locul raclacinilor la exemplul 1.12., (a); .dap introducerea unui zerou la-1, (b)
dupa introducerea unui pol la — 1,‘ (c).

Locul radacinilor are forma din fig. IL 12, b. Se remara, faptul cá in (Lest fel s-a
obtinut un sistem automat stabil IMEIVI pentru once k > 0. Aceasta se explica. prin
aceea c, pa de o parte, locul rAdacinilor deplasat spre stinga (centrul de greutate
s,7a, deplasat de la — 2 la — 2,5) §i, pe de alta parte, ,prin reducerea numarului de
rarnuri care ajung in punctul de la infinit de la trei la doua."

Trbuie s. remarclm faptul c nit once zerou suplimentar are un astfel de efect.
De exemplu dacl se introduce un zerou la — 6, abscisa centrului de greutate devine

s, = (— 2 — 4 + 6) — 0, ceea cc este echivalent cu o deplasare spre dreapta a
2

locului raclacinilor. Dac& se introduce un zerou la stinga lui — 0, atunci s > 0 i sis-
temul automat poate deveni instabil IMEM.

Prin introduceredunui poi la — 1 in functia de transfer a sistemului deschis, acesta
devine

Locul rad&cinilor are forma din fig. II. 12, c. Se remarc& faptul cä locul aclacinilor
se deplaseaz& spre dreapta §i c& a crescut riumarul de rarnuri care ajung in punctul de
la infinit. Stabilitatea IMEM este influentatl negativ, ,deoarece sistemul automat este
acum stabil IMEM numai pentru k e, (0, 14,5) (spre deosebire de situatia initial& pentru

Pentru a vedea cum se poate aplica metodâ locului radacinilor in
proiectarea sistemelor automate, vom face Mai intii unele precizari
privitoare la modul in care trebuie formulata tema de proiectare §i la
etapele pe care le parcurge proiectantul in "rezolvarea problemei sta-

care k E (0, 48)).

14$
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Prin tema de proiectare a unui sis—tem automat monovariabil trebuie
sa se precizeze intotdeauna urrnatoarele date:

1° Instalatia tehnologicci automatizatcl ca sistem (ceea ce implica
definirea marimilor de intrare: comenzi §i perturba:tii, a marimilor de
ie§ire §i a relatiilor dintre ele).

20 Meirimile reglate, adica acele marimi ale instalatiei tehnologice
care trebuie sà aiba o evolutie prescrisa in coilfOrmitate cu anumite
márirni firescrise (constante sau variabile in timp).

3° Performantele pe care trebuie ,sã le realizeze sistemul automat in
regim tranzitoriu §i. in regim stationar sau permanent, definite pe baza
unor criterii de 'perfbrmanta (uzual se precizeaza anumite valori pentru
indicatorii performantelor definiti pe baza raspunsului indicial).

Pentru rezolvarea temei • de proiectare se parcurg urmatoarele etape:
1° Se scriu ecuatiile care guverneaza functionarea partilor compo-

nente ale sistemului §i se determina schema bloc structurala a intre-
gului sistem. Aceasta este baza procesului de proiectare. Se subintelege
cà elementul de executie §i traductorul sint determinate de i insa§i natura
procesului automatizat.

2° Se analizeaza stabilitatea IMEM a sistemului automat (prevazut
cu tipul de regulator pe care experienta in dorneniu 1-a impus ca fiind
cel mai potrivit) i, eventual, se determina domeniul parametric de
stabilitate.

3° Se realizeaza stabiliiarea sistemului automat prin modificarea
a decvata a parametrilor §i, daca este necesar, a structurii regulato-
rului, in scopul realizarii performantelor impuse.

Spre deosebire de alte metode de stabilizare a sistemelor automate
liniare monovariabile, metodà locului radacinilor are avantatul esential
ca permite sa se tina seama de cerinte cantitative impuse raspunsului
indicial al sistemului automat. Din punctul de vedere al stabilitatii
IMEM raspunsului indicial se impun doua conditii:

1' privitoare la suprareglarea a, adica

a < antra,

unde a„,„x este suprareglarea maxima admisibilä, i
2° privitoare la durata t, a regimului tranzitoriu, adica

ts < ta

unde t, max este durata maxima adrnisibila
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presupune in cele ce urineaza ca sistemul automat- poate ti 3'

caracterizat prin doi poli dominanti v. 1.6.4:3)

0 < < 1.	 (1.75)

• intrucit suprareglarea a depinde numai ,de factorul de amortizare
v. fig. 1.20) i cà aceasta dependenta este de tip monoton descrescator,,

.rezulta ca (1.73) este echivalenta cu
(1.76)

unde fl.si„ este factorul de amortizare minim admisibil al polilor
Pentru = cos T, cu —90° <'F < 90°, coriditia (1.76) este echi-

valenta cu
(1.77)

unde Tmax defineste sectorul maxim admisibil in care se pot afla polii
,dorninanti ai sistemului, fig. 11.13, conform conditiei (1.73). Relatia
dintre T. x §i amax se poate stabili cu ajutorul relatiei dintre r	 si a=min f	 maxa 

v. relatia 1.6.81). Dupa calcule elementare se obtine

2,3 lg crmax

jIm .	 Pentru realizarea unei rapiditati cit
	  mai mani a sistemului se alege solutia

iw ooVi - r2 To < Tnw (cu To cit mai apropiat de
Tmax; daca dominanta polilor X1 ,2 are loc

•c•-)nrnin fa.ra erori importante atunci se poate adop-
ta To — Ttnaz), ceea ce corespunde la
o > „„:,.„ fig. •1.13 — semiclreptele (d1)

si (d2).
Conditia (1.74) se la in considerare cu

	

9:lux	 ajutorul fig. 1.20. Pentru	 deja adoptat

	

wo /	 se determina tirnpul de raspuns adinaen-
w nmn

	

	 sional To. Timpul real de raspuns trebuie
sa satisfaca conditia

(1.79)

(d2)
Fig. 11.13. Pozitia polilor dorni-
nanti care satisfac conditiile-

(1.73), (1.74).

unde, cono este pulsatia naturala cores-
punzatoare polilor dominanti, care se
deternaina chiar din (1.79).

150

(1.78)
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Tso

4 ma.
= fl min'

unde ‘6.)n men este puls-atia naturala minima admisibila a polilor domi-
nanti.

intrucit I Ai,a I con rezultacà 
n 

poate fi masurat direct pe semi-.
dreptele (di) §i (d2) din fig. 11.13. Conform conditiei (1.80) polii domi-
nanti adoptati

4,2 = no(—	 —	 (1.81
trebuie sa se situeze pe portiunile trasate cu linie continua ale semi-
dreptelor (d1) §i (d2). Valoarea lui no nu trebuie sã fie totu§i prea mare •

pentru ca polii (1.81) sa	 piarda caracterul dominant.
Polii dominanti ai sistemului automat fund stabiliti, se alege functia

de transfer a regulatorului, GR(s), astfel incit functia de transfer a sls-
temului automat sä poata Ii caracterizat tocmai prin polii dominan
(1.81).

Vom ilustra cele de mai sus printr-un exernplu.

Exemplul 1.13. [F1]. Se considerA un sistem automat cu

12,5

Se irnpun amax% = 17% i ts max = 3s.
Se cere sl se determine functia de transfer GR (s) a regulatorului care asigurl reali-

zarea performantelor impuse.
Pentru amax =- 0,17 din fig. 1.20 si din (1.78) rezultaCm

4
i •-x., 0,5 si I'max rt: 60°. Se

adopta	 = 0,5 si To = 60°• Din fig. 1.20 se obtine T30 = 6,25 si conform conditiei
(1.80) in care c'amen = 6,25/3	 2,1 s-1, se adoptA calm = 2,2 s-1.

Asadar polii dominanti pe care ar trebui sä-i aiba, sistemul automat astfel incit
condithle impuse sä, fie , satisfacute sint

= 2,2 (— 0,5 ±j O,87).

Daca se foloseste un regulator p cu GR (s) 1---- hr atun6 functia de transfer a sistemului
deschis are expresia

G(s)

	

	 	 , k = 12,5 k,..
s(s + 1) (s + 2,5)

Locul radacinilor acestui sistern este reprezentat in fig. 14, a.
Se observa ca. oricare ar fi k > 0 sistemul automat nu Poate avea poli in zonele

admisibile AB si A' B'
Stim de la exemplul 1.12 cl dacl se introduc zerouri si/sau poll suplimentari in G(s)

loud radacinilor se deplaseaza spre stinga sau spre dreapta. in cazul de fat l este nece-
sarA o deplasare a locului radAcinilor spre stinga, flea modificarea majorA a formei sale,

GF (s)	 ,	
s(s + 1) (s + 2,5)
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'

ig. II. 14. Locul radacinilor la exemplui 1.13, (a); dupa,' introducerea unui zero la —
si a unui pol la —20, (b).

'stfel incit ramurile C si C ale locului s intersecteze segmentele AB si respectiv A'B',
. 11.14, a. Pentru aceasta este suficient sá se introduca un zerou la — 1, care sa

corhpenseze polul la — 1 existent in G F(s) i un pol indepartat, de eXemplu; la — 20,
are sa cleplaseze suficient spre stinga locul radacinilor.
sadar functia de transfer a regulatorului este

inide k r se va alege astfel incit sistemul antomat sá aiba polii dominanti 42•
In aceste conditii functia de transfer a sistemului deschis este

G(s)	 = 12,5 kr,
s(s	 2,5) (s + 20)

locul radacinilor corespunzatoare are forma din fig. 11.14, b.,
Pentru a fi siguri ca locul radacinilor intersecteaza segmentele AB si A'B' se rezolva

isteniul de ecuatii,

G (cc ± iP) + 1=(
p	 — tg 60°,

orespunzator intersectiei dintre locul raclacinilor si sernidreapta OB. Se obtine solutia
cc = — 10/9 si p = 10.1-379, ceea ce inseamna, (ono = Voca p2 = 2,2 s--1, adica chiar
valoarea adoptata a *pulsatiei naturale corespunzatoare polilor dominanti..Valoarea lui k
orespunzatoare respectivei intersectii se calculeaza cu relatia I G(x jii) I 1 din
are se obtine

I a, +	 e4 2,.5 jp	 + 20 + jp =

cum k = 12,5 kr, rezulta kr = 8.

'

M
iha

il V
oic

u 

Tehn
ici 

de 
an

ali
ză

 a 
sta

bil
ită

ţii 
sis

tem
elo

r a
uto

mate
. E

d. 
Tehn

ică
, 1

98
6.



0 verificare prin simulare analogic& sail numeric& a solutiei adoptate con-
firm& justetea ei, in sensul ca perforrnantele care se obtin sint: a% = 17%

t, = 2,6 s.

1.1.9. Aplicatie : reglarea automata a unghiului polar
al unui generator sincron

Unghiul polar al masinii sincrone, care este definit ca decalajul
unghiular dintre cimpul invirtitor rotoric i cimpul invirtitor sta.toric;
depinde de vaioarea curentului de excitatie, de tensiunea la borne si de
puterea activa furnizata. In conditii-normale de functionare a masinii,
sincrone ca generator, aceasta trebuie sä furnizeze i o ,putere reactiva.
inductiva. Aceasta se obtine prin supraexcitare, situatie in care unghiul

- polar este rela.tiv mic. Sint posibile i regimuri in care generatorul trebuie
sà furnizeze putere reactiva capacitiva In acest caz excitatia se reduce
considerabil, ceea ce duce la cresterea unghiului polar. In lipsa unui reglaj
automat adecvat, masina sincrona functioneaza stabil numai pina la
un unghi polar de 90 0• Chiar daca se pastreaza o anumita rezerva fata
de aceasta valoare, exista pericolul ca la actiunea brusca a unor pertur-
batii (de exemplu variatii ale puterii reactive a.bsorbite de retea), sä se
depaseasca lirnita de stabilitate si generatorul sä ia.sa din sincronism.
Acest inconvenient poate fi inlaturat printr-o reglare automata a unghiu-
lui polar; care, nu numai ca largeste domeniul de stabilirate pina
la 1500, dar asigura i o stabilizare a acesteia cu suprareglare
admisibilä

Schema bloc functionala a sistemului automat de reglare a unghiului
polar a unui generator sincrori este reprezentata in fig. 11.15, in care m1
este momentul motor al turbinei ; m2 — momentul electromagnetic al
generatorului ;	 viteza un-
ghiulara • J	 •— morneritul de i-	 Reteaua do

pufere intinita
nertie rotoric al turbinei
genera torului ; 145 — tensiunea
la bornele generatdrului ; u8
tensiunea proportionala cu
unghiul polar 8, furnizata de
traductorul de unghi polar ;
u0 — tensiuneà de prescriere uo
a unghiului polar ; tc,1 — ten- Fig. II 15 Schema bloc functional& a sistemu-
siunea de comanda a redreso- lui de reglare automata a unghiului polar al

	rului comandat j u2, /2 — ten-	 unui generator sincron:
1 — regulatorul; 2 — redresorul comandat ; 3 — genera-.siunea	 curentul de excitatie. 	 torul micron; 4 — traductorul de unghi polar.

. 153•
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Modelul rnatematic -simplificat al generatorului sincron, in marimi
relative raportate la valorile lor nominale, [F1], este urmatorul

dt
— z----- C2 U2 — Z 2 1--	 sin al
di2	(	 . . C3 d8 . ,)

Wn dt	
,(1.82)

m2 ---- c1i2 sin 8	 (1.83)
d28,	 da 

= conc4kmi — rn2)— c4c5
dt	

(1.84)
dt2 

fri care

p, este numarul de perechi de poli; X, -- reactanta relativa statorica ;
— -viteza unghiulara nominala ; L, inductivitatea statorica; Us.

valorile nominale ale tensiunii i curentului statoric ;

reactanta relativa rotorica ; a -- coeficientul, de scapari al cupla-
jului magnetic rotor-stator ; L, — inductivitatea rotorica; Urn si „Ire, ---
valorile nominale ale tensiunii i curentului rotoric ; inductivitatea
rhutuala rotor-stator ;

	

= (1 — Xr, e4 = 
con	2J4
 , Tp

	

p T p	 3 U8n1" 84,2

constanta de timp de pornire ;

cos tpn
C5 =	 ;

an

cos cp„	 factorul de putere nominal si an, --alunecarea in regim asincron.
a puterea nominala.

Ecuatiile (1.82), (1.83) sint neliniare. Pentru a putea aplica
polinomiale vom liniariza aceste dona ecuatii in mai multe puncte

de functionare.	 •

Pentru termenul neliniar x a sin a putem scrie in mid' abateri

(1.85)

;
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Procedind a semanator pentru ecuatia (1.83) obtinern

am2
Ant2 = 	 Ai2 H As = c1(Ai2 sin so + i20 AS cos so). (1.86)

0i2 0	 a8 0

Inlocuind (1.85) in (1.82) §i (1.83) Cu (1.86), dupa calcule relativ
simple care constau in aplicarea transformarii Laplace §i eliminarea
transformatelor marimilor Ai 2 Am2, se obtine ecuatia

{M} = G3(s) [-- 2 {Au2} G31(s) 2 {Ami}],
in care

G31(s) = k31 (s	 b1),	 (1.89)

=- c2	 c4c5, a2 = c2c4c5 ± c1c2c3c4 sin2 ao 4- whci.c4i20 COS a0,

a3 = conc 1cic4i20 cos So, k3 = wnc1c2c4 sin so, b1 = c2,

k31 = 1 /cic2 sin 80.

Avind in vedere ca redresorul comandat §i traductorul de unghi polar
sint satisfacator reprezentati prin functiile de transfer

G2(s)	
66,5	 (1.90

s + 66,3

s+ 100

rezulta cä schema bloc structurala" liniarizata. a sistemului de reglare
automata a u.nghiului polar are forma din fig: 11.16. In aceasta structura
regulatorul G1(s) urmeaza sä se determine in conditiile in care G3(s)

64(s)

Fig. II. 16. Schema bloc structurall liniarizata a, sistemului de reglare
unghiului polar.

automata
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G31(s) depind de punctul de functionare al generatorului, in speta
de so si 120. Acesta din urma, conform cu (1.83), depinde de mio prin
relatia

•
 =	

M20	 ///10 
/20 

Ci sin 80	 •Ci sin 8o

Pentru un generator sincron caracterizat 'prin p	 1', X, = 1,7,
(On = 314 S-1, = 0,2, X, = 1500, T = 2350 s, cos cp. = 0, 8 si a . = 0,01

pentru punctele de functionare 80 = 20°, mio = 0,8; 600, 0,2; 90°,
0,2; 120°, 0,2, coeficientii si polii functiilor de transfer G3(s) §i G31(s)
au valorile din urmatorul tabel.

fn10 i20 al a2 a3 ha, b2 thi Pi _	 P2	 P3

20° 0,8 3,96 9,05 115,2 94 8,54 1,05 4,8 -0,87 -4,52 + j9,72 - 4,52 - j9,72

600 0,2 0,39 9,12 88,9 5,12 22,2

25,00

1,05 1,92 -0,071 -4,55 ± j8,26 - 4,55 - j8,26

90° 0,2 0,34 9,00

9,12

105,8 0 1,05 1,63 0 -4,5 +	 j 9, 12 -4,5 - j 9, 12

120° 0,2 0,39 79,7 -5,12 22,44 1,05 1,92 0,064 -4,55 + j7,7 - 4,55 - j 7,7

Din acest tabel este evident ca odata cu cresterea lui 3 gradul de
stabilitate IMEM a generatorului sincron se reduce. Pentru 3 90°
acesta este instabil IMEM. Conform teoremei 9 este posibila stabilizarea
prin utilizarea unui regulator cu functia de transfer

G1 (s)	 ki  
s	 b	

a0 b> 0 	 (1.92)
s	 a	 t ,

Exigentele legate de precizia sistemului automat in regirn stationar
impun ca regulatorul sã ADA o comportare foarte apropiata de aceea
a unui regulator PI (proportional-integral). Acest lucru se obtine pentru
a apropiat de 0 si b>a, de exemplu pentru a = 0,025 si b= 2,5. in
aceste conditii functia de transfer a sistemului deschis, in so = 120°,

= 0,2, are expresia

G(s) =

150 • 822 ki (s + 2,5) 

(s	 0,025) (s + 66,5) (s	 100) (s - 0,062) (s2 +111,7s +186,3)

(1.93)
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Locur eadacinilor, fig. 11.17, are
douä puncte de ramificare, dintre
care unul intre polii 0,062 i —0,025
§i cinci ramuri care, ajung in punctul
de la infinit pentru k = co. Im-
punind conditia ca rezerva de sta.-
bilitate s5 fie ami

a 
= 1,5 rezulta k --=

= 22,68 kl = (2-2,5)104, ceea ce
inseamna 1 e [900, 1100]. Din
fig. 11.17 se observa ea" pentru k --= -
= 25 000 sistemul automat are doua -100 -66,5

perechi de poli complex conjugati
caracterizati prin To =60°, ceea ce
inseamna = 0,5. A§adar se poate
adopta	 1100.

1.2. Sisteme discrete in timp

Tehnicile care se vor expune in Fig. 11.17. Locul fadgeinilor ,sistemului
de reglare automata, a unghiului polar.

continuare sint aplicabile atit pentru
studiul stabilitatii asimptotice, cit
§i pentru studiul stabthtatn IMEM. Conform teoremei 8 de la LS i te-
oremei 16 de la 1.6 cele doua iiPuri de stabilitate . depind de reliartitia:
in planul complex a zerourilOr polinornului caracteristic, respectiv ale
polinomului polilor, in raport . cu cercul de raza unitate.

In scopul realizarii unei trat5ri unitare a celor doua tipuri de stabili-,
tate vom incepe expunerea cu o definitie §i doua teoreme care rezultä
din aceasta §i teorema 8 de la 1.3 §i respectiv teorema 16 de la 1.6.

Definifia 2. Polinomul

A(z) =-- aozn	 a1zn-1	 an.4z + a	 z e C,	 (1.94)

cu ai e R,	 0, 1, ..., n, .§i ao >0, se numqte convergent daca toate
zerourile sale sint situate in interiorul cercului izis. 1.

Teorema 10. Sistemul dinatnic (1.5.37) este asimptotic stabil daca
si numai daca polinomul caracteristic al matricei A este convergent.'

Teorema 11. Sistemul dinamic (1.6.82), (1.6.83) este stabil IMEM
daca §i numal daca polinomul polilor este convergent.

Ca §i in cazul sistemelor continue vom demonstra mai intii o conditie
necesara ca A(z) sä fie convergent.
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Teorema 12. 0 conditie necesara` ca A(z) sá fie convergent/ este ca

	

A(1) > 0, (-1) 8 A(-1) > 0, (to> laid.	 (1.95)
D. Zerourile A, i =-- 1, 2, .., n, ale polinomului A(z) satisfac condi-

tiile IXi l< 1. De aici rezulta Ca A(z)-.nu are nici un zerou pe axa reala
pentru x —1 i x 1, ceea ce inseamna cäA(x) nu are nici o variatie
de semn respectiv in intervalele (-- oo, —1] si [1, + oo). Asadar
(-1)" A(— oo)> 0 si A(+ oo)> 0, ceea ce 	 (-1)n 6(—: 1)> 0

respectiv A(1)> 0.
Pentru a demonstra a treia inegalitate din (1.95) vom utiliza ultima

formula Viete, adica

XiX2 ••• Xn =
ao

Trecind la valori absolute in aceasta egalitate i tinind seama de
faptul ca I xi I • I X2I	 • I Xn I < 1 rezulta imediat sr cea de a treia ine-
galitate.	 /11

Utilizarea transformarii omografice

,Exista posibilitatea studierii stabilitatii asirnptotice sau a celei
IMEM , a unui sistem discret in timP cu ajutorul tebnicilor polinomiale
cunoscute de la sistemele continue in timp. In acest scop este necesara
utilizarea unei transformari care stabileste o corespondenta biunivoca
intre cercul de raza unitate din.planul z axa imaginara din planul s.
0 astfel de transformare este

z.± 1
	 9

— 1

cunoscut5 sub numele de transformarea omograficii.
Ea are proprietatea ca transforma interiorul cercului unitate din

planul z in semiplanul sting din planul s.
Transformarea invers5 are expresia

1	 s 
(1.97)

1	 s
Inlocuind (1.97) in (1.94) se obtine

7i(s)	 Aosn	Aisn-1	 An_ls ± A n ,	 (1.98)
unde A i, i 0, 1, 2, ..., n, sint coeficienti determinabili. In virtutea
proprietatilor transformarii omografice se poate enunta urmatorul
rezultat.,

(1.96)
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Teorema 13. Polinomul _1(z) este convergent daca i numai daca
polinomul A(s) este hurwitzian.

Daca este necesar sä se trag5 o conduzie privitoare la rezerva de'
stabilitate IMEM a unui sistem discret in timp atunci in A(z) se face-,
schimbarea de variabila z rz, 0 < r < 1, ceea ce perrnite determinarea=p
1ocalizà ii zerourilor lui A(z) in raport cu cercul I z 	 r. Rezerva de sta-
bilitate se determina cu a min	 1 — r.

1.2.2. Criteriul Schur-Cohn-Jury

Schur si Cohn au enunta.t un criteriu de convergentä a polinornului
A(z), analog criteriului Hurwitz, care se bazeaza pe faptul cà anumiti
determinanti, ale caror elemente sint coeficientii lui A(z), sint pozitivi
sau negativi, [F2].	 •

Numarul acegor determinanti este 2n. 0 simplificare importanta
a fost introdusa de Jury [J 1], in sensul Ca numarul de determinanti
necesar a Ii calculati a lost redus la n. Vom da in continuare, fara
demonstratie, acest rezultat.

Fie rnatricele

an_l • • • • an _k4i

•
0	 a„ • • • • • an_k+2

A k

/0

determinantii

ck = det (A k Bk), dk	 det (A k	 Bk), k	 1, 2,	 n.

• Teorema 14 (Schur-Cohn-Jury). 0 conditie necesara
ca polinomul A(z) sä fie cbnvergent este ca

c2 < 0, d2 < 0, c4 > 0, d4 >0, c6 <0, d6 < 0, ...,

pentru n par, si

c1 > 0 	< 0, C3 <0,: d3 >0, C5> 0, d6 <0, ...,

pentru n impar.

Exemplul 1.14. Se considerl un sistem dinanfic discret in timp al clrui polinom
caracteristic este (z) = z2 a2. SA se determine in planul (ai , a2 ) domeniul
parametric de stabilitate asimptotica si domenfile corespunzAtoare situArii zerounlor,
in interiorul cercurilor de raze r = 0,8, r = 0,6 si r	 0;4.
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rz 1.
0,8
0,6
0,4

conformitate cu ( 1. 99) — ( 1. 101) putem

e2 al + aa 1 + th =I
1	 , a2

= al + alga.-- ai — 1 < 0,

	

d2 = 

a2-1

a2 a2 a--"	12	 r.___

= al — a1a2 + al — 1 < 0,

din care, rezulta inecuatiile
,

1

 a2—< 1

a2 > — a l — 1

a2 > a1 — 1.,
Pentru a gasi domeniul pentru care zeronrile lui A(z) sint situate in interiorul

-	 cercului I z I = r, 0 < r.5 1, vom face schimbarea de variabil6, z --* rz. Se obtine A(rz) =
r2z2 + raiz + a2. Din conditiile e2 < 0 si d2 0 se obtin inecuatiile

a2 < r2/

a2 > — ra i i

-a2 > ra t — r2.

Domeniile corespunztoare lui r = 1, r = 0,8, r = 0,6, r = 0,4 sint reprezentate
in fig. II. 18.

1.2.3. Criteriu1 Jury-Blanchard

4vind in vedere dificultatile de calcul pe care le presupun condi-
tiile (1.101) sau (1.102), s-au cautat rezultate echivalente mai simple,
analoage criteriului Routh. Un astfel de rezultat a fost enuntat de Jury
§i Blanchard {J2], §i reformulat apoi de alti autori in citeva variante
echivalente. Ideea de baza consta in constructia recursiva a unui sistem
de polinoame are au toate acela§i numar de zerouri in interiorul cercu-
lui lz ---- 1. Rezultatul pe care se bazeaza procedeul de constructie este
unnatorul.

Teorema 15 (Rouche). -Fie P(z) §i Pi(z) doua polinoame care pentru
z = 1 satisfac inegalitatea P(z) > I Pi(z) Atunci P(z) §i P(z)

Pi(z) au acela§i numar de zerouri in interiorul cercului J z = 1.

D. Fie polinomul Q(z)	 ePi(z), cu	 < e 1,' ale carui
zerouri sint functii continue de e. Pentru e luind valori de la 0 la 1 aceste
zerouri pleaaa din zerounle lui P(z) ajung in cele ale lui P(z)	 Pi(z).

160

Fig. II. 18. Domenii parametrice pen-
- tru diferite rezerve de stabilitate la

esemplul 1.14.
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• F'entru nici 9 . valoare a lui e nu exista un zerou pe cercul 1;1 = 1, deoa-
rece 'pe acesta ar avea loc P(z) = --e/31(z), adic I P(z) I< 'NO -
ceea ce ar contrazice ipoteza. In aceste con ditii peritru e crescator de
la 0 la 1, fiecare zerou al lui P(z) situat in intetiorul cerculuil z J	 1 se
deplaseaza spre un zeroti al lui P(z)	 Pi(z) §i in acest proces nu se

,poate ajunge pe cercul Jz I -= 1. Asadar,liecarui zerou al lui P(z) din inte-
riorul corcului I z J= 1 ii corespunde un zerou al lui P(z)	 Pi(z) situat -
in interiorul aceluiasi cerc. Intrucit peritru e luind valori dp la 1,1a 0
are loc si,implicatia inversa, rezulta cà teorema este adevarata. 	 • .

Fie polinomul

D(z)	 A(1= a.zn	 an_ 1zn-1 	 aiz	 ao,	 (1.103)

numit polinomul transfius al polinomului A(z),' relatia (1.94).
' Cu polinoamele A(z) §i D(z) se construieste polinomul

Ai(z) = tioA(z) — anD(z) = bozn	bn_iz, -(1.104)

unde

bi =-- aoa i — anan_i•

Teoreina 16. Polinornul A(z) este convergent daca i numai daca
(10 > an J i 6,1(z) este convergent.

D. Polinomul 211 (z) poate fi exprimat si sub forma A i(z, e) =
ao[A(z) eD(z)],. unde e = anjao. in once punct al cercului I z I = 1

are loc 1/z -= 2 si deci D(z)1— 1A(2) = A(z) = I A(z)i. Rezulta' ca
pentru I z I = 1 are loc evaluarea

ep (z)I	 ID(z)1	 l e r 1 A (z)

Suficienta. Intrucit a0 > Ian ! rezulta ca 0	 e I < 1 si, din (1.105),
obtinem . I eD(z)I	 A(z). Daca Ai(z) 'este convergent atunti, conform
teoremei- 15, , A(z) este convergent, -

Necesitatea. DaCa A(z) este convergent atunci, conform, teoremei 12,
ao> an I 0 0,‹ 1, respectiv eD(z) < 4 virtittea teoremei- 15
Ai(z) este convergent.

Rezultatul precedent permite constructia recursiva a unui sisteth
polinoame A(z), 	 A.2(z),	 toa.te de gradul ii, unde A2 (z) - se

(1.105)
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a2.•
a,i_2 	

-
'obtine din 6.1(z) asa cum A l.(z) s-a obtmut dm A(z)	 Coeficientii•	 .

acestor pohnoame e calculeaza conform schemei Jury-Blanchard:

bo
bo_1

CO

Cn-2

bn-2
Cl

Cn-3

by

eo

	

D_2(z)	 e2	 el

.	I_(z)	 Jo	 Ii
D_1(z)

	

An(2)	 go

	

D(z)	 go

cu formulele

aoai--,

bobl — 0, 1,	 ,
. .	 (1.107)

. fk	— e2e2_kp k	 p,

go = fl — fl.
Schema (1.106), in virtutea teoremei 17, ne conduce in mod firesc

,la urmatorul rezultat.

Teorema 17 (Jury-Blanchard). 0 conditie necesata i suficienta ca.
polinomul A(z) sa fie convergent este ca

at

ao> a. 1, -bo'>. /,)i lp co> Icn_2 I,	 fo >	 (IA08)

D.. Este evident ca A(z) este convergent daca i numai 46." ao > lanl•
Ai(z),	 L_1(z) sint convergente. A i(z) este convergent daca §i nurnai

dac4 b0 > bn_ i §i Ao(z),	 An __1(z) , sint convergente.- COntinuind in
ac,est mod se obtine conditia -necesara §i suficienta (1•108).	 - II"
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• Daca tin coeficient din prima coloan5. a schemei Raible (exclusiv ao)
este nul atunci este posibil ca A(z) sä alba zerouri pe cercul z 1.
Pentru a determina numarul n1 al acestor zerouri se face in . .A(z) schim-
barea de varia.bil5. z (1 + e),z , uncle lel > 0 este un numar arbitrar
de mic. Aceasta schimb. are se realizeaza foarte simplu daca se face
aproximarea (1 + e) kzk (1 + ke) z k , k =-- 2, 3, ..., n. Considerind c>0

apoi e <0, in prima coloana a• schemei Raible (exclUsiV ao) a lui
A(z, e) se obtin n, §i respectiv ns+ coeficienti pozitivi. Numarul n1 de
zerouri pe lzl=1 ale lui A(z) este n1 = J ns+	 n2_l. In acest caz no ---
= min (ns+, n,) §i n2 n no — n1.

Exemplui 1.16. Se considera un sistem dinamic discret in timp Cu polinomul 'carac-
teristic ,A(z) =- 20 ± 3,3 z2 ± 3z ± 0,8. SA se studieze stabilitp,tea interna, a sistemului.

Schema Jury-Blanchard este urmatoarea

z3 z2 z°

(z) 3,3 3 0,8

D(z) 0;8 3 : -	 3,3 1

(z) 0,36 • 0,9 0,36

D1(z) 0,36 0,9 0,36

A2(z)

D2(z) o,

Sistemul conSiderat nu este asimptotic stabil.
Pentru a determina repartitia zerourilor in raport cu cercul de razá unitate vom

face schimbarea de variabila z —n• ( 1 + e)z. Se obtine A(z, e) (1 3e) z3 ( 1 +
± 2e) z2 3(1 + e) z 0,8. Schema Raible pentru acest polinom are lofma

z3 20	 zl zo

k a, =
0,8	 •

1 ± 3e

0,36 ± 62 _ b , .•

3,3 (1 ± 2e)

0,9 + 14,1e

3 (1 + e)	 0,8

.	 0,36 + 6,72e

1 + 3e

0,36 ± 6,72e%

1 + 3e	 (1•

— 0,52e

1 + 3e _ 1 + 3e

— 0,64e

,

\
kb —

0,36 + 6e
'o'

4(0;36+ 6e) (1 ± 3e) 	 , (0,36+ 6c)(1
L

+ 3e),

ko. ---- 124'	 •,
-0,27e •	 ,

do'
1

(0,36 H--' 62) (1± 3e) 	 -•

Din,prima coloana, a acestei scheme rezula

c> 0 implia 1),', > 0, C < 0,	 cl,; > 0,_

e < 0 implia,	 o, c;) > o, d< O.

Apdar n„ = 2 si n„ = 1. Urmeaza a n1 =1, fic, =	 n2 = 1. in aceste conditii
sistemul considerat este instabil (intern).
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1.2.1. COnditil suficiente de convergenta

Procedeul recursiv care a condus la schema Jury-Blanchard sUgereaza
o foarte interesanta si de mare simplitate con ditie suficienta ca poli-
nomul A(z) sa fie convergent.
• Teorema 20 (Kakeya). Dad

ao a1 > > an4 > a > 0,

atnnci polinomul A(z) este convergent.
D. Din formulele (1.107) si din (1.114) rezulta,

anan_i >Taoai+1	 arian7 f_i.	 bi+

• = 0, 1, ..., n -- 2.

bob) —	 >ibobhi.	 6n-1bn71-2	 cl+p

=' 0, 1, ...,	 — 3. •

eo > e1 > e2,

f o >

ceea ce inseamna ca conditia ,(1.108) ca A(z) sä fie convergent este,
satisf acuta.

Un alt rezultat interesant i util in aplicatii este ,urmatorul.

Teorema 21. Daca exista un coefioient a n,, 0	 n astfel incit

l an-rI > laoI	 (l.11)

	

atunci A(z) are exact r zerouri in interiorul cercului IzI	 1.

D. Pe cercul Iz = 1 putem face, conform ipotezei, urmatoarele•
evaluari

tzn_rzr I	 laozn + 2.. ± an_r_izr÷1-	 an!

l aol	 ± lanrlJ	 I ao!	 lam_r !	 Ian _rzr I. %

Conform teoremei 15 polinoamele	 §i A(z) —	 an,..rzr =
A(z) au exact acela§i numar. Y de zerouri in • interiorul cercului

lz I =1.
0 consecinta imediata a teoremei precedente este urmatorul rezultat.

Teorema 22. Daca
laol

atimci polinomul A(z) este convergent.

= aoai —

160-
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b -
Fig. IL 19. a Schema bloc structurala .standard, a ,tinui siStem
automat discret timP; F partea fixata ; R rogulatorul.
b — Schema bloc structura15, a unui sistem autornat disciet in

, tirop Cu partea fixaa continua, in timp.

1.2.5. Metoda locului radicinilor

Aceasta metodá se aplica exact dupa aceleasi reguli ca in cazul
sistemelor automate continue in tinip. Ca si iii acest caz sistemele auto-
mate monovariabile i discrete in timp pot fi recluse la schema bloc
standard din fig. 11.19, a.

Relatia intrare4esire conform schemei din -fig. 11.19, a are expresia

Y(z)= Go(z) U(z)	 W(z),	 (1.117)

in care

•Go(z) = 
G(z)

•1	 G(z)

este "functia de transfer in z a..sistemului inchis in raport Cu rnarimea
prescrisa;

1 
6(z)	 (1.119)

1	 G(z)

este lunctia de trasfef in z a sistemului inchis in raport cu perturbatia

G(z)	 Gi,(z) Gr(z)	 (1.120)

este functia ,cle transfer in z a sistemului deschis..
Examin,ind expresiile (1.118) si (1.119) - rezulta ca stabilitatea IMEM

sistemului automat, atit in ,raport cu U(z) cit i cu W(z), depinde de
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iefirs a sistemului automat
repartitia in planul complex a radacinilor ecuatiei caracteristice intrare-

- G(z) = 0.	 (1.121)

Prin ipoteza functia de transfer in z a sistemului desc•is are forma,

(z — ztx)
G(z)=h

	

	
	

(1.1122)

(z fi 0)

unde zc,„ oc= 1, 2,	 m, sint zerourile, po, p	 1, 2, ..., n, sint polii
k e R+ este un parametru variabil al sistemului deschis.

• Se , presupune ca zc,	 po,cc = 1, 2, ..., in, .(3	 1, 2, ...,
Locul radacinilor sistemului din fig. 11.19, a este locul geometric al

radacinilor ecuatiei caracteristice intrare-iesire (1.121) pentru k e R+
• variabila pararnetrica. Evident; evaluarea locului rathcinilor se face,
• In cazul n sistemelor automate discrete in timp, prin raportare la cercul

z I	 1.
In ceea ce priveste thodul de determinare a functiei de transfer in z

se poate consulta anexa B i exemplul de la 1.1.4.8.

• 1.2.6. Stabilitatea IMEM intre punctele, de esantionare

Rezultatele i tehnicile expuse pina aici , permit analiza
sistemelor discrete in,timp, dar numai pentru evolutii . diserete in timp.
In conditiile in care toate semnalele unui sistem sint discrete in timp, o
agtfel de analiza ofera ,o imagine concludenta asupra proprietatilor sale
de stabilitate. Exista numeroase situatii in care o parte a unui sisteni
discret in timp este constituita de elemente cu evolutie continua in timp.
In aceasta categorie de sisteme se incadreaza' sistemul automat studiat
la 1.1.4.8.

Vom arata, in contitniare, pentru cazul sistemelor cu structura .
din fig.. 41.19, b (care este o forma tipica pentruicea din fig. 1.14), in
ce conditii stabilitatea IMEM in punctele de esantionare implicã stabi=
litatea IMEM intre punctele de e§antionare.

Reamintim a schema din Jig, II.19, b este reductibila la cea standard
din fig. II.19, a, in care functia de transfer in z a sistemului deschis se,
calculeaza cu
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1G 1s
G(z)	

1 e  G R(z)G	 =
)	 (1 —	 (1:123)

s

-	 •Indicatii privind calculul transformatei % -1GF(s) }------ se gasesc in anexa B.
—

Teorema 23. Fie sistemul automat discret in timp cu 'schema din
fig. 11.19, b, stabil IMEM in punctele de e§arktionare: pack' partea con-
tinua reprezentata de, Gr(s) are cel mtilt un pol in origine §i ceilalti
poli sint toti situati in Re s 0 atunci sisterhul automat diseret in timp
este stabil IMEM intre punctele ,de e§antionare.

D. Daca sistemul automat discret in timp este stabil IMEM.#,atunci
pentru once u(t), t?... 0, , marginit, toate marimile intermediare ale sis-
temului, considerate ca siruti de e§antioane, sint marginite. Rezulta
ca x,, §i xc , care sint functii scara, sint de asetnenea marginite. In ipo-
tezele precizate pentru GF(s), urrneaza ca si y(t) este marginita pentru
once t > 0, deoarece perioada de eOritionare T, care Satisface leorema
e§antionarii, este finita. - '	 —	 ' 	 111
• Rezultatul demonstrat mai sus este o conditie suficienta de,stabili-
tate IMEIV1 intre punct4e de esantionare. Ipoteze/e- ei sint indeplinite
In marea majoritate a aplicatiilor, 'fapt, care justifica, in respectivele
aplicatii, limitarea "analizei nurrfai la Stabilitatea IIVIEM in punctele de
esantionare. In cazul in care ipoteza teoremei 23 privitoare la Gr(s) -
nu este satisfacuta, analiza stabilitatii IIVIEM in punctele de e§antionare
nu este suficienta. Pentru o analiza exhaustiva a stabilitatii ,IMEM se
utilizeaza metbda transformatei z modificate sau a transformatei_ z divi-
zate, [K 1].

1.2.7. Aplicatie: reglarea automata discreta a. temperaturii
unui cuptor electric .

Se considera sistemul automat analizat ca exemplu la 1.1.4.8. Se
cere sà se studieze posibilitatile de acordare a parametrilor k,., Tr §i T,
care definesc algoritmul de reglare discreta, astfel incit sistenaul automat
sä fie stabil IMEM.

Tinind seama de-relatia (1.1.48) de la 1.1.4.8 rezulta ca polinomul
polilor are expresia

	

A(z) = Zm+2 — (k+ 1) zcol bzm + kz — ka,	 (1.124)
unde

4	
T,. b=e ' , T e kr 2„Isckt , a --- —LIT •	 (1.125)

T T,.	 a T
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(1A 24) devine

•A(z)--- z2 — bz + b -- a.

In conformitate cu rezultatele de la exeritplul 1.14, putem scrie
conditiile

U

Fig. II 20 a — Domeniul parametric dez stabilitate IMEM al sistemului
reglare automata a temperaturii (a =0, k = 1) ;
b — Locul raclAcinilor pentru. a = 0 si a > b;

c — Locul rad&cinilor pentru a < b.

Pentru simplificarea determinarii domeniului parametric de stabi-
litate, in conditiile in care 0 4, a < 1 §i 0 < b < 1, yam considera.
k	 §i vom examina cazurile	 0 §i cc --- 1. -

, 1° cc -= 0 (timpul mort T. este neglija.bil in raport cu 	 Poliriomul

care permite delimitarea . domeniului parametric de stabilitate
fig. II 20 a (cuprinde §i ,patratul 0	 a < 1, 0 < -1) < 1). .SistemuI
este stabil IMEM pentru once T > 0, orice T	 0 i pentru k = 1.,

Pentru a analiza influenta factorului k,. asupra stabilitatii IME1VI
se traseaza locul radacinilor pentru t. fig. 41.20, b, a.- Rezutta
ca pentru a < b exista posibilitati mai largi de , plasare a zerourilor lui -
A(z) prin valori k adecva:te.'

a --- 1 (T	 T.). Polinorniil (1.124) are forma

A(z)	 — (b + 4)z2 (b + 1)z — a.
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Stobi itote.
1ME

NAN
.lo

.10-

Trn
102

7	 .1t

(1.129)
—1 <a,<.1

a >b,' ,

ditiile

	 -1nSP

Fig. 11.21. a 7 Domeniul parametric de stabilitate p4,Era_ al sistemului de
reglare automata a temperaturii (a = 1 i k 1);

Locul r4lacinilor pent,' a =1 i a > b;"

c —Domeniul parametric 'de stabilitate 1111Mel pentru a =

Utilizind schema Jury-Blanchard (1.106), cu (1.107), se obtin con-

-2
,10-1 19, 1 	10

jar domeniul parametric de stabilitate IMEM, cü restrictiile 0
Si 0 < b	 1 este reprezentat in fig II 21 a.

Local radaciriiior ‘ pentru a >b - este repreientat in fig.4 11.21, b:
In ceea ce lifive§te alegerea parametrilor T, T,. 1r se tine searna

de(1.129)	 de k <k1 , lig. 1121, b. Din inegalitatea a >b; in confor'-,.	 .
=tate cu (1.125), i T = T,„, se obtine.

231(1	 < 11,

din care se poate deterinina"T,. — fig. II.21,

Pentru alegerea lui k,., tinind; seama de (1.125), rezu1t5. - conditia
M
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172

2. Tehnici matriceale

Aceste tehnici ,se aplica sistemelor dinamice liniare constante §i se
bazeaz5, pe utilizarea. matricii de evolutie A a sistemului — in .cazul
stabilitatii asimptOtice (V. teoremele 6 i 8 de la 1.5); sau pe utilizarea
fie a matricii A, tinindu-se searna de proprietatilede ,controlabilitate
§i de obserVabilitate a starif 'sistemidui, fie a unor matrici . patratice
asociate	 polilor — in cazul stabilitatii IMEM (v. teoremele
7-11.i 15-19 de la 1.6).	 •	 ,

In fond stabilitatea unui sistem dinamic liniar_ constant este deter-
minata de localizarea in planul complex a valorilor proprii ale matricii A,
in cazul stabilitatii interne, sau de localizarea polilor matricii 'sale de
transfer, in cazul	 externe. In aceste circumstante o
direct a stabilitatii asimptotice sau IMEM se poate realiza Fin deter-
minarea formei canonice diagonale ( Jordan) a sistemului. 0 astfel de
abordare consta in foloSirea unbr procedee de calcul numeric adecvate,
[D 1, 2], [S 1], [V 1], [W 1, 2]. , *

Ca §i in cazul tehnicilor polinomiale, in afara de analiia directa.
a stabilitatii, s-au dezvoltat §i tehnici indireete, prin care este posibila
determinarea regiunii din planul complex in care 'sint localizate valo-
rile proprii ale unei matrici, fara cimoa§terea efectiva a respectivelor
valori proprii.

Pentru a realiza o tratare relativ unitara a problemei
in cazul sistemelor continue in timp §i in cel al sistemelor /discrete in
timp, vom defirii doua notiuni analoage cu notiunile de polinom hurwit-

,zian §i de polinom convergent. —
Definitia 1. Matricea A, reala de ordinut n, se nume§te hurwitziana

daca toa.te yalorile ei proprii sint situate in semiplanul Re s < 0.
Definifia 2. Matricea A, reall de ordinul n, se nume§te convergenta

daca toate .valorile ei proprii sint situate in interiorul cercului 1,z1 	 1.:
Pe baza acestor definitii se pot enunta doua rezultate echivalente

respectiv cu teoreMele 6 i 8 de la 1.5.

Teorema 1. Sistemul dinamic (1.5.32) este asimptotic stabil daca §i
numai daca matricea A-este hurwitziana.

Teorema' 2. Sistemul dinamic (1. .5.37) este, asimptotic stabil dac5. §i
numai daca matricea A este convergenta.

Ca §i in cazul tehnicilor polinomiale, consideram utila enuntarea
unar conditii necesare ta matricea A sa. fie hurwitziana, respectiv conver-
gent. Pentru aceasta avem nevoie de /un rezultat pregatitor, referitor
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la relatia dintre elementele diagonalei Principale a unei matricic patratice
de ordinul n i coeficientul termenului de gradul n-1 al polinomului
sau caracteristic.

Fie A o rnatrice'reala de ordin n, cu elementele a ig, i,j	 1, 2, ...,
Cu polinomul caracteristic

A(s)	 a1sa-1 71- •..	 an_is + a., S EC. -	 (2,1)

Teorema 3. Pentru- once matrice A are loc

-	 aft.	 (2.2)

D. Se §tie c polinomul caracteristic se determina, conform defi-
nitiei, cu	 •

• • •

S	 all
—

•

— a18

— az.
(2.3)A (s)

— a81	 — a82	 S 'a„„

Demostratia se face prin inductie completa. Pentru k = 1, 2, 3,
relatia (2.2) are lc' in mod evident. Pentru k = n — 1 are loc prin
ipoteza

s 7 q11	 — a18--1
--	 a22	 a28-1

n-11	 a8-12 -	 S	 an-1 n-1

(2.4)

Rarnine de aratat Ca pentru k n are loc (2.2)., Dezvoltind deter-
minantul (2.3) dupa dementele ultimei linii putern. scrie

A(s) —(— I )°+lani.Mni(s) — (-1)"an2M.2(s) —

- +H 1 )28(s — ann)M..(s),

In care M.i(s),	 M88_1(s) sint minorii_ corespunzatori dementelor
polinoame de grad cel mult n — 2 in s, jar M8(s)

este minorul corespunz5tor elementului (s — a..), polinom de gradul
n — 1 in s, identic cu determinantul (2.4). In atare conditii din (2.5)
rezulta	 -

n-1
[	

n(
..A(S) = (s -- an.) sn-1 — E a sn-2 + ... -I- ...=s8 — E a) 	 + •.,

i=i
ceea .ce inseamna ca (2.2) este adevarata.

173

e-1 - ( E aii)sn-2
i

(2.3),

•

•

M
iha

il V
oic

u 

Tehn
ici 

de 
an

ali
ză

 a 
sta

bil
ită

ţii 
sis

tem
elo

r a
uto

mate
. E

d. 
Tehn

ică
, 1

98
6.



Pe baza teoremei 3 se pot demonstra urmatoarele doua. conditii nece-
sare.

Teorema 4. 0 condiiie necesara ca matricea A sa fie hurwitzfana
-este ca

(2.6)
,

Demonstratia este imediata §i se bazeaza pe faritul cä daca A este
hurwtizana atunci a1 > 0 (teorenta 3 de la subcap. 1).

Teorema 5. 0 conditie necesara ca matricea A sa fie convergenta
este ca.

I
E ct:s i < n.
i=1	 '

D. Daca. A este convergenta atunci valorile ei proprii satisfac condi-
, tiile !Xi ! < 1, i	 1-, 2, ...,n COnform prirnei formule yiete putem

scrie

I ail 4 E i xi < n,

de unde, trnmd seania de (2.2), rezulta (2.7).
Examinind conditiile (2.6) §i ,(2.7) rez:ulta Ca proprietatea unei

matrici de a fi hurwitziana sau conyergenta implica in mod necesar ca
elementele diagonalei principale sä alba a.numite prOprietati. Se,va'yedea
in sub,capitolul urmator ca acea.sta idee a fost folosita_in scopul obtinerii
unor conditii suficiente, toate 'bazate pe un aniunit gen 'de dominanta.'
a elementelor diagonalei principale, fata de celeialte 'elemente ale rnatri-
cii-, in sensul liniilor San al coloanelor.

2.1. Tehnici de localizare a valorilor proprii
prin inegalitati

-/
Aceasta categorie de tehiiki permite evaluarea Cu aproximatie,

prin inegalitati constituite chiar cu, elexnentele un.ei matrici patratice,
a unei regiuni din planul complex in care sint situate valorile proPrii
ale respectivei, matrici. Pentru a se , putea decide daa. o =trice este
hurwitziana sau .convergenta trebuie ca regi-unea ,de, localizare sa fie
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A -- akr; H v

l#k

,li vi I • 4 I: it; I rk.

• =4 11

jOh •

Este evident cá pentru o aceea0 matrite A ' se poate defini, pe co-
bane;oarie Inca un- set de dis6uri Gher§gorin

= fs e C;:i s— a55 	 41, j =12, ... n,

175

(2.11)

situata in intregime in semiplanul Re s < 0 sau respectiv ` in interiorul
cercului 1,z 1 = h Din aceSt motiv reZultarele privitoare la stabilitatea-
asimptotica, care se pot formula pe 'Laza un:ei atare evaluari, sint con-,
ditii suficiente. Acest dezavantaj, dup .& cum se va vedea inai jos,
este partial compensat de- simplitatea inegalitatilor . de evaluare a
localizàrii valorilor proprii.

2.1.1. , Discurile lui grhersgorin

• Fie A o matrice reala de ordin n, cu elementele a d,, i,
fie discurile lui Gherworin, [G1],

{s e C; I s	 aid	 'rj},

asociate matricii 4, in care -

r=	 Ia.
j=1
joi

, (2.8)

'(2.9)

propne a matricii A se
1,	 ,

_este o valoare proprie a
00 astfel ,inCit A y = Au

Teorema 6 (Gher§gorin). Fiecare valoare
afla in cel putin until din discurile Di, i —

D. Dupa cum se §tie' (v. 1.5.2.1), daca
matricii A atunci eXista un vector propriu
sau detaliat •

(2.10)

,
unde v i sint componentele vectOrului v.

Fie Ivk 1	 max • vj I. In aceste -conditii Pentiu I 	 le .;din (2.10)

intrucit v- 0, ,rezult5. 1 vk >.0, ce6a, ce implic5. A -akk i	 rk,,

respectiv . e Dk.	 -	 •
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unde

(2.12)

(2.13)

(2:14)

(ceea ce constituie de fapt discurile lui sGherworin asociate matricii A7'),
pentru care se poate formula urmatorul rezultat,

Teorema 7. Fiecare valoare proprie a matricii A se afla in cel putin
unul din discurile DT, j	 1, 2, ..., n.

Fie

:D	 U Di,

•
DT = U DT

j=1
§i fie

a(A) = e C; s,= X, I = 1„ ..., n1	 (2.15)

spectrul matricii , A, uncle Ai, = 1, 2, •., n, sint valorile proprii ale
matricii A.

Rezultatul esential pentrit localizarea valorilor proprii ,a.le matricii
A, care se obtine direct din teoremele 6 fi 7 ;consta inlaptul cä(A)	 D
§i a(A) g DT, ceea ce implica a(A) g D n DT, Cu precizarea ca.
tatile sint posibile nurnai in cazul thatticilor diagonale. In aceste con-
ditii se pot enunteurmatoarele rezultate privitoare la natura ntatricii A.

Teorema & Daca are loc unul din urmatoarele dona seturi de me-
.galitäi

E au!,	 = 1, 2,	 (2.16)
:1=1

— all >,E Lao I,	 1, 2, ..., n,
11=1
i0j

atunci matricea A este hurwitziana.
D. Daca au loc inegalitatile (2.16) atunci	 ri, i	 1; 2, ...,

ceea ce implicà a(A4) D a {s e C-; Re s < O} Acest lucru \eSte sufi-
cient pentru ca A sa fie hurwitziana. Demonstratia pornind de' la (2.17)
decurge in acela§i mod. S5. observant in final c'a (2:16) sau (2.11) se
pot utiliza numai daca a" < 0, = 1, 2, ..., n.

In acela§i fel se demonstreaza m afirrnatia urm5.toare.	 r

. (2.17)
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< 1, i	 1, 2,	 n,

11 < 1 , = 1 , 2,

El
j=1

•	 le

E'l

"Im

DT DT or DT1	 3- 2 4	 •

Teorenta 9. Dacä are loc until din urmAtoarele douk seturi de Me-
galitati

atunci matricea A este , convergent'4.
Sà notam §i aid cä (2.18) sau (2.19) se pot

<1,	 = 1, 2, ..., n.
Exemplul 2.1. Se consider& matricea

aplica numai da.c5.

	- 5,1	 1,5	 0,3

	

0,4	 -3,2	 '-1,9

	

0,6	 2,1	 -4,1

	

0,2	 - 0,4	 - 1,2
Sa se determine regiu4a D n D2' in care shit
In conformitate.cu (2.8) si (2.11) se pot defini

Ghersgorin:
D: Is + 5,11 1.< 4; Is + 3,21 <, 2,5; Is +

A

- 2,2
0,2

- 2,2
localizate valorile ei proprii.
urmAtoarele don& seturi de discuri.

!tit.< 3,4; Is 4 2,21 < 1,8,

DT: is ± 5,11 < 1,2; Is +'3;21 < 4; b + 4,11 •< 3,4; 1s.+ 2,21 < 3,1,
care sint reprezentate in fig. 11.22. Intersectia lor, reprezentat6 hasurat, este la stinga
axei unaginare, ceea ce insearnnA cä A este hurwitziana. Acest ultim rezultat se poate

D 1 03 D2 D4

Fig. II.22. Regiunea de localizare a valorilor proprii•
exemplul 2.1.
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obtine si en toretna 8. Pentru (2.16) putem serie intr-adevIr ,5,1 >4; 3,
>3,4;.2,2 > 1,8.

>2,5; 	 >

• 0 posibilitate ,de micsorare a regiunii n- DT consta in trans-
forrnarea matricii A, prin asernanare (confOrrn relatiei (1.5.10)). Peritru
ca volumul de calcule sä nu creasca prea mult se utilizeaia o transfor-
mare de forma

,	 .

	

4„= diag (a	 diag (Cc' , ...,	 (2.2,0)

uncle xi > 0, = 1, 2, ..., n, sint niste'numere care se determina astfel_
incit regiunea D fl DT sá fie cit mai mica posibil.

Este Usor , de observat cä elernentek matricii A 	 ao al , f,

1, 2; ..., n. intrucit matricile 4i A c, au acelasi spectru a(A) rezulta
cä teoremele 8 i 9 se pot aplica i thatricii At, -olyciriMdu-se urma-
toarele reiultate relative la natura matricii 	 •

Teorema 10. Daca exista nurnerele oc >0,	 1; 2,	 astfel
incit sä alba loc unul din urmatoarele don. . seturi ,de inegalitati

1
E I M O IMP

Mt

n
all > i E	 I

aturici matricea ,A este hurwitziana.

-Teoreroa 11. Dacal eXista numerele a, > 0, i--.--- 1, 2, .., n, asfel
sä aiba, loc unul din urrnatoarele dona seturi de inegalirati

E '1,
'

E ao,	 <
i =v ,	 ci i • MI

atunci matricea A este convergerifa.
• Aplicarea practica a teoremelor 10 i. 11 este legata de o dificultate
majora, • si anume •de determinarea numerelor > 0; i 1, 2, n.
Dup. cum s-a aratat in [V 2, 3] existenta unei solutii > 0 = 1, 2, ...

n, penfru-oricare din sisteniele de inecuatii (211), (2.22) depiride

M
iha

il V
oic

u 

Tehn
ici 

de 
an

ali
ză

 a 
sta

bil
ită

ţii 
sis

tem
elo

r a
uto

mate
. E

d. 
Tehn

ică
, 1

98
6.



1 ••• P (2.27)

(2.28)

in exclusivitate de matricea A. Privitor la setnnificatia. exacta-a Mime-
relor cc, >0, i	 1, 2,e n, din punctul de,vedere al evalu5.rii raspun-,sului liber *i al stabinzarii sistemului X.= Ax Bu se pot corisulta
[V 4-8].

Pentru a enunta rezultatele demonstrate in [V 2, 33 in legatura cu
existenta unei sblutii pentru oricare din sisternele (2.21), (2.22), respectiv
pentru oricare din sistemele (2.23), (2.24), se definesc: inatricea

•ai Carel

l a4 1	 !anal	 ••-• I ann1::

ai caref minori principali diagoitali sint X, i

minori principali diagonali sint A,, i --- I„ .., n, i matricea
1	 l airl -- 1	 1 a121	 ictial	 ... lain I

1 42 211	 la221— 1	 l a231	 • t • la2.1.	 .	 .

I
= •

- , aii. - ' lai.2 1 •	 f alai	 •	 l ain!I.
1 4211	 a22	 . la231'•

•s	 .	
1a2.1

l aw]	 l a.21 ,. l an31	 —	 ann

'
	 (2.25)

(2.26)

Teorema 12. Dac5. .
(-1)A 	 0, =

aturici matricea A este hurwitiiana..„
TeOrema 13. Dac5

	

(-	 >0, = 1,
•atunci matricea A este convergenta.

Trebuie sä observam i aici ca aplicarea conditii1or.,(2.27) si (2.28)
este posibila numai daca a i , <0 irespectiv	 I < 1,	 1, 2, ..., n.

Exemplul 12. Fie procesul de reinnoire Cu piese de , schimb, analizat la I. 1.4.5,
cu n 2, descris de ecuatia intrare-stare

•
[ ;01 ((k	11)) 1 = r (	 0	 .,),.	 0	 0 [ xx: (

(k 
)

	

k )	 0 u(k), k	 N.6
x2(k -I- 1 )	 1_0	 h	 0	 x2(k)	 0

Daa aprovizionarea se face in functie de numarul de piese care se inlocuiesc in
anul k si anume in functie de (1 — Po) xe(k), ( 1 — xi(k ) i x2 k) atunci legea de condu-
cere a procesului poate fi de forma

' u (k) = a [( 1 — Pe) xo (k ) + (1 — po x,(k)] + bx2(k),
tinde a, b > 0.	 •
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Ce,conditie trebuie 	satisfac5,	 a si b astfel incit sisteniul s.fie asimptotic stabil?
Cu legea de conducere adoptat5, matricea sistemului este

{

	

a (1 —	 a (1 -- pi)	 b

	

Po	 0
0
	 0 t

0

'pentru care

I. 4(1 —Po	

—'

po) — 1 a ( 1 —
1. 	0	 Pi	 —

In conformitate cu (2.28) . obtinem conditiile

{

a (1 —	 -- 1 0
a ( 1 — Po) ± aPo ( 1	 0
a (1 —	 + apo 	 bPoP, — 1 <

din care, in baia faptuiui a popi <	 rezult5.

o,

1
1 -- PoPi

1 — ( 1 — popo a <	 h
1111-1

2.1.2. Alte rezultate cie tip inegalitate

S-a vazut mai sus ca pe baza discurilor lui Gher§gorin se pot for-
mula conditii suficiente de stabilitate. Numero§i autori; plecind de la,
discurile lui Glierworin, au obtinut o serie de conditii de tip inegali-

, tate, cafe pot furniza rezilltate mai bime decit diScurile lui Gher§gorin
atit in ceea ce privete localizarea valorilor proPrii, cit §i in ceea de
priveste stabilitatea asimptotica.

Voin da in continuare, fara demonstratie;cite doua aStfeLde rezul-
tate datorate lui Ostrowski, [C2], care pot fi mai bune decit respectiv
koremele 8 i 9.

Teorema 14. Daca exista y, cu 0 	 1, astfel incil

1-Y

— akk > lak5 I)'
j-1 ' •
.10 k

( En l a
i1	 •
i0 k

1)	 .

atunci matricea A este hurWitziana.

-= 1, 2,	 n,	 (2.29)
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— aii > ki(E

—'an >	 aii i)

. Jo;

atunci matricea A este hurwitziana.

,(2.32) .

Teorema 15. •DaCa exista	 ci`O	 1, astfel incit

I akk‘ I 4 - (	 I	 ( E 1 ail; I
J=1	 i—i
Jok	 i*k•.

atunci matricea A este convergenta.
Este usor, de observat ca pentru y =------ 0 si y = 1 din (2.29) (2.30)

se, obtin (2.16) si respectiV (2.17) . si (2.18) si respectiv (2.19):
\	 .	 \	 \

Teorema 16. Daca exista numerele, k i > 0, i = 1, 2, ..., n, -cu

E 1/(1e,, * 1) < 1, si fi > 0, q > 0 cu1/fi + 1/g ---,-- 1, astfel incit sa
1

aiba loc until din urmatoarele dou.ä seturi de inegalifati

< 1, k = 1, 2,	 n,	 2.30)

Teore.ma 19. Daca exista numerele k > 0,	 = 1, 2. ....ii, cu
.„
El/(k i + 1) 4 1, si'fi>	 q> 0 Cu lip+ llq	 1 -, astfel incit

J.
aiba loc unul din urmatoarele doua seturi de inegalitati

• i +	 aii 1 117; < 1, 1 =- 1,	 (2.33)
1=1

I ois I +	 Ei I ail
	 < 1, j = 1„	 (2.34)

•

atunci matricea A este convergenta.
Si in acest caz este usor de observat,ca pentru p 	 1 0	 co din •

(2.31), , (2.32) i (2.33),, (2.34) se obtinrrespectiv (2.16), (2.17) si (2.18)
(2.19).
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lim Ak 0.
k--•co

(2R35)

Alte rezultate, similare cele enuntate prin . tsoremele — 17,
dar inai putin avantajoase pentru aplicatii, se. pot formula: pe, ba.za
inegalitatilor lui Brauer. si a inegalitatii lui Fan-1y . i Hoffmann, [C2].

Exemplul 2.3. Se consider matrices;

— 4 .0,5: •	 '0,7
1 —6.. 1
0,5• -7.1 —

0 1,5 —4,4

Sá se determine natura acestei matrici.	 ,
Daa se ap1ic5, (2.27) se' obtin 4tif = —4 < 0, A2 = 23,5 >-0, A3 ,-- —82,25 0

si Ai . = 186,51 > 0, ceea ce insea.mncl, a A este hurwitziana. _Daca. se aplia, (2.29),
pentru y 0,4 se obtin 4 > 2,74; 6 > 1,98; 3,8> 3,67; 4,5 > 4,17. Acea,staltiseamng
cá'spectrnlp(A) este inclus in reuniunea urmatoarelor discuri Is + 41 < 2,74, Is + 61, <
<1,98, ls :1- 3,81, < 3,67 i Is	 4,51 < 4,17.

•2.2. Tehnici de . localizare a valorilor proprii
.prin- Kul puterilor unei matrici

Dad. un sistein s dinamiC eSte cunosciit •Snb forma ecuatiilor sale
intrare-stare-iesire, este posibila ,analiza stabilitatii far determinarea
polinomului caracteristio, cu ajutorul iruhui puterilor unei matrici
patratice. Intrucit tehnicile care s-alfclezvOltat pe aceast5. idee au la
baza conditia necesara i suficienta (1.3.40); vom incepe expunerea cu
cazul sistemelOr discrete in timp.

22.1. Sisteme discrete in timp

Teorema 18. 0 conditie necesarà i suficientä ca matricea A sä fie
convergenta este ca

Pentru' demonstratie se procedeaza ca in cazul teoremei 8 de la
1.5.2.5, deoarece deosebirea dintre (1.5.40) i (2.35) este neesentiala
In. situatia in care A este o matrice cu eleniente constante.

Convertirea conditiei necesare i suficiente (2.35), carer de altfel
justifica i denurnirea de )natrice conveigentil data liii A polinomului
ei caracteristiC), intr-un procedeU pra.ctiC consta in urmatoatele. In

• prirnul rind se extrage din Sirul de matrici A k; N; sUbsirul 42k,
k N, care? are aCeleasi proprietati ca sirul din Care a fost extras, dar
converge mai rapid la matricea nulä in cazul in care A este convergenta.
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In fiinp ce peutru k	 5 rezulta

	

6,00001	 0,00078	 — 0,00078

	

MO ) =-- — 0,10298	 0,07022	 — 0,03589 •

	

— 0,10298	 0;06943	 — 0,03509

A§adar,	 < —I
, ceea ce inseamnA a matricea A este convergenta*.

Practic acest lucru este realizabil foarte usor deoarece. se pot caicula
succesiv A 2 = Ar • A , A 4 =. A2 A2 , A4 ; A4 , 48 A 8 'etc.,
astfel ca dtipa un numar de nun-Jai 10 pasi (adica 10 ridicari la puterea
a doua) Se a.junge . la A 1 °24 . In al doilea rind nu esfe necesar'sä se faca
un- •numar:prea mare de pasi pentru a vedea daca Tim A 2 ' ---- 0. Calcu-

lele se pot intrerupe atunci cind-fiecare element In(k) ip j — 1 2	 n
rriatricei M oo = A 2k 'satisface conditia	 ,-

1 4ngf) 1<

Justificarea , acestei conditii se bazeaza-pe teorenta 9. Este usor de
verificat ca data are loc( (2.36) atunci matricea M oo satisface (2.18)•
sau (2.19), ceea ce inseamn5 c5-21/( 8)	 respectiv A sint convergente.

Este evident ca in locul conditiei (2.36) se pot folosi drept conditii
de stop si inegalitatile (2.18) sau (2:19), care sint mai putin restrictive
ca (2.36).

Daca dimpotriva E	 rezulta ca M(x) nu satisf ace con-
.

cliff& necesara de convergenta (2.7). In acest CaZ se trage concluzia ca
matricea A nu este convergenta.	 '

Pentru h 'stabili dacä valorile proprii ale matricei A sint situate in
interiorul cercului I z I r, 0 <r 1, procedeul de mai sus urmeaza
sä se aplice in acelasi fel matricii r-1A.

Exemplul 2.4. Fie ma.tricea

=-
Se' observA cä este satisfacutk conditia necesara de convergerrp, (2.7), in timp ce

conditia suficienta (2.28) nu se poate aplica deoarece a22 =1,3 > 1.
Vorn arata c. aplicind procedeul expus mai . sus existA un k pentru care are loc

,

[
0,7	 0,1	 —0,1

— 0,6	 0,5	 0,4
— 0,6	 1,3	 — 0,4	 •

SA se verifice clacl aceasta matrice este convergent,.

(2.36). ln'tr-adevar, calculind m(k) = , pentru = 4 se obtine

	

0,05765	 0,11012	 — 0,11012
MO> =	 1; 11846	 1,02353 . — 0,59307

	

— 1,11846	 0-85576	 — 0,42595

A 2
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2.2.2. Sisteme continue in time

.Dupa cum s-a aratat la 1.5.2.1, earatia caracteristica, a matricii A
se determina cu expresia

det [Is — A] = 0.	 (2!37)
Pentru a putea utiliza teoremit 18 §i in cazul sisternelor continue In

timp vom face in (2.37) schimbarea s (z + 1)I(z — 1) — transfor=.
marea omografica (1-.96). In aceste conditii din (2.37) rezulta ecuatia

detI
I + 1, A = 0.

1	
(2.38)

Eliminind numitorul in (2.38) si Operind du'pa cum se arata. -mai jos

det [(I — A)z (I + A)]= det [I — A]clet [/z+ (I — A)-1 (I + A)] =

= det (I L,- A)det [Iz — (I 4- A)-1 ( 7. I — A)],

se obtine

det [Is — MI =	 `(2.39)
in care

M= (I — A)-1 (— I — A).	 ' (2.40)

Intrucit prin transformarea omografita se stabileste o c'orespon-
dentalpiuriivocg intre semiplanul Re s < 0 si interiorul cerctilui I z	 1,,
rezulta cä matricea ,M poate Ii utilizata pentru analiza ' naturii matricii A
pp baza teoremei 18.

Teorema. 19: 0 conditie necesara si suficienta ca thatricea A sa fie
hurwitzian5 este ca M sa fie convergenta.

• 0 simplificare privind calculul matricei M se i)oate realiza in felul
urmat or :

M= (I —4)-1 (I —A -7 21) =	 2(/ — A)=1.	 [(2.41)

Trebuie sa remarcam faptul ca. din punct de vedere 'practic inver-'
sarea matricei I—A poate ridica o serie de dificultati. 0 posibilitate
de a evita inversarea inatricei I—A consta in a inlocui rnatricea A Cu
eA, uncle e > 0 este un scalar care se alege a.stfel incit II eA < 1.
Intrucit A este Juirwitziana daca i numai ckai eA este hunvitziana,
se poate folosi, pentru analiza naturii matricif A, in locul matricii M,
matricea.

-M. = I — 2(/ (2.42)
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In situatia in care eA I < 1, seria rnatriceala E (A) k este con-
-	 k=-0

vergenta si are suma (I .eA), deoarece (eA) 1 0 pentrti k 3 + oo.

ça urmare M poate Ii aproximata prin

tn

A e	 2 E . (eA) k

• Valoarea lui m se alege in func tie de precizia dorita. Sa obserVam
si aici ca daca convergenta seriei matticeale este slabà atunci pentru
a realiza precizia dorita trebuie ca m`sa. fie relativ mare.

Pentru a stabili daca valorile proprii ale matricii A se afla in semi-
planul Re s < -- a, a > 0, procedeul expus mai sus se apliCa in ace-
lasi mod matricii A +

Exemplul 2.5. Fie matricea

. r -1
A =[

3-42
— 7	 5.

SA se stabileascA daca aceastA matrice este hurwitaianl.
Se observa cA este satisfacuta conditia necesara (2.6), dar conditia suficientl (2.27)

nu se poate aplica deoarece a" = 2 > 0.
Folosind (2.40) se obtine

0 1/2 —1/21
M --= — 1

[
5/3 .	 4/3	 I

L—' 7/6 —5/6 j
/

care satisface conditia necAri. (2.6), dar careia nu i se poate aplica conditia suficienta
(2.28)i deoarece m 22 = 5/3 > 1. Procedind ca la exemplul 2.4 vom arati cã pentru M4
conditia (2.36) este satisfAcuta. intr4dev.ar

••

	

,	 0,25•
[	

0	 —0,25

	

M2.= — 0,33333	 0,72222	 —0,61111 1

	

— 0,33333	 •' 0,47222	 —0,36111
,

Si

0 0,0625 •	 — 0,0625
M4 = —0,03704[ 0,14969 _ , — 0,13734

—0 , 03704 0,08719 — 0,07484

mil) <

•

pentru care	 1/3.

(2.43),
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'

2.3. Tehnici bazate pc matrici a.sociate-

2.3.1. Matricea companion a nnui polinom

Rezultatele expuse in paragrafele precedente conduc in mod natural
la problema localizarii zerourilor polinOmului polilor cu ajutorul unei -
matrici asociate acestuia. Se §tie ca polinomului (2.1) i se poate asocia
matricea de tip FrobeniuS

— 0•1
0	 0

A =

—a. . —a,1	—a2 —al

'numita matricea companion a pOlinomului A(s), cu proprietatea

A(s)	 det (Is — A).

intr-adeVar, putern scrie succesiv-

	

s —1	 -0

	

O s 	 1	 _ 0 -

det

	

•0	 —1
_a7, an71	an,_2 H (	 s	 _

1)4±1a.M ni (s)	 (— 1 ) f2an-1111 n2(s) .4-	 (— 1)211-1a2Mnn-1()

	

,+(--1) (s	 ai)M nn(s),, • (2.46)
—

ak(s) = (-1)n-kslc-1 k = 1, 2,	 n,	 (1.47)

sint minorii matricii caracteristke corespunzatori elementelor
ultimei sale linii. •Inlocuind (2.47) in (2.46) se obtine imediat (2.45), cu
A(s) de forma (2.1).

Avind in vedere faptul ca rnatricea companion a imui polinom se
construie§te foarte . u§or, rezulta ca 'tehnicile bazate pe §irul puterilor
unei matrici, expuse la 2.2 se pot aplica imediat.

Nu ade1a0 lucru se poate afirma despre rezultatele de tip inegali-
tate de la 2:1. Intr-adevar, examinind rezultatde bazate pe discurile•
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lui Ghersgorin (v. 2.1.1) se trage concluzia à numai te,orema 13 pbate
fi aplicata matricei , (2.44), jar ceea ce se, obtine coincide cu teorema 22
de la 1.2.4, pentru ao = 1.

4

2.3.2. Partea simetrica- a, unei matrici •

Pentru 'a obtine rezultate privitoare la localizarea- valorilor proprii
intr-o bandá verticala din planul complex se poate face uz de teorema
trmatoare, valabila pentru mice matrice A, reala de ordinul n, a carei
parte simetrica se- deterrnina cu relatia,

1	 -
A,	 —; (A -p A T).	 (2.48)

Fie Ai, i	 1, 2,	 n,1 valorile proprii ale matricii A si fie
valorileproprii minima, respectiv maxima ale matricii A, (valorile

proprii ale oricarei matrici reale simetrice sint toate -reale, [B5], [G1]).

Teorema 20 (Bendixson). Pentru once mattice A are loc

	

P. min < Re Ailirnax, i = 1, 2, .., n.	 (2.49)
D. Fie forma hermitica (v. anexa D)

	

y = x*Apx, x e Cn,	 _(2.50)
unde x este conjugatul transpus al vectorului x, si fie transformarea,

x = V83-6, (2.51)
unde V, este matricea rnodala a matricii A,. In cazul rnatricilor reale
simetrice V, este ortogonala, adica satisface conditia. VT =-- Vi', [B].

inlocUind (2.51) in (2.50) se obtine

y =7*V;1A,V85-c =7i* diag	 ...,	 E	 (2.52) -
-1

in care 1,11 , j	 1, 2, ..., n, sint valorile proprii ale matricii- A, 1§i
j, j	 1, 2, ..., n, sint componentele vectorului	 si respectiv conju-

gatele lor.
Pe de aka parte, inlocuind (2.48) in (2.50) pentru x = v, unde v

' este vectorul propriu corespunz5.tor valorii proprii A (pentru simpli-
fkare nu mai scriem indicele i) a matricii A, putem scrie succesiv

.1	 1	 1	 2,	 1	 1	 —
y v* --(A + A T)v — v*Av —v*A v =-	 —v*Xv=

2	 2 '
X + X	 -

v*	 v = v*v Re X. (2.5i)
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,
Pentru v	 V, in (2.53), tinind seama de faptul Ca VrT78.----- V,T1V
I §i. pentru	 in (2.52) se obtine egalitatea

(Re X) E	 j = E	 P	 (2.34)
J=1	 J-1

'—in care v j §i j , j	 1, 2,	 n; sint componentele vectorului 	 §i res-
pectiy conjugatele, lor. Facind acum in (2.54) majorarea 	 /1„iax

,respectiv minorarea lij	 ambele peirtru toti j	 1,2, ..., n, se
obtine imediat (2.49). 	 ,1111

Rezultatul forrnulat prin teorema 20 poate fi folosit pentrU obtine-
rea urmatoarelor 'rconditii suficiente de stabilitate asimptotic5.

•
Teorema 21. 0 matrice A, reala de ordinul n, este hurwitziana daca

V.max < 6.	 (2:53)

Din punct de vedere practic, in locul teoremei 21 este mai util urma-
torul rezultat echivalent, in care prin Ask vom nota minorii principali
diagonali ai matricii A,.

Teorema 22. 0, rnatrice A, real'a- de ordinul n, este hurwitziana dad.

(-1) kA„ > 0, , k= 1, 2, ..., n.
,	 n

D. Daca A, satisface (2.55)atunci ea este negativ definita. Conform
criteriului lui Sylvester (anexas D) A, este negativ definita daca §i
numai daca are loc (2.56). 	 R

Exemplul 2.6. Se consider5. matricea

Sä se determine in planul (a, 6) domeniul in care (2:56) este satisfacula i sl se
compare cu domeniul de stabilitate asimptotica	 cu domeniul determinat cu (2.16):

Avem

— 1

[b	 —'

18,8
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Hi
{:1

,	 ck =	 ,

St
Sk+i

(2.59)

Sk	 S2+1	 ...	 S2k_i

din care rezula f< a b 2; res-
pectiv domeniul cuprins intre dreptele
paralele 143) si (4) din fig. 11.23.

Pentru determinarea domeniului de
stabilitate asimptotica se calculeaza
A (s) det (is — A) = s2 + 2s + — ab
se Pune conditia ab < 1. Domeniul, cores-

.punza.tor este ciaprins intre arcele 'de hiper-
bola (h i) 1 (ha), fig. 11.23.

In -sfirsit, folosind (2. 16) rezulta
— 1 < a < 1,	 — 1 < b < '1;

jar domeniul corespunator este interiorul
Patratului ' P, fig. 11.23.

Concluzia care se desprinde din acest
cxemplu este 'c prin conditia suficienta
(2.56) se obtine un domeniu mai mic decit
cel de stabilitate asimptotia (acestea co-
incid numai daca insasi matricea A este si-
metrica), dar mui mare decit cel furnizat de
conditia suficienta (2. 16).

Fig. 11.23. Comparatie la exemplul 2.6.
intre domeniul de stabilitate asimptoticl

omennle obtmute Cu (2.16) si (2.56).

2.3.3. Matricea Hankel asociati unei fractii ratiOnale

Fie fractia rationala
le\	 Q(S)=

	

	 , S e Cr	 (2.57)
P(s)

unde P(s) §i Q(s) slut doua polinoame cu coeficienti reali, relativ prime
intre ele, cu grad Q m .4 grad P =--- n.

Se .tie ca functia R(s) poate fi dezvoltata in serie de forma

	

R(s) = s_ 1 + s0s-1 	s1s-2 	,	 (2.58)

In care s i , I =	 1, 0, 1, 2, ..., se numesc parametril Markov ai fractiei
R(s). Cu ajutorul acestor parametri se definesc rnatricile de tip Hankel

HOk
R

-[SO

•	
Si

•
Sk_i

Si
S2 ...

•	 •• '

Sk-i
SIC

S2k-2

numite matricile Han/eel de ordinul k asociate fractiei R(s).
Matricile (2.59) au ifost utilizate pentru obtinerea unor rezultate

de stabilitate.- De exemplu, separind in A(s), relatia (2.1), polinoarnele
A,(s) §i A,(s) conform i ecuatiei	 -

(s) = Ap(z) ±s1(x), z = s2, (2.60)
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se obtine .

zi

Z1c-1

Z2 .

numite partea para.	 respectiv partea impard a lui bi(s),	 inlocuirtd

P(z) = Ap(z), Q(z)	 Ai(z)	 (2.61)

Ai(z)
R(z) =--	 z_1	 z1z-2	 zgL4	 (2.62)

Ap(Z)
acest caz coeficientii, zi, = —1, 0, 1, 2, ..., se numesc' para-

Inetrii Markov ái polinomului A(s). Matricile Hankel corespunzatoare
au formele

tk.4 Z1

-
Z2	 •••	 Zk	 Z2

Zk	 ••'•	 Z2k-2	 Zk

ceea ce inseamna

	

Ap(z)	 z2 + 9z+ 4, Ai (z) -= 2z + 1,

2z + 1 sR(z)- 

	

	 - 2z- — 17 z-2 + 145 z-3 — 1237 2-4 +
22 ± 9z + 4

1VIatricile Hankel

1/02 =	 H12 =
17 I	 7	 145

	

17	 145	 . • 145	 1235

fund pozitiv definite, rezu1t5. ca, A (s) este hurwitzian.

Rezultatul de stabilitate, a carui demonstratie este data in [G1],
are urmatoarea formulare.

Teorema 23 (Cebi§ev-Markov-Gantmacher). Polinomul LI(s) este ,
hurwitzian daca nurnai, daca matricele reale 'simetrice H" §i
sint pozitiv definite, unde k = n/2 sau (n — 1)/2 dupa curn n este r,,r-
sau impar; in ultim-ul caz exista §i conditia suplimentara 	 O. ,

Un rezultat similar a lost lormulat §i pentru polinoame convergente
[D3].

Exemplul 2.7. Se cOnsidera, polinomul ,

A(s)-= s4 + 2s3 + 9s2 + s + 4.

SI se studieze natura axestui polinom.
Evident, putem face separarea -

AO) s4 + 9s2 + 4 + s (2s2 +
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b21	 b22

. '
,B=

• De0, tomparativ. ,cu criterinl Hurwitz (teorerna 5 de la 1.1.2), ordi-
; nul cel mai mare al deterrninairtilor care trebuie calculati in cazul

teorentei 23 se reduce la jumatate, acest rezttltat este mai putin semni-
ficativ pentru aj4icatii deoarece este legat de dificultatea majora a
calcularii parametrilor Ma rkov. Cu toate aceitea, din punct de vedere
teoretic, ideea asocierii niatricilor (2.59) fractiei R(s), respectiv poli-
noamelor P(s) , §i Q(s) s-a dovedit semnificativa dupa cum se va Vedea
mai jos.

2.3.4. Matricea Hankel asociata unei perechi de matrici

Prin extensie,, matricea Hankel a parametrilor 1Vlarkov poate Ii
asociata §i rnatricilor A, de ordinul n,' B, • de ordinul m, considerind
in (2.57)

P(s)	 det [I -- A]•

Q(s)	 det [Ims	 B),	 (2.65)•

uncle In §i Tm sint Matricile unitate corespunzafoare.
vident utilizarea matricilor (2.59), asociate de asta data matri-

cilor A 0 B, Prestipune calculul determinantilor din , (2.64) §i (2765)
§i apoi a parametrilor Markov.

Dupa cum s-a aratat recent, [D4], aceste dezavantaje 'pot fi evitate
daca matricile A 0 B sint de tip Hessenberg inferior norpializate, adica
de forma

(2.'645

—ein 1
a22

A =	
•
•

an_11 a, 12 an_13	 bn-11 bn-12 bn-13 •••
- an2 an3 • afin	 b.3	 b.,

Prin definitie matricea reala simetrica

11.AB .= [h1 h2 ••• n
deterininata dupa cum urxneaza:

wn =- [0 0 ... 0 c] r ; c 0 0 -
wn_1 = -- (A
W'n-2	 (A 4- 4'n-1	 — bnn_aWn,

. . . ...	 ... . . . . ....... . . . .	 . .

— (A -4- b221)w2---= b32W3 —* •
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k1 = (A + bid)wi E
j=2

(2.68)

--._ (A — ciiii)h i - E dikkk, i = 1, 2, ..., n -
/0..1

i=1

2 —	 lir —71 +41 COV 1
3 —4 —1 I. —2	 I. 1{

{—/i;
—2

W =
1

—2
—2

0 0
—1 0
—21

—3

I
se humeste matricea Hank

,
el generalizatd a parainetrilor -Illarkov, aso-,

. ciat5. matricelor A si B, de tip Hessenberg inferior normalizate. -
, Faptul ca ?JAB reprezing realinente o generalizare a rnatricilot-

'(2.59) rezulta din faptul c5., de exerriplu, pentru A si B matrici de tip
• Frobenius, P(s) = det (Is -- A) §,i Q(s) =, (-1)" det (Is + B) $i c ----=

= (-1)4-1s4 din (2.67), (2.68) se obtine II A, = Hyzn,, [D4].
Particularizind matricea B, si anume B' = A, in [D4] s-a demonstrat .

, urmatorul rezultat.

, Teorema 24 (Datta). , Matricea A, de tip Hessenberg inferior nor-
malizata, este hurwitziana dad si numai . dad matricea 	 .

S = WH AA	 (2.69)
este negativ definita, uncle

W = [tv1 zei2 -- zvn],	 (2.70)
Cu Wk, k =- 1, 2, ..., n,) deterrninati cu (2.67).

Exemplul 2.8. Se considera matricea de tip Hessenberg inferior normalizata

0'

	

—1	 1

•
32	 —2	 1	 .,

	

—4	 .1
Se cere si se determine natura ei.

Utilizind relatiile (2.67), (2.68) obtinem:
zva __ [ g i	 [ o	 1-01 [ o ] [	 i

1	 3 —4 2	 1	 —2

	

, wa = — 2 —'1 1 11 0 1=1. 	 I

_ { —22 _ 03 01 1 [ _ 2 i
-I:2 —11+31.0 = —44 )

	

3 —4 0 I L —2	 —2	 10

It	
10

— [3 — 4
2 — 11- C11 11 — 1]=[ —lie

2 -	 2 j 1.	—8 j
h3 = r 21 ' 01 01 1 [ _ 24 - I _ 2 r ,_ 4	 104 1r _81.

	

1 3 ' —4 3IL-8 .1	 L 10 .11. —24 I
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Aqadar

—4 4 10 —4 4 10
HAA = 4 —2 —8	 , S = WHAA 4 —6 —12

10 —8 —24j L	 10 — 12 —28

Conditiile ca S sa fie negativ definita sint:

(-1)(-4)
—4	 4

> '0,

(-1)2 = 8 > 0
4 —6

—4 4	 10

(-1)3 4

10

—6 —12

—12 —28

= —8< 0,

ceea ce inseamna ca; matricea consideratl este hurwitziana.

Rezultatul formulat prin teorema 24 este important in primul rind
pentru aplicatii, in cazul sistemelor continue de dimensiuni man, deoa
rece nu pretinde determinarea polinomului caracteristic sau folosirea
transformarii omografice (v. 2.2.2.). Relatiile recurente (2.67), (2.68)
nu ridica nici un fel de probleme din punctul de vedere al utilizarii
calculatorului numeric. De asemenea, determinarea faptului cä ma-
tricea S este sau nu negativ definita este o chestiune, din punct de
vedere numeric, complet rezolvata.

Aspectul aparent particular ca teorema 24 se refera numai la matrice
de tip Hessenberg inferior normalizate nu constituie un dezavantaj,
deoarece once matrice ne,derogatorica' (sau ciclica) .poate fi redusa prin
transforrnari elementare (u§or determinabile §i algoritmizabile pentru
utilizarea calculatorului numeric, [D 1, 2] [G 2], [S 1]; [W 1, 2]) la o ma-
trice asemenea de tip Hessenberg normalizat5. (Cu elemente „I" pe
codiagonala). 0 matrice A, de ordinul n, este nederogatorica dac5.
numai daca in §irul de polinoame (5.24) de la 1.5.2.1 avem A n_1(s)E 1,
[G1], sau echivalent, este cictica daca §i numai, daca exista un vector b,
n-dimensional, astfel incit perechea (A, b) este complet controlabila,
[K1]. Matricile derogatorice sint matrici cu valori proprii multiple in
a caror forma canonica Jordan o aceea0 valoare proprie apare in mai
multe blocuri Jordan, a§a cum se exemplifica prin relatia (5.19) de la
1.5.2.1 sau la 'exemplul de la 1.5.2.2. b. In' aplicatii astfel de matrici
se intilnesc numai rareori. Totu§i, chiar §i in cazul matricilor deroga-
torice se poate ajunge prin transformari elementare, [W 1], la matrici
asemenea de tip Hessenberg reduse (Cu unele elemente nule pe codiago-
nala), formate din submatrici Hessenberg nereduse (Cu elemente nenule
pe codiagonala). Evident, acestea din urma sint asemenea cu matrici
Hessenberg normalizate, carora use poate aplica teorema 24.
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Tehnici frecventiale

Metoda freeventiala este prima metod5 dë analiza i de' sintez5 a
-.1,tenlelor automate care s-a dezvoltat unitar si care s-a - aplicat con-

cvent in perioada dasica a automaticii (anii '30—'50). Se poate
afirma cu 'certitudine ca marea majoritate a sistemelor automate de
tip clasic existente astazi in industrie sa.0 in alte domenii au fost pro-
iectate i realizate pe baza conceptelor i tehnicilor elaborate in cadrul,
rnetodei frecventiale. Succesul aplicarii acestei metode in proiectarea
sistemelor automate liniare a determinat utilizarea ei, cu adaptarile
de rigoare, i pentru sistemele automate neliniare, obtinindu-se de
a'semenea rezultate remarcabile.

Dupa o perioada de penumbra, datoratà dezvoltarii metodei varia-
bilelof de stare, metbda frecventiala revine in anii '80 cu vigoare in
actualitate, dar la un nivel superior, si anurne cu rezultate
sistemelor automate multivariabile. Explicatia acestui fapt, nesurprin-
zAtor in dialectica dezvolarii stiintelor, consta in aceea Ca metoda
frecventiala ofera sol,utii simple de proiectare pentru multe tipuri de
sisteme automate utilizate in, industrie. Aceste solutii, a.sigur5 realiza-
rea- petformantelor impuse	 proprietati de 'robustete, in conditiile in
care parfea automatizata are,un model matematic imprecis sau incert
intre anurnite limite

Baza matematica pe care s-a dezvoltat metoda frecventiala este
constituit5 de transformarea Laplace, transformarea Fourier si teoria
flinctiilor de variabila complexa, iar in cadrul acesteia, de principiul
argumentului.

3.1. 'Principiul argumentnlui

3.1.1. Integrala pe contur a derivatei logaritmice

G(s)	 Q() , s	 (3.1).
P(s) ,	 •

functia de transfer a unui sistem dinamic liniar monovariabil, in' care
1-)(s) §i Q(s) sint douà polinoame cu coeficienti reali, relativ prime intre
ele cu grad Q(s) = m, grad P(s) n.
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i=i

4 ,
E tn i my,

Pentru
G'(s)".

d [in G(s)],
G(s)	 •‘ds

(3.3)

1 0 Fie y un contur inchis in planul complex C, in interiorul caruia
G(s) are my zerouri i n.e. poli, considerindn-se i mu1tip1icitài1e lor.

Principiul argumentului, care permite evaluarea variatiei totale a
arg G(s), s e y, se deduce din urmatorul rezultat dasic din teoria func-
tiilor de o variabila complexa.

Te6rema 1 (Cauchy). Functia G(s), conform ipotezei 1°, satisf ace
relatia

G'(s) ds = 2Trj(nnty — ny).•

y G(s)

• D. Fie zi , de n-iultiplicitate mi, = 1, 2, ..., zerourile lui G(s)
In, interiorul lui y i pk, de multiplicitate n, k = 1, 2, ..., v, polii lui
G(s) in interiorul lui y. Conform ipoteZei 10 au loc egalitatile

numita si deripata logarilmica a lui,G(s), atit z cit i p„ sint, dupa cum
se va vedea imediat, singularitati de tip pol simplu. Ca urmare, pentru
evaluarea integralei pe contur din (3.2), se aplic'a teorema reziduurilor,
[A 1,2], [S 2], si se obtine

(s)[d;	 1±. Rezy (zi)	 E -Rezy(P)•
.. 	 k=1

Pe de alta, parte, pentru zi putem scrie

G(s) =2 (s — zi)",Gz(s),

unde Gz(s) este o fractie care nu are pe'zi ca zerou.
In aceste conditii se obtine

G'(s)	 mi	 G(z) 
• G(s)	 s — zi:9z(s)

ceea ce inseamna ca reziduul corespunzator lui z
tiei G'(s)IG(s)) este Rezy (zi) = mi. In consecinta

(3.2)

(3.4)

(pol sirnplu al. iunc-

/ (3.5)E Rezy(zi) E
= 1.	 i
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196,

De asemenea pentrit pi, putem scrie

1
G(s)	 	 G (s),

(s — pk)nk

este o fractie care nu are pe pi, drept pol, ceea ce conduce la

G' (s)	 — n,	 G;(s) 7
	 4_

G(s) S— Pk G(s)

Reziduul corespunzator lui= fik (pol simplu al func iei` , G' (s)IG(s))
este Rezy(pt) --= — nk. Ca urmare

E Rezy(fik)	 E	 — ny.
k+1	 k=1

Inlocuind actim (3.5) §i (3.6) in (3.4) se obtine (3.2).
2° Se presupune in plus ca. G(s) are ily 'zerouri §i	 poli, considerin-

du-se -§i- multiplicitatile lor, pe conturul y.
Vom da in continuare	 demonstratie, un rezultat care tine seama

si de aceasta ipoteza..

Teorema'2 (Cauchy). Functia G(s), conform ipotezelor 	 §i 2°, sa-
tisface relatia

G' (s)
ds = 27symy	)	 nj(ifty ny).

G(s)

(16)

3.1.2. Variatia totala a argumentului

Inlocuind (3.3) in (3.7) se obtine

.[ln G(s)]s Ey	 2nj(my — ny)	 rej (iny — Fry).	 (3.8)

G(s), fiind o functie de variabila complexa, poate Ii explicitata sub
forma

G(s) = I G(s)! ejargG(s).	 (3.9)

Inlocuind (3.s9) in (3.8) §i impartind apoi prin j rezulta

rarg G(s)J, y	 27r(rny	 ny)	 n(iTty	 Fiy),	 (3.10)i

deoarece [in I G(s)I], Ey = 0.

Relatia (3.10) este expresia analitic5. a principiului argumentului.
La o alegere convenabila a conturului relatia (3.10) poate fi folosita
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Fig: 11.24. Conturul
Nyquist:

pentru evaluarea variatiei tbtale a argumentului
In functie de numarul de zerouri si de poli ai lui
G(s) situati in semiplanul Re s 0. Un astfel de
contur este conturul Nyquist yN -- fig. 11.24.

Fie myN = m i n = n, numarul de zerouri
resiiectiv de poli ai lui G(s) in Re s> 0. Fie de

asemenea mo §i no numarul de zerouri finite si res-
pectiv de poll finiti ai lui G(s) pe Re . s 0. Se
stie c s) mai tare in punctul de la infinit fie
un zerou de multiplicitate m n I pentru
m < n, fie un pol de aceeasi multiplicitate pen-
tru m > n. Intrucit R OD, fig. 11.24, rezulta
cä punctul de la infinit apartine conturului y N •
Ca urmare friy„ — Flu = mo — no — (m n).

In a.ceste circumstante din (3.10) se obtine

arg G(j) 27r(n, — m+) v(no ' /no) + 7C
— 00 .	 •	 • f.

.`

00
•

= — co

to =	 ooarg G(j(o))	 = 2arg G(yo)
— co

din (3.11) se mai obtine

= co
0

(3.12)

	

arg G(j6))1(4 ='	 oo

	

=	 = 7r(n+ — m+) ± —6.)	 0	 2
7r 7r ,

1920)	 —	 — 12) .

2
\.(3.13)

	

Precizam ca (3.12) este o consecinta a pioprietatii G(g)	 0(s),
s e C, (firofirietatea de \reflexie — valabi1 numai pentru functii G(s)
CU coeficienti reali) ceea ce, pentru s	 jo), implicä. G(—jo.)) 
o.)	 0, respectiv arg G(—j(0) = — a.rg G(jco)-, c 	 0.

3.1.3. Criteriul Cremer-Leonhard

• Forma (3.13) a principiului argumentului poate fi aplicata imediat
pentru obtinerea unui rezultat de stabilitate asimptotica sau IMEM
pentru sisteme continue in timp atunci cind se cunoaste polinothul
caracteristic sau polinomul polilor.

deoarece
= — ooarg G(j(o)	 arg G(jw)

oo
Intrucit

jR
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(3.17)

'Fie A(s) un polinoin cu coeficiéni feali, cu grad ;!1(,)

Teorema 3 (Cremer-Leonhard). Polinomul A(s) este hurvvitzian dacä
numai dad ,

arg LI(jco)	 =	 r.	 (3.14)
2

D. Fie A(s) curf zerouri in Re s> 0 §i ro zerouri pe Re s = 0.
n aceste conditii, conform principiului argumentului, puttrn scrie

Suficienta. Dad (3.14) este adevarata atunci Y+ =0 §i ro =- 0, ceea
e mnseamn c A(s) este hurwitzian.

Necesitatea. Daca A(s) este hurwitzian atunci 	 0 §i ro = 0. In
aceste conditii din (3.15) rezulta (3.14).

Un rezultat echivalent cu acesta i ,care face uz de hodograful A(jto)
a lost enuntat prin teorema 4 de la 1.1.1. Teorema 3 are calitatea ca,

- este mai precisa ca atare este mai eficient5 in aplicatii. Din acest
punct de vedere poate fi mai util urmatorul enunt echivalent.

Teorema 4 (Cremer-Leonhard). Polinomul A(s) este hurwitzian dad.
§i numai daca hodograful .6,(j6.)), > 0, parcurge m sens pozitiv exact r
'cadrane.

Ca exemplu de aplicare a teoremelor 3 si 4 se poate revedea exemplul
1.1 de la 1.1.1.

3.1.4. Senanificatia lui G(jo.))

Se considera sistemul cu functia de transfer G(s) de forma (3.1),
deseris de relatia intrare-ie§ire ,

Y(s) = G(s) U(s). 	 (3.16)

Marimea de intrare este functia sinusoidala
u(t) =-- sin coot, t

rie intereseaza sä determinam componenta de regim permanent
yr(t), t	 0, a lui y(t), t	 0.

Se §tie ca

a,,rg A(j63) (3.15)
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ceea	 inlocuirea in (3.16), conduce la

	

Y (s)	 G(s) 	 6.)°
	s 2	 6.1

Peptru simplificarea calculelor se presupune ca s = jcoo nu este
nici zerou i niii pol al functiei G(s).

Componenta de regim permanent Y1(s) se separa foarte usor din
Y (s) deoarece, se stie, ea este formata din fractiile simple corespun-

	

zatoare polilor lui U(s). Acestia sint s j , 2 =	 lcoo.
Asadar ,

A2

	

Y1(s) 	
A1

	

s — jcoo	 5 J

In care, conform. teoremei dezvoltarii (v. anexa A) ,

	

000(2 iwo) 	 _	 1G( j(doLi 2

	

"" 2 	 2 \
— 

	

[P(s)(s	 coons=±16)o
ds

intrucit

	

G(	 jco0)= R(coo)	 jI((oo),

unde R(coo) si 1(6)o) sint partea reala si respectiv imaginara a lui
G(j00), prin inlocuirea. lui (3.21) in (3.20) si apoi in '(3.19), dupa calcule
elementare, din (3.19) fezulta

' s

	

:171(s) = R(o) )  2 ())°	 1(6)0)	 •
S	 (og	 2 + cog

Functia original corespunz'atoare este

y f(t) =I G(jcoo) Isin(pot1/4+ arg GO(.4), 	 (3.22)

In 'care

G(jcao) 7 VR2( 0) + (wo),	 arg G (j (.0o) = arc tg  1(6-0 
.	 R(6)0)

Rezultatul (3.22) pune in evidenta faptul ca in regim permanent
sinusoidal marimea de iesire a unui sistem dinamic liniar constant.
monovariabil este o functie.sintiSoidala de amplitudine egala cu modulul
lui G(j630) si de defazaj, in raport cu intrarea, egg" cu argumentul lui
G(j(.00). Acest fapt remarcabil justifica introducerea urinatoarei notiuni.
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Definilia 1. Functia G(ju)) care defineste Complet regimul permanent
sinusoidal pentru 6)e R al sistemului dinarnic liniar constant mono-
Nariabil cu functia de transfer G(s) se numeste reispunsul la frecvenfci
al respectivului sistem.

• Raspunsul la frecverrta se' obtine relativ usor, prin calcul sau expe-
rimental, §i se utilizeaza practic sub doua forme grafice: locul de trans-
fer i diagrama Bode.

Locul de transfer este hodograful functiei G(j6)), 6)E R.
•Diagrama Bode este o reprezentare cartezian'a' •a functiilor

A 41,()	 20 lg I G(j6)) 1, co	 0,	 - (3.23)

cp(co) = are G(jo), (,) 	 0,	 (3.24)
de regula pentru,o scara logaritmica in baza 10 a pulsatiei 6). 24,03(6)
se numeste atenuarea raspunsului la frecventa si se masoara in deciBell
'dB) si cp(6)) se numeste laza raspunsului la frecventa..§i.se masoara in

grade (mai rar in radiani). Utilizarea diagramei Bode este preponde-
rentA deoarece, adeseori, caracteristica aten,uare-frecventd (3.23) si uneori
si caracteristica fath-frecventa (3.24) pot fi aproximate prin segmente
de dreapta. Totodata, diagram'a Bode permite evidentierea i utili-
/area mai simpla a corelatiilor care exista sau se doreste sä existe,
pe anumite benzi de frecventa, intre atenuarea i faza raspunsului
ficcventa.	 g

3.2. Criteriul Nyquist

3.2.1. Utilizarea locului de transfer

Fie sistemul automat cu structura din fig. 11.6, b, in care
G(s)	 6,(s)GF(s)

este functia de transfer a sistemului cleschis, de forma (3.
Functiile de transfer intrare-iesire i perturbatie-iesire
expresiile

f
(3.25)

1), cu m < n.
au respectiv

in care s-a notat

Go(s)	 G(s) , G (s) =  
1 

F(s)	 °w	 F(s)

F(s) = 1 G(s) = P(s)+ Q(s)
P(s):

(3.26)

(3.27)

`200

M
iha

il V
oic

u 

Tehn
ici 

de 
an

ali
ză

 a 
sta

bil
ită

ţii 
sis

tem
elo

r a
uto

mate
. E

d. 
Tehn

ică
, 1

98
6.



Polii lui Go(s) i G(s) sint de fapt zerourile lui F(s), respectiv zerou.-
rile polinomului P(s) Q(s). In general F(S) poate avea z+ zerouri in
Re s > 0 si zo zerouri pe Re s = 0. Polii lui F(s) coincid Cu polii lui
G(s), dintre care n+ se af15, in Re s > 0 si no pe Re s = 0. Punctul de
la infinit nu este nici zerou nici pol pentru F(s) deoarece F(s) este
raportul a doua polinoame de grad n. In aceste conditii variatia totala
a argumentului lui F(jw), e R, se determina cu formula (3.11) si -
are expresia as

arg ,F(jo.i) =	 = 277(n, — ) +n(no zo).	 (328)
C X )

Conform teoremei 8 de la 1.6.4.1 sistemul automat cu structura din
fig. 11.6, b este stabil IMEM dac5 i numai dad' toti polii lui Go(s) si
Gow(s), respectiv toate zerourile lui F(s) sint situate in serniplanul
Re s <0. In aceste circumstante putem enunta -urmatorul rezultat.

Teorema 5 (Nyquist). Sistemul automat cu structura din fig. 11.6, b
este stabil IMEM dac i numai daca F(s), definit prin (3.27), satisface
conditia

= ooarg F(jw)(3.29)2nn	 nno.
= — oo

, Suficienta. Daca (3.29) este adevarata atunci'din (3.28) rezulta
= 0 si zo = 0, ceea ce este sufictent pentru stabilitatea IMEM a

sistemului automat. -
1Vecesitatea. Died sistemul automat este stabil IMEM atunci z+ 0

si zo =- 0. In aceste conditii din (3.28) rezult5. (3.29).
Din punct de vedere fpractic, este mai util si mai simplu de, aplicat

un enunt echivalent al teoremei 5, care se bazeaza pe urmatoarea obser-
vatie. Intrucit intre F(s) §i G(s) exista relatia (3.27)', este suficient
se reprezinte hodograful G(jw), 	 e R,
celalalt hodograf„,si anume F(jct)), e R,
rezultind automat fata de o nou5, 	 --
gine, translata in punctul (-1, j0),
fig. 11.25. Enuntul echivalent al 'teoremei
5 este urm5.torul. -

Teorema 6 (Nyquist). Sisternul auto-
mat cu structura din, fig. 11.6, b este
stabil IMEM daca i numai daca locul,
de transfer al sistemului deschis (hodo-

-
Fig. 11.25. DeterFninarea lui F(jG))

din G (jw).
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C

ra.ful G(jo))) inconjoar'a punctul t (-1, j0) in sens pozitiv de un‘num'ari
1

S-a vazut cä n÷ si no sint polii lui G(s) in Re s > 0 si respectiv pe
Re s = 0. Aceasta inseamna ca sistemul deschis, reprezentat de ‘func-
ha de transfer G(s), poate fi arbitrar instabil IMEM. Daca are loc con-
ditia (3.29) atunci j3rin introducerea reactieiinverse conform fig. 11.6, b,
sistemul inchis corespunzator este stbil IMEM.' Aceasta calitate deo-
sebit. de importanta a reactiei a mai -fost pusa in evidenta la 1.1.6
la 1.1.8.

Lin caz frecvent intilnit in aplicatii este acela in care sistemfil deschis,
repreze.ntat de functia de transfer G(s), are cel mult doi Poli in semi-
planul Re's 0 i anume in origine (s 0), ceea ce inseamna ca n, 0

no -4. 2. in astfel de cazufi se aplica Q forma paiticulara a teoremei 6.

• Teorema 7 (Nyq-uist). Sistemul automat cu structura din fig. 11.6, b,
in care G(s), definit prin (3.25), are cel mult doi poli in originea planului
complex si restul de 'DOE sint toti in Re s < 0, este stabil IMEM dad
si numai dacrpunctul (-1, jo) este situat la stinga in afara locului
de transfer G(j) atunci cind acesta este parcurs pentru o luind_ valori
de la	 oo la + oo.

Atunci cind hodograful G(j(o) are o forma complicata ,este dificil
se determine la prima vedere daca punctul (-1, jo) este la stinga - sau
la dreapta locului de transfer G(j6)). Avind In vedere ca hodograful
G(jo)) este parcurs de la co — on la = co, deci ,in sens negativ
ic conturul Nyquist — fig. 11.24, rezulta ca punctele situate la dreapta
hodografului G(jc.o), in sensul crescator al lui sint puncte interioare.
1.7,n procedeu expeditiv de determinare a pozitiei punctului (-1, j0)
latrt de hodrograful G(jco) consta in hasurarea partii drepte a curbei
GOO. Dad punctul (-1, j0) nu este intr-o zona hasurata atunci aceasta
este in exteriorul hodografului G(j6.)), respectiv la stinga sa atunci cind
G((0) e.4e parcurs pentru (,) crescator.

--- no on atunci cind c . variaza de la — oo la + oo.

-Exemoul 3.1. Se onsiderg sisternul automat cu structura din fig. 11.6, 6*i
'

+ 10S +.5
G(s) = GR (s)GF (s) .	 	 •

-	 s3	 2ss2	s	 1-

-c cere sii se studieze stabilitatea IMEM a acestui sistem.
Folosind criteriul Hurwitz (teorema 5 de la 1.1.2) se trage concluzia ca polinomul

- 2s2	s	 1 este hurwitzian. in aceste conditii vorn aplica teorema 7.
Locul de transfer G (jw) are forma din fig. 11.26, in care portiunea trasata cu linie

intrerupta corespunde lui < 0 si, datorita proprietatii de ref lexie a lui G(s); este sime-
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GUG4

tria cn G 064 pentrn c. > 0. Hasurind
la dreapta hodograful G (jco), co€R, se
conkata. ca punctul 1, j0) ramine in
afara i1a stinga lui. Conform teofemei 7
sistemul automat sconsiderat este stabil
IMEM.,

Exemplul 3.2. Se consider& sistemul
automat din fig. 11.6, b cu

1
GR(s) —	 G(s) — 3 +. 1 

- s s + 2

Se cere sl se verifice dac& sistemul este
stabil IMEM pentru a = 1 si ct , — 2.

, Conform schemei, din_ fig. 11.6,
avem

Ga(s)	
s	 1 	 si	 =

s a (s ± 2)

i co ± 1 - 
(i(o ) a (i co + 2)

jim

5
0,4-

to.-co
(-1,jol	 zo

Fig. 1L26. LocuLde transfer al sistemului
deschis la elemplut 3.1.

63 Re

si locUrile de transfer corespunatoare sint ,reprezentate in fig. H.27, a i b. Am1Dele
hodografe, Gi (jo.i) ‘ si G2 (jc.)), trec prin punctul de la infinit pentru	 = 0. Examinind
pozitia punctultn. ( 	 j0) se constata ca pentru a =' 1 si a = 2 sikemul considerat,
conform teoremei 7, este stabil IMEM. •

jIm
1(4=-0

-(-1,J0)

1

=+ 00-1
62(jc4)

Gi(140

4.1=.•CO

a
• Fig. 11.27. Locurile de transfer G (jw) si G2 (jw) la

exemplul 3:2.
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7r---=_'-nl`?-rAlik'.f .1-271Pnr•nrr,,A%

1.Tn caz liziità intersant este acela in care hodograful G(j6)) trece
prin puritul	 j0). Daca asa stau lucrurile insearnna	 exista valori

e %ariabilei ,s	 j6) pentru care

G(j6)) = -- 1,
respectiv Go(s) are poli pe Re s = 0. In atare circumstante sistemul
automat cu structura din- fig. 11.6, b 'nu este stabil IMEM.

Din cele aratate pina aici rezulta ca punctul (-1, j0) ocupa o pozitie
privilegiata rerativ la stabilitatea IMEM a sistemului automat. Din
acest motiv punctul (-1, j0) se mai numeste punct'critic. Intuitiv,
-este evident ca in cazul sistemelor automate stabile IMEM, cu cit locul
de transfer G(j6)) este mai indepartat de punctul critic, cu atit sistemul
respectiv are pdsibilitati mai reduse de a deveni instabil IMEM la va-
riatia unora dintre parametrii

Definifia 2. Pentru caracterizarea calitatii unui sisteml automat
liniar constant monovariabil se define* stabilitatea relativii IMEM,
'Care se evalueaza; conform fig. 11.28, prin: •

— nuirginea de amplificare
1in

IG(icoo)
in care 6)0 este determinat prin arg G(j6) 0)	 — 180° si

— marginea de faze"(

-y arg 0(j6)1) + 180°, (3.31)
m care 6.4 este determinat prin I G(jcoi) I = 1, iar arg G(j6) 1) este masura.t
a in fig. 11.28 (si avind, evident, o valoare negativa).

Spre deosebire de gradul de sta-
bilitate IMEM, definit la 1.6.4.2,
care depinde numai de distributia
polilor lui Go(s) in planul complex,
stabilitatea relativa IMEM depinde
atit de distributia polilor lui Go(s)
(care coincid cu zerourile lui F(s))I	 cit si de cea a zerourilor lui Go(s)g pf

Gfic.3)	

(care coincid cu zerourile lui G(s)).

bilitatea relativa ofera o posibilitate,
•asemanatoare	 aceea asigurata de
indicatprii

aDin cest punct de vedere sta-

performantelor definiti pe
• baza raspunsului indicial (v. 1.6.4.3),

z. 11.28. Definitia stabilitatii relative. 	 de apreciere a calitatilor unui sistena

3.30)
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automat, de aceasta data insa in regim permanent sinusoidal.
Aceasta facilitate §i faptul ca stabilitatea IMEM a unui sistem inchis 't
poate ft analizata pe baza cunoa§terii locului de transfer al sistemului"
deschis (obtinut prin calcul sau pe cale experimentala) constituie avan-,
tajele esentiale pe care le asigura tehnicile frecventiale fata de tehniCile
polinomiale sau de cele matriceale.

S-a aratat c. intre raspunsul indicial i raspunsul la frecventa al
unui sistem automat exist5 relatii bine definite, [V 9]. In acest context
valorile recomandate pentru marginea de amplificare i marginea de .\
cistig sint m > 3 §i respectiv y 30 0 .

Relatiile dintre indicatorii performantelor definiti pe baza raspun.-
sului indicial Si anumiti parametri ai raspunsului la frecventa (printre
care §i stabilitatea relativ5) au fost determinate pentru tipurile uzuale
de functii de transfer i au fost reproduse §i in [V 9].

Satisfacerea valorilor recomandate ale stabilitatii ,relative se reali-
zeaza, in faza de proiectare, prin,alegerea. regulatorului G(s) Cu struc-
tura §i parametrii adecvati.

3.2.2. Aplicatie: alegerea regulatorului unui sistem automat
de firmarire

Se considera sistemul automat de urmarire cu schema functional- :
tehnologica din fig. 110 §i schema bloc structurall din fig. I.11 (v. 1.1.4.7).

Se cere sà se determine parametrii k0 k §i T al regulatorului, astfel
incit sistemul automat sa aiba o stabilitate relativa IMEM la valori
admisibile.

Pentru a exaniina in detaliu efectul regulatorului

,Ts +: 1

asupra stabilitätn relative a sistemului de urm5rire; Vom
urmatoarele doua cazuri.
, a) k0 = 1 §i k = 0 (R11-= R2 0 R3 = 0, y. relatiile (I.1.131)),

ce inseamna ca

GR(s)	 — 1.	 (3.33).

Functia de transfer a sistemului deschis are in'acest cat forma

GE(s) — 4(1

kik2

T is(T 2s ± 1)
Ga(s)	 G./,(s)G sm(s)k2k
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246.

P•entru	 0,05 T11k2 =- 0;5; T2 = 0,05 §i s = jø se obtine

-	 2k01 koM a ( ) = 	 /col v c(4' .-1- 400

p ( ) -- 1800 = '90° — arctg ".--! --- 30°.
20 .

Dupa calcule elementare, din acest sistem rezulta
= 4D0	 -
Pentru a vedea cit de , ',Duna este aceasta solutie s observam ca

e 'ecuatia polilor siStemului automat este

T1 T2s2	 k0k1k2 = 0.

jIm

Re

-1/100

2
-11/a(6)Y= Ga Ow) I = 6)4 6)2

pa (co)	 arg	 (jo))	 2,70° — arctg •
20

Locul de transfer Ga (jo)) este reprezentat in fig. 11.29, a. Punctul
:esie in exteriorul bodografului Ga(jco). Conform teorentei 7

:Thutomat este stabil IMEM.
ceea ce priveste stabilitatea relativa, se constata m = oo

,oricare ar fi ko O. Pentru ko > 1 se poate, realiza y = 30° — 50°.
ln conformitate cu (3.31), (3.35) si (3.36) se obtine

-1/5o

U	 s	 c' -
Fig. 11.29. Locurile de transfer ale sistemului automat de urmarire:

— al sistemulut deschis pentru k. =-Z1, k = 0; b= al regutatorului (3.32); c	 sistemului
deschis pentru lee= 40, k = 3, T 0,05.

30
20

15
10

Re
4.)::+03

-0,5

jrn 70,5

36
k k	 Fie

wro'
M
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Pentru valorile numerice adoptate se obtine pulsa ia' naturaa

kokik2 
Ti T2 

= 37 rad/s

si factorul de amortizare
1	  =0,27..

2 T26.),,,

Conform fig. 1.20 rezulta o suprareglare a% = 40% §i un tirnp
de stabilizare la 5% t, = 0,3 s. Evident, aCeste performante se obtin
nurna,i pentrii zona de Jiniaritate a amplificatorului de curent-continuu.
Rezultatele indica in mod clar cä utilizarea unui regulator de forma
G R(s) =	 lee nu conduce la rezultate acceptabile.

Pentru k > 0. (R3 > 0, v. relatiile (1.1.131)), functia de transfer
a regulatorului are forma (3.32) Si locul, de transfer Gifjco), (.0 e R, are
imaginea din fig. 11.29, b (s-a facut abstractie ,de semnul „--" din ,(3.32
deoarece acesta este compensat de semnul „—" din Gsm(s), v. rela tia
(1.1.122)).

Locul de transfer al sisternului deschis

G(j)	 gi,(jo..))08/,,,(j(0)1e2k1 -= Gi(jw)G(j(A), 	 e R;
se obtine prin compunerea locurilor ,G(j) i GR(jc,o), fig. 11.29, a si b
conform relatiilor

'	 M(6)).= I.G(j)	 MR(6))illa(4°)
	

(3.37:
cp, (6))	 arg G(j)	 p(o)	 cr),(()),	 (3.3 8)

MR(6)) = IGR(co) 1, p,(6)) arg •Go). (3.39)

Este usor de observat cà efectul introducerii regulatortilui GE(s) consta
intr-o rotire, in domernul frecventelormedii, in sens-negativ a locultn
Ga(*), ceea ce este favorabil realizarii valorilor recomandate ale stabi-
litatii relative. intr-adevar, pentru ko = 40, k= 3 i T = 0,05 s (la ,
care se ajunge prin citeva tatonari), locul de transfer al sistemului-
deschis are forma din fig. 11.29, c.	 -

Rezultatele care se - obtin in acest caz sint milli mai bune i anume
5,7 si y -= 36°. Retinem totusi faptUl ca ele sint urmarea unor

tatonari bazate pe modificarile posibile ale locului de transfer al sis-
temului deschis,'`dar fàrä un suport director cu caracter cantitativ
pentru realizarea respectivelor modificari. Vom vedea la 3.2.4 ca utili-
zarea diagramei Bode permite o rezolvare expeditiva atit a alegerii
tipului de regulator, cit si a determinarii parametrilor

in care,
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3.2.3. Sisteme Cu timp mort

Exista situatii, cum ar Ii reglarea automata a temperaturii cuptoa-•

'relor industriale sau reglarea presiunii pe conducte de transport de
fluid, in care partea fixata (Gr(s) in fig. II .6,- b) contine un element cu
'timp rnort, ca.racterizat printr-un factor e- T8, T 0. in astfel de cazuri
functia de transfer a sistemului deschis are forma

(S)	 TG(sy — 

	

	 'e- 8 s E C,
P(s)

in care P(s) §i Q(s) sint polinoamele definite la (3.1). Aceasta inseamna
ca numitorul functiei de transfer a sistemului inchis are acum forma

F(s) = 1 ±G(s) —  P(s) ±Q(s)e:Ti
.•(3.41)

P(s)
Spre-cleoselire de sistemele automate fara timp mort, numaratorul

:din (3.41) nu mai este un polinom, ci o functie transcendenta. Aceasta
functie are o infinitate de zerouh. Dintre acestea numai un numar finit
sint situate in Re s> .0. intr-adevar, deoarece pentru Re s>

In ' este conditii este evident cà lui'F(s) i se poate aplica principiul
argumentului in scopul obtinerii unor rezultate de stabilitate DIEM.
Procedind cyla 3.2.1, rezultatul care se obtine este conform urmato-
rului enunt.

Teorema 8—Teoreme1e 5, 6 i 7 sint valabile si in cazul in care G(s)
este de forma (3.40).* •

Exemplul 3.3. Se , consider'a un sistem automat-, cu

G(s)	 8,	 k > 0,

(3.40)

Ern G(s) = 0,

rezulta c. zerpurile lui F(s) in Re s > 0 se afla intr-o anumita vecina-
tatg a originii. Conform Unui rezultat din teoria. functitlor, F(s) poate
'avea intr-un domeniu finit cel rnult un numar finit de zerouri. De ase-
-menea F(s) are in Re s >0 cel mult un nurnar finit de poli (zerourile
lui P(s)).

Se cere sa se deterthine M planut paranietrilo
sistemului.

Avem

(k, ,T) dcmeniul de stabilit .ate IMEM

(sin To	 j cos Tco).
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Conform teoremei 8 conditia de stabilitate
IMEM este

min Re G(jcii) = min — ---k sin Tco > —
CO

pentru o determinati de

2	 k

Fig. 11.30. Domeniul parametric

	

. min (	 -2k T  )
> — 1.	 de stabilitate IMEM la exemplut

	

i ,,	 (2i + 1)7i, 	'	 \	 .	 3•3•
1.	 ,,	 -

Solutia acestei inecuatii este evident kT < r./2, jar domeniul corespunzator de
stabilitate IMEM are imaginea din fig.„ 11.30.

3.2.4. Utilizarea diagramei - Bode

Forma cea mai generala, i totodafa cea simpla ca exprimare,
a criteriului Nyquist este teorema 6, cu extinderea corespunzatoare de
la teorema 8. Dupa cum s-a aratat la 3.1.4, diagrama Bode Poate fi
aproximata, de regula, priñ segmente de dreapta. Vom arata in con-
tinuare cä utilizarea diagramei Bode este ioarte avantajoasa atit in
analiza -stabilitatii IMEM, cit i 1. mai ales, in proiectarea sistemelor
automate stabile IMEM. ' ,

In cele ce urrneaza' vom avea	 vedere sisteme automate a caror
functie de transfer in circuit deschis este de forma

Im G(jco) = — —k cos Tto 0, > 0:-
6.)	 ,

Din ultima ecuatie rezulta 	 = (2i +
1) .7-c/2, i = 0, 1, 2,	 ceea ce conduce la

G(s) —
k bmsm	  e_Ts

ansn	 1
(3.42)

in care k > 0, a = 0/1, 2, m < n	 oc,	 > 0, i	 1, 2, ..., n, 1)5 > 0,
j = 1, 2.... . in, T	 0 §i polinoamele bmsm	 1 i ansn	 1
sint relativ prime intre ele.

intrucit in rnajoritatea situatiilor care intervin in aplicatii ipotezele
teoremei 7, cu extinderea de la teorema 8, sint indeplinite, ne vom ocupa
de formularea unui rezultat de stabilitate IMEM in cazul in care'G(s)
nu are nici un poi in Re s > 0 (adica polinomul ansn 1 este
hurwitzian).
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Stabifitate IMEM	 thstabilitate NEM•

Fig. 11.31. Analiza stabiiitàtii IMEM cu ajutorul diagramei
Bode.

Cele doua situatii posibile — stabilitate i instabilitate IMEM sint
ilustrate in fig. II 31 Pulsatia cot, la Care locul de transfer G(j(0)\ taie
cercul de- raza unitate,, respectiv la care atenuarea A dB (6)) taie axa
de Odg se numeste ftulsatia de taiere a sistemului deschis In confor-
,mitate cu teorema 7 , cu extinderea corespunzatoare de la teorema 8
putem enunta fara demonstratie_urmatorul rezultat.

Teorema 9. Sistemul automat cu structura din fig. II.6, b, in care
,G(s), definit prin (3.25), este de forma (3.42) si nu are nici tin pol in
Re s > 0, este stabir DIEM daca si numai daca la frecventa de taiere
to, caracteristica faza-frecventa se afla deasupia liniei ,corespunza-
toare lui —180°.

Determinarea, stabilitàtii relative cu ajutorul diagramei Bode este
foarte simpla si ea consta' in a masura A dB (w.4800), in care GLI800 este
definit prin <kw_ 1iso°,	 — 180°, si cp(wt ). Marginea de ,amplificare expri-
math in dB este -

mdE	 I-A dB(6)--iso°) I •	 (3.43)
marginea de faza se determina cu

Y	 (1)(4)t) 	180°).	 (3244)
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A

-20

Valorile recornandate sint ?NB. = 10 ± 20 dB si y 300 500.

Exemplul 3.4. Se consider g sistemul automat cu

. G(s) 	 .	 ,	 k > 0.
*.s (0,05 s	 _1) (0,2 s	 1)

Sa,- se determine valorile lui k pentru care sistemUl automat corespunator este
stabil 1MEM.	 •

intrucit 'k este ' i-lecunoscut vom trasa caracteristica atenuare-frecvent -5, Acm(w) •

pentru k = 1. Conform definitiei. (3.23) avem
• A dB(W) = —20 Igw, — 20 lgVf0,05w)2 -1- 1 — 20,1gV(0,2w)2 	 1.

Se observa Ca A(w) poate fi aproximata cl utia - cum urineaza
—20 lgco	 0 < < 5,

A dB (6) ) "-=	 —20 lgco — 20 lg (0,2w) 	 5 4co < 20,
—20 Igo — 20 lg (0,2co), — 20' Ig (0,05-w), 20 4 co <

• Aceasta, pentru o scarl logaritmia, a pulsatiilor, reprezinla o linie frinta formata
din trei segmente de dreaptl. Punctele de fringere sint situate la col = 1/0;2 = 5 si%,-
co2 = 1/0,05 20, care se numesc pulsalii de fringere. Caracteristica Ad-13(w) .aProxi.
mativl are forma din fig. 11.32 (linia frinta). Caracteristica AdB(6)) exact. (curba trasata
cu linie subtire) diferl de cea aproximativ -a- pentru co 'e [3,30], ,dar diferentele nu dep5.-
rsc 3 dB.

Caracteristica ‘cp (co), conform definitiei (3.24),, are expresia
cp (co), = —90° — arctg (0,2co) — arctg (0,054i)

si este trasata. cu linie intrerupta in fig. 11.32.
'

AdB

SILIENIAdB(,.,), Gm=
—141111111

line de OdBME snug! 13' 'dB11111111111111111	 c= 30 ° BEIM"11111 11111111 	-40
-

cr.
-4)

7 60

1071	 3 4 5 6 78910 0	3 4 •5 6 789101'
(.4 -160 ° 	, 	 ,

3 45 67910 r°dis
tal

Fig: 1,1.32.. Dia.giama Bode la, exemplul 3.4.
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1.1Y-TrVi.

Pentru a-1 determina pe k sa observam c claca k 1 attinci linia de 0 dB va
ocupa in fig. 11.32 o alt5, pozitie i anume —20 lg k. Pentru a adigura stabilitatea
IME1VI a sistemului inchis, conform teoremei 9, noua linie de 0 dB nu poate cobori
mai jos de nivelul limita LdB =-- —27,5 dB. A§adar, kcn3 =20 kg k < 27,5 dB, ceea ce
inseamna 0 <• k < 12,37. Pentru a obtine o margine de a,mplificare de .10 dB, noua
linie de 0 dB se coboara numai_ pin. la  — 17,5 dB, ceea ce inseamn5, kdB = 170 dB,
respectiv k -= 7 ,5. In acest caz	 =. 5,25 rad/s si y = 30°.

3.2.5. Aproximarea functiei de transfer a sistemului deschis

Utilizarea descrierii intrare-iesire, in speta a functiei de transfer,
spre deosebire de descrierea intrare-stare-iesire, permite, pe baza ras-
punsului la frecventa, aproximarea sisternelor prin functii de transfer
de ordin redus, , care pot fi manipulate, mai ales in proiectare, mull mai

•usor. De exemplu un, sistem cu functia de transfer
(0,5 s + 1)(0,19 s + 1) (0,167 s+ 1) 

• G(s) =
(0,4 s + 1)(0,294 s'+ l ) (0,133 s+ 1)

are' o caracteristic5 ildB(co) ‘= 20 lg	 (0) PZ 0 si poate fi aproximat
•prin •functia de transfer G(s)	 1. in descrierea intrare-stare-iesire

• (sistemul este de ordinul trei) posibilitatea unei atare aproximari nu
este usor de pus in evidenta. 	 -

S-au elaborat nu'rneroase procedee de aproximare a sistemelor prin
modele matematice de ordin redus, [L2], [R1], care pot fi utilizate

• pentru analiza stabilit5.tii sistemelor automate.
Vorn expune in continuare un procedeu de analiza a. stabilitatii

IMEM a sistemelor automate pentru care se stie cä, raspunsul judicial
al sistemului deschis este aperioclic i cu timp mort, fig. 11.33, a. Aproxi-

21111 wi•memium•inunimu•nnom
BIM 11111n1111111111111111111•1111111M1.111111111

1011111111111111111111111 .1111111111i

hit)

_ T

100
10 , 	10-1	 io0

a	 b
Fig. 11.33. a — Aproximarea raspunsului indicial al sistemului `deschis ;

/9' — Domeniul parametric de stabilitate IMEM.

102
mosou=1:11.1 Imoommomomamomme."Z;;;;;•:ass. mammon. mismoMass% I.MuSUMMMstaa

6111111111111111•111.111.1	 1n11101 • sm.OIL 10111•11011111 IIIMMIIIIIN1111•1•11111•11111111
I	 11111 1111111111111111n511111111111111111111111

dill Stabilitote NOM align'
IMEM;;;;;;•nnnn•n..h.:===...:

•IIIIIII•NIIIIIIIM••N111111011111111111111111

1111111111111111111•1111111111111
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t < T ,

T t < :r„	 , (3.45)

marea consta in inlocuirea curbei it(t) Cu linia frinta trasata cu linie
continua. Punctele ei de fringere definesc timpul mort T, constanta
de timp totala §i factorul de amplificare k. Conform fig. IL33, a pu-
tern scrie

In care

Aplicind transforrnarea Laplace in (3.45) se- obtine

	

—11(s)	 	  (e_T,	 —vs).
(T — T)s2

Functia de transfer a sistemului deschis este

	

G(s) = s	 	 (e-Tt — e-18).
— T)s

k  ,= max {  dh(t)  1.
T — T	 t	 dt

(3.46)

(3.47)

(3.48)

Pentru s = jw, inlocuind ex = cos x j sin z, dupa calcule ele-
mentare se obtin

2k T — T	 T + T 
it(c0) 1--: Re G(j4)),:,., 	  sin 	  co cos 	 co, (3.49)

T)co'	 2	 2

2k 1- T	 T 
v(w)	 Im G(jco)	 	 sin 	  co sin 	  co. (3.50)

— t)co	 2	 :2/

Conditia de stabilitate IMEM a sistemului automat este ca prima
intersectie a locului de transfer G(jw) cu semiaxa reala sä alba loc la
dreapta punctului -(-1, j0). Aceasta este echivalent cu

	

min u(co) > — 1	 (3.51)

pentru co deferminat de

	

(co) =-- 0, co > 0.	 (3.52)
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•Din (3.50) si (3.52), tiiithd seama de (3.51) se obtine

Zic

si apoi

— T•min u(c) =--	
ker + T)  sin n 	
n(1- — T)	 T ••

	(3.53)

inlocuind (3.53) in (3.51) si introducind notatja a ,= -- se obtine

conclitia de stabilitate IMEM

1	 1 + a 1 — a— > 	 sin n	 (3.54)
• k	 n(1 —a)	 1 + a

care permite i determinarea domeniului parametric de stabilitate
IMEM a sistemului automat — . fig. .11.33, b.

3.3. Corectia sisternelor automate

3.3.1. •Conditii impuse sistemului automat

Expresia „corectia unui sistem automat" este traditional consacrata
in cadrul metodei frecventiale si are acelasi sens cu expresia „stabili-
zarea unui sistem automat" intrebuintata deja in cadrur acestui capi;
tol (v. 1.1.8).

•Pentru realizarea efecfiva a corectiei unui sistem automat este
necesara formularea .conditiilor d baza ye care acesta trebuie sä le
sat isfaca

1 0 Sistemul automat trebuie sä fie stabil IMEM atit in raport cu
marimea prescrisa, cit i. cu perturbatia.

2° Sistemul automat ttebuie sä realizeze o anumita exactitate in
regim stationar.

•Aceasta inseamna ca in regim stationar abaterea

x=u— y	 (3.55)
trebuie sä fie nulä sau satisfacator de mica.
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Relatia dintre marimea presCrisa i a.batere, conform
in transformate Laplace, are forma

1	 .=X(s)— 	  U(s),.
1 +:G(s)	 •

In care G(s), definit prin (3.25), are forma (3.42).

Daca u(t) = a(t), respectiv U(s) =---- Ela(t)} = 1atunci,
'	 s

teorema valorii finale (v. anexa A); abaterea stationar5. are

1
x(+ )	 lim s X(s) — 	 1 + k	 (3.57)s-.	 1 + G(0) 0	 cc ------ 1, 2.

Se trage concluzia cà o abatere stationara satisfacator de mica,
atit in raport cu marimea prescrisa cit si cu perturbatia, se obtine daca
G(s) are poli in Origine (elemente i integratoare in regulator sau in-partea
fixata a sistemului automat) sau daca factorul de amplificare in circuit
deschis este suficient, de mare.

0 problema noua care se ridica acum este aceea Ca, intr-o anurnità
masura, conditiile 1° si 2° sint contradictorii deoarece introducerea
unui element integrator in circuitul deschis„ sau cresterea factorului
de amplificare k imprima sistemului inchis o tendinta spre instabilitate.
Explicatia acestui fapt consta in aceea ca prin cresterea , factorului de
amplificare locul de transfer G(j) ajunge sä inconjoare punctul (-1, j0),
iar prin introducerea unui pol in origine, datorita efectului de ro-
tatie cu —900 introdus de acesta, este posibil de asemenea ca locul de
transfer G(j) sa inconjoare punctul (-1, j0).

Coricum, sblutia adoptata pentru satisfacerea -conditiei 2° nu tre-
buie sä neglijeze conditia 1 0. Cu alte cuvinte stabilitatea IMEM a sis-
temului automat este esentiala si, mai mult, este necesarà asigurarea
unei anumite rezerve de stabilitate IMEM. Se poate astfel formula
urmatoarea conditie.t,

30 Ras' Punsul indicial in raport cu marimea prescrisa trebuie sä fie
suficient de amoftizat.

Pentru satisfacerea acestei conditii se tine seama de valorile reco-
mandate ale marginii de amplitudine i marginii de faza relatiile
(3.43), (3.44). In ipotezele admise pentru G(s) (v. relatia -(3.42)), se
poate arata ca. daca la freCventa de taiere cpanta caracteristicii An(),
pe un domeniu suficient de larg de pulsatii, este cel mult + 20 dB/de-
cada atunci, pentni o valoare admisibila a marginii de faza, rezulta

o valoare admisibila a marginii de amplitudine (v. exemplul 3.4).

1
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In atare conditii se poate folosi ca masura a stabilitatii relative, res-
pectiv a amortizarii raspunstilui judicial, nurnai marginea de faza y.
Experienta acumulata pina in prezent arata ca un raspuns indicial in
raport cu marimea prescrisa cu suprareglare acceptabila si suficient
de bine amortizat (se obtine pentru y = 5oo 800 . Pentru ca raspunsul

:judicial in raport cu perturbatia sä fie acceptabil trebuie ca y > 300.
Satisfacerea conditiilor 1°-3° nu este suficienta pentru realizarea

• performantelor impuse sistemului automat. La fel de importanta
precedentele este si urmatoarea conditie.

• 40 Sistemul automat trebuie sa raspunda suficient de rapid atit
la variatia marimii prescrise, cit si la variatia perturbatiei. 	 '

• In mod logic, un sisterrl automat are un raspuns rapid numai daca
sistemul deschis cOrespunzator- are si el aceasta 'proprietate.

ipotezele admise spentru G(s) (precizate la relatia (3.42) i, in
continuare), sistemul deschis se cornporta ca uh filtru trecejos. Pentru
a vedea de care parametru frecvential depinde rapiditatea sistemului
automat vom aproxima raspunsul la frecventa G(j6) cu acela al unui
filtru ideal trece-jos. Un astferde filtru se defineste prin

• ,G(j)	 Mz (cd)e- J9, (0), 6) ell,	 (3.58)

in care

• M) {
Mo, lo) 1<wt,

i(w=--	 (3.59)
• 0,	 16, i > cot,

cp,(6)) = -- T, co e R, (3.60)

si 6), este pulsatia de taiere, jar T0 este timpul mort al filtrului
ideal.

Raspunsul indicial al filtrului se calculeaza dupà cum urrneaza
. definitia 4 si relatia (6.70) de la 1.6.4:2)

+co
•hi (t) =--5	 MT, 0) cr(t —	 cll. = Se giec, 0) ciT; t 6 R.	 (3.61)

• -00	 -co	 ,
•

,
Raspunsul la impuls gi (t, 0) se determind cu ajutorul , Aransforrnatei -

inverse Fourier	 -	 ',

gi (t, 0) -=  1  S 4- G(j) e)cad — M° c°' ei -- n• w(td6.) —

	

27; _,,,, ' 	 2n _,„„	 ,

Mo sin(	 6)tMo S '
cos co t -- T)d = 	 t -- T) 	 , t € R. ' (3.62)

7C	 0	 7C	 t — T
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Rapiditatea, raspunsului filtrului ideal trece-jos se poate aprecia
prin panta maxima a lui k(t), adica prin

1
max h(t) = max g(t) — Mo	 (3.63

t

Se trage concluzia ca raspunsul indicial al filtrului ideal trece-jos
este cu atit 'rnai rapid cu cit pulsatia sa de taiere este mai mare si cu
cit factorul de amplificare este mai mare. Aceasta relatie intre rapidi2
tatea raspunsului pe- de o parte-si pulsatia de tàierei factorul de ampli-
ficare pe de alta parte 'Amine valabila, calitativ, i pentru filtrele reale
trece-jos.

De regula pulsatia de taiere w i a sistemului deschis poate fi crescuta
prin cresterea factorului sail' de amplificare k. Acest lucru se explica
prin aceea ca o crestere a lui k determina intotdeauna o ridicare a carac-
teristicii atenuare-frecventa a sistemului deSchis in raport cu nivelui
de 0 dB.

Este evident acum ca conditiile 3° si 40 sint intr-o anumita masura9	 ,
contradictorii. S-a vazut-ca cot poate fi crescut prin creSterea factorului
de amplificare al sistemului deschis. Acesta insa atrage dupa sine redu-
cerea marginii de faza, respectiv reducerea amortizarii raspunsului
indicial al "sistemului automat.

3.3.2. Corectia in domeniul frecventelor

In conformitate cu cele aratate pina aici realizarea corectiei - siste-
melor automate consta in parcurgerea urmatorilor Pasi.

Determinarea schemei bloc structurale cu toti parametrii partii
fixate.

2° Determinarea diagramei Bode a partii fixate.
3° Determinarea regulatorului adecvat care asigura satisfacerea

conditiilor 1°-4° de la 3.3.1.
4° Simularea (analogica sau numerica) a sistemului automat in

scopul verificarii si imbunatatirii solutiei adoptate. Acest pas este
n,ecesar indeosebi atunci cind sistemului automat i se impun conditii
cantitative privitoare la suprareglare, timpul de raspuns sau precizia
In .. regim stationar. -

Ne vom referi in continuare la pasul -3° in care are loc propriu-zis
corectia sistemului automat.

Vtilizarea diagramei Bode in scopul, corectiei unui sisteM automat
consta In aplicarea urmatoarelor procedee
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argGFUNIII 180°

a
Fig. 11.34. a -- Corectia prin coborirea caracteristicii Adn(0);

b — Corectia prin ridicarea caracteristicii cp(w).

1° Coborirea caracteristicii A dB (co) -- fig. 11.34, a.
Prin aceasta pulsatia de taiere se deplaseaza spre stinga, ceea ce

duce la cre§terea marginii de faza. Este posibil ca totodata sistemul
automat sä devina prea lent. -

2° Rklicarea caracteristkii p(co) — fig. III34, b.

Prin aceasta este posibila cre§terea marginii de faza cu mentinerea.
„iproximativ constanta. puisatiei de taiere.

3° Combinarea procedeelor 10 si 2°. s
Vom arata in continuare ca utilizind:

un regulator PI cu functia de transfer

GR(s) =--	 . , kr `> 0, IT> 0,
S

un regulator PD real, cu functia de transfer

T2s 
NCR(s)	 hr ;

1 +	
, kr > 0, T2

1 + TOS

un regulator PID real, cu functia de transfer

GB(s) -- kr  (1 + 1.1s) (I + ¶2s) ,	 > 0, 7
I:os)

se apnea procedeele
Diagrama Bode a regillatorului PI este reprezentata in fig. II.35, a.

n rnod obi§nuit se ia egal cu cea mai mare constanta de timp T1 a
partn fixate. Se elimina astfel prin simplificare factorul Tis + 1 de

(3.65)

, (3.66)	 ,M
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Ada	 PI-1A()
111111111112111111M
201glegi

° AdB

t•14,-ot

AdB(G3),krk=1

111111111.45°

NM&
=90°

CO

n OU CI 0
linie OdB

-000

'17.-18 0°

180°

• b
Fig. 11.35. a — Diagrama ‘Bode a re .,

°
ulatorului PI;

b — Corectia cu regulatoru1 PI.

la numitorul lui G,(s). Acest lucru este avantajos deoarece factorul
Tis + 1 produce O scadere a fazei cu pin. la 900 . Eliminarea lui este
echivalenta cu o ridicare a caracteristicii faza-frecverita. Ea este cu
atit mai eficienta cu cit T1 este mai mare si are o influenta favorabila in
zona pulsatiei de taiere. In cazul in care G,(s) are inai multe constante
de tinlp mari, de valori apropiate, se adopta 	 > T1. Astfel scaderea
rapida a fazei datorita factorilor (Tis 4- 1)(T2s	 1)... de la numitorul
lui Gp(s) este mai bine compensata pr in factorul 	 4- 1-de la numar5-
torul lui GR(s).

,
Dupa ce s-a ales Ti se, traseaza pentru sistemut deschis caracteristica

Ads(), pentru krkf .---- 1, §i caracteristica p(4)), fig. 11.-35, b. Se traseaza
o orizontala la valoarea y-180°, made y este marginea de faza impusa,
si , se determina , pulsatia de taiere oh , la care s-a produs intersectia
dintre respectiva orizontal5 si caracteristica cp(o))2 to t este pulsatia de
taiere a sistemului deschis, iar pentru determinarea lui hr nu famine
decit sä se coboare linia de 0 dB astfel incit aceasta sa intersecteze
caracteristica A dB (6) ) exact la pulsatia de taiere fig. 11.35, b.
Caracteristica A dB(w) are o portiune, la frecvente joase, cu panta
—20 dB/decada, determinata de factorul k,./ifis din functia de transfer
a sistemului deschis. Pentru	 1 se' determina KdB pe caracteristica
A dB (w), fig. 35, b, i apoi se calculeaza

1
ig hr	 rz. dB — ig,

7.

2-0

Diagrama Bode a regulatorului PID ideal (To = 0) este reprezentata
in rig. 11.36, a (trasata cu linie subtire). Acest tip de regulator se deo-

.

(3:67)

Tt"
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'ff(-01 a
Fig. 11.36. Diagrama Bode a regulatoarelor PID (a) si PD (b):

90° 90°

'M.))
1/Z 1/Z

1/7D 00 1/'4,0 0°

20dB/dec 20dB/dec
20I9kr-	 Ads{)90°

20 IgkrZ1
Mir

AdB(w)

ilk720dB/dec

1/6i

AdB
	 — PID ideal (.40.0)

	 B ----pa ided ("go = /

	

PID real ('o>0)
	

•	 PD real ('o>0),-/

sebeste de regulatorul PI prin prezenta a Inca unui factor (1 ± T2s)
in functia sa de transfer. Prin acesta este posibila o ridicare suplimen-
tail a caracteristicii cp(co). Aceasta insearnna ca pentru aceeasi margine
de faza, respectiv aceeasi amortizare, este posibill o plasare mult la
dreapta a pulsatiei de taiere, coinparativ Cu ceea ce este posibil Cu un
regulator PI. De asemenea este posibil ca la o mentinere neschimbata
a pulsatiei de taiere sä se Creascä inarginea de faza, ceea ce inseamna
Ca la o aceeasi rapiditate se poate obtine o amortiza.re rnai buna decit
In cazul regulatorului PI.

Diagrama Bode a regulatorului PID real este reprezentata in aceeasi
fig. 11.36, a (cu linie groasa). In mod obisnuit se adopta 	 = 7.1

= T2, unde T1 i 12 sint constantele de timp cele mai manl. ale par-
tii fixate. In continuare se procedeaza ca i in cazul regulatorului PI,
adica se traseaza caracteristicile -AdB((o) i p(co) ale sistemului deschis,
pentru krief = 1. In functie de marginea de faza y impusa-se determina
pirlsatia de taiere o i apoi hr. Constanta de timp To, mtrodusa in mod
sisternatic de regulatorul real, are un efect nefavorabil asupra perfor-

, mantelor sistemului. Pentru ca efectul ei sa fie cit mai redus, valoarea
Atli , To trebuie s5. fie cit mai mica posibil (evident exista o limità infe:
Tioara determinata de principiul de functionare si de tehnologia de
;realizare a regulatorului).

Diagrama Bode a regulatorului PD (real si ideal) este reprezentata -
in fig. II 36 b. Se adopta T1, unde Ti este cea mai mare,constanta,
e timp a partii fixate si hr se alege astfel incit sä se realizeze margi-

: ilea de faza impusa.

Exemplul 3.5. Se considerS, sistemul automat cu schema bloc structurala din
fig. 11.6, b, in care

I--

G p(s ) =
0,1

(25s .4- 1)(6s 4. 1) (1,2s + 1).
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dB
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- 4rj
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I

ci8 (co
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1161111.1

I--- , III 111111111111

90'

Iligaliglifik I P-1; '

-/41

%I

I

!Al =0,166
I •	 ,...

4.42=4; •
0 -2	 2	 3	 4 5 67	 10 2	 3	 5 6 7	 100	2	 . 3	 4	 5 67	 10	 t

0

t0,12	 (.4_1e00.0,38
Fig. 11.37. Corectia cu regulatorul PI la exemplul 3.5.

Se cere sä se determine parametrii unui regulator rj fi apoi ai mud regulator.
Pip astfel incit stabilitatea relativa sS. fie y	 40° si mos	 10 dB.

Functii de transfer a regulatorului PI are expresia (3.64). Se adopts. 	 = 25. In
acest fel functia de transfer a sistemului deschis este

G(s) — 	 „ k= 0, 1 kr.
(6s + 1) (1,2s + 1)

-Pentru it = 1 diagrama Bode are forma din fig. II. 37. Se observa. sisternul
automat este instabil. Asadar pentru a realiza stabilitatea IMEM va trebui sá ridicam
linia de 0 dB. 'Pentru y = 40° rezulth o = 0,12 rad/s. Noua liniede 0 dB este mai sus
cu 17 dB fatl de cea veche. Conform relatiei (3.67) rezulta lg it, = 0,15, respIctiv.
kr = 1,4 si ,m,„13 = 15 dB.

Functia de transfer a regulatorului PID are expresia (3.66). Se adopt. 'r 1 = 25
si	 = 6. ' in aceste conditii functia de transfer a sistemului deschis este

G (s) = 	 , it = 0,1 It,.
's (1,2s + 1)

Diagrama Bode, pentru k = 1, este reprezentata in fig. 11.38.
Pentru y = 40° rezult1 co t = 1 •rad/s. Noua linie de 0 dB este mai jos cu 3 dB

fata de ,cea veche. Conform relatiei (3.67) rezulta lg 	 = 415, respectiv kr = 14 si
+ Co.

"	 Este evident a pentru o aceeasi margine de laza regulatorul PID asigurS, o rapidi-
tate mai mare (oh= 1 rad/s) a sistemului automat decit regulatorul P1 ( c. = 0,12 rad/s).
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-90°

-140°

180°

0,835-40 	 	 (a_,,,.....
10	 2	 3 4 5 67 10°	 /2	 3 4 56'7 101

^cat=1	 ,
Fig. 11.38. Corectia cu regulatorul PID la exemplul 3.5.'.i

3.3.3. Reglarea in cascada

Intr‘oducerea unei reactii negative suplimentare este unul din ceIe
mai puternice mijloace pentru arealizarea stalDilizarii unui sistem auto-
mat, mai ales in cazul in care partea fixata a sistemului are , o functie
de transfer de ordin ridicat.

Structura de bazä a unui astfel de sistem este reprezentata in
fig. 11.39. Corectia sistemului se realizeaza in felul urmator. Regula.torul
G Ri(s) se alege astfel incit circuitul inchis interior sa poata\ fi a'proxima.t
printr-o functie de transfer de ordinul 1. In general acest lucru este
posibil utilizind un regulator PID. In aceste conditii pentru circuitul
inchis principal alegerea regulatorului GR2(s) se face intre tipurile P sait
PI; componenta D in regulatorul circuitului principal este mai putin
itzual5.", datorita faptului ca o atare componenta face sistemul sensibil
l. aleatoare.' Pentru ambele regulatoare alegerea parame-
trilor se realizeaza prin procedeele de corec tie in domeniul frecventelor
sau cu ajutorul metodei locului radacinilor. Prin faptul ca partea fixata
a sistemului a fost impartita in doua si‘ca folosind doua regulatoare

GF2(s)

Reactia secundorii

Reactia principala 

Fig. 11.39., Schema bloc structural& a reglArii in_ cascada...

T	

Ad8144

KdBr3d8 noua hale
deOdB(4.4111114Mh6,

=40
•••••• •n•••n •••.1
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3.4. Sisteme automate disdete in .timp

(3.70)

(3.71)

adecvate este posibila compensarea a mai mult de dou5 cotistante de
timp din partea fixata, reglarea in cascada poate asigura o stabilizare
mult Mai-tuna in comparatie cu utilizarea unei singure reactii inverse:

Pentru a vedea in ce masura raspunsul la frecventa este' utilizabil
pentru studiul stabilitatii sistemelor automate discrete in timp, este
necesara o adaptare corespunzatoare a modului de evaluare a variatiei
totale a argumentului.

3.4.1. Criteriul Nyquist pentru sisterne discrete

Se considera sistemul automat cu schema bloc structurall din
1I.19, b, descris de ecuatiile (1.117)—(1.120) si (1.123).

Fie functia de transfer a sistemului deschis de forma

Q(z)
G(z)	 (3.68)

P(z)

in care P(z) Q(z) sint doua polinoame relativ prime intre ele cu grad
Q -=in < grad P=

Se stie ca stabilitatea IMEM a sistemului automat discret in timp
depinde de distributia in raport cu cercul de raza unitate a polilor lui
Go(z) §i Gow(z), respectiv a zerourilor functiei

' F(z)	 1 + G(z):	 (3.69)

In general F(z) poate avea z1 zerouri pe cercul de raza unitate si
z2 zerouri in afara eestui cerc. Polii,lui F(z) coincid cu polii lui G(z);
n1 dintre acestia se afla pe cercul de raza unitate i n2 in afara retecti-
vului cerc. In aceste circumgtante, folosind principiul argumentului
(v. 3.1.2) pentru cazul cind conturul y este cercul de raza. imitate (sensul
de parcurgere este negativ pentru ca domeninl Iz I, > 1 sä constituie
interiorul conturului) se poate scrie

[arg F(z)]zl.	 27c(z2

intrucit cercul y este descris de ecuatia

z	 —i< 8
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G*(jca)	 G(z)I jr w (3.74)

,

ii 3.70) se,.obtine

= TCarg F(z) 
6	

=	 2n(z2	 7t -- n1	 (3.72)

•Schimbarea de semn din (3.72) se explica prin aceea cà s-a schimbat
sensul de parcurgere a cercului y (in (3.70) cercul era parcurs de la TZ

la -- 7C , adica in sens negativ, in timp ce in (3.72) el este, parcurs de la
la 7r, respectiv in sens pozitiv).

• Conform teoremei 16 de la 1.6, sistemul automat cu structura din
fig. 11.19, b este stabil IMEM daca si numai daca toti polii lui Go(z)
si Gow(z), respectiv toate zerourile-lui F(z) sint situate in ifiteriorul cer-
cului I z I < 1. Ca si in cazul sistemelor automate continue in tirnp
putem enunta urmatoarele rezultate.

Teorema 10. Sistemul automat cu stru'ctura din fig. 11.19, b este
Stabil IMEM -daca si numai daca F(z), definit prin (1.120) si (3.69),
satisface conditia.

(3.73)

D. Suficienia. Daca (3.73) este adevarata atunci din (3:72) rezulta
— 0 Si Z1 =_0, ceea ce este suficient pentru stabilitatea IMEM.
Necesitatea. Daä sistemul automat este stabil IMEM atunci z 2 0

0. In aceste conditii din (3.72) rezulta (3.73). • 	 II
Relatia dintre F(z) §i G(z) conduce' in mod natural la urmatorul

enunt echivalent al teoremei 10.

Teorema 11. Sistemul automat cu strucfura din fig. 11.19, b este
qabil IlVIEM daca i numai daca hodograful G(06) al sistemulfii deschis

inconjoara punctul (-1, j0) in sens pozitiv de un numar de n2+ 
1

— fti
2

on atunci cind 0 varia.za de la - 7C la 7r.
In aplkatii se prefera o alta forma a teoremei 11 care se bazeaza

pe introducerea variabilei frecventige	 prin 0 = To, unde T este -
perioada de esantionare, i pe definirea functiei	 •

arg F(elo) „
0	 n	

27rn2
n

teorema 12. Sistemul automat ch structura din fig. 11.19, b este
stabil IMEM daca si numai daca hodograful G*(jc..)) al sistemului deschis
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Fig. 11.40. Hodograful
Gs(jco) la 'exemplul 3.6.

ramin principial ne-

inconjoara .punctul (-1, j0) in sens pozitiv
1

,un numar de (nn+ — ni ori atunci cind va-
2

riaza de la —nIT la it'/T.
Comparind tioremele 6 12 se observa ca

ele sint in eSenta. asemanatoare. Singura deo-
sebire se refera la intervalul de variatie al pul-
satiei co. In cazul de fata intervalul de valori
ale lui co este finit deoarece G*(jco), este o
functie periodca de perioa.da 21r/T, fapt usor
de verificat cu ajutorul definitiei (3.74).

Se trage concluzia ca aplicarea criteriului
Nyquist, atit , sub forma locului de transfer cit

subaceea a diagramei Bode, ramine princi-
pial aceeasi ca i la sistemele automate con-
tinue. Mai mult, notiunea de stabilitate
relativa se defineste in acelasi fel si procede-
ele de corectie -cu ajutorul diagramei Bode
schimbate.

Exemplid
" q	 •

3.6. Se considera sistemul automat discret in timp cu

%-	 1,5 (z — 0,8) t
G(z) —

z(z	 1)(z -- 0,6) -

Se cere sl se analizeze ciao& sistemul automat este stabil IMEM.
Pentru	 ea.(' )=--- cos To jsin To remit.

G* (jo)) —	
1,5 (cos To — 0,8 jsin no) 

cos 3Tco — 1,6 cos 2 Tro± 0,6 cos To)-I-' j (sin 3Tru— 1,6 sin 2 To.)+0,6 sin To))

din care se obtin

. (cos To)— 0,8)2 + sine To)Ms (co) = 1,5 11 	
(cos 3 Tco— 1,6cos2To)+ 0,6 cos Tco)2 (sin3To)— 1,6sin2 no+ 0,6sin To))2

1,5 	
1,64 — 1,6 cos To

-4 	
-11

_

3,92-5,12 cos T6) + 1,2 cos -2n)
,

sin	 To 	 '	 sin 3To) — 1,6 sin 2T.)o ± 0,6 sin To .cp*(co)= arc tg	 arctg
cos To) — 0,8	 cos 3Tco — 1,6 cps 2 Tra + 0`,6 cos To

Hodograful G*(jc..)) are forma dinfig. 11.40. Se *tie ea G (z) are un pol pe cercul de razA
unitate. Apadar ni = 1 *.i. n2 = 0. Conform relatiei (3.73) variatia totala a argumentului
p(c) fag. de punctil (-1 j0) trebuie a fie n. Conform fig. 11.40 aceastA variatie
este — 3n, ceea cc inseamnA cä sistemul automat considera.t este instabil IMEM.
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77.

Tehnici Ae analiza
a stabilitatii
sistemelor automate
neliniare,

•Majoritatea lucr5rilor din domeniul sistemelor automate au ca
Object de studiu sistemele automate liniare. Acest fapt ar putea sugera
ideea falsa cä sistemele automate neliniare constituie cazuri speciale,
bateri de la cazul general liniar. Realitatea fizico-tehnica contrazice-

'categoric o astfel de prezumtie. Sistemele automate reale sint de regula
neliniare, variante in timp sr, in multe cazuri, cu parametrii distribuiti
in spatiu.

Sistemele automate liniare reprezinta asadar cazul particular la
care se ajunge prin idealizari, simplificäri i aproximatii ale fenome-
nelor reale. Este posibil ca rezultatele care se obtin in astfel de conditii

fie satisfackoare, in sensul unei bune concordante intre teorie si
.experiment.

• Exista insa numeroase situatii in care obfinerea unui model mate-
matic liniar presupune aproxirnatii inacceptabile, atit principial ,cit

ca urmare a unor neconcordante flagrante intre teorie si experiment.
,Pentru astfel de sisteme a fost necesara elaborarea unor metode noi,
in care s-a tinut seama in primul rind de caracterul neliniar al modelelor
rnaternatice. Metode de o asemenea factura- s-au formulat i dezvoltat
ielativ independent in diverse domenii ale stiintei, pornindu-se de la
idei radical diferite. Din acest motiv teoria sistemelor , automate neli-
niare se prezinta ca un conglomerat de metode mai mult sau mai putin
adaptate ifitre ele fiecare avind o anumita sferà de aplicabilitate.
Singurul lor element unificator este acela ca toate, intr-un fel sau altul,
.au ca scop i analiza stabilitátii sistemelor automate neliniare.

Elernentele neliniare care pot fi puse in evidenta in cadrul sistemelor
automate se impart in doua categorii:

esentiale sau deliberat introduse ;
neesenfiale sau accideritale.
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Fig. III. 1. Neliniariati:.
a — releu; b — saturatie; c — zona de insensibilitate; — frecare (uscata; e — joc

angrenaje; f — histerezis.

0 neliniaritate esentiala este un element indispensabil pentru reali-
zarea unei aninnite relatii intrare-iesire. Ca exemple de neliniaritatl
esentiale se pot cita elementele de tip releu, fig. 111.1, a, frecvent utili-
zate ca regulatoare in cadrul sistemelor automate.

Neliniaritatile neesentiale nu sint intentionat introduse, au un
caracter natural si in general sint nedorite. Intr-o prima aproximatie
liniarizarea lor nu trebuie s'a conduca' la neconcordante prea marl intre
teorie si experiment. Ca exemple de neliniarilati neesentiale se pot
aminti: saturatia, zona de insensibilitate, jocul in angrenaje, frecarea
uscat5 i histerezisul mecanic, termic sau magnetic — fig. 111.1, b---

In mod obisnuit se admite cà sistemele neliniare satisfac ipoteza
de separabilitate. Aceasta ipoteza se refera la faptul ca respectivul sistem
poate fi discretizat structural intr-un subsistem liniar i un subsistem
neliniar fara memorie (univalent — fig. 111.1, b—d).

Analiza smteza sisternelor automate neliniafe se realizeaza pun. . .

numeroase procedee particulare, care in parte se sprijina pe ipoteza
de separabilitate si care pot fi grupate in urmatoarele metode:

—metoda liniarizarii
—metoda functiei de descriere
— metoda planului starilor
—metoda liniarizänii pe portiuni
-- .Inetoda directa Liapunov
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metode analitice
— metode numerice.
Trebuie remarcat faptul majoritatea metodelor se- sprijina pe

idei i concepte din teoria sistemelor automate liniare. De exemplu
metoda liniarizärii,.aplicata deja la 11.4.1.9, permite utilizarea tehni-
cilor de analiza a stabilitatii' specifice sistemelor automate liniare.
Evident, rezultatele obtinute sint walabile numai pentru o vecinatate
a punctului de functionare pentru care s-a facut liniarizarea.

Pentru analiza tabilitátii Sistemelor automate •neliniare mpnova-
riabile, semnificative s-au dovedit meto,da functiei de, descriere, me-1I oda planului starilor -si in mod deosebit metoda directh Liapunov.
Toate tr6i fac obiectu1 preZentului capitol. Pentru o inforniare corn-
plea i asupra ,celorlalte metode recomandam consulthrea lu'crarilor
[B 6, 7].,

1. Tehnici bazate "pe functia de descriere

Metoda functiei de descriere este in fond o metoda de liniarizare,
anume in 'domeniul frecventelor. Aceasta metoda, este aplicabila

unei clase largi de neliniaritati, dar se aplica in special in cazul
descrise de functii discontinue, pentru care liniarizarea

bazata pe formula lui Taylor este inoperanth.

1.1. Metoda celor doul locuri

1.1.1. Definitia functiei de descriere

Ipotezele in care vom defini functia de descriere a unui element
neliniar cu o intrare si o iesire slut unnatoarele:

1 0 relatia intrare-iesire este descrisa de
= f(u),

undef este o functie continua si monoton'a pe portiuni, univalenta sau
polivalenta, avind cel mull discontinuitati de prima speta (conditiile
lui Dirichlet);

2° neliniaritatea (1:4) este simetrica fata tide originea planului u, y;.
3° dac'd u este periodica in-timp atunci y este de ,asemenea perio-

dica, de aceeasi perioada cu u;
' 4° in structura sistemului automat neliniar monovariabil elemen-

tül 	 precede un subsistem liniar cu o caracteristica atenuare-
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frecventa de tipul filtru trece-jos, cu o panta mai mare san egala cii
40 dB/decada in zona puisatiei de aiere.

Aceste ipoteze `sint satisfaCute in majoritatea cazurilor care inter-
yin in aplicatii. Daca se renunta la ipotezele 20 §i 30 atunci se ian in
considerare §i neliniaritati nesimetrice, [F3], §i neliniaritati care produc
subarmonici [G3j. In principiu partea liniara poate fl atit continua,
cit §i discreta in timp. In al doilea caz metoda functiei de descriere
devine relativ laborioasa §i din acest niotiv este mai putin utilizata
in aplicatii. In' cele ce urmeaza ne vom ref efi numai la cazul sistemelor
cu parte liniara continua in timp.

Fie

u(t) = A sin cat, t e R; A> 0, c0 O.	 (1.2)

In ipotezele 1°— 3° y(t) poate fl  exprimat prin urm5.toarea serie

y(t) E (A n sin n cat + B„ cos ma),

Fourier

in care
2 n
— f(A sin cat) sin mat d (ca),

.0
- •

2

	

B„ =	 f(A sin ut) cos mat d(0d), 	 1, 2, •••,
n

•i0

sint coeficientii Fourier ai ieirii y(t).
In ipoteza 40 §i pentru c situat in zona pulsatiei de-taiere a partii

liniare, arrnonicile superioare din (f .3) au un efect neglijabil in cadrul
sistemului automat. In aceste conditii (1.3) poate fi aproxirnata prin

	

y(t)	 At)	 sin. ca	 B co' cat,	 e R,	 (1.6)

unde y1(t) _este fundamentala lui y (t) .
Pentru stabilirea unui formalism asernanator cu cel utiiizat la me-

toda frecventiala (v. 11.3) vom transpune relatiile (1.2) §i (1.6) in complex.
, Putem scrie,

(t) = Irn U (A j co) = .Im

	  jarctg NA')

'Im Y i(A , jca)	 Irn VAT(A)	 B2(A) e	 A") e
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J1(u) 4 2(u), pentru fu I <	 (1.15)
f1(u) --= f2(u), pentru j u	 uo.	 (1.16)

Definifia 1. Se nume§te functia de descriere a elementului neliniar
1.1), sub ipotezele 1°-4°, raportul

N (A) --;171(A ' j6))
U (A , jco)'

A E R

mind seama de (1.1) §i (1.8) functia de descriere are expresia

1	 1 	  Jar\ctg B1(A)
N (A) = -A– [A i(A), j131(A)] =-V Al(A) + 131(A) e	 A")	 A e•

(1.10)

In aplicatii se utiiizeaz i functia de descriere invers negativci

1
N (A)

Hodograful N i (A), A E R+, se numete local de descriere
negativ al elementului neliniar (1.1).

Notind cu

NR(A) Re N (A), N ,(A) = Im N (A),

din (1.6), tinind seama de (1.2) §i (1.10), rezulta

y(t)	 NR(A)u(t)s-- c4N ,(A)c u(t)d 	 ANr(A).	 (1.13)

Prezenta integralei in relatia intrare-ieOre (1.13) pune in evidenta
faptul ca elementul neliniar are o „memorie", simbolizata de partea.
ima.ginara N 1(A) a functiei de descriere. Acest fenomen apare numai
in cazul neliniariVatilor polivalente, dupa cum se va vedea din rezul-
tatul urmator.

Teorema 1. Fie o neliniaritate bivalenta definita prin (fig. III.1,f.)

N i(A) = A e R+.	 (1.11)

(1.12)

f(u) —
{
fi(u), pentru • >0,

 pentru U <0;
(1;14)
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Atunci

A	 uo,	 (1.17)
itA 2

unde S este aria cuprinsa l intre graficele functiilor f1(u) §i f2(u).

D. In conforrnitate cu relatiile (1.15), (1.10) §i (1.12) se poate calcula
N1 (A) dupa cum urmeaza

N „(A) =

	

	 2n/(A sin cot) cos cot d (cot) =
irA 0

1 rcni2
sin cot) A cos cot d(cot)

nA 2 I. ) 

m
0

5

3/1/252n
f(A	 cot)A cos cot d(o)t)	 f(A sin cot) A cos cot d(o4)=

n/2	 3702	
1

1 A	 S	
S [12(U) fi(u)] du=	 •

nA 2 —A	 TcA 2

Exemplul 1.1. Graficul neliniariatii de tip releu, in care s-au introdus unele notatii
care permit si studiurunor cazuri particulare, este reprezentat, in fig. III. I, a. Cazurile
particulare posibile sint urnAtoarele:

a) releu bipozitional pentru q = I si a = 0;
b) releu bipozitional cu histerezis pentru q = — 1 si a > 0;
c) releu txipozitional pentru q = 1 §i a > 0;
d) releu tripozitional cu histerezis pentrd q < 1 si a >0.
Se cere A, se determine functia de descriere i tocul de descriere invers negati4 al

acestei
conformitate cu (1.4), (1. 10), (1.12) putem scrie

2	 Is	 -	 2b	 2b
N R(A) ----	 y(t) sincot d (cot) =	 sina da =

irA 0	 7sA
Cu

a2sin a,	 2A1	 COS Oti	I
A2

a	 as
q cos C=sin .cc2 -=- —A

reiulta cá partea real& a functiei de descriere are forma

2b
N R(A) — ( ,1y1_-11/1_

q 2ITA	 A2 

(cos a,	 cos).

A a.
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232

Fig:, 111.2. Locul de descriere invers negativ at neliniaritlitii de tip releu ( exempla 1.1 ) :
— releu bipozitional; b releu bipozitional cu histerezis; c — releu tripozitional ; 4 — releu tripozitional

Cu histerezis.

Pentru partea imaginal% a functiei de descriere, conform relatiei (1.17), rezulti

2ab
N1 (A) = —	 (1'— q),,	 A	 a.

9

Pentru particUlarizArile considerate' mai sus se obtin urmAtoarele expresii:

48	 n
N (A) .----	 .	 N,(A)	 — -2— A	 A > 9 ;

nA	 • 	 4b

N (A)	 IT A2	 - 77	 '`	 4 ab
lab '11A 2A 2 , ,	 ,	 7cAs

— 1
as

	

4 ab	 (Aa	 )(. As	 )

	

. •	 q2	 q2
a8	 42	 cta

N ,(A) = —

N(A) = ab.	 A9
— j(1 — q))

7VA 2 V az	y az

1!A 2 '	 (1
rrAz

P

A a.

LOcurile de deseriere invers negative sint reprezentate in fig. 111.2.

I(4)
(V	 i.+ ,i); 4	 ;lab (11 A2'

. N (Ay= —wA2 —aT — —

0

• -6 -2 aROCA)

A100 q:1
,0=.0

A=0 , /1

0,4
.2—b jimNi(A)

a> o - To
-A=.00	 =1 \rf ReNi{A) .	 0
- 0,2

Ar -6	 4 _
_ -04

-0,6
z+CO

a>0	 :t8
1 .1

4b prrnm(A)
1 rc -

11?- R e A
0

-0,2

-0,4

6,9

d

-10 -8 -
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1.1.2. Calculul aprOximativ al functiei de descriere

Daca' neliniaritatea (1.1) este univalent atunci, sub ipoteza 27,
ea este o functie impard. Ca atare coeficientul A 1 din (1.10) se poate.
calcula §i cu formula

2 r
	 f(A sin wt) sin cat d (tat).Sn/2

—N/2

Facind substitutiile x -= sin cog §i g(x)	 xf(A x), di (1.18) se
obtine, IT1],

A 1 = —2 S' 	 g(x)  dx	 k(1) 2g(--)	
2

2g(— ) g(--1)
it _1	 -- x2	 2

1

ceea ce-inseamna.
A

3	 -22 [f(A) + f Hi•

intrucit in cazul neliniaritatilor univalente NJ (A) = 0
fenta 1); din (1.10) §i (1.19) rezulta

2
N(A)=	 --[f(A) f(—

A
)l•

3A -	 2

Expresia (1.20), pe linga simplitate, of era posibilitatea determinarii
unei neliniaritati f(u) atunci cind se cunoWe functia de descriere IV (A).
intr-adevar, presupunind ca amplitudinea intrarii is ia succesiv valo-

1	 1
\ rile A,-

1
 A,— A,...,— A,..., din (1.20) se obtine urmatorul 	 de
2 22 	 r

cegalitati

AN(A) = f(A) + f H.2	 2

(-242-)+41,3),
(28) = (

-1 )nf(/) (—Vs f(24	 28+1
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Sumind relatiile de mai sus membru cu membru se obtine

f(A) E (-I )" —3A N (—A ),
n=0	 2n+1	 2n

A 
deoarece, pe lIngä o serie de reduceri de termeni, are loc §i j zn+1

)

pentru n	 oo (f este functie impara).
In aplicatii sint suficienti primii citiva termeni pentru a determina

o neliniaritate f pe baza cunoa§terii functiei sale de descriere (dupa
cum se va arata la exemplul 1.3).

Procedeul de calcul aproxirnativ al functiei de descriere prezentat
mai sus a fost extins §i pentru neliniaritati polivalente (uzual bivalente)
§i asimetrice, [C3]-.

1.1.3. Structura unui sistem automat neliniar

AnalOgiile‘ dintre nbtiunile de raspuns la frecventã i de functie
de descriere permit tratarea sistemelor automate flelinia.re monova-
riabile in maniera cunoscuta de la sistemele automate liniare. Ca §i
acolo, sistemele automate neliniare pot fi descompuse structural in

1	 .
subsisteme. Unele sint liniare, iar altele sint neliniare. In situatfi in
care subsistemele neliniare pot fi-reduse la o singuraneliniaritate, schema
bloc structuralii tipica' a unui sistem automat neliniar are forma din
fig. 111.3, a.

Pentru cele ce urmeaza vom presupune ta partea liniara, pe linga
ipoteza 40 de la 1.1.1, mai satisf ace urmatoarele ipoteze:

1° are cel mult un pol pe axa imaginara O. anume s =-- 0, iar restul
i polilor sint toti in semiplanul Re s <0;

20 partile de stare necontrolabila
§i/sau neoliservabila sint asimptotic
stabile ;

30 contine eventual §i un ,ele-
ment Cu timp mort.

Daca Up = const atunci evolu-

	

Ay	 tia sistemului, conform fig. 111.3, it,

	

Au —	

	

II.. Af(Au) --- 	 are loc in jurul unui punct de func-
tionare caracterizat prin ecuatiile

1
 yo = q(p) v.

v-o = f(uo)	 (1.22)
uo =--- 'llo — yo,

(1.21)

Ay
• ip

Fig. 111.3. Schema bloc structural g tipi-
ca' (a) si standard (b) a unth sistem auto-

mat cu o singura" neliniaritate.
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In care G(s) este functia de transfer a partii liniare a sistemului §i
dt

este operatorul de derivare introdus formal prin inlocuirea variabilei s
in G(s). Pentru micile abateri Au, Av si Ay ale marimilor u, v §i y
in jurul valorilor, uo, vo i yo putem •scrie ecuatiile

• Yo + Ay = G(P) (vo ± AO1

vo + Ay ----- _flu° ± Au)

u + Au --= no —

Tinind seama de (122), ecuatiile (1.23) devin

Ay =--- G(p) Av ,{

Av ,-- if(Au)

Au --- — Ay,
unde s-a notat

Af(u) fiuo ")	 n (1.25)

Pe baza ecuatiilor (1.24) schema bloc din fig. 111.3, a poate fi a.clusa
la forma reprezentata in fig. '111.3, b, numita forma standard a:sociata
punctului de functionare (do, uo, vo, yo).

1.1.4. Oscilatii intretinute

Se remarca imediat ca sistemul automat din fig. 111.3, b, descris de
ecuatiile (1.24), se caracterizeaza prin starea de echilibru 466, = 0 (res-
pectiv Ay = 0 este solutia ecuatiilor (1.24)).

Vom- presupune ca pentru punctul de functionare (no, uo, vo, yo
aceasta este singura stare de echilibru

In afara acestei solutii este posibil ca ecuatiile (1.24) sä admita
Si solutii periodice, respectivoscilatii intretinute in jurul punctului de
functionare (no, uo, vo, yo), dupa cum se va vedea din rezultatul urmator.

' Teorema 2. Sistemul automat neliniar cu structura din fig. 111.3, b
In ipotezele 1°-4° de la 1.1.1 si 1°-3° de la 1.1.3, este sediul unor

oscilatii intretinute daca i numai daca

N(A) G(jw) -1- • 1 = 0, A >0 	 (.4 >0. (1.26)
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D. Necesitatea. Dad -Sistemul automat, respectiv ecuatiile (1.24)
a chnit o solutie periodid, atunci, ' datorita efectului de filtru trece-jos
al partii liniare, la intrarea elementului neliniar preponderenta este
undamentala

J

	

Au1(t) = A sin cat,	 t e R. '	 (1.27)

1. In aceste conditii, trecind la marimi complexe, din ecuatiile (1.24)
a nivelul i fundamentalelor, rezulta

AYI(A, j (0) = G(j6-') AV i(A , i4)

LiVi(A, jco) = N(A) AL Ii(A, j6))

/

AUi(A, jco) = -2- 41171(A-, jc.)).

Eliminind 4:1171 (A , jto) si A Yi(A, j6.) intre ecuatiile de mai sus se
obtine

	

[N. (A) G(ji) + 1] ACTI(A, jco) = 0.	 (1.28)

Intrucit	 U i(A , j.))	 0, ,din (1.28) rezulta (216).

• Suficienfa. Dacä are loc (1.26) atunci exista cel putin o pereche
> 0,	 > 0 care defineste ftmdamentala (1.27) a mariznii u, ceea

ce insearnna ca sistemul auibmat neliniar este sediul unor oscilatii
intretinute.	 _

Ecuatta. (1.26), care, prin analogie cu cazul liniar, este ecuafia carac-
teristica a sistemului automat ridiniar, se numeste .. ecuapia balanfei
armonice. Aceasta ecuatie, in general complexa, este , echivalenta cu
ecuatiile reale

NR(A). — Re G-1(jw)
NJ(A) = Im G-10c4.

In cazul neliniaritatii univalente functia de descriere este real,
astfel ca ecuatiile- (1.29) au forma particulara

I N(A)	 — Re G-1(jco)	 •

1. Im G- 1(j) = 0 .	(sau Irn G,(jco) ---- 0),

situatie in care din a doua ecuatie se calculeaza pulsatule oscilatiilor
-i. intretinute (asadar determinate numai de partea liniara a sistemului
'automat), jar din prima ecuatie se Calculeaza amplitudinile corespun-

...zatoare ale fundamentalelor.

(1.30)
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Daca N (A) i G(j) au expresii corn-
plicate este dificil de gasit pe cale anali-
tied' solutiile ecuatiilor (1.29). in astfel de
,cazuri se utilizeaza procedee grafice.

Pentru rezolvarea pe cale grafica a
ecuatiei (1.26) aceasta se scrie sub forma N(A)

G(jo)) = N	 (1.31)

unde N i(A) este functia de descriere in-
vers negativa a neliniaritatii Af(Au). Se	

Al9Z+3/

reprezinta in acelasi plan hodografele
0 si N i (A), A	 0; 'punctele Fig. 111.4. /vletoda celor do

lor . de intersectie corespund oscilatiilor
intretinute ale sistemului automat neli-
niar — fig. III .4. Aceasta Metoda, foarte utila pentru obtinerea unei
imagini globale asupra existentei solutiilOr periodice, este cunoscuta
sub numele de -rnetbda celor douci locuri..

Exemplul 1.2. Se consider& sistemul automat cu structura din fig. 111.3, b, in care)

	

J(Au) = b sgn	 (releu bipozitional) si G (s) = (s3	a1s2 4- as 4-- a3)-1 , cu al >0,
a2 > 0 si a3 	O.

• Se cere sa se studiete existenia soiutiiior eriodice..si in caz afirmativ sl se determine
pulsatiile i amplitudinile fundamentalelor.

Functia de descriere a neliniaritatii de tip releu bipozitional a fost determinata la.
exensplui 1. 01. (a) i si locul de clescriere invers negativ a fast reprezentat in fig. 111.2, a.-
Aplicind metoda celor doua. locuri — fig. III .5, rezulta c& exist& o singura oscilatie--.

• intretinuta, oricare' ar fi parametrii releului i oricare ar fi parame-trii partii liniare..
virtutea ecuatiilor (1.30) putem•scrie

4b— = Re (— jo.)3 alco2 ja2o)	 a3),
irA ,

Im(—ja)3 — a1o)2	ja3co	 a3) -= 0, -

	

, din care rezultA	 -= Va2 si. A, —
7t (a

1 
a2 — aa)

Din conditia 0 rezulta ,cila2 — a 3 >0; aceasta
inseams-4 c clacl a 3 > 0 atunci partea liniarl tre-
buie sA, fie stabill IMEM (conform teoremei 5 de la
II. 1. 1.2). Fundamentala oscilatiei intretinute este"

. 4bAu, (t ) -=- 	  sin yrTt2 ,	 t e R. '	 G(j43)

7Z (aict2 7- as)

Exemplul 1.3. Se considera. sistethul automat
neliniar cu- structura din fig. 111.3, b. in care G(s)=	 Fig. 111.5. Aplicarea metodei ceklr-
= 0,4 (s3 4- 52 + 5)-1: _	 don locuri la exemplul 1.2,,•

,...	 le

45

•
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0	 0,5	 1	 1,5	 2	 '2,5	 4	 5	 10

—	 —0,66 —0,33 —,0,4 =0,5 —0,4 —0,25 —0,2 —_0,1 	 , .

1 ,5,	 3	 2,5	 2	 3	 4	 5	 '10

Af(Au)
8

141(A) -0,645

-0,4 1-,2

•	
Au

-3 -2 -1	 123
-4

Gliw)

a
Fig. 111.6., Aplicarea metodei celor doul locuri (a) i graficul

neliniaritatii (b) la exemplul 1.3.

Se cere sa se determine neliniaritatea univalent Af(Au)'astfel incit sistemul automat
trei oscilatii 1ntretinute.	 •	 -

intrucit neliniaritatea este univalent., locul de descriere invers negatiy se va situa.
i•e semiaxa reala negativa a planului celor doua locuri ,. in acelasi plan, locul de transfer
( (j6)) ;-= 0,4 (— jois — itt2	jot)', fig: 111.6, a, intersecteaza semiaxa reala negativa.

punctul j 0) corespunzator pulsafiei cal = 1. in aceste conditii forma posibill
,•.loculuj de descriere invers negativ este cea trasata cu linie intrerupta in fig. 111.6, a,.
orespunzator tabelului

Se asigura astfel trei solutii periodice, toate de aceeasi pulsatie co i	1, dar de
amplitudini (pe fundamentala) A 1 -- 0,83, A 2 = 1,5 si	 2,5.

Utilizind formula (1.21) cu numai primii patru termeni se obtine pentru neliniari-
tatea cantatá urrnatorul tabel de corespondenta

A	 0 • 0,5	 1 • 1,5	 2	 2,5' • 3	 5	 10	 on
Af(A)
	

0	 0,825 • 3,6 3,3	 2,34	 5,58 	 9,8	 21,4 . 31,6	 117 on

cäruia Ii coreSpUnde graficul din fig. 111.6, b (trasat Cu linie continua). Pentrit realizarea.
Cl practica se poate recurge la aproximarea printr-o linie poligon- la (trasata cu linie
iiitrerujita).

1.2. St abilit atea oscilatiilor intretinute

Caracterizarea oscilatiilor intretinute din punctul ide vedere al
stabilitatiilor necesita un studiu mai aprofundat in' sensul nuantarilor
posibile, corespunzatoare celor prin care se poate caracteriza un punct
de echilibru.
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1.2.1. Oscilatii

1.2.2. Regula lui Loeb

0 oscilatie intretinuta, oricare ar fi natura ei, se caracterizeaza
prinexistenta unei perechi Ao >0, coo > 0, soiutie a ecuatiei balantei
armonice (1.26). 0 perturbare a ei la t = 0 are ca efect variatia ampli-
tudinii de la Ao la Ao AA si a pulsatiei de la coo la coo AG). Apare
astfel o nosti5 oscilatie care nu mai este riguros periodica, deoarece este
afectata de o amortizare 	 pozitiva sau negativa. Expresia acestei
oscilatii, la nivelul fundamentalei, este

Ayi (t)	 (A0 + AA)	 ei(6).± °cot ,	 t e R.	 _(1.32)

Conform definitiilor 2 Si 3 si relatiei (1.32), oscilatia intretinut5
este limita stabila daca

>0	 (1.33)

si este limita' instabila daca

<

,„

Vom presupune ca in sistemul automat neliniar Cu structura din
fig III 3 b s-a instalat un regim de oscilatii intretiriute si ca, intr-un
mod oarecare, este posibila perturbarea de scurta durata a amplitudinii
lor, in sensul cresterii sau in sensul sea derii. In functie de evolutia
in timp a solutiilor, ulterioara perturbarii, se disting urmatoarele trei
cazuri.

Definifia 2. Oscilatia limita se numeste limitä stabile:1 daca dupa
perturbarea de scurtai durata, atit in sensul cresterii, cit si al scaderii
amplitudinii ei,eu cresterea timpului solutia revine la forma precedenta
perturbarii.

Definitia 3. Oscilatia intretinuta se numeste limitci instabil daca
dupa perturbarea de scurta durata, atit in sensul cresterii cit si al sea-
derii amplitudinii ei, cu creSterea timpului solutia nu mai revine la"
forma precedenta perturbarii.

Definitia 4. 1 0scilatia intretinuta se numeste limita semistabilci, sau..
concret stabilá (instabilci ), la stinga §i respectiv instabila (stabilci ) la
drecifita, daca dupa perturbarea de scurta durata, in sensul scaderii

respectiv al cresterii amplitudinii ei, cu cresterea timpului, solutia
revine (nu revine) i respectiv nu revine (revine) la forma precedenta
perturbarii.
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Pentra a converti conditiile (1.33) *i (1.34) in nkte conditii tarn-,
zabile practic pornim de la faptul ca inainte de perturbare'era sa.tis-
acirta ecuatia (1.26), adica

N(A0) Gacoo) -1- 1 = 0,	 (1.35)

ca dupa perturbare, pentru	 1, IAco I 0 I	 suficient de mici,
are loc

N (A ± AA) G [j(wo	 Aca j)] -I- 1= 0,	 (1.36)

-.respectiv

X(A0 + AA , 6,0 	 jcp)	 j Y(A0 + AA , (..)0	A0.)	 0,

(1.37)
uncle

N WA) = Re N a(A) ,	 N fi(A) Im Ni(A),	 (1.39)

GR (w)	 Re G(jw),	 G1(co) = Im d(jo.)). 	 (L46)

In ipoteia ca functiile X(A, co) i Y(A, co) sint derivabile intr-o
vecinatate a punctului (A 0, (00) se poate - aplica in (1.37) formula cre§-
terilor finite, ceea cc conduce la

(
-a-A-) AA

	

	 aX (Aco j) j 	 ) AA
DA	 ,	 3c .) co*	• 	 A A,

+ j( °- 1	 I (AO)	 g)	 (1.41)
k	 1,,

	unde s-a inut seama de faptul	 ecuatiei (1.35), cu notatiile (1.38)—
1.40), ii corespimde ecuatia

	

X(21 4 0 , 6)0	 jY(Ao, coo) = 0

A 1	 Ao	 cceS,A, co l	(.41+ (3(Aco	 j) cu 0 < < 1, 0 <. 3 < 1.

Efectuind calculele in (1.41), anulind partile reala §i imaginara
apoi eliminind Aco intre aceste ecuatii se obtine

(1.42)
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unde

S = ( 1-)	 (2f)r

	

OW	 aCO 6);aA	 M

Conform conditiilor (1.33), (1.34) si relatiei (1.42) oscilatia intreti-
nutä este limita stabila dad. S1 > 0 si limitã instabila daca S1 < 0.
Aceasta afirmatie ramine vaiabila si pentru AA --o 0, Ac0 — .0 0,

respectiv S1 —0 So, unde, cu notatiile (1.38) — (1A0).

so	 dGR) d2 V • (dGk l • (  dNi, 

	

t (1(4 L.1 dA	 I. dco	 -dA

ceea ce ne permite sä formulam urmatorul enunt.
Regula 1 (Loeb). Oscilatia intretinuta caracterizata Prin percchea

(A 0, coo), solutie a ecuat iei (1.26), este,:
—limitä stabila daca- So > 0;
—limita instabila daca So < 0;
—limita semistabila daca So 0.

0
se

(1.43)

(1.44)

Aplicarea acestei reguli presupune desigur calculul expresiei (1.44). •
posibilitate de evitare a calculului celor patru derivate din (1.44)
bazeaza pe observatia c5. produsul vectorial al vectorilor

tinind seama de,

ddGo

_ 	 div,h
dA )21.

(1.44); este

	

cIGR	 dG,
x	 = 2-3. • I	 sin	 k	 ( do.)	 dca

	

d1n1	 dlY,R

dA )A, dA )A.

unde T.; J i slut versorii spatinlui euclidian tridimensional\
Avind in vedere cä VG si 3N sint vectorii tangenti la- hodograful GOO

respeciv la hadograful N i(A) in punctul lor de intersectie, carac-
terizat de perechea (A0, (.00), ca sensul pozitiv al vectorului produs
vectorial se obtine atunci cind unghiul dintre V G si este Cuprins intresq
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0,(J0

,

jim
Re

*gm
Re

Ni(A)
Aolwo

NO)
G(jc.))	 Grp.o) •

Q	 b	 c
' Fig. 111.7. 'Natura oscilatiilor intretinute: .

a— limitS, stabila; b — limita instabila; c — limiia semistabill.

(masurat in sens pozitiv), regula 1 poate fi reformulatä dupa cum
urmeaza.

• Regula 2 (Loeb). Oscilatia intretinuta caracterizata prin perechea
(Ao, ctio), solutie a ecuatiei (1.26), este:

• , — limita stabila, daca pornind din punctul de intersectie al celor
doua locuri pe hodograful G(j) pentru c crescator, hodograful N1(A)
pentru A crescator ramine la stinga -- fig. 111.7, a;

limita instabila, daca pornind din punctul de intersectie al celor
douà locuri pe hodograful G(jo.)) pentru crescator, hodograful N(A)
pentru A crescator ramine la dreapta — fig. 111.7, b;
• — limita semistabila, daca in punctul de intersectie al celor doua

locuri hodografele G(ju.)) 	 N f(A) sint tangente — fig. 111.7, c.
Evident, regula 2 poate fi folosita fara nici un fel de calcule, cu con-

ditia ca sä se fi trasat hodografele G(jw) i N i(A) §i consta numai in eva-
luarea pozitiei relative a celor doua locuri in zonele punctelor lor de inter-
sectie.

Exemplul 1.4. Se consider& sistemul automat de la exemplul 1.3.
Se cere sl se determine natura celor ,trei oscilatii intretinute.

•Conform fig. 111.6, a si regulii 2 numai oscilatia caracterizata prin 1 si A, =-
1,5 este limit& stabil& in timp ce celelalte doll& sint limit& instabile. Aceste constatari

permit si o caracterizare mai detaliata a proprietatilor sistemului. De exemplu (lac&
functionarea sistemului are loc la oscilatia limit& stabilA, once perturbare a acesteia, cu
0,83 <4 <2,5, este urmata de revenirea la oscilatia limit& stabiLl. Daca A < 0,83

''atunci pentru	 co, A —n 0. Daca A > 2,5 atunci pe tru t	 co, A —n 00.
•

Din cele puse in evidenta la exemplul 1.4 se Irage concluzia cä dacä
cele doua locuri au mai multe puncte de intersectie, nici unul dintre ele
.nefiind de tangenta, atunci, in mod logic, natura oscilatiilor intretinute,
de exemplu, in ordinea crescatoare a amphtudinilor, este cea redata in

'lig. 111.8, a, b. Daca exista i puncte de tangenta ale celor dou'a." locuri
atnci oscilatiile semistabile sint stabile la dreapta, dacä se situeaza

?.1 2
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@	 ,0 0

O 41 42 A3 A4 D-A a

10 0 0
•	

2 —3	 A40 A 	;,

CD,

® 0 0-0 d

Fig. 111.9. „Defectiunea" regulii lui
Loeb.

Fig. 111.8. SUccesiunea oscilatiilor Ern it5.:
s — stabile; i	 instabile ; si — stabile la stInga si in-
stabilela dreapta; is — instabile la stinga si stabile

la dreapta ; PE — punctul de eehilibru.

la stinga unei oscilatii instabile,.fig. 111.8, c si instabile la dreapta, daca
se situeazk la stinga unei oscilatii stabile, fig. III. 8, d.

Oscilatiile limita stabile, numite si autooscilatii, sint fenomene neli-
niare tipice. Ele nu au corespondent in cazul sistemelor automate liniare
si nu pot fi, principial, produse decit cu ajutorul sistemelor automate
neliniare.

Aplicarea regulilon 1 si 2 pentru deterrninarea naturii oscilatiilor
trebuie sa se faca Cu circumspectie, deoarece ele pot da rezultate eronate
in cazul punctelor de intersec tie ale celor doua locuri situate in interiorul
spiralei locului de transfer G(jw). Un exemplu concludent in acest sens
este acela pentru care neliniaritatea este un releu bipoziponal si partea

stabila IMEM, este de forma

G(s) = (s	 a1s6	a2s5	...

Folosind metoda celor douà locuri, avind in vedere i fig. 111.2, a,
se obtine imaginea din fig. 111.9. Asadar sint posibile doua oscilatii
intretinute i, conform regulii 2, ambele ,sInt oscilatii limita stabile,
ceea ce nu este plauzibil. in realitate, asa cum arata rezultatele Obti-
nute prin simulare, oscilatia corespunzatoare punctului P din fig. III :9
este limita, semistabila (stabila la stinga i instabilä la dreapta).

Cu acest prilej mai facem observatia ëà dac5 ipoteza 40 de la 1.1.1
, nu este satisf5cut5. sau in sistem apar oscilatii intretinute de pulsatii
mult mai mici ca pulsatia de taiere a partii liniare atunci rezultatele care -
se obtin cu ajutorul` ecuatiei balantei arrnonice (1.26) sint afectate de,
er ori important e .
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1.3. St a.bilitatea asimptotic5. a sistemelor automate
neliniai-e

1.3.1. Criteriul Kochenburger

Desigur cä existenta unor oscilatii intretinute intr-un sistem automat
neliniar denota faptul càespectivul sistem_ nu-este global asimptotic
stabil in punctul de functionare considerat. iVletoda celor (lona locuri,
prin analogie Cu cazul liniar, permite -o extensie naturala a . criteriului
Nyquist si pentru cazul sistemelor automate neliniare.

Teorema 3 (Kochenburger). - Sistemul automat neliniar cu structura
din fig. III. 3, 6 si in ipotezele 1°-4° de la, 1`.1.1 si 1°-3° de la 1 .1.3

, are solutia Ay 0, corespunzatoare punctului de functionare (no, uo, vo, yo),
global asimptotic stabila daca si numai daca: la parcurgerea locului
de transfer G(j(d), in sensul crescatot al lui co, locul de descriere invers
negativ N(A) ramine la stinga i complet in afara sa.

Rolul princtului critic (-1-, j0) este jircat aici de locul de descriere
invers negativ N(A); Din acest motiv N(A) se mai ntimeste i locul
,critic al sistemului automat neliniar.

Spre desoebire de criteriul Nyquist, in cazul de fata nu se poate afirma
mimic despre stabilitatea IMEM a sistemului automat deoarece no =
= constant si sisternul se aka intro stare de ,echilibru. Reamintim ca
Stabilitatea. IMEM presupune cà marimea de intrare este once functie
de timp, tharginita in norrna.

Evident, in legatura cu stabilitatea asimptotica a Sistemului automat
neliniar se poate afirma urmatorul rezultat.

Teorema 4. Sistemul . automat ' neliniar Cu structura din fig. III .3, b
•si in ipotezele 1°-4° de la 1.1.1 si 1°-3° de la 1.1.3 este asimptotic stabil
daca i nurnai daca pentru once punct de functionare (no, u 0,- vo, yo)
solutia y= 0 este global asimptotic stabila.

1.3.2. Aplicatie: stabil#atea asimptotica a unui sistem automat
de urmarire

Pentru sistemul automat de urmarire de la 1.1.4.7 s-a ales la III.3.2.2
-un regulator, in ipoteza Ca toate elementele sisternului automat sint
liniare, astfel incit aceSla sàfie stabil IMEM cu o anumita stabilitate
relativa. Ne propunem sa- verificam daca neliniaritatea de tip joc in
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angrenaje -- fig. 111.1; e, care caracterizeaza reductorul Rtn, influen-
teaza stabilitatea ,asimptotica a sistemului automat de urmarire..

Functia de descriere a neliniarifatii de tip joc in angrenaje, ci nota-
tiile din fig. III .1, e, are expresia, [B 6],

(
N(A)= —[— -I- arc sin (1 —

2e + 2 1 — 
A
--e	 —is 2	 A	 A A2

„k

+34r_ —11
A 2 A

Hodografele N i(A) , A 0, si G(jco), (.0 0 (pentru aplicarea,metodei
celor doud locuri) au formele din fig. III 10 Intrucit raportul de trans-
rnisie k2 al reductorului Rrn a fost inclus in functia de transfer a siste-
mului deschis G(s) , se considera k 1, ceea ce corespunde situatiei in
care locul critic Ti (A) trece prin punctul (-1, j0). In acest caz, conform
teoremelor 3 i 4 sistemul automat q urmarire este asirnptotic stabil.
Dacä raportul . de transmisie creste si anume de k on atunci locul critic
Ni (A) se deplaseaza omotetic spre dreapta., ajungindu-se pentru k = 2,
la un puuct de tangenta intie locul critic N(A) (trasat cu linie punct
In fig. 111.10) §i locul de,transfer G(j6)). De aici se trage concluzia ca sis-
temul ,automat -de urmarire este asimptotic stabil pentru 0 < k < 2.
Pentru h	 2 in sistem apar oscilatii intretinute de pulsatii i ampli-

jIrn

Attf

N1(A)

A t1,5C

/ k=3
. kt1

k=2
A=1,25£

Gli(4)

Fig. III. 10. Cele douA locuri in cazul-
na	

unui sistem . automat.	
jde urlrire cu nelimaritate de tip oc.
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tudini (pe fundamental5) bine definite. De exemplu pentru k = 3 apar
oscilatiile intretinute 1,3e sin 12 t i 4e sin 19t. Prima este limitä insta-
bila, in timp ce a doua este 1imità stabila.

1.3.3. Criteriul Bilharz

Ecua.tia balantei armonice (1.26) mai poate ,fi utilizata pentru stu-
diul asimptotice pe baza localizarii radacinilor ei in planul
complex.

Tinind seama cà

Q (s)
G(s) =

P (s)

•unde P(s) §i Q (s) sint doua polinoame relativ prime intre ele, ecuatia (1.26),
iii care s-a inlocuit j6.) = s, are aceleasi radacini ca i polinomul

A(s, A) = P(s)	 N (A) Q (s).	 (1.47)

• Teorema 5. Sistemul automat neliniar cu structura din fig. III. 3, b
si in ipotezele 1°-4° de la 1,1.1 si 1°, 2° de la 1.1.3 are solutia Ay = 0,
corespunzatoare punctului de functionare (rio, uo, vo, yo), global asimptotic

•stabila daca i numai daca polinomul (1.47) este hurwitzian pentru
once A > 0.

Teorema 6. Sistemul automat neliniar cu structura din fig. 111.3, b
si in ipotezele 1°— 4° de la 1.1.1 si 1°, 2° de la 1.1.3 este asimptotic stabil
dacà si numai daca' pentru once punct de functionare (u-o, uo, vo, yo)
polinomul (1.47) este hurwitzian pentru once A > 0.

In cazul neliniaritatilor multivalente N (A) este o functie complexa
ceea ce inseamna' ca polinomul (1.47) are in general coeficienti.complecsi.
Pentru aplicarea tehnicilor polinomiale clasice (criteriile Hurwitz,
Routh etc.) au fost necesare extinderi adecvate. Vom enunta in conti-

. nuare, fara a da o demonstratie, o generalizare a criteriului Hurwitz
v. teor ema 5 de la 11.1.1.2), [ B.8].

Fie

A (s) = sn	 (aRi.	 i an) s' 	 (a
	 -2 +	 j a ,

(1.48)

(1.46)
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—aR6 --an 7..

— 12R6 • ••aR4

• In care ant, alb i 	1, 2,...., n, skit numere reale, §i matricea
de ordinul 2n asociata. polinomului A(s),

	

— 1 an —aR2 —an	 am

—aR3 —an

---aR2

• B22-=	 an

in care aRt	 0 pentru. i > n.

Teorema 7 (Bilh#4. Polinomul (1,48) este hurwitzian daca' i numa
dad.

	

. de,t E >0, 	 ..k	 1, 2, ..., n.	 (1.50)

0 extindere asemanatoare s-a -dat §i . metodei loCului
(v. IL 1.1.7). Utilizarea ei, ca §i a celorlalte tehnici polinomiale, este totu§i
limitata datorit5, complicatiilor de calcul pe care le introduce dependenta
radacinilor 'pcuatiei (1.2) ae. amplitUdinea A.

ExemPlul 1.5. Se consider& sistemul automat de urn-at-ire cu structura din fig. III. 3, b
in care neliniaritatea. este tin releu cu caracteristica din fig. MA, a si partea

(amplificatorul i servomotorul) este deserisa de functia de transfer G(s) — 	
' s.(s

-Se cere sl se determine parametrii.releului pent-En care sistemul automat de urinarire
 •

este asirnptotic .stabil.
Functia de descriere a fost determinat& la exemphil 1.1 (d). in conformitate cu (1.47

ls,A) == s2 s + a — jp,
nude

a-2 ab (1/ A 2	 „ 111 A 2	 2 ab( 1 — q)

rr,A 2	 az	 az

Matricea Bilharz corespunzatoare polinomului.A (s, A) are forma

1 -0 —cc	 01

[23 = 0 1 , --J3	 o

o 1	 o —al

0. 0	 —Pi
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si conform condifiei (1.50) retula
.132 1 > 0 si B4 = - > 0.
Cu notafiile utilizate, ultima Me-
galitate este echivalenta Cu

11  A2 - 1+
a

2

	

± I/ A2 q2 > 2 ab	 q)2,
V a2	 rcA 2

care trebuie sa, fie satisfb,cuta,
pentru 'mice A i a.

intrucit expresia

StObilit
8 
ate
6 osimptotica

-10	 -0,5.	 a	 05	 10 q.

10

/.

Fig. 111. 11.. Domeniul parametric de stab'litate , 42 111 A2	 A2	 2)
asimptotica	 exeniplul , 1.5.	 2 rr-	 a2	 q

_

este monoton crescAtoare pentru A	 rezu1t1 a ultima Megalitate are loc penfru
once A	 a dad. si numai daca ea are loc pentru A = a. Aceasta conduce la rezul-,tatul

a > — (1 —011. 	 	 iqr< 1.
2b
TC	 q

Domeniul corespunzator de stabilitate asimptoticl este reprezeritat in fig. III. 11.

- 1.3.4. Stabilitatea asimPtotica in mic,

Conform ecuatiilor (1.24) un sistem automat neliniar cu structura
din fig. III .3, 6 se caracterizeaza prin starea de echilbru Ay 0, cores-
punzatoare punctului de'functionare, (no, uo, Vo, yo). S-a vazut la 1.3.1
§i la 1.3.3 in ce conditii. aceasta stare de echilibru este global asitn-.ptotic stabilà.

In situatia in care in sistem exista ogcilatii limita, in functie de natura
celei mai apropiate de starea de echilibru 0, respectiv a celei de
amplitudinea (A 1 > 0) cea mai mica, solutia Ay =---- 0 poate ft caracte-
rizata dupa cum urrneaza: 	 -

a) solutia Ay = 0 este, instabila &ea' §i numai claca oscilatia de ampli-
tudinea A i este stabila sau stabila la stinga (semistabila), fig. 111.8, b, c.;

b) solutia Ay = 0 este asimptotic stabile( in mic §i anume pentru
0 A <A 1 daca §i numai daca- solutia de anylitudine A 1 este instabila
sau instabila la stinga (semistabila), fig. III. 8, a, d.

In ambele cazuri amplitudinea A 1 se poate determina prin. metoda
-celor doua locuri, jar natura oscilatiei intretinute se poate determina
• cu regula. lui Loeb. In cazul b) acest lucru este echivalent cu determinarea
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domeniului jAyl < A1 Pentru care solutia y = 0 este asimptotic
bila. Astfel, pentru sistemul de la -exemplul 1.2 solutia'	 0 este inkta-

deoarece singura oscilatie intretinuta este limita stabila, fig. 111,5.
In scliimb sistemul de la exerifilul 1.3 are solutia Ay --- 0 asimptotic
Stabila in mit §i anume pentru. 16, -yj < 0,83, deoarece oscilatia de ampli-
tudinea cea mai Mica A l = 0,83 este limità instabila, fig. 111.6; a. Si
in cazul sistemului de urmarire de la 1:3.2, pentru k solutia y = 0
este asimptotic stabila pentru lAyI < 1,3e, deoarece oscilatia intretimita
de aniplitiidine A l = 1,3e este limita instabila, 'fig. 111.10.

1.4. Problema stabilizarii

1.4.1. Posibilitati_ de stabilizare,

In cazul sistemelor automate neliniare monovariabile exista;
cipial, 'cloua cai pentru realizarea stabilizarii:

a) introducerea in mod deliberat a unei neliniaritati;
b) introducerea unor demente "del corectie liniare.
Ambele posibilitati sint ilustrate prin schema bloc structurala din

fig. 111,12, in care N c(A) este functia de desciiere a elementului corector
neliniar §i `Gci(j(0), Ge2(j6)) sint raspunsurile la frecventa ale elementelor
de corectie liniare. Conform acestei scheme ecuatia balantei armonice
are forma

G,1(jc)G,2(j6)) N c (A)	 G,i (jco)G(jo)) N (A) + 1 = 0.

Daca se adopta
N c (A)	 N (A)	 (1.52)

Gci

prin-

Elemente corectoare

Fig. 111.12. Posibilitati de realizare a stabilizarii unui sistem au-
tomat ueliniir,

(1.51)
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1.51) rezulta

Gda [G 2(y) Gaw)] N (A) + 1 = 0,	 (1.53)

ceea ce permite alegerea -adecvata a elernentelor de corecie liniare.
Dacä se adopta

Ge2(jw) = G(j) (1.54)

Gcl(jca) Gn(jw) + 1 = 0,	 (1.57)

ceea ce este echiValent cu o compensare a neliniaritatii N (A) §i trans-
formarea sistemului intr-un sistem automat liniar. .

1.4.2. Utilizarea diagramei Bode

Avind in vedere aspectul frecvential al metodei functiei de descriere,
orientarea spre utilizarea diagramei Bode.atit pentru analiza stabili-
tatii cit 1 pentru rezolvarea problemei stabilizarii a lost pe deplin
naturala.

Pentru mai multa flexibilitate in manipularea diagramei Bode
functia de descriere se pune sub forma

atunci din - (1.51) se obtine

Gado)) Gc2(jw) [INT c(A)	 N (A)] ± 1

ceea ce permite alegerea unei neliniaritati adecvate pentru
'performantelor impuse.

sfir§it, daca se adopta.

N e(A) = 1 N (A) , Ge20 6)) = G00))
din (1.51) rezult5.

N (A) = k „Nn(a) , a =
A	 (1.58)
a

unde h. este un coeficient de normare, a este un parametru al neliniari-
tatii, cc este amplitudinea norrnata i Nn(a) este functia de descriere
normata.

inlocuind (1.58) in (1.26) se obtine

N n(A) Gn(jw) + 1 = 0,	 (1.59)
unde

G(j) =, knG(jw)	 (1.60)

esie rAspunsul la frecventa normat al partii liniare a sistemului automat.
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In mod evident ecuatia (1.39) este echivalenta cu

20 J 1g1 Gn (j6.1) = — 20 lg jiNn(A)

arg Gn(jw) 7 (2k + '1) TC arg N „(A), k e Z.

(1.61)

(1.62)

Daca neliniaritatea: este uriivalenta atunci arg N ,i(A) = 0 si ecuatia
(1.62) devine

arg Gn (jco) = (2k + 1)7r, k E Z.	 (1.63)

Determinarea oscilatiilor intretinute consta in urrilatoarele. Din
diagrama Bode a partii liniare se obtin pulsatiile o pentru care a.rg
G(j) ia valorile -it, —37r, ..., si apoi se masoara atenuarile cores-
punzatoare 20 lg I Gn(j64) 1. In continuare urmeaza sä se verifice daca
exista valori cok pentru care are loc (1.61), unde -= c. Pentru aciasta
se reprezinta grafic functia

f(cc) = — 20 lg Nn (cc)	 (1.64)

si se determina valorile c pentru care

f(aik) = 20 lg I G.(j6.4) j.	 (1.65)

Pentru realizarea corectiei in domenid frecventelor se procedeaza
ea si in cazul sistemelor automate liniare (v. paragraful urmator).

In cazul neliniaritatilor polivalente (uzual bivalente) utilizarea
diagramei Bode nu faciliteaza in nici un fel rezolvarea sistemului de
ecuatii (1.61), (1.62). 0 alternativa este aceea care consta in trasarea
In acelasi sistem de axe rectangulare a graficelor functiilor 20 lgj G(j) I
functie de arg G,.(jo.)) §i —20 lg N n(A) functie de arg n(A)I (diagrama
Nichols) si determinarea oscilatiilor intretinute ,J pe baza punctelor de
intersectie ale celor dou'a grafice.

(
1.4.3. Aplicatie: stabilizarea unui sistem automat

de reglare a temperaturii

Se considera sisternul automat de reglare a temperaturii cu schema
bloc structurala din fig. 111.12, in care •

0,128 e-5g 
G(s)

s(10 s + 1) (5 s + 1)
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N (A) este -nn regulator neliniar cu saturatie (neliniaritate acciden-,
tala), a carui functie .de descriere, cu hotatiile din fig. 111.1, b , este,
[B6],

N (A) = —2k(aicsin ±z- + -a-li 1

	

cr x	 A A	

a2)

	

A 2	
A ?„ a.	 (1.66)

A ,Introducind cc --= — si . coeficientul de normare k. = k = 2,5, con-

form relatiei (1.64) avem

f(a) =-- — 20 lg —(arcsin — + _y

	

7t	 ,	 OC	 GC	

-) ; CC > I ,

	

(X2	

( 1 . 67)

,	 2	 ,,	 1	 1

/
, al carei grafic este reprezentat in fig. 111.13, a.

Raspunsul la frecventa normat are expresia
,	 1

	 0,32 e-510)
G„(jco) --- 	 ' (1.68)

jia(10 jco -I- 1) (5jco -I-- 1)

si diagrama Bode corespunzatoare este reprezentata in fig. 111.13, b.
Ne propunem sã analizam stabilitatea sistemului i dacä este ne-

cesar sä realizarn o corectie cu elementul liniar G 1 (s) (N (A) = 0 sau
G 2 (s)	 0).

a	 b
ig. III. 13. a — Functiaf(a), relatia (1.67), a neliniariatii de tip saturatie (fig. III. 1,b);

b	 Diagrama Bode a partii liniare, rela,tia, (1.68).
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Din fig. 111.13, b rezulta co1 =0,085 si 20 lg IGnaw].) I = 8. Din
fig. 111.13, a, 'pentru f(i) 8, rezulta 3,,2, ceea ce inseamna
A 1 =-- 3,2 a. Asadar sistemul este sediul oscilatiei limita stabile 3,2 a X
X sin 0,085 t. Ca urmare starea de echilibru Ay = 0 este instabila.

• Pentru stabilizarea sistemului exista dona posibilitati.
a) Coborirea caracteristicii 20 lg G(y) sau echivalent ridicarea

liniei de 0 dB. De exemplu prin ridicarea noii linii de 0 dB deasupra
nivelului de 8 dB vom avea 20 lg G, i (jcoi) <0 i cutn f(a) > 0, apa-
ritia oscilatiilor intretinute nu mai este posibila.

b) Ridicarea caracteristicii arg Gn(jco) In domeniul frecVentelor
medii (zona pulsatiei de taiere a partii liniare) astfel incit (4 3. sä se de-
plaseze spre dreapta, intr-un domeniu in icare 20 lg G naw) <0. 'In
cazul de fata acest lucru poate fi realizat cu ajutorul unui element PD
care la frecvente medii realizeaza o ridicare a caracteristicii arg G.(jco)
cu aproximativ 45 0 (v. fig. 11.36, b). De exemplu pentru un element
"de corectie cu functia de transfer G,i(s) = kr (73 -1- 1) se obtine col =0,15
(la intersectia cu orizontala de —225°, fig. 111.13, b), careia, pentru

< 0,7 Ii corespunde 20 -1g I Gn(jca) I < 0. 0 valoare hr < 0,7 este
echivalenta Cu o ridicare a liniei de 0 dB. De exemplu pentru ridicarea
acesteia cu 10 dB trebuie sä alba loc

20 lg kd (7 (01) 2 + 1 = 20 lg + 20 lg	 — 10,
de unde rezulta k = 0,224.

Metoda planului starilor

Un sistem dinaniic se numeste autonom daca el este invariant in
timp si liber.

In conformitate cu notiunile introduse la I.3 si 1.4 un sistem dina-
mic autonom este descris de o ecuatie diferentialä de forma

= f(x), t	 x eRu. 

§olutiile unui sistem dinarnic autonom au proprietatea de invarianta
in raport cu translatiile temporale. Dad x(t) este o solutie a ecuatiei
(2:1) cu domeniul I R i codomeniul X1 x(I) Ru atunci , x(t T),
pentru once e R, este de asemenea solutie cu acelasi codomeniu dar
cu domeniul ft e R; t I}. Aceasta afirmatie este adevarata in
virtutea faptului ca

i(t	 T)	 f [x(t	 )], t	 'r € I, 1. e R.
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Dad pentru fiecare punct din R x X 1 existä o solutie unick atunci
toate solutiile pe R X X, se obtin prin translarea in timp a uneia dintre
respectivele solutii. In aceste conditii multimea R x R. divizata
in submultimi si in •fiecare submultime toate solutiile se obtin prin
translarea in timp a unei solutii din respectiva submultime. Solutiile
care apartin unei submultimi R x X, formeala o faniilie care are pro,-
prietatea cà este complet caracterizata de o solutie oarecare care face
parte din ea.

Exemplul 2.1. Fie sistemul dinamic autonom

1'X =	 (x2 — 1), t e R, x e R.

S5. se determine submultimile R x X1 ale sistemului, si comportarea familiilor
de solutii in vecinatatea punctelor de echilibru. Separind ,variabilele in ecuatia de mai
sus, dup5, integraxe, se obtine

x(t) — 1
	  — Ce t, C = const.

I x(t) + 1

In cazul sistemului de la exemplul 2.1
f(x) punctul de echilibru x = — 1 este asimp-

totic stabil i, avind in vedere cä traiec-
toriile de stare (familiile de Solutii) con-
verg catre acest punct, se numeste punct
de atractie sau atractor. Punctul de echi-
libru = 1 este instabil i, din motive
evidente din fig. - 111.14, b, se numeste
punct de repulsie sau repulsor.

Cele expuse pina aici, cu referire i la
sistemul de la exemplul 2.1, pun in evi-_

Dreaota de stare	 denta ideile de bazä ale metodei planului
Fig. III. 14. Traiectoriile de-stare 	 starilor, care are calitatea ca poate aduce

la ixemp1u1 2.1.	 informatii pretioase privitoare la proprieta-

Din studiul semnului functiei din membrul sting rezulta c. sistemul are trei sub-
multimi de divizare R x X1 , i 1,2;3, cu X.ri = (— co, — 1), X12 = (— 1,1) si X13 =
= (1, 4- co).

Punctele de echilibru ale sistemului slut x	 —	 x	 1. Avincl in vedere graficul
functiei f (x) = — (x2 — . 1), respectiv. variatia semnului ei pentru . x e R, fig. III. 14,

2
rezu1t1cá familiile de solutii reprezentate pe dreapta de stare (sistemul este de ordinul
unu), au imaginea i sensurile de evolutie in timP conform fig. , III. 14, jos.

Din exemplul de mai sus se trage concluzia , ca intre natura punctului
de. echilibru si sensurile traiectoriilor de stare in ,veeinatatea sa exista

relatie directa.
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tile interne ale sistemului si in special prieitoare la stabilitatea punc-
telor de echilibru. Intrucit aplicarea efectiva se bazeaza pe reprezentari
graf ice (ca in fig. 11114 b) utilizarea metodei planului starilor este
naturala i comoda in primul rind in cazul sistemelor dinamice auto-
nome de ordinul unu i doi. Ea se-poate aplica i sistemelor de ordin
superior, dar de regula in combinatie cu alte metode, [F3].

2.1. Sisteme dinamice , autonome de ordinul doi

2.1.1. Portretul de stare

Fie sistemul dinamic autonom de ordinul doi

X i	 x2), t eR,
i2 = f2(xi , x2), (xi , X2) E R2.

dxi

In care f(xi , x2) = f2 (x1 , x2)If1(xi , x2), ceea ce este echivalent cu elimi-
narea timpului intre ecuatiile (2.2).

In ipoteza ca f(xi , x2) este continua si lipschitziana (v. 1.2.2), ecua-
tia (2.3) admite o solutie unica

= x2o	 f(x, x )dx,
x,.	

(x10, x20) e R2,x2 

care satisf ace conditiile initiale x/(to) =-- x10, x 2(to) = x20 , to e R.
- Din punctul de vedere al analizei stabilitàii sistemului (2.2), care
in cazul de lap', se bazeaza pe reprezentarea grafic'a a solutiei (2.4)
pentru diverse conditii initiale (x 10 , x20), este necesar sa se parcurga
urmätorii treFpa i.

1° Se determina punctele de echilibru (a 1 , a2) E R2, solutii ale sis-
temului de ecuatii

Pentru fi (xi , x2 0-0 din cele doua ecuatii (2.2) se obtine

a2) =-- 0

I Mai, a2) = 0.

20 Se traseaza in planul (x1 , x2) triiectoriile de stare (2.4) cores-
p unzatoare celor mai reprezentative puncte (x 10, x20) (in raport cu punc-
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tele de echilibru) §i se marcheaza prin sageti sensul lor de parcurgere
pentru t crescator.

3° Se stabilWe natura fiecarui punct de echilibru in functie de
sensurile de parcurgere a traiectoriilor din vecinatatea sa.

•Definifia 1. Imaginea grafica obtinuta conform punctelor 1 0 j 2°
se nurnie§te portretul de stare al sistemului (2.2).

Realizarea pasului 20 , care de regula este mai dificila, este posibila

	

urmina trei cai principale. 	 ,	 r
a) Integrarea. ecuatiilor (2.2) sau a ecuatiei (2.3), finalizate cu

•nerea unei solutii explicitate analitic.
b) Integrarea ecuatiilor (2.2.) sau a- ecuatiei (2.3) prin metode gra-

f o -analitice.
• c) Integrarea ecuatiilor (2.2) sau a ecuatiei (2.3) prin metode nu-
merice.

Exemplul 2.2. Fie sistemul dinamic sautonom

=

i2 = —x2 + xixs

SA se determine portretul de stare al sistemului.
Din sistemul de ecuatii algebrice

— = o

— x2 xix2 = 0

rezultii.c sistemul are doul sari de echilibru si anume . (0,0),si (2,0).
Facind raportul celor doua ecuatii diferentiale, asa cum s-a procedat la (2,3), se

obtine

xs—f- xixs 
xi 0 0,—

care este o ecuatie diferentiala cu variabile separabile.
Dupl. calcule elementare se obtine ecuatia

	

dx	 1 (  1	

	

2	 1 dx,
2 2 —

a carei solutie este

A 
xi 7

	

	 o 0, x 	 2, A=-- coast.
I xi(2 — xi) I

dx2
do,
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In plus, pentru x1 - 0 si xi — 2
din care cea de a doua ecuatie a siste-
mului se obtine

,

{

xi --- 0 ,	 xi. = 2

I 2'2 i = " Be-t , 1 (x2 I = cet

B,C = const.

Portretul de stare, conform solu-
tiilOr determinate are imaginea din .
fig. III. 15. Sensurile de parcurgere a
traiectoriilor rezultá din semnele lune-
tiilor A( Xi, x2) _O /2(x, x2 ) pentru
x2) e R2 , resPectiv din semnele derivatelor
X Si i 5 . Pe aceasta bazg se pot stabili
intervalele de monotonie ale variabilelor
xi(t) i x2 (t). De exemplu pentru x2 > 0 I

si	 e R avem urmatoarea situatie:
Portretul de

pild 2.2.

cc, 0) , (0,	 i1) -(1. (2,	 co)

x i..	 X2 ,.<(), X2<0 i>10, ;3 ‘<0 • >0, X '8 >0 .	 i< 0 , 5.>0

xl. X2 Xi I # X2 1 . X1 t : X2"1 X	 1..

Pentru x2 < 0 si x/. e R se schimbk in mod corespunzAtor numai semnele lui ;2.

In cazul in care obtinerea: solutiei analitice a ecuatiilor (2.2) sau a
ecuatiei (2.3) nu este posibila .se folosese metode grafo-analitice sau
metode numerice. 0 expunere exhaustiva asupra acestor metode-a fost
data in [B6]. Ne vom opri in continuare pe , scurt la una dintre meto-
dele grafo-analitice, larg utilizata in aplicatii.

2.1.2. Metoda izoclinelor

In conformitate cu (2.3) raportnl m =

de stare in punctul (x1, x2) e R2.Pentru 'm

fixi, x2) =

este ecuatia unei curbe numita,- avind in
curbei

d x2
— este panta tralectoriei

const, ecuatia ,implicita

vedere semnificatia lui m,
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m=11 2

1
m=0

Pentru diferite valori m E R se reprezinta in planul (x1 , x2) o a-,
milie de curbe izocline ale sisfemului (2.2). Fiecare curba izoclina se
distinge prin panta in a traiectoriilor de stare care este aceea§i, in punc-
tele ,care Ii apartin, pentru toate traiectoriile de stare care o intersec-
teaza. Pentru a evidentia acest lucru §i a-1 folosi apoi pentru constructia

,portretului de stare, pe fiecare curba izoclina se traseaza din loc in loc,
rnici segmente orientate (corespunza'tor sem.nelor functiilor fi(xi , x2) 0
.f2 (xi, x2)) de panta in. Pentru 'orice punct initial, diferit de punctele
de echilibru, traiectoria corespunzatoare se traseaza astfel ca in purtc-..
tele ei de intersectie cu curbele izocline panta sä coincida, la fiecare
intersectie, cu panta segmentelor orientate ale respectivei curbe

Exemplul 2.1 Se consider& sistemul dinamic autonom

• = X2 (2X1	ga).

Sc cere sl se construiasca portretul de stare prin metoda izoclinelor
• Punctill de echilibru este (0,0).

Ecuatia familiei de curbe izocline este

X2(2x1 — x2) .

din care rezult&
= [1 ± 1 — m], m 1.

X2 in=-2 nr=0 mz1/2

mr.1

m=-
,

m = -3
Fig. 111.16. Portretul de stare la exemplul 2.3 -(metoda

izoclinelor).
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obtine urmatoarea familie de curbe izocline:

m0

m = 0,5

= 1

20 i x, = 2%2

I 1 1

m — 2 ; = (1 ± 05 xi.

iñ=— 3 x2 	; = 3x1,

care se reprezintl in planul (x1 ,x2), fiecare distingindu-se prin segmentele orientate de
panta, m. Orientarea se determina, foarte simplu deoarece k= xi '> 0 pentru once xi 0 03
Portretul de stare care se obtine este reprezentat in fig.

2.1.3. Cazul sistemelor liniare

Examinind portretele de stare din fig. 111.15 i IIL 16 se trage conclu-
zia ca punctele de echilibru ale respectivelor sisteme nu sint nici atra.c-
tori i nici repulsori. Pentru caracterizarea 1°r -este necesara o nuantare
topologiCa suplimentara. Vom face acest lucru cu ajutorul sistemelor
liniare autonome de ordinul doi, pentru care s-a realizat la 1.5.2 o ana-
liza detaliata a stabilitatii.

Fie un sistem dinamic liniar autonom de ordinul doi descris de'ecua-.-
tia matriceal5

[ a21 a22
{an. a121 [

X2

xi] • tR , (x1 , x2) e R2,

in care an, 	  a22 , numere reale, sint elementele matricii A.
S-a aratat la 1.5.2.1, ca daca V este matricea modala a matricii A

atunci prin relatia J V-1AV ea este asemenea cu una din matricile
canonice,

[0	
pentru Al 0 A2,

[X°	 sau [X° 1	
1

pentru =-
0 Ao	 0 

unde A1 , A2 sint valorile proprii ale matricii A.

• Definitia 2. Sistemul (2.6) se numeste simplu
det A =-- 0 atunci el se numeste nesimplu.

In cazul in care sisternul (2.6) este simplu el admite un singur punct
de echilibru si anume- (0, 0). Se stie ca natura acestui punct de echili-
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bru depinde de localizarea in planul complex a valorilor proprii X i i
A2. Din acest punct de vedere se disting mai multe cazuri.

,
,a) Sistem simplu, valori proprii reale Oi distincte In. acest caz sis-

temul (2.6) este echivalent cu forma sa canonica diagonala

= [Al	 1 fYll, t e R, (yi , y2) e R2s.	 (2.9)
1.5/2.1	 1.0	X2.1 LY2.1.

Variabilele yi, YZ1 se mai -numesc variabile proprii i axele Oyi
0y2 se numesc axele profirii ale sisternului. De exemplu pentru

v	 /	
ad	 bc	 0,	 (2.10)•

c d

ecuatiile axelor Ox1,0x2 au expresiile

ayi by2 = 0 (0x2)-

eyi + dy2 = 0 (Oxi)

ceea ce ne permite s le figuram in sistemul rectangular de axe Oyi,
Oy2•

Facind raportul celor doua 'ecuatii din (2.9) se obtine

	

cly2	 X2Y2 

care prin integrare n furnizeaza solutia

(i. 1 1)Y2 =	 const.

a.1) Daca A < 0 atunci pentru oo avem I yi 0 §i 1,3/2 I -+ 0.
Traiectoriile de stare converg catre punctul de echilibru (0, 0),
fig. 11.1 7,a. Sistemul este asirnptotic,,stabil §i se spune ca punctul de
echilibru este nod atractor (sau nod stabil).

a.2) Daca A1 , 2 > 0 atunci pentru t -+ oo avem I yi I	 oo

I y2 I	 co, fig. 111.17, b. Sistemul este instabil §i se spune ca punctul
de echilibrn este nod repulsor (sau nod instabil).

a.3) Daea Xi > 0 §i A2 < 0 atunci pentru t---> co avem I yi I	 00
0 1 Y2 I 0. Ca §i in cazurile a.1) i a.2) axele Oyi §i 0y2 sint §i ele tra-
iectorii. Spre deosebire de cazurile precedente axele Oyi i., Oy2 sint

-singurele traiectorii care trec prin punctul de echilibru-. Datorita acestei,
situatii speciale traiectoriile reprezentate de axele proprii se rnimesc
separatoare (una este stabila — 0y2 i cealalta este instabila — 0.111),
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•T<X2<t)
(x2) 0 ,t2 0 Y2	 (Xi)

N 1 -4 x2<0

(x2)

1 4-- 7,2>. 0 Y2,

740%2'0. Y2

Fig: 111.17. Natura punctului de echilibru al sistemului hniar de ordinul doi simPlu
nod atractor;	 nod repulsor; c—a; d— focar atractor; 'le — foc -ir repulsor; /— centru; g, i —

. nod atractor; h,j— nod repulsor.
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Celelalte traiectorii au separatoarele ca asimptote, fig. 111.17, c. •Sis-
temul este instabil §i se spune, avind in vedere forma traiectoriiior de
tare in vecinatatea originii, cä purictul de echilibru este p.

b) Sistem simplu,' valori proprii complex conjugate. Fie 42
p, cu cc E R i 13 > 0. In acest caz variabilele proprii yik y2 sint

complex conjugate. Folosind transformarea

sistemul (2.9) se aduce la urmatoarea forma

OC	 Zy

[ Z1

].

 t e R,	 z2)	 (2.12)

Ecuatiile axelor Oxi §i Ox2, tinind seama §i de (2.10), au expresiile

zi Re a — z2 Im a 0 (0x2)

z1 Re c — z2 Im c = 0 (Oxi).

PTind raportul ecuatiilor scalare din (2.12) se obtine

•••••- 	  9
dzi , oczi	f3z2.

(2.13)

cal e se integreaza' prin introducerea coordonatelor polare

1

" zi = 7 cos 0
z2 ----- r sin 0.

Dupa calcule relativ simple din (2.13) i (2.14) rezulta

:dr	 cc
dO •

carei solutie este

2_(.0
r	 Cy e , Cy = const.	 (2.15)

b.1) Daca cc <0 atunci pentru t --+ oo avem r --+ 0. Traiectoriile
de stare converg catre punctul de echilibru (0, 0), fig. 111.17, d. Siste-
mul este asimptotic stabil §i se spune cá punctul de echilibru este focar
•otractor (sau focar stabil).

(2.14)
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b.2) Daca a > 0 atunci pentru t co avem r 00, fig. 111.17, e
Sistemul este instabil si se spune ca punctul de echilibru este/near re-
pulsor (sau focar instabil).

b.3) Daca a = 0 atunci C2 pentru once 0 e R, respectiv pen-
tru once t e R. Sistemul este simplu stabil, variabilele yj, y2 sint functii
periodice sinusoidale de perioada 2i/f3 i traiectoriile de stare sint curbe
inchise (cercuri), fig. III.17,f. Se spune cá punctul de echilibru este
centrit.

c) Sistem simplu, valori proprii reale si egale. In acest caz matricea
A a sistemului este aseinenea cu matricea J care poate avea formele
(2.8). Daca ma tricea J este diagonala atunci, in conformita.te cu (2.11),
in care Al = A 2 	Ao 0 0, traiectoriile de stare sint descrise de ecuatia

Y2 =	 (2.16)

c.1) Daca A <0 atunci pentru t oo avem yi 0 si I y2 0,
fig. 111.17, g. Sistemul este asimptotic stabil si punctul de echili)3ru
este nod atractor (sau nod stabil).

c.2) Daca X0 > 0 atunci pentru t oo avem I yi I oo ly2 –+ .00,
fig. III.17,/t. Sistemul este instabil i punctul de echilibru este nod
repulsor \ (5:au nod instabil).

Daca matricea J este de tip Jordan a.tunci forma canonica a sis-
tcmului (2.6) este

[1= [y2	0
t R, (yi , 312) e R2.

Integrind acest sistem se obt'ne

t e R, C3, C4 — constante.
1
 yi (t) .-- (C3 ± C 4t) exot

Y2(i) ----- C4 e'''is

Eliminind t intre aceste ecuatii se ob.tine

yi (C5 + —1 Y C5 =
C3	 1

ln
C4

c.3) Daca A0 <0 atunci pentru t co avem I yi 0 si I y2 0,
fig. 111.17, i. Sisternul este asimptotic stabil si punctul de echilibru
este nod atractor (sau nod stabil).

c.4) DacA Xo > 0 atunci pentru t °cavern 00 §i 1.3/8 H 00,

fig. 111.17, j. Sistemul este instabil i punctul de echilibru este nod
.repulsor (sau nod instabil).
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dr Siston nesimplu, valori proprii reale
Sistemul (23) are in acest caz cel putip o valoare proprie nula

r Ca _utmare sistemul de ecuatli

1 
ani,x 4- ai2x2 = 0 (2.19)
azixi	 a22x2

in afara de solutia ‘banala x1 =, 0, x2 = 0, admite §i solutii nebanale.
d.1) Dad rang A =-- 1, respectiv . X1 0 0 §i X2 0, atunci sistemul

19) achnite o simpla infinitate de solutii nebanale. In acest eaz exista
o infinitate de puncte de echilibru, toate situate pe dreapta y i = 0.

	

4.2) Daca rang A	 0; respectiv -= X2 = 0, atunci sistemul (2.19)
i	 .	 .admite o dubla nfuntate de solutn nebanale. In acest caz toate punctele

din planul starilor sint puncte de echilibru. 	 ,	 -
Din cele expuse pina' aici rezulta cä in cazul unui sistem dinamic

liniar de ordinul doi simplu, punctul de echilibru (0, 0) poate fi de
urmatoarele patru tipuri calitative principale: atractor (sistem asimptotic

• stabil), centru (sistern simplu stabil), repulsor §i a (sistem instabil).
In mod corespunzator toate tipurile de portrete Cie stave se reduc

de asemenea Ia patru tipuri principale, aflate intr-o strinsa corelatie
cu cele patru tipuri calitative principale de puncte de echilibru, Vom
vedea in cele ce urmeaza Ca aceasta topologie este semnificativa §i pen-
tru sisternele dinamice neliniare autonome de ordinul doi.

2.2. Sisteme clinamice neliniare de ordinuldoi

2.2.1. Portret de stare local -si global

Fie xo e R2qi Y > 0. Multimea definita prin discul

V ,-={x,€122; 11 x-- x0 11 <r}
se numWe o vecineitate a punctului xo.

0 parte a portretulut de stare a unui sistem cuprins intr-o vecina-
tate V a lui xo se nume§te restrictia la V a portretului de stare.

In cazul sistemelor dinamice neliniare de ordinul doi se utilizea.za.
frecvent restrictii ale portretului de stare global. 0 a,stfel de restrictie,
care poate fi oricit de mica, se nurne§te portret de stare local in xo.

Definitia 3. Doua sisteme dinamice de ordinul doi se mumese 'call-
tally echivalente dacä intre portretelelor de stare exista o bijectie
tinua care conserva sensurile de parcurgere a traiectoriilor de stare.
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fi (xi , x2)
Xj

(PC1 —
a,,

— a2)	 x2)!

i =-- 1, 2,	 (2.20)
bx2 ail a,

Fie o restrictie a portretului de stare la vecinatatea V a origiriii •

In cazul sistemului liniar simplti (2.6). Exista o vecinatate V' g_
astfel incit restrictia portretului de stare la `vecin'atatea V' a originii
este calitativ echivalenta cu portretul de stare global al aceluia§i sistem.
Aceasta echivalatlei calitativci justifica de fapt afirmatia ca tipul cali-
tativ al portretului de stare este deterrninat de tipul calitativ al punc-
tului,de echilibru, afirmatie care a fost concluzia la care s-a ajuns la
sfir§itul paragrafului precedent.

Sistemele dinamice neliniare de ordinul doi pot avea mai mult
de un punct de echilibru In astfel de cazuri portretele de stare locale
nu determina intotdeauna portretul de stare global.

2.2.2. Liniarizarea in jurul unui punct de echilibru

Fie (al , a2) e R2 un punct de echilibru al sistemului (2.2). Folosind
formula lui Taylor §i tinind isearna §i de (2.5), functiile fi(xi, x2) §i
f2(x1 , x2), in ipoteza Ca sint derivabile, pot fi exprimate dupa cum
urmeaz'a

unde restiirile.R i (xl , x2) satiSfac conditiile

l	 1im — Ri(xi , x2) = 0,
r-s0 y

Cu Y	 [(XI— a1)2	 (x2	 a2)91.12.

Introducind coordonatele locale

= X —

Y2 = X2 — a2

inlocuind (220) in (2.2) se bbtine

311 = an..Y1	 anYz	 RI(.31].	 3/2-+ az)

518 = a21,111 + a22y2+ R2(yi + ab Y2 + fi2),
(2.21
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Y2 = a201 a22.Y2
se numeste partea liniarel a sistemului (2.21).

{....Yr =--- arr.h. -1-.a12.Y2 (2.22)

n care

	

aij = A	
Y

	

iX.1	 ay, a,

cu care se formeaza matricea A.

Sistemul

Definitia 4. Punctul de echilibru y = 0, y2 = 0 al sistemului (2.21)
se numeste simplu daca partea sa liniar5 (2.22) este 1111 sist em simplu,
respectiv dad. det A 0. Daca det A = 0 punctul de echilibru se

•numeste nesimplu.

Teorema 1 (a liniarizarii). Fie sisternul (2.2) cu punctul de echilibru-

implu (0,0). Atunci intr-R vecinatate a originii portretul de stare este
calitativ echivalent cu portretul de stare al partii sale liniare, cu condi-.la ca pentru partea liniar5. punctul de echilibru sa nu fie centru.

Acest rezultat, a caruf elemonstratie este data in [113], este deo-
sebit de important pentru cà sta la baza analizei stabilitatii sistemelor
•dinamice neliniare cu ajutOrul p‘artilor.lor, 	liniare, cu exceptia cazului
cind acesta din urrna are originea punct de echilibru de tip centru.

Tipurile de puncte de echilibru pentru care teorema 1 este adeva-
ra.ta i anume atractor, repulsor si sa se numesc plincte de echilibru

perbolice. Echivalenta calitativa in cazul punctelor de echilibru hiper-
•bolice intre un sistem dinamic neliniar i partea sa liniara ne perrnite

extindem topologia punctelor de echilibru introduse la 2.1.3 in cazul
sisternelor dinamice liniare simple (nod, focar etc.), si pentru sistemele
dinamice neliniare. Aceasta proprietate a punctelor de echilibrd hiper-
bolice decurge din caracterul special al bijectiei din definilia 3, in sen-
sul c5. pentru vecinatati suficient de rnici ale punctului de echilibru
respectiva bijectie este foarte apropiata de aplicatia identica.

Exemplul 2.4. Se consider5, sistemele

= -- x2 +
1	 =	 X5 ( Xi -

{ X. 1 = -	 x,
k2	 XI -	 +

+

+

'.26

M
iha

il V
oic

u 

Tehn
ici 

de 
an

ali
ză

 a 
sta

bil
ită

ţii 
sis

tem
elo

r a
uto

mate
. E

d. 
Tehn

ică
, 1

98
6.



85. se construiascl . portretele de
stare locale si sa. se compare cu portretele
corespunatoare ale partilor lor liniare.

Punctul de echilibru al ambelor
sisteme este (0,0).

Folosind coordonatele polare xi =-
r= cos°, x2 = r sine cele douã sisteme
se aduc la formele

	

{ i = 1,3	 . { = — r3

	6= 1	
qi

6= 1. '	
a	 b

Fig. III. 18. Portretul de stare la exenz:

	

Portretele de stare corespunzatoare 	 , ,	 pita 2.4:

	

sint reprezentate in fig. III. 18, a si b si,	 a— focar ,repulsor; b— focar atractor.evident, ele nu shit calitativ echivalente.
Utilizind formula lui Taylor se constatl cä ambele sisteme au aceeasi parte liniara

1
 xi = — X2

X a = xr
Punctul de echilibru al partii liniare este centru, fig. III. 17, f, adic5, situatia exceptatl

de teorema 1. In acest caz pe baza partii liniare nu se pot face nici un fel de afirmatii •
privitor la tipUl purictului de echilibru al sistemului dinamic neliniar corespunzator..

Din punctul de vedere al stabilitatii, pe baza teoremei 1 se pot face
urmatoarele afirmatii.

Teorema 2. Punctul de echilibru yi = 0, y2 ---- 0 al sistemului (2.21
este asimptotic stabil daca si numai daca partea sa liniara (2.22) este
asimptotic stabila.

Teorema 3. Punctul de echilibru yi = 0, y2 -----'0 ,al sistemului (2.21.
este instabil da.ca si numai daca partea sa liniara (2.22) este instabila.

In -cazul in care (0, 0) este un centru al partii liniare, teorema 1 nii
permite sä facem vreo afirmatie despre natura punctului de echilibru
al sistemului (2.21). In acest caz se 'foloseste notiunea de indice de sta-
bilitate, [A3], care se calculeaza dupa Cum urmeaza:

1 0 Pentru sistemul (2.21), cu originea punct de echilibru
centru, se determina rna 1tricea	 - -	

_

	

'P = , [	 I •

	

I7	 j '	 1

	

— j	 1

In care V este matricea modala a sistemului (2.22), prin care se reali-
zeaza transformarea (v. si 2.1.3. b)	 .

— P-124P —1 I -i jir °II j i lt "2	 1 1	 0 —jp,	 -j 1	 —(3' 0 '	 > .

A este matricea sistemului (2.22) si are valorile proprii ±j 3.

M
iha

il V
oic

u 

Tehn
ici 

de 
an

ali
ză

 a 
sta

bil
ită

ţii 
sis

tem
elo

r a
uto

mate
. E

d. 
Tehn

ică
, 1

98
6.



20 Se transforma sistemul (2.21) folosind schimbarea de variabile
de stare.

[ Yi =Y2

si se obtine

- 1 = Z1(Z1, Z2)

e 2 = Z2 (Z1.0 Z2) •

30 Se calculeaza indicele de stabilitate

I = P(Zhi -I-	 -I-	 4-

	

Z-22	 Z..12 , 71 71

72 72 A242 — Z4242 '=" 4242r

in care

,a2Zi 
(0, 0), Ziikm

	

aZjaZic	 aZiaZOZ

j, k,	 1, 2.

Teorema 4. Daca punctul de echilibru (0, 0) al sistemului (2.22)
este centru i / <0 atunci punctul de echilibru (0, 0) al sisteniului (2.21)
este asimptotic stabil. 	 -

intrucit rezultatele enuntate prin teoremele 2,3 fi 4 se bazeaza. pe
, partea liniara a unui sistem dinamic neliniar, stabilitatea asimptotica

sau instabilitatea punctului de echilibru sint valabile pentru o anumita
• vecinatate a sa. Determinarea acestei vecinatati sau a unei parti a ei
este posibila prin trasarea efectiva a ,portretului de stare global.

Avind in vedere ca polinomul caracteristic al sistemului (2.22) are
forma

'-
in care oci -- (an ± a22) §i az =a11a22 — a12a21 , i cä natura zerou-
rilor lui A(s) depinde de discriminantul oc? — 4a2 §i de semnele coefi-
cientilor cci, oc2, este posibila o clasificare a tipurilor de puncte de echi-

-libru ale sisteniului (2.22) si implicit ale sistemului (2.21), in conditiile
teoremelor 2,3 fi 4, fig. 111.19.

Teorema 1 .permite i clarificarea notiunii de separatoare introdusa
la 2.1.3. a.3. Separatoarea este o traiectorie care intra intr-un (sau
iese dintr-un) punGt de echilibru, tangent la o directie radiala fixa.

4(s) 7-1 s	 ocis	 oc2,

268 -
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al.
lig

Nod
repulsor

EEL
Fuocsarr.rep 

Io 2	 °tractor

Egri
Focar FA

11111climum
01.31.11.1.1.1.51M

Pr Nod
atractor

'

Fig. 111.19. Clasilicarea in planul	 a.2) a tipurilor
de puncte-de echilibru ale partii linipre (222)

a sistemului (2.21).

Tangentele la separatoarele partii liniare in punctUl de echilibru sint
de asernenea tangente la separatoarele sistemului neliniar corespunzator.

Exemplul 2.5. Se considerg sistemul

,
v\	 ii --= xl + 4x2 -I- exi — 1{

iz = — za — xs exi•

Se cere s5, se determine separatoarele in portretul de stare al partii liniare si apo
In portretul de stare al sistemului.

.Punctul de echilibru al sistemului este (0,0). Partea sa finial% este descrisl de ecua.tiile

2x2 4x2
2 = -2x2,

ale carei valori proprii sint Xj, 2 --= ± 2. Punctul de echilibru este de tip sa si portreti.il
de stare este reprezentat in, fig. 111.20, a. Separatoarele sint chiar axele proprii ale sis-

temului (v.2. 1.3.a. 3) ale c5xor directii sint definite de V -1 x = 0. intrucit V = 1 — 1
, 0	 I

-	 ,
I7-1I = [ 1	 1	 rezulla, 0, ecuatiilq separatoarelor sint x1 -1- x2 =--- 0 "(stabila) .

' 
si x2 = 0 (instabila).

Separatoarele sistemului neliniar sint, in general, traiectorii curbe in cazul de fat5,-
dreapta x2 ----. 0 este de asemenea separatoare instabiLL Cealalth separatoare, de aceasta,
data, stabill, este o curb5, tangenta, in origine la dreapta x1 .-F x2 = 0, si situata sub ea:
Ultimul fapt rezula ,din aceea c5, d:c2/dx2 > — 1 pentru xl < 0 0. dx2/dx1 < — 1
pentru xl > 0. Portretul de stare local al sistemului neliniar, in punctul de echilibru
(0, 01, este reprezentat in fig. 111.20, -b.
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a
Fig. 111.20. Portretele de stare la exemplul 2.5.

• Daca punctul de echilibru y= 0, y 2 —2 0 al sisternului (2.21) este
nesimplu atunci partea sa liniara (2.22) are o simpla infinitate de puncte

‘de echilibru situate pe o dreapta, sau o dubla infinitate de puncte de
echilibru situate in tot planul starilor In acest caz intre portretul de
stare , al sisternultii neliniar §i portretul de stare al partii sale liniare
pot exista diferente calitative foarte man. Ceea ce este caracteristic
,pentru sistemele cu puncte de echilibru nesimple este faptul cá in por-
'tretul de stare apar intotdeauna curbe ale punctelor de echilibru ne-
simple.

Exemplul 2.6. Se considera sistemul

Se cere sa., se determine portretul de stare al sistemului.

	

Sistemul se caracterizeaza,' pun punctele de echilibru situate pe parabola x2	 xr.
Facind raportul ecuatiilor sistemului se obtine

dx2,	  =	 X2 0 4, x, 0,
x2

din care prin integrare rezulta

4 ± 4 = C. C = const.

xi	 • Portretul de stare corespunzatoare este repre-
zentat in fig. 111.21. Sensurile de parcurgere a tra-
iectoriilor rezulta din urrnatoarele: peritru x 2 > 4
avern > 0, in timp ce pentru < 4	 >
avem A < 0;' pentru x2 < 0 avem	 > 0. Con-
form portretului de stare, toate punctele de echi-

111.21. Portretul de stare la libru situate pe arcul de parabola din prirnul ca-
exenzplul 2.6.	 than sint sirnplu stabile.
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2.2.3. Cicluri limita

S-a vazut la 2.1.3.b.3, fig. III.17,f, ca in portretul de slue al unui
sistem este posibila existenta unor traiectorii inchise. Ele corespund
unor solutii periodice ale sistemului dinamic. Ca si in subcapitolul
precedent vom aborda prin metoda planului starilor atit existenta, cit
si natura solutiilor periodice ale unui sistem dinamic neliniar de Ordi-
nul doi.

Fie Co o curba inchisa in 122. Multimea W, de forma inelara, care
contine curba Co se numeste o vecinatate inelara a curbei Co.

'De/inn/a 5. 0 traiectorie inchisa Co din portretul de stare se numeste
ciclu limitcl daca exista o vecinatate a ei W care nu mai contine alte
traiectorii inchise.	 .

In conformitate cu aceasta definitie traiectoriile inchise care incon-
joara un punct de echilibru de tip centru nu sint ciduri limita deoarece
oricit de mica ar ft vecinatatea W ea mai confine cel putin Inca o
traiectorie inchisa (v. fig. 111.17, f).

Exernplul 2.7. Se considera sistemul

1
 i = x2 ± xl (1 — v4 + 4).i

 i.a := - Xi + X2 ( 1 - vg + x2).

• Folosind 'coordonatele polare a. se arate ca sistemul are
Introducind coordonatele polare xi = r cos0, x2 = r sin()

se obtine

(1 — r

Evident r (t) = 1, 0. (t) = — t este o solutie periodica a sistemului corespunzatoare
traiectoriei inchise Co: 4 = 1. Aceasta traiectorie este un ciclu limitä deoarece'
pentru 0 < r < 1 avem > 0, jar pentru r> 1 avem < 0, ceea ce inseamna ca..atit
traiectoriile din interiorul, cit i cele din exteriorul lui Co sint spirale care converg la Co,
fig. 111.22, a, respectiv c	 o este singura traiectorie inchisa, din planul starilor. Avind
in vedere caracterul traiectoriilor din vecinatatea lui Co se poate afirma c. ciclul

, Co este stabil.

Definitia 6. Un ciclu•limita Co se numeste stabil ('atractor ) dacä
traiectoriile din vecinatatea ei, atit dintr-o parte , cit si din cealalta
parte a lui Co, tind la Co pentru t	 oo, fig. 111.22, a.

Definitia 7. Un ciclu limita Co se numeste instabil (repulsor )
traiectoriile din vecinatatea ei, atit dintr-o parte cit si din cealalta
parte a lui Co, se indeparteaz5; de Co pentru 	 oo, fig. 111.22, b.

Definitia 8. Un ciclu limita Co se numeste -setnistabil daca traiecto-
riile din vecinatatea ei, dintr-o parte tind la Co, , iar din cealalta parte

indeparteaza de Co, ambele pentru t	 oo, fig. 111.22, C.•

un ciclu limit.
din ecuatiile sistemului
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Fig. 111.22. Cicluri.
a— stabil; b — instabil; c — semistabil.

Ceea ce este caracteristic portretului de stare care contine un cidu
limit stabil (instabil) este faptul ca se poate,determina o vecinatate W
astfel incit toate traiectoriile de stare, cu exceptia ciclului limitä, intra
in (ies din) W , atunci cind t oo. Aceasta proprietate, consecinta directa
a definitiilor 6 ci 7, conduce la urmatorul rezultat, [A5].

Teorema 5 (Poincare-Bendixson): Fie T(x10 , x20) o traiectorie de
stare a sistemului (2.2), corespunzatoare punctului initial (xio, x20),
care este continua pentru 04) in intregime intr-o multime margi-
nita D c R2. Atunci pentru oo traiectoria T(xio, x20) tinde fie
la un punct de echilibru, fie la un ciclu lirnita.

Acest rezultat, pentru a fi eficient in aplicatii, a pus in evidenta
necesitatea unei abord5ri globale a problemei existentei naturii ciclu-
rilor limita. Ea are in vedere urmatoarele douà aspecte importante:

tratarea Operatoriala a evolutiei solutiei sistemului (2.3) in sen-
sul ca aceastareprezint5." o transformare a planului R2 in el insusi; •

— evidentierea unor multimi in planul starilor din care nu iese
nici o traiectorie de stare.,

Solutia (xi(t), x2(t)) e X R2 a sistemului (2.2), care satisface
conditia initiala (x10 , x20) e X precizeaza evolutia punctului de stare
care la t = to se afla in (x10, x2o). Aceasta idee poate fi formalizata in
m9dul urmator.

Definitia 9. Aplicatia 0:1: X X care transforma pe xo (x10, x20)
In x(t) = (xi(t), x2(t)), adica x(t) = Ot (x0), se numeste fluxul sau opera-'
torul de evolulie al sistemullii (2.2).

In cazul sistemului liniar, (2.6) operatorul de evolutie are expresia
xnatriceala

(Di	 eAV-10),
, unde A este rnatricea coeficientilor sistem-ului. El coincide Cu matri-
cea de tranzitie a sistemului, iritrodusa la 14.1.3 si exPlicitata la I.5.2.3g
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Definitia 10. 0 submultime D c R2 se nume0e multime pozitiv inva-
rianta" pentru sistemul (2.2) daca pentru once punct x 0 e D traiectoria
x(t) = Cot (x0) famine in D pentru toti 1?-4,-- 0. 

Un rezultat de existenta a ciclurilor limita, care se obline imediat
din teorema 5 0 definitia 10 este urmatorul.

Teorema 6. Daca o submultime D, inchisa §i marginit5.-este pozitiv
invarianta pentru sistemul (2.2) §i in D nu exista nici un punct de echi-
libru atunci in D exista un ciclu limita

Desigur ca aplicarea teoremei 6 este legata de dificila -problema a
determinarii -unei multimi pozitiv invariante. Rezultate generale in
acest sens au fost dej a publicate in [C4], , [1141], [P2, 3]. Un rezultat a.pli-
cabil unor sisteme de ordinul n neautonome cu D fUnctie de timp
de forma unui hiperparalelipiped a fost prezentat in [P3]. Vom da
acest rezultat pentru cazul sistemului (2.2) §i o multime dreptunghiulara

D(t) = {(x1, x2) e R2 ; «1(0 x1 -‹ co), a2(t)< x2 < p2(t)},

'teR+,	 (2.23)

""r",

cu txt(t) j p,(0, I	 i 2, functii diferentiabile.

Teorema 7- (Pavel-Voicu). Multimea D(t)
pentru sistemul (2.2) daca numai dad

fital(t),	 6ci(t)
foi(o, x2)<

f2(xi, cc2(t))›
f32(t)

pentru,toti (xi , x2) E D(t) toti t e R.
Utilizarea practica a teoremei 7 poate fi mai comoda dad.

(2.2) este exprimat in coordonate polare. Fsis pentru aceasta

1

,

xi ---- ai ± 7 OS 0 •

X2 = a2 -1-r sin 0,

unde (ai, a2) e R2 este un anumit punct din plan §i (r, 0) eR2 sint coor-
dona.tele polare.

Introducind (2.26) in (2.2) "i explicitind derivatele i 0 6 se obtine.

gi(r, , 0);	 teR+,
g2(r, , 0),	 (r, 0) e R2,

(2.26)

(2.27)

pozitiv invarianta
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In care

gi(r, 0) = fi (ai + r cos 0, a 2 + r sinO)cos 0 ±
+ f2(ai ± r cos 0, a 2 ± r sin 0) sin 0

1
g2(r, 0) =--- [f2 (ai d- r cos 0, a2 + 7 sin 0) cos 0 —

r
--- fi(ai + Y cos 0, a2 + r sin 0) sin 0].

intrucit, de regul5, ne intereseaza deterrninarea unei multimi pozi-
tiv invariante de forma inelara in planul (x1 , x2) se considera

• Di(t) = {(r, 0) e R2s,' ¶i(t) < r <r2(t)}, t e RE ,	 (2.29)
,

In care r1 (t) §i r2(t) sint functii diferentiabile. Din modul in care a fost
definit D i rezulta evident ca 0 € R.

• Aplicind teorema 7 sistemului (2.27) si multimii (2.29) se obtine
urmatorul rezultat util in aplicatii.

•
1

Teorema 8. Multimea NO este pozitiv invaridnt5 pentru sistemul
2.27) daca si numai daca	 •

I gi (ri(t), 0) > i i(t)

1 gi(r2(t), 0) '.4 12(0
pentru - toti 0 e R §i. toti I € R.

Exemplul 2.8. Se considera sistemul

l
' 1 -= Xa

. 2 --= — zi ± ; (1 -- al — b 1).

SA se determine parametrii a > 0 si b-> 0 astfel incit sistemul sä admitA o multime
• pozitiv invarianta de forma unui inel circular.

intrucit sistemul are originea ca punct unic de echilibru vom folosi transformarea
2.26) Cu .a1 = a2 ---- 0. Se obtine

= r sin2 0 (1 — aV2 cos2 0 -- br2 sin2 0)/

1d = – i -1- — sin 20(1 — a'2, cos2 0 — br2 sin2 0).
,	 2

Pentru rl const. si r2 = const. Cu 0 < r< r2 conform teoremei 8 trebuie
aibloc

sin2 0(1 — arcos2 — br sin2 0)
r2 sin2 0(1- — arcos1 0 — brisin2 0)	 0 -

pentru toti 0 e

:474

(2.28)

(2.30)

n:46;11:1Y1
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Acest sistem •de inecuatii este satisfAcut pentru 0 	 kit, k e Z. Pentru 0 0
•k a Z, mai trebuie sá aib5, be

	

1	 1< 	  .

	

a cos20 b sin2 0	 a cos2 0	 b sin20

	

Pentru a < b avem < b-1 si	 Pentru a> b avem rf. < a-1 si r	 b4.
In sfirsit, pentru a = b s9 obtine rI< a-1 < r2. in toate cazurile Di este multime
pozitiv invariantk care conform teoremei 6, contine ciclul lirnita stabil axi	 = 1.

Un alt rezultat util in aplicatii este urmatorul.,

Teorerna 9 (Lienard). Fie un sistem dinamic descris , prin ecuatiile
/ .

X -.=- V

7.) =--- — g(x) -- f(x)v

§i fie

F(x) =Sx f(x)	 G(x)	 g(x) dx. •

0
Daca
1° f(x) este functie parà, cu F(x) < 0 pentru x E (0, a) i g(x) este

functie impara cu xg(x) > 0 pentru x r 0,
2° I F(x)	 00 pentru I x	 Co §i G(x)	 co pentru x —+ oo,
3° F(x) are numai zerourile x=0 0 x=a>0 Si este monoton crescatoa-

re pentru x > a atunci sistemul considerat admite exact un ciclu
stabil in interiorul caruia se ga.se§te originea care este focar instabil.

In sfir0t, la fel de util in 'allele aplicatii este urmatorul rezultat
de non-existenta a dclurilor limita.

Teorema 10 (Bendixson). Fie D o regiune simplu conexa din 122:
in care sistemul (2.2) are proprietatea

	

alicxi, x2)	 Of2(xi, x2) semn constant.	 (2.33
Xj .ax2

Atunci sistemul (2.2) -nu are nici o traiectorie inchisa in intregime
continua in D.

D. Daca P(xi„x2) §i Q(xi, x2) au deriva.te partiale continue intr-o
regiune simplu conexa D c R2 nfarginita de o curba Co simplu inchisa
atunci, conform formulei lui Stokes, [S2], are loc

	

o Pdxi Qdx2 =	 — —1dxiclx2.
•c o	 D	 ' OX2
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•	 Se presupune prin absurd ca Co, care m'argineste' D,ceste un ciclu
liniita al sistemului (2.2). Pentru once (x 1, x2) e Co are loc fi(x, x2) dx2

f2(x1 , x2) dx/ = 0. Pentru P = —12 §i Q = fi din (234) rezulta

dx2 — f2 dxi = 55( 
D	 3x2

ceea ce este In contradictie cu (2.33).

Exemplul 2.9. Se` Considera sistemul de la exemplul 2.8 si se ceie A se determine
• parametrii a,b a R astfel incit+ A nu existe nici un ciclu limits in tot planul de stare.

Se considera' un amplificator electronic cu reactie dupa iesire printr-o
retea RC, fig. 111.23. Caracteristica static a' a amplificatorului, care
prezinta fenomenul de • saturatie, se expliciteaza prin polinomul de
gradul trei	 •

	

14= /hu t — k34 . 	(2.35),

In ipoteza ca rezistenta de intrare a amplificatorului este foarte
mare (R4 + co) rezistenta de iesire este foarte mica (R 8 ,1.-- 0),
se cere sä se determine conditiile in care sistemul cofisiderat genereaza,
oscilatii s stabile.

Cu notatiile din fig. 111.23 putem sCrie ecuatiile :

	

di	 (2.36)•
1

	

C	 2 R'

R2iR —	 di, (2.37)

iR	 I.	 (2.38)
Introducind variabila x-= ui

	

eliminind	 iR j ic. intre ecua-
tiile (2.35)—(2.38) se obtine ecuatia

(2(.0„ CCX2) + (6!x 0,

Conform conditiei (2.33) trebuie A sib& loc

1 —ax — '3b/ = semn constant

pentru orice (x1,x2 ) a R2. Se observlc pentru a < 0 si b < 0 conditia impusS este •
satisfacutS. Cum punctul de echilibru (0,0) este un focar instabil, rezultS. cá solutia
x 0 x = 0 este global instabilS.,	 2

2.2.4. Aplicatie: oscilator electronie RC

Fig. 111.23. Oscilator electronic RC. 	 (2.39)
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2°	 1F(x) j	 co . pentru , x

x 1-	 ;
•

3°	 F(a) 0 i F'(x)_ > 0 pentru x >.a.

1
co	 G(x)	 o):x2

2
co pentru

in care
16) 	 1 

, VRIR2C1C2
RIC/ R2C2 R2C1 kiR2Ci

I =
2 VR1R2C1C2

3k3
R1C2

Ecuatia (2.39) este de tip Vander Pol §i este echivalenta cu urma-
toarea reprezentare de stare

(2.41
7)— —	 — (246)„--1-.(xx2)V.

intrucit teorema 9 garanteaza existenta a exact unui ciclu
stabil, sä observam ca daca <0 atunci avem:

1
1°	 f(x)	 ax2; F(x) =--- 2t(.0„x±	 ccx3;

3	 -

F(x) <0 pentru 0 < x <a = 1161 16)./c( ;

g(x) (4x; xg(x) > 0 pentru x*0 ;
jS

(2.40

Rezulta sistemul considerat are un ciclu limita stabil, a carui
fornia §i parametri, se pot deterinina prin thetoda izoclinelor. Sä mai
observam in final ca reali'larea conditiei <0 conform relatiei a doua
din (2.40), ithplica,

RI C2
kJ. > k10 =

R2 CI

care este de faPt conditia ca sistemul sä intre in regim de autooscilatii.

(2.42)
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2.2.5. Aplicatie: servomecanism Cu.
regulator de tip releu

Se considera servomecanismul cu
schema bloc structurala din fig. 111.24,
in care neliniaritatea este de tip releu bi-

figura se pot scrie ecuatiile

• 111.24. Servomecanism cu
• regulator de tip releu.

pozitional. Cu notatiile din

	

T +	 — kb sgri x.

	Introducind §i variabila v	 , din (2.43) se ob ine

kb sgn x 

T

• (2.44)

Prin operatii elernentare ecuatia (2.44) se aduce la forma

dx — T dv T kb  •	 dv	 sgn x.
+ kb sgn x

Pentru x < 0, prin integrare se obtine

x — Tv — Tk b ln(--v + kb) + C1,

iar pentru x > 0, procedind asemanator, rezult5

= — Tv + T kb ln (v + kb) + C2, V > — kb.	 (2.46)

Avind in vedere faptul ca releul comuta aft/mi cind x schimba de
semn, rezulta ca pentru x <0 sistemul evolueaza pe o traiectorie din
familca (2.45), iar pentru x> 015e o traiectorie din familia (2.46). Urmeaza
cri planul starilor este format prin alipirea semiplanelor x < 0 §i x > 0,-
fiecare cu familia sa de traiectorii, dupa axa x 0 care este linia de
comutare. Pe aceasta dreapta se trece de pe traiectoriile (2.45) pe traiec-
toriile (2.46) §i viceversa, in mod, succesiv, fig. 111.25, a. Sensul de

(2.43)
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- blr
a	 b

Fig. 111.25. a — Portretul de stare al sistemului din fig. 111.24;
b — Reducerea oscila.tiilor prin rotirea dreptei de comuta.re.

parcurgere a traiectoriilor este cel indicat prih sageti (in semiplanul
v < 0, x este descrescator,, jar in semiplanul v	 0, x este crescator).
intrucit familiile de traiectorii (2.45) §i (2.46) au proprietatea cä irut
OA 1, OB OC , OD I, I OE etc. (fig. 111.25, a) este monoton

descrescator, rezulta cä once traiectorie de stare situata in v J < kb
converge catre origine (focar stabil).

Calitatea evolutiei starii catre origine nu este satisfacatoare clato-
rita numarului ridicat de oscilatii. Pentru a evidentia o posibilitate
de reducere a numarului de oscilatii sä observam ca, geometric, o rotire
In sens pozitiv a dreptei de comutare poate avea efectul dorit. Justi-
ficarea se bazeaza.pe faptul ca de aceasta data irul OA' , OB'
I OC' I, I OD' etc. (fig. 111.25, b) converge mult mai repede la, zero.
Daca ecuatia noii drepte de comutare este

x	 =-- 0, k, > 0,

atunci pentru realizarea efectiva a comutarii pe aceasta dreapta sis-
temul va trebui sa fie guvernat, in load ecuatiei (2.43), de ecuatia

Tx + X -- kb sgn (x

Aceasta inseamna cä pe calea directa a sistemului, inainte de releu,
trebuie sá se introduca un regulator PD cu functia de transfer G6(s)

1 + k,s. Aparent, o valoare k, cit mai mare ar trebui sä asigure in
aceea§i masura reducerea oscilatiilor sistemului. Exista totu§i o
superioara a lui k, determinata de aparitia regimului alunecator, [B61,
[U1].
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2.2.6. Bifurcatia Hopf

Bifurcatia unui sistem dinamic este , legata de faptul ca variatiile
anumitor parametri ai`sistemului, sub influenta unor perturbatii externe,
pot produce modific5ri calitative, importante: ale portretului de stare.
De exemplu in cazul oscilatorului RC de la 2.2.4, variatia fact orului
de amplificare k1 in jurul valorii 140 (relatia (2.42)) face ca punctul de
echilibru (0, 0) sä se transforme din focar stabil, pentru k1 <b10, in
focar instabil, pentru k1 >-k10. Schimbarea calitativa a portretului de
stare se produce la k1 -=.- 140 §i se 5spune, ca sistemul are o bifurcatie la
k10 . Sa mai observam a partea linfara a sistemului (2.41) are valorile
proprii — u)„ ± j V 1	 2), care devin ± ju). pentru lel	140. Se
spune a sistemul (2.41) are 'o bifurcatie Ho fif pentru k1 =

' = 

[M2].	
4), [C5],

- In legatura' cu bifurcatia HoPf si cu posibilitatea aparitiei unui
ciclu limita la variatia unui parametru h e R poate fi util urmatorul
rezultat, a carui demonstratie se gaseste in [M2].

•	
,

Teorema 11. Fie sistemul

1 ii = fi (xi-, x2, k), t ER+,

i2 = f2(Xi, x2, k), (x1, x2) e R2 , k e R,	
,(2.47),

care are un punct de echilibrU in (0, 0) pentru once k. Valorile proprii
Xi (k) si X2(k) ale partii liniare a sistemului (2.47) sint pur imaginare
pentru k .--- ko.

Daa

— Re[X1 , 2 (k)]k=k o > 0	 (2.48)
dk

originea este tin punct de echilibm asimptotic stabil pentru k = ko
atunci:

1 0 k = ko este un punct de bifurcatie 'al thstemului
- 20 exista k1 <h0 astfel incit pentru k (h1, k0) originea este focal.

stabil ;
30 exista k2 > ho astfel Inca pentru k e (k0, k2) originea este focar

instabil inconjurat de un ciclu limita ale carui dimensiuni cresc cu
cresterea lui k.

Este relativ usor de verificat a oScilatorul electronic RC are o bi-
furcatie la k1 = h10. intr-adevar (2.48) are loc in mod evident. Pentru
a arata ca pentru	 k10 punctul de echilibru al sistemului (2.41) /
este asimptotic stabil se foloseste teoretna 4 (indicele de stabilitate
pentru kJ. =--- k10 este I = — 2.4u.)„ < 0).

et“)
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3. Metoda directi Liapunov

3.1. Sisteme diriarnice neliniare autonome si continue
in timp

In cadrul acestui subcapitol ne vom ocupa: in primul rind de sis-,teme dinamite de forma

=f(x), :teR, x eRn ,
,	 .

Cu conditia initialä x(to)	 xo §i punctul de echilibru x = 0.
Rezultatele tare se vor expune du fost extinse prin adaptari cores-

punzatoare si la tazul sisternelot nedutonorne si/sau k discrete in tirap.
Astfel de- cazuri vor fi Elate in considerares cu prdejul tratarii notiunii
de stabilitate absolutci, introdusa in teoria sistemelor automate neliniare
ca parte a until sistem de concepte generat de metoda direct 5. Liapunov.

3.1.1. Definitii

In esenta metoda directa Liapunov, [L3], se bazeaza pe generali-
, zatea notiunii de energie. De exemplu in cazul sistemului mecanic din
fig. 1.15 punctul A 1 este un punct de echilibru asimptotic stabil. Justifi-
cared de ordin strict fizic a acestei afirrnatii consta in aceea ca energia
totala a bilei B atinge un minim relativ V „,in in A 1 §i in mice punct
nu prea indepartat de A, dar diferit de acesta, au loc inegalitatile
V —V min > 0 i P 4 0, ceea ce inseamn'a cä miscarea bilei B are loc
catre punctul A 1 (aperiodic sau oscilatoriu amortizat).

Pornind de /a aceaStä idee se asociaz5. sistemului (3.1) o functie
V: R".-4 R cu unmatoarele proprietati:

1 0 Derivatele	 i =-- 1, 2, ..., n, uncle xi sint componentele lui x
a xi

exista i sint continue pentru I x jj<K, K > 0.
20 V (x) este pozitiv definita, adica V(0) -=-- 0 si V(i) > 0 pentru

II x II	 K, cu x#0.
30 V(x) este negativ semidefinitii , adica 1.7(0) 0 §i 1.7(x) 4. 0 pentru

II x . I I K , cu x#0.
Proprietatea 30 se poate irdocui cu urmatoared mai tare.
40 ii(x) este negativ definita, adica 1'(0)=0 si 1'(x) <0 pentru lxii K,

cu x#0.'

M
iha

il V
oic

u 

Tehn
ici 

de 
an

ali
ză

 a 
sta

bil
ită

ţii 
sis

tem
elo

r a
uto

mate
. E

d. 
Tehn

ică
, 1

98
6.



7c,"".4

Prin ilt(x) se intelege

17. . (x)	 aV
+	

aV 
X i	 in [grad V(x)Jr =

axj.	ax.

= [grad V(x)] T f (x ,	 (3.2)

in care

	

grad V(x) = r  °V	 al7. • . ---I	 (3.3)
I.. axi •ax.

este vectorul gradient al functiei scalare V(x); (3.2) justifica afirmatia
ca V (x) este o functie a.sociata sistemului (3.1).

Definitia 1. 0 func tie V (x) care satisfa.ce 1 0 ---30 se nume§te lune&
L apunov slabci. 	 • ;

Definilia 2. 0 functie V(x) care satisface 1 0, 20 §i," e se numete
fun die Liafiunov tare.

3.1.2. Criterii de stabilitate Si de instabilitate

Teorerna 1 (Liapunov). Punctul de echilibru x = 0 al sistemului (1.1)
este stabil daca exista o functie Liapunov slaba.

D. Se presupune prin absurd ca de§i exist a o functie Liapunov
slaba, x = 0 nu este stabil, adica pentru xo I < a exista un t1 > to,

	astfel incit (1 x(ti) 11> e cu e > 0 dat. 	 ,•

In virtutea proprietatilor 1°-3° exista o functie p(r), unde Y este
lurtgimea razei vectoare in Rn, cu prOprietatile: p(0) = 0 §i 0<71 <
< Y2 ‹. K implica <kn.) < p(r2), dar astfel incit

	

V(x)>cpci x	 (3.4)

Fie xo astfel ales incit sà alba loc simultan

	

I I xo I I <=e, 17.(4) <p(€).	 (3.5)

Acest lucru este posibil pentru xo suficient de apropiat de origine
deoarece p(e) > 0, V(0) = 0 §i V(x) este continua. intrutit V 0,
urmeaza ca V(x(ti))<V(x.) pentru tj , > to sau, tinind searna de (3.5),

V(x(ti)) < so(e).	 (3.6)
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N'•

	Dar pentru t1 > to avem I I x( ti)	 > §i din , (3.4) rezulta V(x(ti))
;D( x(ti) H) ?...cp(c), ceea ce contrazice (3.6).

Teorema 2 (Liapunov). Punctul de echilibtu x 0 al sistemului
(3.1) este asimptotic stabil daca exista o functie Liapunov tare.

D. Conform teoremei 1 x= 0 este stabil. Mai famine a de aratat ca
daca are loc 4° atunci lim x(t) = 0 pentru once xo cu xo < 3.

Se presupune prin absurd ca, dei V(x) este negativ definita, Ern

x(t) 1100, adica exista un 0 <	 < e (e din definia 1 de la 1.4.2.1)
astfel incit

I I x( t) I I >,	 t >	 > to.

Intrucit — V (x) este pozitiv definita, exista o functie v(r) Cu pro-
prietatile v(0) = 0 §i 0r1 < Y2 n K implicä v(ri) <,(r2), dar
astfel incit

P(x)< —v(11 I

Tinind seama de (3.7) §i de faptul ca —v(r) este strict descresca-
toare, din (3.8) rezulta ca

((t)) <— w(ei), t > t1.	 (3.9)

Se integreaza (3.9) de la t1 la t. Rezulta V(x(t)) < V(x(ti )) —
.(t — t1), t > t1 , adica pentru t > t1 + V(x(t1))14)(€1) avem V (x(t)) < 0,
ceea ce contrazice faptul ca V (x) este pozitiv definita. Conform ipote-
zelor 2° si 4° V (x(t)) este pozitiva i. descrescatoare, astfel ca pentru
t —> co ea are o limit5 nenegativa. In consecinta lirn (x(t)) = 0, dar

intrucit P(x) este negativ definita, aceasta are loc numai daca
Ern II x(t) II = 0.

Pentru n 2 -este foarte simplu de dat o interpretare geometrica
teoremei 2 in planul starilor.

Conform teoremei 2 trebuie sä aiba loc V (xi , x2) > 0 V(xi, x2) <0.
pentru x 0	 x 11<K i V(0, 0)	 0, 17(0, 0)	 0.	 consecinta
functia z V(xi, x2) poate fi reprezentata in planul starilor prin curbe
de nivel constant, fig. .111.26, care au dimensiuni din ce in ce mai re-.
duse pe masura ce z scade. Daca y este o traiectorie de stare oarecare

vecina'tatea originii, pentru un punct P de intersectie cu o curba

(3.8)
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X2

Fig. 111.26. Interpretarea geometria a
teoremei 2.

grad V(xi, x2)

411114 V(xi, x 2 ) .zi

z2

Mg
z3<,2

xl

,	 •
de nivel 'constant are loc 1(x1,x2)<
< 0. Conform relatiei (3.2), in care
se expliciteaza produsul scalar, pen-
tru punctul P are loc

rtJ7 2 I av 2 1/2 ,
ii(Xj,, X2) = 	 	 X

ax2

X (4 +. i)1/2 cos a <'0, (3.10)

unde oe este unghiul dintre vectorul
gradient, Care este normal la curba
de nivel constant in punctul P
vectorul 'viteza	 al punctului de
stare P de pe traiectofia y. Con-,

ditia (3.10) implica e( L'r ;
2	

ceea ce inseamna ca-vectortil x est‘e
,	 2 

permanent orient at spre interiorul oricarei curbe de nivel constant.
Ca urmare pentru t Co punctul P se- deplaseaza pe curba -y • spre
originea planului de.stare,.ceea Ce irnplicä faptul ca originea leste punct
de echilibrU asimptotic stabil.	 .

Pentru'cazurile in care V(x) este functie Liapunov slaba dar V(x) = 0
numai pe traiectorii banaledin x K (cum ar fi puncte . de echi-
libru izolate sau unele axe ale spatiului staillor) este util urmatbrul
rezultat, [B 9].

Teorema 3 (Barbasin-Krasovski). Dad, eXista o functie Liapunov
slaba. dar astfel incit V(x) nu este identic nu1ä pe once traiectorie ne-
banala a sisternului (3.1) atunci punctul de echilibru x = 0 este asimp-
totic stabil.

4ntrucit metoda directa Liapiinov produce in principiu numai con-
ditii suficiente de stabilitate sau sta.bilitate asimptotica, inseamria ca
rezultatele din teoremele 1-3 sint valabile numai pentru o regiune a .
planului starilor. Cu alte cuvinte respectivele rezultate Aint rezultate
de stabilitate sau de stabilitate asimptoticil n mic.

liefinitia 3. Daca o regiune .2C8a , din spatiul starilor, definita prin
V(x)<conStant, unde V(x) este o furictie Liapunov tare, este inchisa
si marginita atünci X„ra este o regiune "de stabilitate asimptotica in•
spatiul starilor.

Este evident cä determinarea unei regiuni de stabilitate asimptotica
Xsa depinde de alegerea functiei V(x), urrnind ca pentrii functii Lia-,

284

M
iha

il V
oic

u 

Tehn
ici 

de 
an

ali
ză

 a 
sta

bil
ită

ţii 
sis

tem
elo

r a
uto

mate
. E

d. 
Tehn

ică
, 1

98
6.



punov tani diferite sä se nbtina X,
a 

diferite.	 aceste conditii se poate
da o forma echivalenta-definitiei 4 de la 1.4.2.3.

Definifia 4. Daca x = 0 este un punct de echilibru asimptotic sta--
bil al sistemului (3.1) a.tunci multimea X a a tuturor starilor initiale xe
pentru care traiectoriile corespunzatoare converg catre origine pentru
t oo se numeste mulfitnea de atraclie a sistemului (3.1), corespun-
zatoare punctului de echilibru x

Regiunile de stabilitate asimptotica X8a sint parti ale multimii'
de otractie Xa. Deterrninarea multimii de a.tractie sau a tmor parti
ale ei are o importanta practical deosebit5, deoarece in acest felese' pot
preciza lirnitele functionarii normale ale unui sistem. Problema in
sine este relativ complexa, deoarece presupune constructia unei functii
Liapunov tani in conditiile in care 'definitia 2 nu precizeazã vreun pro-
cedeu pentru o astfel de constructie.

Desigur ca din punct de 'vedere practic este de dorit ca Xa R ,
respectiv ca starea de echilibru sä fie global asimptotic stabil5.. Pentru
aceasta este necesara satisfacerea ,unei conditii suplimentare, dupa
cum rezultä din afirmatia urnia.toare.

Teorema 4 Punctul de echilibru x = 0 al sistemului
aiimptotic stabil dacà el este asimptotic stabil si
Liapunov cu proprietatea

lim V(x) +

Exemplul 3.1. Se consider& sisterniil

{ = — x? — 2xixi

= *2 -* x2-

(3.1) este global
exista o functie

(3.11) •

Folosind furictia V (x1 , X2)	 + 14 + 4 sä se studieze natura punctului
de echilibru (0,0) al sistemului.

Vom arata el 'V (x) este o functie Liapunov tare. Proprietatile 1° si 2° de la
-3.1.1. sint evident realizate. Pentru 4° avem

	

x2) = (2x1 + 24)	 (24x2 + 44)

— 24 — .444 — 244 — 44

care este negativ definitl. In plus V (x i, x2) satisface i conditia (3.11). n Asadar punctul
de echilibru este global asimptotic stabil.

In lipsa unor	 necesare i suficiente de stabilitate sau de
stabilitate asimptotica sint deosebit de utile in aplicatii i rezultate

	

de instabilit ate, [L3], [C6], [B10]. 	 —

!4.4
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'Teorema 5 (Liapunov). Fie o functie V(x) cu V(0) = 0 1 cu deri-
vatele partiale de ordinul intii continue. Daca exista o vecinatate, care

•contine ofiginea, in care V(x) . este pozitiv definita i V(x) (pentru sis-
temul (3.11)) este pozitiv definita atunci punctul de echilibru x = 0 al
sist emului est e in st abil.

• Teorema 6 (Cetaev). Fie o functie V(x) cu V(0) = 0 i cu derivatele
partiale de ordinul intii continue. Daca V(x)= 0 pe frontiera unei
regiuni X0 care are origmea ca punct de frontiera i daca V(x) §i r(x)

.	 .

(pentru sistemul (3.1)) sint- ambele pozitiv definite in X 0 atunci ptinc-
tul de echilibru x = 0 al sistemului (3.1) este instabil.

Teorema 7. a. Fie o functie V(x) cu ,V(0) = 0 i cu derivatele par-
tiale de ordinul intii continue. Daca exista o vecinatate care contine
originea in care V(x) ia valori negative in unele puncte i, daca V(x)
(pentru sistemul (3.1)) este negativ semidefinita atunci punctul de
echilibru x_= 0 al sistemului (3.1) nu este asimptotic stabil.

b. Daca V(x) (pentru sistemul (3.1)) este negativ, definita atunci
punctul de echilibru x	 0 al sistemului (3.1) este instabil.

c. Daca V(x) §i k(x) (pentru sisternul (3.1)) sint ambele negativ
, definite atunci punctul de echilibru x	 0 al sistemului (3.1) este corn-

plet instabil.
Exemplul 3.2. Se considera sistemul

J k 1 =- xi —	 0

•

Folosind functia V (x,,x,) = 3x1xi — x3 sa se studieze natura punctului de
libru al sistemului.

Punctul de echilibru este xi =	 = 0, Sä observam mai intii ca exista puncte
intr-o vecingtate a originii pentru care V (x1 , x2 ) < 0, de exemplu pentru x1 = 1 si
x, = 0,5. Pe de alta parte i 7 (x,,x,) = (34 *— 34)	 6x1x24 -= — 3 (4 4- 4) 2 <
pentru mice (xi, x2 ) € R2 , cu	 0 0 0 x, o 0. Conform teoremei 7. b punctul de echi-
libru este instabil.	 •

3.1.3. Cazul sistemelor dinamice liniare constante

Fie un sistem dinamic liniar constant de forma

Ax, t e R, x e Rn,	 (3.12)
In care A este o matrice patratica constanta.
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In acest caz, dupa cum se va vedea imediat, se poate utiliza ca
functie Liapunov tare forma pkratica (v. anexa D)

V(x) = xTPx, x e Rn,

in care P este o matrice reala simetrica §i pozitiv definita.

Teorema 8. Punctul de echilibru x 0 al sistemului (3.12) este
asimptotic stabil dad numai dad pentru orice,,matrice Q, reara
pozitiv definita, solutia P a ecuatiei Liapunov

PA — ATP —Q

este pozitiv definita.
D. Suficienta. Dad P, solutie a ecuatiei (3.14), este pozitiv deli-

nita (v. anexa D) atunci V(x), relatia (3.13), este o forma patratica
pozitiv definita. Pe de alta parte

V(x) i T Px + xTPic =__ xr(Arp + PA) x — xTQx

este o forma' patratica negativ definita. Conform teoremei 2 punctul
de echilibru este asimptotic stabil.

Necesitatea. Dad x = 0 este asimptotic stabil atunci matricea A •

este hurwitziana (v. definilia 1 de la 11.2). in aceste conditii niatricea
simetrica i pozitiv definita

P	 eATQ eAt dt
co

este solutia ecuatiei Liapunov (3.14).

3.1.4. Stabilitatea in prima aproximatie

Rezultatul din paragraful precedent constituie un prim pas spre
• conturarea unor procedee de constructie a unei functii Liapunov.

Fie un sistem dinamic de forma

= Ax + g(x), teR, x

nude g(x) este o functie vectoriala neliniara (cu termeni Taylor de
grad mai mare ca unu), cu g(0) = 0. Se spune ca sistemul (3.12) este
aproximatia liniarei a sistemului (3.16). 	 1

Utilizind functia (3.13), pe baza teoremei 2, se obtin urmatoarele
rezultate.
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J(x) =

- Teorema 9. Punctul de echilibru x = 0 1 sistemului (3.16) este
asimptotic stabil daca el -este asimptotic stabil pentru aproximatia
liniara (3.12).	 1	 •

D. Fie functia (3.13), in care P este solutia ecuatiei (3.14). Derivind
In raport cu 'timpul in (3.13) obtinem

.17() iTPx xTPX xT (A TP + PA) x + 2e(x)Px,=

x'Qx -4- 2e(x)Px.

intrucit g(x). contine termeni de grad mai mare sau egal, cu doi (in
cazul unei aproximatii polinomiale) rezulta cà termenul e(x)Px con-
tine termeni de grad rnai mare sau egal cu trei. Acest lucru_
faptul ca pentru x suficient de apropiat de origine V(x) < 0, ceea ce
inseamna ca V(x) este o functie Liapunov tare. Conform teoyemei 2
x	 0 este asimptotic stabil pentru (3.16).

In,acelasi mod se demonstreaza i urmatoarea afirinatie.
Teorema 10. Punctul de echilibru x 0 al sistemului (3.16) este

instabil daca el este instabil pentru aproximatia liniara (3.12).

3.2. Tehnici de constructie a unei functii Liapunov•

S-a vazut in ultimele dona paragrafe cum se poate utiliza o forma
patratica ca functie LiapunoV in cazul sisteinelor liniare sau in cazul
aproxiMaliei liniare a unui sistem. In aeest ultim caz, daca matricea A
are valori proprii simple pe axa imaginara, cu ajutorul aproximatiei
liniare nu se poate face nici o afirmatie privitoare la sistemul neliniar.

Pentru aplicarea teoyemeloel ii 2 trebuie sä se raspunda mai intii
la urmatoarele douil intrebari:

, 1 0 In ce conditii exista o functie Liapunov?
20 Daca exista o functie Liapunov, cum' poate fi ea determinata

In scopul aplicarii teoyemeloy 1 i 2?
Un raspuns la prima intrebare, a carui demonstratie este-data in

[114], este urmatorul.
Teoremaf 11. Daca pundul de echilibru x 0 al sistemului (3.1)

este asimptotic stabil si matricea jacobiana
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a functiei f(x) este continua intr-un domenitt Xv g_ Rn atunci exista
pe Xv o functie Liapunov tare pentru sistemul (3.1).

In legatura cu cea de a doua intrebare vom prezenta in continuare
citeva metode de constructie a unei functii Liapunov.

3.2.1. Metoda Krasovski,, 1k3].

Fie B o ma.trice simetrica pozitiv definita, cu elemente reale con-.
stante. Cu B i J(x), rela.tia (3.17), se construieste matricea simetrica

M(x) —
1 [r(x)B BJ(x)], x-e Xv,
2

a carei cea mai mare valoare proprie este 11(x).

Teorema 12. Daca exista o matrice B astiel incit 11(x) < — c, c > 0,
pentru orice‘x e Xv atimci punctul de echilibru x = 0 al sistemului (3.1)
este asimptotic stabil. Daca. 1.1(x) < — c are loc pentru once x e
atunci x 0 este global asimptotic stabil.

D. Partile reale ale valorilor proprii ale rnatricii BJ(x) sint cu-
prinse intre valorile proprii cea mai mica i cea mai mare ale matricii
M(x) (v. teorema 20 de la 11.2.3.2), respectiv slut rnai mici ca --c. Ur-
meazä c52-pentru x e Xv avem I det BJ(x) I >0, ceea ce inseamna
ca functia w(x)	 f det J(x) are un minimum pozitiv cc pe X. Functia

V(x) = f (x)by(x)-

este pozitiv definita

17(x) -= X2 17(x) Bf(x)± (x) BJ(x) X =2 fT (x) M(x)f(x)

este negativ definita. Ca urmare x 0 este asimptotic stabil.
Pentru a arata ca V(x) -+ oo pentru x	 oo 136rnim de

df w(x) dx a dx care prin integrare conduce la

Aceasta inseamna ca. pentru I I x 11-4. o cel putin o componenta
a lui f(x) creste nemarginit, respectiv cä V(x) este nemarginita.
concluzie x -= 0 este global a.simptotic stabil.

2-89
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,
-1

=	 xr+ —
T	 T

—.4 (xi) —h (x2)-
Ce conditiie trebuie sä indeplineasca neliniaritatile A si f2 astfel incit punctul de

f2'
Fig. 111.27. _Schema bloc structural a sistemului

automat de la exemp/u/ 3.3.

Exemplul 13. Se considera sistemul automat cu structura din fig. 111.27, ale carm
cuatii sint

echilibru xi ----	 = 0 sä fie global asimptotic stabil?	 \
Considerind B =-- I in (3.18) putern scrie

- 1

—
—2-1 — fi(xi)]• 2"

M (x) --=
[

1
—

[	 1	 ..,
— —'"1 f(x)„—

2 T

Cotiditia ca aceastA matrice sl fie negativ_definita este

T
f()x2) > — 1 —f'd2	 6x2

(x	) R2
4 T	 1	 1' 

Evident, aceasta este o concitie suficienta de stabilitate asimptoticA globall a
stArii de echilibru. Ea poate fi imbunAtAtita intr-o oarecare masurl prin alegerea unei
matrice B adecvater

3.2.2. Metoda Ingwerson, [D]

Aceasta metoda se bazeaza to pe utilizarea matricii jacobiene (3.17)
a sistemului (3.1) §i consta in parcurgerea urmatorilor pa§i.

1° Se rezolva ecua.tia matriceala de tip Liapunov

iT (x) P(x)	 P(x) .1(x) = — Q,	 (3.20)
unde Q este o matrice rea.15, consta.nta, simetrica i pozitiv semi)defi-
nita.

200

M
iha

il V
oic

u 

Tehn
ici 

de 
an

ali
ză

 a 
sta

bil
ită

ţii 
sis

tem
elo

r a
uto

mate
. E

d. 
Tehn

ică
, 1

98
6.



47,4.

'-
2° Cu ajutorn1 matricii simetrice P(x) se formeaza o noua matrice

fi(x) ale carei elemente A, au proprietatea ca depind nufnai de x, si
x5 deoarece prin definitie

xj)	 xj) = p,j(0, ..., 0, x,, 0, ..., 0, xj , 0, ..., 0),

1 , •••/	 (3.21)

unde p = pi, sint elementele matricii P(x).
3° Se formeaza vectorul gradient al functiei scalare V (x),

data necunoscuta, ale carui componente sint

g,(x) = [grad V(x)] i =	 po(xj, x2 ) dx	 . (3.22)
1 = 1 o

Se stie cä, [S2], un vector oarecare este gradientul unei functii sca:::
lare dad si numai dad rot grad V (x) = 0, ceea ce este echivalent cu

ag,  = agj 

axj	axi
j	 1, 2,	 n.	 (3.23)

inlocuind (3.22) in (3.23) si tinind seama i de (3.21) se constata ca
(3.23) este satisfacuta.

4° Se determina V (x) prin integrarea produsului [grad V (x)]T dx
pe o curba oarecare din RTh . intrucit valoarea integralei in acest caz
nu depinde de curba aleasa, [S2], se poate scrie

V(x) =5 gi (xi , 0, ..., 0) dxi+s
z, 

g2(x1, x2, 0, ..., 0) dx2
0	 •	 0

c
zn gn (xi , x2 , ..., xn)dx„.

5° Se aplica teoremele f-7 in mod adecvat i anume in functie de
modul in care sint definite V (x) si V (x).

Exemplul 3.4. Se consider sistemul

{ X. 1 = X2

=	 — — b	 a > 0, b > O.

Sä se construiasca o functie Liapunov si s5, se determine natura punctului de echi-
libru x, =	 = 0.
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Ecuafia de tip Liapunov (3.20) are in acest caz forma
*

	

0	 7 a P11 Pia	 Pit ha	 [	 0

	

[	
— b	

I { 
102.! P22 .P121 P22 - 2xi — a

r o	 „ 0
o —2b

in care Q s-a ales pozitiv semidefinit6. Solufia corespunatoare este

P()
	 p (x) [	 020X1 + a 1 I

Conform relafiei (3.22) componenteie vectorului gradient sint
ix,

g1 =	 (2x1 + a) dxi = Xi + az,.,
Cr,	 ,

g2 = 512 dx -2 -

,..
In continuare, cu (3.24), se obfine

x,	 ,	 1
5	

1
V (x„, xs) =	 (x2 + ax,) dx1 -1- x' xs dxs'- = — At+ —1 

al +1	 — x2
.-

0	 0	 3	 2	 2

/care este pozitiv definia intr-o regiune X 0 sufiicent de mica care confine originea.
intrucit

17(x1, xs)	 +	 bx1

este negativ semidefinitl, dar xs = 0 nu este traiectorie a sistemului, conform teoremei 3
punctul de echilibru este asimptotic stabil.

3.2.3. Metoda Schultz-Gibson, [S3]

Conform definigilor (1)2, 1?.(x) de forma (3.2) trebuie sa.' fie negativ

semi)definita. In aceste circumstante se deline§te

	

anxi	 ai2x2	 •.•	 ainx.

	

grad V (x) =--- g2 = a21x1	 a22x2	 a2„xt,	 (3.25)

gn	 anixi a52x2	 •••	 annxn

unde ao sint functii de	 x„ §i urmeaia sä se aleaga astfel incit
sä fie .satisfacute conditiile:

1 0 V(x) s'a fie negativ (semi)definitsa.;
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2° grad V(x) sä reprezinte gradientul unei functii scalare, ceea
este echivalent cu (3.23).

3° 0 data aij determinate, respectiv g cunoscute, se folose§te (3.24
pentru determinarea functiei V(x).

Exemplul 3.5. Se considera un reactor atomic cu extractie
descris de ecuatiile

—

unde P(t) =-- ex(t) este puterea instantanee, x2 este ternperatura, a > 0 este un coefi-
dent de temperatura, e >0 este capacitatea ca1oric5._ si T > 0 este viata medie a unui
neutron.

Se. ere sã se determine natura punctului de echilibru x1:-= x2 = 0.\	 .Cu- g1 = anxi. -f-'aux2 §I. g2 = a21 Z1 -1- assxa avem

1
, V (x) =	

a
— — a11 x1 x2 — — aial+ — an(exi — 1) x1 + 

1
--, a22 (eh — 1)X2.

T	 T	 e	 e

	

- Se aleg a12 = a21 =, 0„a22	 1 §i a11 — 	 (eh — 1)' si se obtine 1.7(x1, x2)
eaxi

pentru (x1 , x2)e R2 si g1 =	 (exi — 1), g2 --- x2 , pentru care--61-19	= '9g2 = 0.1
axa	 axi

Folosind acum (3.24 rezult&

--V (xi , x 2 ) =	 (exi - 1) (Ix,. + 521.; dX2 =
0 ex	 o

care este pozitiv definia pentru (x i , x2) e R2. Conform tearemei 1 starea de echilibru
este stabila.

3.2.4. Determinarea multirniii de atractie

Dacà se aplica definifia 4 in cazul unui sistem de ordinul doi ,re-
zulta ca in planul, starilor frontiera multimii de atractie X a este for-
mata in intregime din traiectorii de stare. Intr-adevar, fie frontiera
lui Xa , Pun punct al ei i y o traiectorie care trece prin P. Evident

y, nu se intersecteaza deoarece in caz contrar exista Q e y astfel
incit,Q §i originea se afra de , parti opuse fata de r, ceea ce contrazice,,
faptul C X. este xnultimea de atractie §i F frontiera ei. De asemenea
este imposibil ca y sa fie tangenta la 1' dinspre interior in punctul P
deoarece, in caz contrar, y nu poate fi continua in P. In concluzie y

constanta de putere,

•1'— (eh — x — 1) —
ea	 2
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• Multialear de

Fig. 111.28. Portretul de
plul 3.6.

'7' Xi

Ia exem,

, Pu

stare

este o parte' a lui I'. Dad y este un ciclu limita atunci F= y; in cele-
lalte cazuri y este un poligon format din traiectorii de stare sau o curba
inchisa formata numai din puncte de echilibru. Aceste concluzii ramin
valabile, mutatis inutandis; §i in cazul sistemelor de,ordinul n.

,Dupa • cum s-a mai aratat, parti ale multimii de atractie pot fi deter-
minate cu ajutorul unei fiinctii Liapunov adeeVate.

Fie V (x) o functie pozitiy definita intr-o regiune X C Rn §i fie S
o hipersuprafata inchisa in intregime Continuta in X si cu urmatoarele .
proprietati:
' 1 0 originea este- in interiorul lui S;

2° 1);(x) = 0 pentru x e S;
3° pentru x 0 0 V (x) < 0 daca x este in interiorul lui S i. V (x) >0

daca x este in exteriorul lui S;	 .,
4° hipersUprafata V (x) =-- c -= const., inchisa prin ipoteza, se ga-

seste in intregime in interiorul lui S. .	 •	 ,	 ..
Atunci V (x) < c este o submultinie a multimii de `atractie/ deoarece

pentru once punct al ei are loc teorema 2 pentru sistemul (3.1).
Daa. S este constituita in intregime din traiectorii de stare ale

sistemnlui (3.1)- atunci S este frontiera multimii de atractie.

Exernplul 3.6. Se consider& sistemul
.	 ,

{

x i = — xi ± xi
2 = 4. — x2.

Se cere sä se evalteze multimea sa de atractie.
Sistemul are punctele , de echilibru (0 0) i ( 1, 1). Utilizinc1 partea liniar5, a; sisternului

se con4tat5. ca (0,0) este nod stabil si (1,1) este sa. Conform teoremei 10 de la 2.2.3,
sistemul nu are nici o traiectorie inchis& in planul starilor. Traiectoria x2 = x' trece

prin punctele de echilibru. entrucit
P (1,1), fig. 111.28, este sa rezulta c&
mai exist& si traiectoriile P'P i P"P care
,converg cltre P, tangent in P la separa-
toarea x1 ± x2 = 2 a plrtii liniare, care
teprezinia de fapt separatoarea portre-
tului de stare. In conformitate cu eele de
mai sus, P'P' este frontiera multimii
de atractie a sistemului.

Ideile expuse mai sus au con-
dus la o metoda de constructie
a unei functu Liapunov care per-
mite determinarea exacta a rrml-
timii de atractie (metoda Zubov,
[Z2]).
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Se considera sisternul (3.1) si o mulfirne X Rn simplu conexa
care confine o vecinatate a originii. Rezultatul urm5.tor este o condi le
suficienta ca X E- Xci•

Teorema 13 (Zubov). Fie V (x) §i W (x) doua funcfii scalare cu urma-
toarele proprietafi:

1° V (x) este definita, continua si pozitiv definita pe X si satisface
inegalitatea 0 < V(x) < 1 pentru x e X, x00;

2° W (x) este definita pentru orice x finit, continua sit' pozitiv definita ;
3° Pentru x e X are loc

(x)	 — W (x)[1 , V (;)] V I + 111(x) 112;

4° Dad x e X §i x tinde la frontiera lui X (sau
ginita Hx II	 ) atunci V (x)	 1.

Atunci X este exact mulfimea de a tracfie X. a sistemului (3.1).

D. Ipotezele 1°-3° asigura stabilitatea asimptotica a punctului de
echilibru x = 0. Se introduce o noua variabilà independentä prin

ds =	 I .f.() I I dt,	 (3.27

unde ds este lungimea elementului de arc de traiectorie, fara ca aceasta
sä schimbe natura punctului de eehilibru x -= 0. Din (3.26) si (3.27)
rezulta

dV (x) =
W (x) [1 — V (x)j,

ds

care prin integrare conduce la

S(s)(t) W[x(s)3ds
1 — V[X(S(0)] =, — V(X0)] e

Dad xo e X atunci lim x(t) 0. Dad XO Xa atunci	 W (x(t)). dt

fiind nemarginita, pentru t oo exponenfiala din (3.28) creste nemar-
ginit, respectiv 1 — V[x(s(t)] —> ± co, ceea ce contrazice ipoteza 1°.
In concluzie X X a.

0 consecinta imediata a, teoremei 13 este urmatorul rezultat care
permite determinarea exacta a rnulfimii de atracfie.
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(3.30)

LW	 .3V(-- -I- 2k xfx2) —
xa

acestei ecuatii este

V (xl , x2) = 1 — e -9(x" xd,

= —2(4. ± xf) [1 — (x)].

,x2)	 	 '
— lexix2

• Teorema 14. Fie W(x), in ipotezele teorentei .13. . V(x) pozitiv defi-
nita, .cu 0 V(x)	 X' € X,

	

[grad V(x)f f(x) =	 W(x)[1	 V(x)] Vi	 111(x) 11 2. (3.29)

Atunci frontiera multimii de atractie este definita de ecuatia

V(x) = 1.

Exemplul 3.7. Se considerg, sistemul dinamic

= xj. 2h1X2, k c R,
— X2.

Se cere s5, se determine multimeasde atractie a sistemului.
Conform ecuatiei (3.29), in care ultimul factor din membrul drept poate fi omis

' claca solutia sistemului este definita pentru t R+, si pentru W(xi, x2) = 2 (xi + 4),\
putem. scrie

Folosind ecuatia (3.30) se obtine

kxixs = 1,
care este frontiera rnultimii de atractie.

3.25. Aplicatie: sistem automat • asimptotic stabil pentru o_clasa
de neliniaritati

-
Se considera sistemul automat neliniat cu structura.din fig. 111.29, 'a -

‘ in care

	

G(s)	 	
1	

a> 0, b> 0,	 , (3.31)
S(s + as + b)

.	 .	 .
§i f(y) este o nelnuantate oarecare cu f(0) ---- 0. Ne propunem sä deter-
minam conditiile pe care trebuie sä le indeplineasca neliniaritatea astfel •
incit punctul de echilibru y 0 gä fie global asimptotic

Conform schemei bloc din fig. 111.29, a 0. functiei de transfer (3.31)
ecuatia .diferentiala a sistemului are expresia

y+.	 — i(y).	 (3.32)

.29,6
n
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Introducind variabilele de stare x1 = y,
se obtine

g(xi) — f(xi)

s-a notat factorul de amplificare neliniar.
Vom construi o functie Liapunov prin metoda Schultz-Gibson.

In conformitate cu (3.2) §i (3.25), pe baza •ecuatiilot (3.33) putem scrie

x2, x3) = (a11x1	 a12x2 + . ai3x3)x2	 (a21x1 +:a22x2

a23x3) x3 + (a31x1	 a32x2	 a33x3) (--g(xi) x1 — bx2 — ax3).

Alegind a 12'= 421, a23 = a32 §i an = ez31 i efectuind calculele in expresia
de mai sus se obtine

T7'

V	 x2, x3) = —a13x1g(x1) (ban— an) 4 — (a032 — a23) 4 -7

(ban a23g(x1) a11)x1 x2 — (aa23 ba33	— a22) x2x3 —

— (aa13	a33g(xi) — a12)xlx3. (3.35

Pentru simplificare §i in yederea satisfacerii conditillor (3.23) s
adopta an = ag(xi) b2, a12 = ab, a13 = b, a22 = a2 b, a23
a33 = 2, astfel ca din (3.35) rezulf6.

x3) =	 [bXfg(X/)	 2x1x3g(x1)],

care mai poate fi pusa §i sut forma

1
k(xi, x2, x3) = — (ab — g(x1))xig(xi)	 — g(x1)-1- x3

a	 -	 a

(3.36

Se trage conduzia cl k(xi , x2 , x3) este negativ semidefinita pentru,
s(xi) 5 ab.

§i x3	5/ din (3.32

M
iha

il V
oic

u 

Tehn
ici 

de 
an

ali
ză

 a 
sta

bil
ită

ţii 
sis

tem
elo

r a
uto

mate
. E

d. 
Tehn

ică
, 1

98
6.



"Utilizind acum (3.24) vorn determina functia V(xi
ularizarile adoptate pentru ac t, 1, j	 1, 2, 3, avem

lag(xi)	 b2],c1 	 abx2 -F -bx3

g2 = abxi -(a2 Nx2 ax3
g3 bxi + ax2 2x3,

satisfac (3.23), astfel ca din (3.24) rezulta

, x2, x3) = aS11 xg(x) dx —
'

1 b2x2 abx/x2 + —
1 

(a2 b) +
2 20

1 'sx,
+ b xix3 ± ax2x3 + xi -= a xg(x) dx + — x2'

o	 2

[x1 ?C2 X3]T

b2	 ab	 b
M = ab a2 + b a

b	 a	 2

[ 

Func ia V (xi , x2, x3) este pozitiv definita daca

g(xi) > 0,	 e R, x1, 0 0, •
si daca matricea M este , pozitiv definita Utilizind criteriul Sylvester

anexa D),rezulta cä M este pozitiv definita pentru mice a > 0,
b > 0. conduzie V (xi , x2, X3) este o functie Liapunov slaba.

Examinind (3.36) se observa ca pentru

g(xi) < ab, x1 E R,	 (3.38)

xi , x2, x3) se poate anula pentru 0 §i x3 = 0. Intrucit acestea,
conform ecuatiilor . (3.33), implica x2 = 0, tinind seama de teoremele 3
si .4, rezulta ea' punctul de echilibru x1 = x2 x3 =-- 0 este global asimp-

,:totic stabil. Din (3.34), (3.37) si (3.38) se trage concluzia ca rezultatul
obtinut are loc pentru once neliniaritate u f(31) care satisface condilia
de sector, fig. 111.29, b,

f(xi)0 <	 < ab = K, x100.
x1

Avind in vedere faptul ca (3.39) este o conditie suficienta se pune
intrebarea, daca se pot gasi conditii mai bune decit adeasta. Un rezultat

(3.39)

(3.37)
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Q	 b
111.2. a L Structura sistemului automat neliniar

pentru abordarea stabilitcllii absolute;
• b — Neliniaritatea de tip sector [0, K].

remarcabil in 'legatura cu conditia de sector (3.39) se obtine
In care f(xj) este liniara, adica in fig. 111.29, a avem

u = ky, k = const.

Tinind seama de (3.31) ecuatia polilor sistemului automat este

sa as2	 bs k = O.

Aplicind criteriul Hurwitz (lemma 5 de la 11.1.1.2) se obtine condi-
ia necesara si suficienta de stabilitate asimptotica

0 < k < K.

Asadar sectorul (0, K), fig. 111.29, b, este sectorul maximal in care
-sistemul automat liniar este asimptotic stabil, motiv pentru care se
mai numeste i sectorul Hurwitz.

Concluzia acestei aplicatii este ca da.ca sectorul adoptat pentru f(xi
este mai mare decit sectorur Hurwitz atunci, in mod sigur, stabilitatea
asimptotica globala a punctului de echilibru nu mai are loc pentru once
neliniaritate din sector (ea poate avea loc eventual pentru anuntite
neliniarit54i). Daca conditia (3.39) are loc numai pentru Ix / I < c > 0,
nu se mai pot face afirmatii privitoare la stabilita.tea asimptotica globala,
dar se pot bbtine rezultate de stabilitate asirnptotica in mic.

.	 .

3.3. St abilit at ea ai3solut a

Din punctul de vedere al aplicatiilor ne intereseaz5., mai ales in
rezolvarea unor probleme de proiectare, determinarea unor conditii
de stabilitate asimptotica globala pentru o clasa larga de neliniaritati
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o a.stfel de clasa de nelitharitati, semnificativa pentru aplicatii, natural&
din punct de vedere conceptual (punctul de plecare a fost colgectura
lui Aizermatii, [A6]; v. §i 13.4) §i'deosebit , de tiroductiva in planul rezul-
tatelor de stabilitate, este

_ICY)  <K,• y0}, K> 0,	 (3.40)

uncle CO este multimea functiilor scalare reale, Continue pe portiuni.
Se spune ca neliniaritatile din Co, K satisfac conditia de sector [0, K],.
fig. 111.29, b.	 •	 •

In afara clasei Cto,x) se mai definesc, in mod asemanator' §i pentru
motive care vor fi Clarificate in cele ce urmeaza, §i clasele 	 unde'
e > 0 este un numar arbitrar de mic,	 ic) ' C(O, +co)•

Clasele de neliniaritati definite mai sus §i necesitatea ca sistemul
automat cu schema bloc structurala din fig. , 111-.29, a, in care G(s) este
'functia de transfer a partii liniare, sa se caracterizeze prin solutia y =

' global asimptotic stabilà au condus la formularea conceptului din defi-
'nitia urmatoare.

3.3.1. Problema 1ui Lurie

0 abordare clasica in spiritul definifiei 5 a fost problema lui Lurie,.
[L 4], care a avut la origine o problema de proiectare din domeniul
aviatiei. Pe scurt aceasta problexna a constat in urmatoarele.

Fie (A , b , c) o realizare minimala (de ordinul n) a fUnctiei G(s),
fractie rationala cu gradul numitorului mai mare ca gradul numara-
torului (aceasta inseamna cà perechea (A, b) este complet controlabilk
perechea (A, c) este complet observabila. §i G(s) c(Is — A)-1b).
aceste conditii, conform fig III 29, a, eCuatille sistemului automat sint.

Ax —bu, t e R, x`elr,+
cx,	 y eR,	 (3.41)

f(Y),	 u E
in care f este' o functie continua situata in sectorul (0, + co).

• Utilizindu-se o functie Liapunov de forma

V (x, y) = xTPx +5 f(y) dy,	 (3.42)
0

in care P este o mat rice rear& pozitiv definita, se pot demonstra urma-
toarele rezultate.

Definitia 5. Sistemul automat cu structura din fig. 111.29, a se nu--
mete absolut stabil daca solutia y 0 este global asimptotic stabil&
pentru once f € C[0,1{1 (C[g,K], , C(0,	 sau C(0, +)).

300
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Teorema 15: 0 conditie necesara §i suficienta ca V(x, y), a.sociata
sistethului (3.41), cu A matrice hurwitziana si f functie continua situata
In sectorul (0, + co) sa fie o functie Liapunov tare este ca

cb > (Pb — A T cr) . Q- 1 (Pb -- —1 Arc),
2	 -	 2

unde (2„.= —(PA + A TP) este o matrice reala pozitiv definita.

0,3

	

Teorema 16. Daca matricea A este hurwitziana,	 f(y)dy este di-
Jo

vergenta si inegalitatea (3.43) este satisfacuta atunci sistemul (3.41)
este absolut stabil.

Chestiunea care trebuia efectiv rezolvata era aceea, a determinarii
" elementelor matricii linie c, de reactie duiYa starea partii liniare, care
asigura stabilitatea absoluta a sistemului automat. 0 rezolvare riguroasa
este poSibila prin utilizarea transformarilor canonice Lurie-Leto, [C 3].
0 cale mai simpla pentru obtinerea unei solutii consta in a fixa pentru
produsul cb o anumitä valoare r > 0, adica cb = Y, §i a adopta facto-
rizarea Q = RT R, unde R este o matrice pa.tratica nesingulara. i
aceste conditiLinecuatia (3. 213) adrnite solutia

c = 2(br P + 11-Tvr R) A-1,

In care v este un vector arbitrar, Cu vrv < 1.

3.3.2. Criteriul Popov

In prima sa forma, criteriul Popov, [P 4], a idat o rezolvare total
diferita, §i anurne in domeniul 'frecventelor, a problemei lui Lurie
totodata in ipoteze mai largi, in sensul ca G(s) poate avea un pol in
origirie, restul polilor fiind situati in R. < 0. Ulterior' domeniul , de
aplicabilitate s-a largit i anume pentru neliniaritati din C 10, K] , CE,,K3-etc.

numar arbitrar de poli in origine, stabilindu-se conexiuni cu metoda
directa Liapunov.

Fie sistemul automat neliniar eu schema bloc structurala din
fig. 111.29, a in care functia de transfer a subsistemului liniar, de stare
complet controlabila si complet observabila, are forma

1 bmsni	bis -I- 1
G(s)	 (3.44

e as,-+	 as + 1
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Coeficientii a i , , b, sint numere reale; a 0, 1, 2, ... §i + n > m.
Coeficientul de amplificare s-a considerat 1, ufmind ca factorul de ampli-
ficare al buclei sa fie luat in considerare in neliniaritatea f(y).

Din punctul de vedere al distributiei polilor lui G(s) in planul complex
se disting urmatoarele doua cazuri.

a) Cazul principal: toti polii lui G(s) sint situati in semiplanul
Re s < O.

b) Cazul critic: cel putin un pol se Oa pe axa imaginara Re s = 0,
jar restul polilor sint situarti in semiplanul Re s < 0.

Ratiunea acestei distinctii ìi are originea in modul in care a fost
definita clasa de neliniaritati C [0, Kj. Este sevident ca daca sectorul adoptat
este [0, K] atunci este posibil sã se aleaga f(y) 0, ceea ce insearnn5
cà . sistemul din fig. 111.29, a este deschis, functionalitatea fiindu-i
asigurata numai de partea liniara. In cazul critic partea liniara nu poate
fi asimptotic stabila §i ca unnare nu se poate pune problema

, absolute in cazul sectorului [0, KJ. Pentru eliminarea acestui inconvenient
In cazul critic se va avea in vedere clasa de neliniaritati C [., Kj , unde > 0
este arbitrar de mic. Abordarea in acest mod a cazului critic implied
necesitatea asigurarii stabilit54ii asimptotice globale pentru cazul
f(y)=--- ey (cazul liniar), Cu e >0 arbitrar de mic.

Definitia 6. Sistemul automat neliniar cu: schema bloc din fig. 11.29, a,
CU G(s) in cazul critic §if(y)	 ey, se nume§te e-stabil daca el este asimp-
totic stabil pentru s> 0 arbitrar de .mic. 	 .

Pentru cazurile uzuale (a. = 1, 2) conditiile ca sistemul automat
,cu structura din fig. 111.29, a sä fie e-stabil sint u§or de ,realizat.

Dacaoc = 1 locul de transfer eG(j6)) incepe, pentru c = +0, la — or)
§i pentru- e > 0 arbitrar de mic punctul (-1, j0) ramine in afar5. §i la
stinga locului de transfer. Conform teoremei 7 de la 11.3.2.1, sistemul
automat este e-stabil.

Daca cc = 2, pentru s = j6) din (3.44) rezulta

1  ( I -- b2(02 ±	 — ...)	 i(hico — b3(03 G(j6))
62 (1 — a26 2 + a46)4 	...) + j(a16) — a3(03 a56)5—...)

care pentru o > Oloarte mic poate fi aproximath prin

G(j6)) —	
1 + jb16)

=	
r 1 + aibiw 2 jw(b; —  —

1 + jai)	 6)2	 1 + aico2

Este vizibil ca pentru o > 0 foarte mic avem •

Re eG(j6)) —	 Im eG(j	 ,b—a1e6)2 ,
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'

Pentru ca sistemul sá fie e-stabil, respectiv pentru,satisfacerea
ditiilor din teorema 7 de la I1.3.2.1, este necesar §i suficient ca

al < bi.	 (3.45

inainte de a enunta criteriul Popov sä justifiam de ce G(s) nu poate
avea poli in semiplanul Re s> 0.

Daca G(s) ar avea poli in Re s> 0 atunci, pentru f(y) ey, locul
rcidcicinilor sistemului 'Cu structura din fig. 111.29, a ar avea ramnri
In Re s> 0, care, pentru e > 0 arbitrar de mic, nu pot parasi respectivul
semiplan. Ca urmare, pentru f e C[e, Ki nu se poate pune problema
stabilitatii absolute a sistemului automat.

Teorema 17 (Popoy). Fie sistemul automat neliniar cu structura din
fig. 111.29, a, in care G(s) satisface ipotezele specificate
— in cazul principal, in care este posibil 4i K	 ± oo; sau fe Ct, K3

in cazul critic, in care sistemul este e-stabil §i K este finit. Atunci sis-
temul automat neliniar este absolut stabil daca exista q E R astfel incit
are ioc inegalitatea

Rel(1	 jqw) G(jca)] > -- —
1 ,	

>O.

Pentru demonstratia acestei conditii suficiente de stabilitate abso-
luta indicam consultarea lucrarii [P 4].

In cazul critic pentru K = + co ,s-a demonstrat urm5.torul rezul-
tat, [A 7].

Teorema 18. Fie sistemul automat neliniar cu structura din fig. III.29,a
in care G(s) are un 'poi in origine (cc.= 1), restul polilor fiind in semi-
planul Re s < 0 §i f e Co, +co).

Atunci sistemul automat neliniar este absolut stabil daca exista f

q e R astfd incit are loc inegalitatea
Re [(1	 jqio) G(j6))] 0, co 0.	 (3.47

• Criteriul Popov a fost extins, [P 5], i . pentru cazul in care G(s) con-
tine un element cu timp mort.

Teorema 19. Fie sistemul automat neliniar cu structura din
fig. 111.29, a in care partea liniara este G(s) e-18 , T > 0,.cu G(s) in cazul
principal §i f este continua cu f e CLO, KJ.

Atunci sistemul automat neliniar este absolut stabil daca exista
q > 0 astfel incit are loc inegalitatea (3.46).

Alte rezultate aplicabile sisternelor cu timp mort se gasesc in [R 2].
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Exemplul 3.8. Se consider& sistetmil automat neliniar cu structura din fig. 111.29, a
cu f e C(O, + co)

brs + 1 
G (s) — 	 	 > 0, bl > 0.

s(als + 1),

Se cere.s1 se studieze daca sistemul este absolut stabil.
In acest caz se poate aplica teoremz 18. in conformitate cu (3.47) pntem scrie

• qa1b1 co2 + q + — a1> 0

'	 2w2 + 1

• Alegind q max (0, a l — b1) inegalitatea de mai sus are- loc pentru once ol>0,
ceea ce inseamn& c. istemul considerat este absolut stabil pentru fa Co; +.0).

Forma inegalitatilor (3.46) §i (3.47) a readus in mod natural in,actn-
alitate notiunea de lune* real pozitivii (utilizata 'din deceniul 4 in te-
oria circnitelor electrice); care la rindul ei a contribuit la introducerea
notiunii de hiperstabilitate (v. IV.3.1).

Definitia 7. Fragia rationala F(s) se numqte real pozitiva daca
1° nu are nici un pol in Re s > Q;
2° polii de pe axa imaginara (atunci cind exista) sint simpli §i rezi-

duurile corespunzatoare sint reale §i pozitive ;
3° Re F (jco) 0 , pentiu toti io 0.

Teoreina A. Fie sistemul automat neliniar cu struc_tura din
, fig. 111.29, a in care f este continua si f e C(o, K). e

Attinci sistemul automat neliniar 'este absolut stabil daca exista
q eR astfel incit functia

F(s)	 (1 + qs) G(s)
	

(3.48)

este real pozitiva.
Doua demonstratii .diferite al acestei teoreme se gasesc in [S 4J

respectiv in [W 3]. 	 -
In aplicatii este deci necesar, sa s verifice conditiile 1°, 2° i 3° din

definitice 7. Conditia 3° este asemanatoare cu (3A6) §i (3A7). Se poate,
'demonstra ca 1° i 2° sint echivalente cu conditia ca polinomul P(s)+Q(s)
sá fie hurwitzian, unde F(s) = Q(s)/P(s); pentru F(s) de forma (3.48)
aceasta conditie trebuie sä aiba loc pentru acela§i q pentru care condi-
tia 3° este satisfacuta.
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3.3.3. Forma grafica a criteriului Popov

Efectuind calculele in membrul sting al inegalita.tii (3.46)
G(jco) =-- Re G(jc.o)	 G(jco) se obtine

Re G(jco) qco Im G(jco) > — —K •

Introducind variabilele

v -=‘Re G(jco),	 co 1m G(jco), co> 0,

se define§te hodograful

G(j) = Re G(jco)	 jco Im G(jco), cü0,

numit locul Popov, §i drea.pta
1

v — qw	 = 0,

numita dreaptci Popov.
Daca inegalitatea (3.49) are loc atunci cu (3.50) ea

q	 --1 > O. (3.53)

Fig. 111.30. Forma grafica a criteriului
Popov.

• Dreapta Popov are panta 11q §i taieturile (-1/K, '0) §i (0,1/Kq),
fig. 111.30. Punctere din planul (v, w) situate la dreapta dreptei Popov
satisfac inegalitatea (3.53). 	 -

Pentru verificarea grafica a conditiei (3.49) se procedeaza in modul
urniator: se traseaza in planul (v, w) locul Popov (3.51) §i in punctur
(-1 /K, 0) se traseaza o dreapta
Popov de panta 1/q astfel aleasa,
incit locul Popov sã famina in in-
tregime la dreapta ei, fig. 111.30;
daca §i celelalte ipoteze din teo-
rema 17 sint satisfaeute atunci
sistemul automat neliniar _consi-
derat este absolut stabil.

Este evident ca *punctul
(--11K, 0) fiind dat pot exista o
infinitate de drepte Popov pentru
care locul Popov famine complet
la dreapta bor Daca nu exista o
dreapta Popov, respectiv nu exist-a
nici-un q ER, astfel incit locul
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Popov sa ramina in intregime la dreapta,
teorema 17 nu se poate aplica, dar aceasta
nu implied faptul 	 sistemul automat

' v neliniar considerat nu poate fi absolut
stabil (conditia (3.49) nu este i necesara).

-1/7
Exemplul 3.9. Se considera. sistemul automatI	 /	 neliniar cu structura din fig. 111.29, a in care1

f e c1g,1,53§.1
-1/2

Fig. 111.31. Aplicarea criteriului
Popov la exemplul 3.9.	 Se c,ere s5, se afle dac5, si 'stemul este absolut

stabil.
In conformitate cu (3.50) usi (3.51) locul Popov este descris de ecuatiile parametrice:

6)2 — 2

-1/1,5

G(s)	
s(s2 -Fs+ 2)

V =
(co2 — 2)2 + 6)2, (co2 — 2)2 + 6)2,

Eliminind 0)2 =--	 zolv intre aceste ecuatii se obtine

2v2 + W2 - VW -PV = 0,

care reprezinta, ecuatia unei elipse cu centrul in punctul (-2/7, —117), cu axa mare
rotita, cu 37c/8 care trece prin punctele (0,0) si (— 1/2,0), fig. 111.31. In aceste conditii
prin punctul (— 1/1,5, 0) se pot duce o infinitate 'de drepte -Popov.' intrucit sistemul
este si e-stabil, conform teoremei 17 sistemul automat considerat este absolut stabil.

Cu ajutorul inegalitatii (3.46) saü pe cale grafia se poate determina
valoarea ma'xima Kp a lui K pentru care dreapta Popov este tangenta
la locul Popov, fig. 111.30.

Aceasta se nume§te dreapta criticd. Intrucit pentru dreapta critica.
conditia (3.49) nu are loc pentru toti o> 0 rezulta cà neliniaritatea se
poate situa in sectorul [0, K,,) sau [e, Ki,), numit sectorul Popov. In cazul

-critic sectorul Popov poate fi §i [e, KA, dar nurnai daca locul Popov
nu trece prin punctul (-11Kp, 0), [A 7]. in -cazul sistemului de la exem-

,plul 3.9 sectorul Popov este [e, 2), fig. 111.31.
Procedeul de verificare grafica expus mai sus se poate aplica §i in

cazul teoremelor 18-20. In cazul teoremei 18 dreapta Popov trece prin
originea planului (v, w). In cazul teoremei 20 trebuie sa se verifice condi-
tiile 1°, 2° §i 30 din definifia 7 . Conditia 3° fiind asemanatoare cu (3.46),
procedura de verific are grafica famine in fond aceea0; cu deosebirea
cà dreapta Popov poate fi i tangenta la locul Popov.

306

M
iha

il V
oic

u 

Tehn
ici 

de 
an

ali
ză

 a 
sta

bil
ită

ţii 
sis

tem
elo

r a
uto

mate
. E

d. 
Tehn

ică
, 1

98
6.



3.3.4. Conjectura Aizerman

Procedind ca in finalul aplicatiei de la 3.2.5 vom considera f(y) k
k	 0, adica in fig. 111.29, a u	 ky. Sistemul automat fiind liniar,
pentru studiul stabilitatii se poate aplica criteriul Hurwitz (teorema
de la II.1.1.21 sau criteriul Nyquist (teorema 7 de la 11.3.2.1). Taietura
hodografului ;-C;(jco), o	 0, pe semiaxa reala negativa (asadar pentru
Im G(jcoo) 0) este kG(jcoo) k Re G(jcoo) = —k/K„, unde Kg=

--1/Re G(j(00). Avind in vedere ipotezele pe care le satisface G(s),
aplicind criteriul Nyquist, rezulta ca pentru stabilitatea absoluta ,in
cazul f(y)	 ky ,ste necesar i suficient ca —1 < —k/K„, respectiv

k < K11.	 (3.54)

Evident constanta Kg defineste sectorul [0, Kg), respectiv [e, Kg),
numit, in virtutea proprietatilor sale, sectorul Hurwitz.

Avind in vedere modul in care a fost definit K11 rezultà ca el poate
fi pus in evidenta i cu ajutorul locului Popov. Intr-adevar, pentru
Im G(jcoo) = 0 in (3.51) se obtine Gp(jcoo) = Re G(jcoo) —11K 11, ceea
ce inseamna ca taietura locului Popov pe semiaxa reala are abscisa
—1/K11, fig. 11E30.

Dacà sistemul automat neliniar trebuie sä fie absolut stabil atunci,
in mod evident, el trebuie sk fie absolut stabil si in cazul particular
f(y) = ky. Se trage concluzia ca (3.54) este o conditie necesara de stabi-
litate absoluta, sau cu alte cuvinte sectorul [0, K] (respectiv [e, K])
nu poate fi nici intr-un caz mai mare ca sectorul Hurwitz [0, Kg) (res-
pectiv [e, Kll)).

• Pornind de la faptul ca pentru unele sisterne automate neliniare
cu G(s) de ordin redus sectorul maxim de stabilitate absoluta coincide
cu sectorul Hurwitz (in sensul sup [0, K] = Kg, respectiv sup [e, K] =
= Kg), Aizerman, [A 6], a enuntat urmatoarea conjectura: .sectorul
maximal de stabilitate absolufd coincide intotdeauna cu sectorul Hurwitz.
Dupä cum s-a aratat ulterior, aceasta ahrmatie este adevArata numai
In unele cazuri cum ár fi: G(s) de ordinul doi, de ordinul trei cu cel mull
un zerou finit, de ordinul patru fàrä zerouri finite si cu poli complex conju-
gati suficient de indepartati de axa imaginar5, de ordin oarecare cu toti
polii reali negativi i fara zerouri finite. In toate aceste cazuri studiul
stabilitatii absolute se poate face cu ajutorul criteriului Nyquist i anurne
in sensul ideterminarii sectorului Hurwitz. Daca [0, K]c [0, ICH), res-
pectiv [e, K] [e, KH) atunci sistemul automat considerat este absolut
stabil.
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1\
Exemplul 3.10. S5, se verificeconjectura Aizerman pentru sistemul de la exemplul 3.9.

, Conform fig. 111.31 taietura locului Popov Gp(jco), respectiv a locului de trans-
fer G(jco) pe semiaxa real negativ6. are loc in punctul (-1/2, 0), ceea ce 1nseamn5.
KH 2. intrucit prin acelasi punct trece i dreapta critic, rezulta, Kp = 2. Sectorul
Popov-coincide cu sectorul Hurwitz ; se trage concluzia c5, sectorul Hurwitz este sectorul

,maxim de stabilitate absoluta, ceea ce implicA, valabilitatea conjecturii Aizerman.

3.3.5; Criteriul cetcului

0 extensie • a criteriulni Popov s-a realizat prin considerarea clasei
de funetii

C[Ki,2] =-- e ; Kl < 	  < K2, y 011

unde K1 < K2 sint doua constante reale, pentru care se poate formula

	

o definitie asemannoare cu definfia 5.	 s
Problema stabiliiatii absolute a sistemului automat neliniar Cu

structura din fig. 111.29; a a fost abordata in doua
Primul consta in transformarea schemei bloc din fig: 111.29, a prin

introducerea variabilei

	

= u - Kly	 (3.55)

si a neliniaritatii

7(y) = .i(Y) —
	 (3.56)

care satisface conditia

f . 6 C[o, K2-K1] sau f C[e, K2-K1]•

intrucit

Y(s) -= —G(s) U(;), 	 (3.57)
--

prin inlocuirea relatiei (3.53), luata in transformate Laplace, in (3.37)
se obtine

Y (s)	 G'(s)U(s),	 (3.58)
uncle

(s) 	 G( 

1 ± KiG(s).

- 6
(3.59)
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este real _pozitiva.

Fig. 111.32. Structura sistemului automat neliniar
pentru eeorema 21 (criteriul cercului).-

In acesi fel s-a obtinut un nou sistem automat neliniar cu schema
bloc structurala de fcirma celei din fig. 111.29, a, dar in care partea
liniara este (3.59) i partea neliniara are expresia (3.56) cu conditia de
sector [0, K2 - Kl] sau [e, K2 K1].. Pe aceasta gale problema stabi7
litatii absolute pentru clasa de neliniaritati C[Ki , K2] se reduce la apli-
carea teoremelor 17-20.

Al doilea mod de abordare este legat de _o modificare structural
in schema bloc a sistemului automat neliniar §i anume : pentru G(s)
se considera realizarea minirnala de ordinul n

= Ax — bu, t e	 x e Rn ,	 (3.60)
y	 cx, ,	 y R,	 (3.61)

jar reactia neliniara este de forma, fig. 111.32,

u = f(x) y,	 (3.62)

uncle f(x) este o functie scalara de starea x §i satisface conditia

< f(x) < K2, X e Rn.	 (3.63)

Teotenia 21. Fie sistemul automat neliniar cu structura din -fig.
in care partea liniara este descrisa de (3.60), (3.61), cu G(s)	 c(Is
§i partea neliniard este de forma (3.62),' cu (3.63).

Atunci sistemul automat neliniar are punctul de _echilibru y
glObal asimptotic stabil daca functia

2G(s) + 1
F(s) =	 (3M

KiG(s) + 1
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Foarte interesanta este forma grafic5 a teoremei 21, dare .justifica
de altfel i numele sub care este. cunoscuta.

Din conditia 3° a definitiei 7 inind seama de (3.64), se obtine

K2G(jco)	 + 
Re

	

	 0, co ?„ O.	 (3.65)
KiG(jco) + 1

inlocuind mai sus G(j) = ,v(co) + jw(co), I dupa calcule relativ ,simple,
r ezult a inecuatia

K1K2 (v2 + w2) + (K1 + K2)11 + 1 O.	 (3.66)

Din punct de vedere geometric, in planul (v, w), inecua ia (3.66)
reprezinta un disc circular D cu centrul

C(—(K1 + K2)/2K1K2, j0),	 (3.67)

de raza Y == (K2 - K1)/2KIK2 si care are punctele (-1/K 1, j0)
(-1/K2, j 0) diametral opuse.

Conditia (3.66) este , echivalenta cu aceea ca locul de transfer G(jco),
0, sa ramina in iniregime in exteriorul discului D daca K1K2 > 0

si sä fie in intregime situat in interiorul discului D daca. K1lf2 < 0.
In afara de con ditia 3° mai trebuie sä fie satisfacute i conditiile 10

si 2° din definitia 7. Dupa cum s-a aratat, acestea pot filnlocuite cu aceea
1

ca polinomul G(s)	 ---+G(s)	
1

sa fie hurtwitzian. intrucit ze-
'K1	 K2

rourile acestui polinom coincid cu polii fractiei

G(s)
+ K2 +G()

2K K1 2

se poateiaplica criteriul Nyquist (teorenta 6 de la 11.3.2.1) utilizind tot
hodograful G(jco). Conditiile 1° si 2° din definitia 7 sint satisfacute daca

numai daca locul de transfer G(jco) inconjoara punctur C, relatia (3.67),

In sens pozitiv de n++ 
1
-- no ori atunci cind co creste -de la — oo a + oo,
2

unde n, si no sint numerele de poli ai lui G(s) in semiplanul Re s > 0
respectiv pe axa Re' s 0.
Avind in vedere toate aceste caracterizari de natura grafica se poate

enunta o forma echivalenta a teoremei 21.

Teorema 22 (criteriul cercului). Fie sistemul automat neliniar cu struc-
tura din fig. 111.32, in care partea liniara este descrisa de (3.60), (3.61),
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cu G(s) = c(Is — A) -1b .§i,avind d_, poli in Re s> 0, , respectiv no poli
pe Re s = 0, si partea neliniara este de forma (3.62), cu (3.63). Atunci .
sistemul automat neliniar are punctul de echilibru y=0 global asirnptotie
stabil daca locul de transfer G(jco) inconjoara centrul discului (3.66) in•

sens pozitiv de n + I no on atunci cind 0.) variaza de la — co la + co(
2

si pentru K1K2 >0 (K1K2 <0) este complet in exteriorul (interioruli
discului (3.66).

Criteriul cercului constituie, intr-un anumit sens, o generalizare a
criteriului Nyquist deoarece pentru K2 --* K1 primul reproduce partea
suficienta a celui de al_ doilea.

Teorema 22 ramine valabila si pentru cazul in care functia f depinde
si de timp si ea se aplicà in special,pentru determinarea constantelor K1
si K2 , care dau o forma concreta conditiei (3.63), prin trasarea in Planul
locului de transfer G(jo)), daca este posibil, a unor cercuri cu centrul
pe axa reala astfel incit sä fie satisfacute conditiile teoremei 22.

Exemplul 3.11. Se considers, un servosistem de pozitionare cu struetura din fig. 111.32 -
1in care G(s)= 	 . cu a > 0 si neliniaritatea (traductorul de pozitie) se carac-

s(s + a)
terizeaza. prin sensibilitatea

-
f(y,	 = k 	 eg(y, 51).

Functia g (y, y), care satisface conditia de marginire

_ g(y,	 (y,	 R2,

evidentiaa erorile sistematice, constructive si aleatoare pe care le introduce in regini
dinamic traductorul de pozitie. 	 •

Se cere sl, se determine in planul parametrilor k 0 si ee R domeniul pentru
care y	 0 este global asimptotic stabill.

Locul de transfer G e R este reprezentat in fig. 111.33. Toate cercurile care
se pot trasa la stinga verticalei -1/a 2 pot avea diametre arbitrar de mari. Asimptota
inasi. este un cerc de diametru infinit. In aceste conditii y = -0 este global asimptOtic
stabila daca. 9 < f (y, .50 < a2 . Aceast6, dubla inegalitatel este satisfacut5, pentru k .> lel
si k < a2 — e 'cut jrJ < a2 , domeniul D' in fig. 111.34.

Pentru cercurile care pot fi tangente la locul de tiansfer G (j,cd) diametrele crese
pe ma'sura. ce centrele lor se indepArteaza de origine, spre stinga. Considerind

— J	 §1. K2	 k	 lel si tinind seama

v (9) =. Re G0(.0 — te.)(o) — Im G(jw)
2 + a2	 , 2 ± a2)
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Stabil itate
abs luta

ea.

C2 a2 .kr.	 +

-a2/2	 02/2

Fig. 111. 34., Domeniul parametric de
stabilitate absoluM la exemplul 3.11.

I.

Fig. III. 33. Aplicarea criteriului cercu-
lui la exemplul 3.11.

din (3.66) rezultA

p)4 - (a2	2k)	 2. c2	0, w e

Aceasta inecuatie este ,satisfAca6, pentru once e R (lac& si nurnai daa k
?....c2/a2	 a214. Intrucit de fapt K1 <f (y, 5.0 < K2 , rezulta, c. domeniul cores-Pun-
ator este k.> e2la2 a2/4, domeniul D" in -fig. 111. 34. Solutia cantata este in mod
evident D' u	 fig. 111.34.

3.3.6. Criteriul 'Popov pentru sisteme discrete

Schema bloc structurala a unui sistem automat neliniar discret are
in principiu forma din fig. 111.29, ,a, in care partea liniara contine struc-
tural si un element de esantionare-memorare Cu perioada T (v. 1.1.4.8).
Ca urmare partea liniara se caracterizeaza prin functia de transfer in z
G(z) sau prin G*(s) G(z)1,,Ts (v. anexa B).

Primul rezultat care a extins criteriur- Popov la cazul sistemelor
discrete este urmatorul, [T 2]. *

`/2‘

Teorema 23 (Tipkin). Fie sistemul automat neliniar u structura
din fig. III. 29, a in care partea liniara este descrisa de G*(s), corespun-
zatoare functiei de transfer G(s) care are toti polii in Re s< 0, if E C(0,10.
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Re G*(jio)-- 0,	 e [0, —
21 

•
K .

1

Este evident ca acest rezultat este, intr-un anurne sens, i o extindere-
a criteriului Nyquist pentru sisteme discrete (v. teorema 12 de-
la 11.3.4.1).

Pentru cazul in care G(s) are poli §i in Re s 0 s-a obtinut un rezultat
de stabilitate absoluta, dar pentru f€ Cg1, K2). Conditia frecventiala
(3.68) se aplica acum functiei

G* (s) 
—(s) 

1 -j2- KIG* (s)

care se obtine exact in ace1a§1 mod in care a fost, obtinuta functia (3.59
§i anume prin introducereá variabilei

it* (1)	 u* (t)' — KLY* (t)

a neliniaritatii

7CY* )	 KLY*.

In acest fel 7€ C(0 ,„ ) , unde K K2 -

Dad. G(s) nu are poli in Re s > 0, K1 este posibil sä fie arbitrar de
mic ceea ce inseamna ca se poate considera. sectorul (0; K) §i sä se aplice
conditia frecventiala (3.68).

Exemplul 3.12. Se consider& un servosistem de pozitionare in care partea liniarI
1	  cu a > 0, precedat

s(s + a)
contine un servomotor cu functia de transfer G(s)

de un element de esantionare cu perioacla T, si partea neliniar6. este f e C1 K2).
Se cere sa. se determine constantele K1, lc
Dup& cum'se stie functia de transfer in z corespunzatoare lui G(s) ete (v. anexa B

G(z)
(1— e ar) z

=
a(z — 1)(z — e-ar

Atunci sistemul automat neliniar este al3sOlut stabil daca
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-1/Kp
caz1T/T

urz2Trit jIM

caab

Aplicarea
riului TiPkin la exem-

plul 3.12.

din (3.68) se obtine
1-	 •

Kp < NH.

intrucit

•	 Inlocuind neliniaritatea cu un element liniar de forma
f (y*)	 hy*, sistemul automat liniar se caracterizeaz1
prin polinomul polilor

1— e-a(z)	 z2	 1	 e-aT k 	 )z	 e-ar.
a

Utilizind scriteriul Jury-Blanchard (teorema 17 de
la II. 1.2.3.) se obtine conditia de stabilitate asim-
ptotica

2a11 + e-a7)0 < k < KH —

'Se deduce cl se poate adopta K, arbitrar de mic si
K2 < KR. in aceste conditii f € C (o'4(2) si se poate folosi
conditia . frecy,entiala (3.68). putem scrie

( 1 — eliT) ejn)	  •
a(eiTP — 1)(ejr' — e-aT)

Hodograful corespurizator este reprezentat
fig. 111.35.

-	 _ e-aT

no — — — +	

0.....563‘..is

min Re G*(jca) = Re G*(jca) 1 6)=e =

1 1	 (cos Tco — e_aT )e-aT	 1

i L=0 
sum --

1 -I-e-ar
aT)	

1.... (
a 2	 1 + e-2a7 2e-arcos -To) 2a(1—e- Kp

3.4.7. Stabilitatea absoluta pe componente

Se considera sistemul dinamic descris de ecuatia

f(t, x), t e R+, x e	 (3.69)
cu conditia initialà x(to) = xo §i punctul de echilibru x = 0.

In conformitate cu atributele uzuale ale sistemelor dinamice se
poate afirma cä starea x a sistexnului (3.69) trebuie sa evolueze, de
regula, numai intr-o submultime compacta (inchisa §i marginita)
X C IV. 0 caracterizare in acest sens a sistemelor dinamice liniare
constante pe baza metodei invarianfei de flux, [P 3-4], a facut obiectul
lucrarilor [V 2-8]. Vom arata in continuare ca este posibila extin,derea
respectivei caracterizari §i pentru sistemul neliniar (3.69) [V 13].
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Pentru abordarea prob1mei de rnai sus §i pentru prezentarea rezul-
tatelor intr-o forma concisa se fac mai intii citeva conventii privitoare
la notatii §i se clefinesc clementele necesare trat5rii problemci propuse.
Fie v (v i ) §i w = (w,) doi vectori din R". Se noteaz5 prin v vectorul
cu componentele	 i prin v w (v < w) sau prin v w (v > w
inegalitatile vw 1 (v i <wi) sau respectiv v, w i (v, >m,), i	 1, ..
n. Fie Vc RTh .o submultime compacta Si fie z (z1 ,	 zn) un anumit
punct din V. Se noteaza prin e; operatorul care fixeaza pe cp: 	 R"
In z e V de o maniera diagonala, adica e;{cp(v)}
•••, ?z(V1, ••., va_1,	 Vi+1, •••, vn), •.., cp.(vi ,	 vn_i , z.)7. Se mai noteaza
prin max e;{9(v)}, v e V. vectorul cu componentele max cpz(vi, 
..., v.), i	 1, ...,n, v e V.

Fie y: R f --+ Rn o functie diferentiabila cu componentele yi
y(t) > 0, t e R+, §i hiperintervalul dependent de timp

X(t) ={v eRn; I v1<y(t)}, te R.	 (3.70)

intrucit vonf studia *evolutia starii sistemului (3.69) in X(t) sub
aspectul stabilitatii, se impune ca y(t) sä alba proprietatea n

lim y(t)	 0.	 (3.71)
t—.0

Definitia 8. F'unctul de echilibru x = 0 al sistemului (3.69) se nu-
me§te asimfitotic stabil fie componente in ?Owl cu y(t) (ASCy) daca
pentru once to e R+ i pentru once xo e X(to) r5.spunsul sisternului sa-,
tisface conditia

x(t)1<y(t), t> to 	 (3.72)

In conditiile in care functia f din (3.69) satisface conditiile de
existenta §i de unicitate de la 1.2.2 i in conformitate cu [P 3] x = 0
este ASCy daca §i numai daca X(t) este invarianta pentru sistemul
(3.69), respectiv daca §i numai daca

lirn h-1 d(v _+ hf(t , v); X(t)) 	 0
/0,03

pentru once (t, xo) e R+ x X(to). Prin d(v; V) s-a n,otat distanta
v e R4 la submultimea V c R".

Teorema 24; Punctul de echilibru x= 0 al sistemului (3.69)
ASCy daca §i numai daca

max [ev+-Y {±f(t,	 --.— ,^it(t)]
t>o	 —

I 1) 1-<Y

0.
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'D .

	

	 virtutea formei particulare a, hiperintervalului 3.70y re-
(3.73) este ethivalerita Cu

— y(t) — hflt) — hr(h) <v hf(t, v) hr(h) <

< y(t)	 (t) ;1- hP(h),	 •	 (3.75)
pentru once (t, v) e R x X(t), pentru h > 0, suficient de mic, si pen-

-fru anumite functii r: R+ r R+ R" P: R+ R", cu r(h) —* 0,
r(h) 0 0 i(h) —+ 0 pentru h 0.

Inlocuind V succesiv in (3.75) cu (± y1.(t), v2,	 vn),
y i(t),	 vs),	 v1_1, ±-rn(t)) §i simplificind prin h > 0

rezulta ca. (3.75) este echivalen,ta cu

eiN±f(t,	 (t)}	 (3.76)
pentru once (t, v) e R x X (t) , in care semnele care preced pe y i I
trebuie sa coincida. In aceste circumstante este evident ca (3.76) este
echivalenta cu (3.74). M

-Este u§or de observat ca inegalitatea (3.72), sub conditia (3.71),
poate fi indeplinita i numai dacà punctul de echilibru x 0 este asim-
ptotic' stabil. In consecinta inegalitatea (334) este o conditie suficienta
de stabilitate asimfitoticci a punctului x 0. Mai mult, multimea

XAS	 e Rn ; l vi < max y,(t)}
R+

este una din regiunile de stabilitati asimptoticci a, punctului de echilibru
x = 0 al sistemului (3.69).

In acest context, evident, se poate pune i problema
asimfitotice globale fie comfionente a punctului de echilibru x = 0. Se
pot identifica mai multe posibilitati_ de definire consistenta ,a ei. Una
dintre cele mai simple, 0 naturale- este urrnatoarta..
• Definitia 9. In definilia 8 se inlocuieste y(t) cu py(t), p 1. 8i-

, stemul dinamic (3.69) se numeste ASCy (x =0 este global ASCy) daca.
x 0 este ASCy pentru price p L

Teorema ' 25. Sistemul dinamic (3.69) este ASCy dad i numai
dad

max [--' 1, 7 {± f(t, ' pp)} — -i(t)1<. 0.
t?-...0
v I

P,

Ca si mai sus, ,este evident ca. (3.77) este o conditie suficientà de
stabilitate asimfitoticil globala a punctului x = 0.

Rezultatul enuntat prin teoreina 25 generalizeaza cea ce sa obti-,
nut in [V 2-73] pentru sistemul

= Ax, I e R+, x

(3.77)

(3.78)
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in care A este o rnatrice -(n x n) reala, cu elemente constante. Forma
particulara corespunzatoare a teoremei 25 este urmatoarea. -

Teorema 26. (Voicu). Sistemul dinamic (3.78) 'este ASCy daca
numai daca

max [Ay(t)	 (0] 0.	 (3.79)
R+	 -

Privitor la notatia A amintim ea... ea a lost definita-la 11.2.1.1,
relatia (2.25).

Dupa cum s-a aratat in [V 2-3], pentri sisternul (3.79), stabili-
tatea asimptotica pe componente este echival

it
enta cu stabilitatea expo-

nential asimptotica pe eomponente. Definitiile acestui tip de stabilitate
caracterizarile corespunzatoare ale sistemului (3.69) sint urmatoarele.

Definitia 10. Punctul de echilibru x 0,a1 sisternului (3.69) se
numeste EASC (E = exponential) daca exista a > 0 (vector) si > 0-
(scalar) astfel incit pentru once to e R . i pentru once xo, Cu I xo 1<.‘ex,
raspunsul sistemului satisf ace inegalitatea,

(3.80)I x(1) ‹ ,x	 t to.
Definifial 11. In definifia /0.se inlocuieste cu pa, -p 	 1. Sisternul •

dinamic (3.69) se numeste EASC (x 0 este global EASC) daca x =-- 0
este EASC pentru oricep 1.

Teorema 27. Punctul de echilibru x = 0 al sistemului (3.69) este •
EASC dacã i numai daca

max [eol	 {± f(t, v e- 0 )1] < — c.	 (3.81)
10.4e,

Teorema 28. Sistemul dinamic (3.69) este EASC daca i numai
dac5.'

max
 [-

1 ot e i .{±f(t, pv e-09}1 —P	 (3.82)
p

IvLcc	 .5

P>1

Pentru a , introduce in mod natural notiunea de stabilitate absolute',"
pe componente vom prezenta, in conformitate cu [V 2-3], o caracteri-

, zare a sisteniului (3.78) in legatura cu definitia 11.

Teorema 29. 'Pentru sistemul dinamic (3.78) urrnatoarele conditii
sint ec4ivalente:

1° Sistemul (3.78) este.EASC;
2° Am< - pc;
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P1
30 o<p< min( --azi — ---E Lao! cc, ,

ai .7=1
i01

	

unde a i oc, i, j -= 1,	 sint elementele lui A si respectiv com-
ponentele lui cc;

'4° Act < 0;
5° . —A este o M-matrice (definitia .lui —A ca M-matrice este

—A« > o):
6° A este harwitziana;

7° U G2 (44,c ) c {s e C ; Re s < o},

• unde Gt(A c() sint discurile lui , Gliersgorin asociate matricii A 6,
(v. 11.2.1.1, relatia (2.20));

8° (-1) kA, > 0, k = 1,	 n,
unde Ak sint rninorii principali diagonali ai matricii A;

9° (— A) l 0 (toate elementele sint nenegative).

Forma de inegalitate a conditiei (3.82) sugereaza o posibilitate de
abordare a problemei stabilitatii sistemelor dinamice neliniare matri-
ceale

F(t, X) x, t e 12±, x e Rn,	 (3.83)

in care F (t , x) este o matrice -(n X n) continua si adecvat marginita.
Pentru scopurile noastre marginirea lui F(t, x) trebuie inteleasa

in senstil urmator: exista cc > 0 (vector), (3 > 0 (scalar) si o matrice
constanta A astfel incit

	

pv	 <A, t e 12+, I v	 ct, p >1,	 (3.84)

In care .ev± " se aplica fiecarei , coloane a matricii P i inegalitatea intre
matrici are semnificatia de inegalitate intre perechile omoloage de
elemente ale matricilor.

Evident, exista, o clasa nevida gA de mafrici F(I, x) care satisfac
(3.84). in aceste conditii sistemul (3.78) • se numeste e-majorantul
liniar fie comfionente a sisternului (3.83).

Definitia 12. Sistemul dinamic (3.83) se numeste absolut stabil pe
comfionente daca el este EASC pentru erice F e gA.

Teorema 30. Sistemul dinarnic (3.83) este absolut stabil pe corn-
ponente daca i numai daca e-majorantul liniar pe componente
(3.78) este EASC.
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D. Suficienla. Se observa mai intii ca pentru Le 12+,

p1,i F SFAputern scrie

{±,F(t, pv et) v}	 IP(t, pv e—P)ocl

en.P(t, pv e—Pla<Acc.

Daca (3.78) este EASC, atunci, in conformitate cu (3.85), §i cu 2°
de la teorema 29, se poate scrie

	

{± F(t, pv e —ot) v} <	 f3cx

pentru t >0, I v < a, p 1 §i F e gx. Avind in vedere teorema 28
(aplicata sistemului (3.83)) §i definifia 12 rezulta Ca sistemul (3.83).
este absolut stabil pe componente.

Necesitatea este evidenta dad. se adopta F(t, x) = A.. N

Pentru o clasa de sisteme dinamice de forma (3.83), care descriu
anumite procese tehnico-economice, ecologice, biologice (farmacocine-
tice) sau circuite cu tranzistoare, prin aplicarea metodei directe Lia-
punov, Siljak a studiat stabilitatea asimptotica conectiva, [S 5]. Defi-
nind clasa de matrici 1t pentru care F(t, x) <A, t e R, x e Rn, in
[S 5] se da o caracterizare a sistemului (3.83) in termenii
exponential absolute §i conective" conform careia sta.rea sistemului
poate fi evaluata prin

Ilx(t)11<k e—ect—top	 t to;	 (3.86)

unde 11'11 este norrna euclidiana, k >,0 (dependent de componentele
lui a) §i 0 < 6 .4 (3„.x. In acest context trebuie sä remarcam cä daca
(3.83) este absolut stabil pe componente atunci el este §i exponential
absolut i conectiv stabil deoarece evaluarea temporala detaliat'a (3.80
implicä evaluarea (3.86). Cu toate acestea clasa gx este mai larga
decit clasa OlLx. Pentru justificarea acestei afirniatii vom examina un
exemplu.

	

Exemplul 3.13. Se considera (3.83) cu n=1 si	 1. Pentru F(t,x)Z.'—e2t ixI
avem F Sfft_i 'deoarece	 e24 I x < o, t 6)2+, x e R, adica F e eito; evident eT(.0 nu
poate fi o elm& pentru care (3.83) este exponential absolut si conectiv stabil. in
acelasi timp pentru a= 1 i 3=1 avem F e	 deoarece --Pe2te- t 1, t eR4 , p>1.
Realmente, solutia Cauchy a sistemului	 —e2 Ix x este x(t)=2,x0/[2	 (e —e2t0)],

	

si ea satisface conditia Ix! < p e—(t -- to), t	 0, pentrii once Ixo! p; p
adia sistemul considerat este EASC.

(3.85)
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Capitolul IV Tehnici de analiza
a stabilitatii
sistemelor automate
multivariabile

1. Sisteme automate, multivariaiAle liniare

' In, capitolele II si III s?-au avut iii vedere in primul rind sistemele
automate monovariabile. Metodele de analiza a stabilitatii expuse
acolO se aphid., in anumite ,conditii, si sistemelor automate multivaria-
bile. Precizarn cà priri sisteme automate multivariabile se inteleg Siste-

,-niele cu mai mph de o marime reglata i cu mai 'huh de un circuit de
reactie negativa.

Faptul cà astfel de sisteme se intilnesc tot -mai frecvent in practica
inginereasca i cà metodele de analiza si de sinteza dezvoltate pentru
sisternele automate rnonovariabile nu conduc intotdeauna la rezultatele
scontate sau ni. se pot aplica in formele lOr originare a avut ca urmare
elaborarea Unor...metode specif ice sisternelor automate rnultivariabile.

- Ca eXemple de sisteme automate multivariabile se pot aminti trma-,,toarele:
—Reglar'ed autOmata a unui bloc turbina-generator sihcron func-

tionind in regim insular, situa.tie in care se regleaza frecvehta si ten-
siunea.

- Reglarea automata a unui generator de abur. In acest caz este
vorba despre un sistem cu un numar mare de,marimi reglate si de reactii.
Principalele marimi reglate sint:-debittil de combustibil, debitul de aer
de ardere, depresiunea in focar, continutul de oxid de carbon in gazele

• arse, nivelul apei in tambur i presiunea aburului produs.,
—Reglarea automata a unei coloane de distilare, situatie in care,

obisnuit, se ,regleaza nivelul i temperatura unui fluid.
• — Climatizarea automata in spatii de lOcuit sail.   in spatii in care

s se aplica tehnologii speciale. In acest caz se regleaza temperatura
hmiditatea aerului.
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+7.t	 lAvi	 lc /1	I Ise
Fiji"( /-3"1

P •-• L----J s.1

k12

1-2s +1

v2

Pentru a putea a.precia complexitatea problemelor care se 'pun la
• reglarea automata a unor sisteme multivariabile vont examina un

exemplu sunplu.

Exemplul 1.1: Se considera sistemul cu schema functional-tehnologica din fig. IV. 1, a,
care se foloseste pentru a realiza amestecul a don& lichide miscibile. Se presupune
temperaturile lor, 01 si 02 , sint p on st a nte, cu 01 < 02. Debitele q, §i q2 pot fi modificate
prin ventilele V 1 i V2, respectiv prin marimile corespunzatoare de comanda v 1 si vi.
•Marimile reglate ale sistemului sint teMperatura 0 si debitul q ale amestecului de fluid.
Evident, aceasta' reglare poate avea loc numai prin comenzile v 1 si v2 pe baza masurarii
adecvate a marimilor 0 si q. ,

Fata de un regim de functionare dat, pentiu micile abateri stationare ale tuturor
marimilor putem scrie

Og	 k11 Av iv	 k12 'Av28

— — k21 Avi s	 k22 60122,

unde k ij > 0, i, j , 1, ..., 4, si indicele s pune in evidenta faptul ca relatiile de mai•sus
se refer& la regimul stationar.

Comportarea in regim dinamic a sisternului difera de cea corespun,zatoare' regimului
stationar. Variatiile V1 si Ai./2 ii manifest& efectul asupra lui AO cu anumite intirzieri
caracterizate prin constantele de timp T,, si T2 . Asupra lui Aq va.riatiile Av 1 si 60,2
nu se manifesta cu intirziere atita timp cit fluidele in cauza, sint incompresibile. in
aceste conditii, in • transformate Laplace, sistemul considerat este descris de ecuatnle

• Ae (sr — 1'11	 V.2 (s)	 k12	  V2(s)
d- 1	 To + 1

• AQ(s) = —k21 A Vi(s) k„ AV,(s);

Schema bloc structurala a sistemului este reprezentata in fig. IV. 1, b (numai conexi-
unile trasate cu 1irie continua). Ceea ce rezulta cu evident& din aceasta schema este

Iv	 TC
oi 	 ri 1
•—10.
ci t 	 9

V2 
92	 q

q2

Aqp	 r-- —tv2
R2 (s)

t-

Fig. IV. 1; *Sistem pentru •amestecarea a doul lichide:
a — schema funcrional-tehnologica: V,,V,— ventile; TC — termometru; D — diafragma;
b	 schema blcc'structorala a sistemulti cu reglare automata de temperatura si de debit.
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GR(s)

faptul cäAv, i Av2 influenteaa, sinaultan mlrimile reglate AO qi Aq. Acest fapt se
datoreqte cuplajului intern al sistemului.

Conform schemei din fig. IV. 1, b, Gm(s) este regulatorul , de temperatur5, qi GR2(s)
este regulatorul de debit. Pentru AO > 0 primul regulator determing, rAcirea amestecului
de lichide prin creqterea debitului q1 al lichidului mai rece, jar pentru Aq > 0 eel de al
doilea regulator determina reducerea debitului q2 al lichidului mai cald. Este foarte
clar c cele doul regulatoare nu pot actiona independent. Once variatii, atit ale tern-

, peraturii 0 cit qi ale debitului q, atrag chip& sine actionarea ambelor regulatoare datoria
cuplajului intern al sistemului.

1.1. Tehnici de localizare a polilor
,

1.1.1. Determinantul caracteristic

Schema bloc structurala standard a uniii sistem automat multi-
variabil are forma din fig. IV.2, in care Gp(s) este matricea de transfer
a partii fixate (elementele de executie, instalatia automatizata §i traduc-
toarele) §i GR(s) este matricea de transfer a regulatoarelor. Elernentele -
acestor matrici sint fractii

Conform fig. IV.2 ecuatiile care descriu functionarea sistemului sint

Y(s) = G,(s)W(s), (1.1)

W (s) =GR(s)U(s), (1.2)

U(s) = V(s)	 Y (s), (1.3)

in care u, y, y e 12'n §i w are dimensiuni arbitrare' §i matricele GB(s)
As) au dimensiuni adecvate.

Relatia intrare-ie§ire se obtine eliminind U(s) i W(s) intre ecua-
tiile (1.1)—(1.3). Putem scrie succesiv

Y (s) = Gp(s)GR(s) [V(s) — Y (s)],

[I + G(s)G(s)] Y(s)	 G,(s)GR (s) V(s),	 (1.4)

in care I. este matricea unitate
de ordinul m.

Din (1.4) rezulta
Y(s) = Go(s)V(s), 	 (1.3)

in care s-a notat Cu
Fig. IV.2. Schema bloc 'structurala a unui

sistem automat multiVariabil. 	 Go(s) = Elm ± G(s)]-1- G(s) (1.6)
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• matricea de transfer a sistemului automat, jar in (1.6)
G(s)	 G,(s)GR(s)	 (1.7

este matricea de transfer a sistemului deschis.
Precizam cã la explicitarea lui Y(s) din ecuatia (1.0 s-a presupus c5.'

F(s)= det [I.	 G(s)] 00, s e C,	 (1.8)
fapt care asigura existenta inversei Elm + G(s)] -1 pentru s e C exceptind
zerourile lui F(s).

Fie Po(s) numitorul coniun al tuturor minorilor matricii Go(s).
Conform celor aratate la 1.6.4.1, Po(s) este polinomul polilor sistemului
automat. In legatura cu stabilitatea IMEM, pe baza definifiei 1 §i a
teoremei 2 de la 11.1.1 se poate formula urmatorul rezultat.

Teorema 1. Sistemul automat multivariabil cu structura din fig. /V.2
este stabil IMEM dacã qi numai daca polinomul polilor Po(s) este hur-
witzian.	 •

Exemplul 1.2: Pentru sistemul de la exemplul 1.1 se dau len = ki2 = 2, kw, =	 =

= 2, T2 = I i G52(S) • a
G/Z2 (S) = b, cu a> 0i b > 0. Se cere sä se determine

in planul parametrilor a, b domeniul de stabilitate IMEM.	 -
Conform schernei din fig. IV,. 1, b i relatiei ( 1.7) avem

2a	 2b
kir	 ki2

G(s) =[Tis + -
I 0	 GR2(s).1	 a

1	 T2s + 1 FRi(s)	
1	 s(2s +-1)	 s + 1 .

—k21

	

	 ko2	 — --	 b
s

In continuare, tinind seama de ( 1.6), obtinem
2a(b + 1).	 2ab

1	 s(2s + 1) '1- s(s + 1)

F(s)	 a

In care
F(s)= 	 b + 1 	 {2.0 ± 3s2 + ( 1 + 6ab + 2a)	 2a(2b + 1) 1

s
s(s + 1) (2s + 1) 	 b+ 1	 b + 1 1 .

inlocuind F(s) in Go(s) si efectuind calculele se obtine
1 	 ra[(3b + 1) s + 20. + 1]	 2bs(2s + 1)

Go(s)= 	 .
2(b + 1).130 (s)	 —a(s + 1) (2s -I-- 1)	 b[2s3 ± 32 ± (6a + 1) s + 4a]

in care
3

Po(s ) = +	 2 + _
( 1 + 3ab + al s + aPb + 1)

s' — s
2	 2	 b + 1 I	 b + 1

este polinomul polilor sistemului automat.
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b+  
.2ab	 2ab

' 

s(s + 1)	 s(2b + 1)

•v,
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—3
2

a(2b + 1) ,	 3,ab -E a	 3
+	 b, •+

a(2b + 1) 

b + 1

0

Matricea Hurwitz asociata, polinomului P s) este

; Conform teoremei 5 de la H. 112i tinind seama de faPtul ca'a > 0,'b > 0, conditia
de, stabilitate IMEM este

3	 (.3ab'-+ a)	 (2b± 1) 
> o,

	

2(b .+i)	 ,1

adin care se obtine 3 + 2(5b + 1) > o Pentru > 0, b > 0 aceasta% inegalitate este
b + 1

satisfacuta,', ceea ce inSeamna eh' sisternul considerat este stabil IMEM.

In afara 'acestui rezultät, exemplul considerat pune in .evidenta
, un fapt remarcabil i anume Ca zerourile 'lui Po(s) coincid -cu zerourile
lui F(s) deoarece

	

2(b	 1) 
F(s). = '	 Po(s).s(s + 1) ;(2s + 1)

Cum F(s) se' calculeaia mult mai tior decit PoN, utilizarea lui F(s)
pentru analiza stabilitatii se impune in mod natural. Este wr de
verificat ca in cazul sistemelor automate monovariabile zerourile lui
F(S) coincid intotdeauna cu cple ale lui Po(s). virtutea acestui fapt F(s)
se nume§te determinantul caracteristic intrare-iqire al sistemului automat
multiváriabil;

Desigur Arebuie sä ne intrebam in ce masura afirmatia „zerourile
lui F(s) coincid cu zerourile lui Po(s)" este adevarata in general. Pentru
a vedea concret ce relatie niai poate exista intre F(s) §i Po(s) se considera
tirmatorul exemplu.	 •

jExemplul 1.3. Fie un sistem automat multivariabil Cu

1	 1
s — 21

G(s)
1

0

.324 •

M
iha

il V
oic

u 

Tehn
ici 

de 
an

ali
ză

 a 
sta

bil
ită

ţii 
sis

tem
elo

r a
uto

mate
. E

d. 
Tehn

ică
, 1

98
6.



1 ' 	 1
1+—

F(s) — det	
s	 s 7 2	 (s + 1)2

•1	 s2
1 +

	

	 -
s-

4
Se cere,s5, se determine F (s) i Po(s) i sá se analizeze stabilitatea IMEM a siste-

mului.
' Avem

Pe de alta parte, conform relatiei (1.6), putem scrie

s + 1	 1	 -i	1	 1
1

	

	 s	 s — 2	 —
Go(s)=

0	 s 4- 1	 0

Urmeaza a,
Po(s) = (s =1-- 1) 2 (s — 2),

ceea ce inseamna ca zerourile lui F (s) coincid numai cu o parte dintre zerpurile ii Po(s).
Evident, sistemul considerat nu este stabil IMEM deoarece Po (s) nu este hurwitzian.

Pentru a vedea din ce motiv sint posibile diferentele puse in evi-
dentà intre multimea zerourilor lui.F(s) i . multimea zerourilor lui Po(s)
fie •

= Ax Bu, t R, x e Rn , u ERtm, 

	

y = Cx + Du, y eRm ,	 (1.10)

o reprezentare intrare-stare-iesire a sistemului deschis din fig. IV.2;
in care A, B, C, D sint matrici de dimensiuni adecvate. Evident,

G(s) = C(Ins	 A) -1 B	 D,	 (1.11

In care I este matricea unitate de ordinul n.
Conform schemei bloc structurale din fig. IV.2 la ecuatiile (1.9),

(1.10) se mai - adauga ecuatia comparatorului •

	

v — y.	 (1.12)

Pentru a obtine reprezentarea intrare,-stare7iesire a sistemului auto-
mat se inlocuieste (1.12) in (1.9), (1.10) dupa care se elirnina y din prima,
folosind-o pe a doua.

Dup5 calcule relativ simple se obtin ecuatiile

=Ax Bov,	 (1.13)

y	 Cox	 Dov,	 (1.14)

1 1 s2

s-2 's ± 1 ' (s+ 1) 2 (s — 2)

1 '
1

s 4- 1S
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in care
Ao A — B(I	 D)-1 C,

Bo = BtIm — (I. +	 D],

Co --- (I. + D) -1 C ,

Do= (I.+ D) -1 D.

Evident, se presupune cá det (I. +
Fie

A(s) det (I.s — A)
polingmul caracteristic al sistemului deschis §i

•	 Ao(s) = det (Ins —
polinomul caractefistic al sistemului automat multivariabil.

(1.15)

-(1;16)

(1.17)

(1.18)

Luna 1. (Hsu-Chen). intre F(s), 41(s) §i As(s) exista' relatia
k

F(s) 
F(oo)	 A(s) 9

unde F(co) = det(Im ± D) O.
D. Pe baza relatiilor (1.8), (1.11) putem scrie

F(s) det [I. ± C(I — A) 1 B + DJ.	 (1.19)

Utilizind o formula a lui Schur (v. anexa E), (1.19) poate fi pusa
sub forma

F(s) =	 det
, [I ns — A	 B 1

—CA( 8)	 + D
Facind apoi un artificiu de calcul, a§a cum se arata

Dr] det 
[Ins  — A

dupa 'imnultirea determmantilor se obtine

1
=	 det 	 -

In —s A ± B(I.+ D -' C	 0

A(s)	
I=

-c	 + D
1

— det [I —A ± B(I. D)-1 C] :det [I. + D]. (1.20)
A(s)

F(s) —  I  det 
ri

A(s)

mai jos,
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TinInd seama de prima relatie din (1.15), de (1.17) si de faptul

	

F( co) = lim F(s)	 det	 D) 00,	 (1.24

din (1.20) rezult5. imediat (1.18).	 1111

Rezultatul (1.18) evidentiaza legatura care exista intre -valorile
proprii ale sistemului deschis, vaIorile proprii ale sistemului inchis
zerourile determinantului caracteristic intrare-iesire al sistemului auto-
mat. Este posibil ca A0(s) i A(s) sä	 zerouri comune i acest fapt
explica de ce unele dintre zerourile lui A-0(s) nu pot fi in acelasi timp ,
zerouri ale lui F(s). Cauzele care deterrnina existenta unor zerouri cornune
pentru A(s) si A0(s) sint legate, dupa cum se va arata in continuare, 'de
proprietatile interne ale sistemului deschis.

Lema 2. Toate valorile proprii ale partilor de stare necontrolabila
si/sau neobservabila' ale sistemului deschis din fig. IV.2 sint zerouri
comune ale polinoamelor A 0(s) iA(s).

D. Utilizind forma canonica Kalman (v. 1.6.3.5), conform clefini-
tiilor (1 .1 6) si (1 . 1 7), obtinem

A(s)	 det (11s -- An) det (12s — A 22) det (13s — Am) det (14s -- A44),

**	 (1.22)

A0(s) = det(Iis — A 11) det [I2s — A22 +

B2(I	 D) -1 C2] det (I3s —Am) det (14s — A 44),	 (1.23

In care An. A 33 §i A44 sin matricile de evolutie ale subsistemelor de
stare necontrolabila si/sau neobservabila, cornponente ale sistemului
deschis, i A 22, B2, C2 sint matricile care definesc subsistemul de stare
complet controlabil5 si de stare complet observabila. Examinind poli-
noamele (1.22) si (1.23) rezulta evident ca toate valorile proprii ale
matricilor A 11 , A33, A44 sint in acelasi timp zerouri comune ale poli-
noamelor A0(s) i A(s).

tnlocuind (1.22) si (1.23) in (1.18) si facind simplificarile posibile
In aceasta laza se obtine

	

F(s)	 A20(s) 

	

F(oo)	 A2(s)
in care

A20(s)	 det	 A22 + B2(ins D) C2],

A2(S)	 det[(I2s — An)]•

cA

(1.24

(1.25
(1.26
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v,
A2(s)=---- A(S) = S2 (s — 2),

0 1	 0
:40=000

to	
0 — 0	 1

002 . 01

0 — 1
0	 - 1 01 9

0	 — 1 2

r 101 -L-
L0 1 0]

Instabil
IMEM

V2

a

Pesigur cä flu avem nici un motiv sa afirmam c5. polinoamele 6,20(s)`
i. A2(s) sint intotdeauna relativ prime intre e1. Dupä cum vom ar5.ta

c-u ajutorui unui exemplu eSte ca A 20(s) i A 2(s)_s5. alba' zerouri
comune desi subsistemul caracterizat prin A22, B2 i C2 este de stare
tomplet controlabila si 'de stare complet observabila. 	 •

Exemplul 1.4. Fie sistemul automat multivariabil de la exemplul 1.3 cu sistemul
deschis descris de

31

i3

=1

[0	 0	 0] ix1

0	 0	 0	 x2I

0 .02 	 x3

1	 0

[:#

01
U2
ril

1

1

y1

3/al =1

I 0

0 1 d [21.
Se cere A. se determine A8(s), A20(s) §i F(s).

Mai intii vom observa c. sistemul deschis dat prin ecuatiile de mai sus este de stare
complet controlabilil si de stare complet observabila, deoarece rang € = 3 si rang e = 3.
in,aceste conditii avem

-120(s ) ,-=‘,Ao(s) = (s + 1)2 (s — 2).
Asadar

F(s) ' (s + 1)2

, ,--	 F(oo)

reiultat care s-a mai obtinut si la exemplul 1.3.

Fig. IV. 3. Sistem automat cu cuplaj intern incomplet
- (exemplUI 1.4).
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•

Pentru a raspunde la intrebarea de cc s = 2 nu se afl& printre zerourile lui F (s),
vom reprezenta schema bloc structural & a sistemului automat -- fig. IV. 3, a, tinind
seama -de expresia matricii de transfer a sistemului deschis data la exemplul 1.3. Se
rem_arca faptul cá cuplajul intern este incomplet si cg, printr-o transfigurare simpl& se
ajunge la schema bloc structural& din fig. IV. 3, \ .b, in care exist& o conexiune intrare-
iesire 'printr-un subsistem instabil IMEM.

Faptele prezentate mai sus ne permit sa formulam urinatorul rezul-
tat privitor la posibilitatea utilizarii determinantului caracteristic F(s)
In analiza stabilitatii IMEM a sistemelor automate multivariabile.

Teorema 2. Fie sistemul automat multivariabil cu -structura- din
fig. IV.2 cu toate elementele sistemului deschis 'stabile, IMEM sau
daca nu toate slut stabile IMEM atunci toate cele instabile IMEM
contribuie in F(s). Sistemul automat considerat este stabil IMEM daca

numai daca toate zerourile determinantului caracteristic slut situate
In semiplanul Re s < 0 al planului complex;

1 .1 .2. .Criteriul Rosenbrock

Ceea ce este tipic pentru studiul stabilit5.tii IMEM a sistemelor auto-
mate monovariabile este faptut ca rezultatele" de stabilitate ,deliberat
obtirnte pentru aceasta categorie de sisteme permit caracterizarea siste-
mului inchis ca stabil sau instabil IMEM, pe baza cunoasterii functiei
de transfer a sistemului deschis. Daca in cadrul analizei stabilitatii unui
sistem automat- acest aspect. pare a fi mai putin important, pentru siri- •
teza sistemelor automate (stabilizare, corectie) el este es'ential. Motivul,
dupà cum rezulta din cele expuse la ,1 I . 1 . I I, 1.1.7 §i 11.3.3 este acela
Ca stabilizarea unui sistem automat consta in modificarea structurii si/Sau
parametrilor-unei parti a sistemului deschis (in speta a regulatorului).
Desigur=ca, in virtutea acestei ratiuni, obtinerea unor rezultate de ace-
lasi tip si pentru sisteinele automate multivariabile este pe sdeplin
ran.. Mai mult, un atare lucru este si posibil daca avem in vedere' teo-
rema 2.

Un rezultat care a deschis o perspectiva in sensul generalizarii cri-
teriului Nyquist se baieaza pe urmatoarea definitie, [0 1].

Definitia 1. 0 matrice oarecare 111, patratica de ordinul n, cu ele-
mentele mo, i, j = 1, 2, ..., n, se numeste diagonal dominanta pe linii
daca exista un 0 i , cu 0 < Oi l< 1, i =- 1, 2,	 astfel incit

0, I	 I E 	= 1, 2,	 n.	 (1.27)
1=1
.7*z
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Re

I 905/1 •
'

J01 /
Fig. IV. 4. Interpretarea geometric&

a relatiei (1.12).

= 1, 2, ..., m, elemen-
tele matricii G(s). Pentru' a utiliza
conditiile (1.27) in taZul matricii G(s)‘
se definesc discurile lui Ghersgoriri
asociate liniilor inatricii G(s)

Dc(s)	 {X(s) C

A(S)	 gii(s)I	 E g,i(s) IL s e C,

jIm Planul A.is)

1,2 ..., m.	 (1.28),

• Dac'a s par'eurge un, contur inchis y atunci fiecare disc Di(s) se depla-
seaza in mod corespunzator in planul X(s), acoperind o anumita „banda"

•in respectivul plan.

• Definitia 2. Multimile

B =U D(s),	 1,,	 (1.29)
seyN

unde y, este conturul Nyquist (v. fig. 11.24), se numesc benzile Ghergorin
asociate liniilor matricei G(s).

Cu aceste elemente pregatitoare putem enunta i demonstra urm5.-
top' rezultat.

Teorema 3 (Rosenbrock). Sistemul automat multivariabil cu struc-
tura din fig. IV.2 este stabil IMEM daca sistemul deschis este stabil
IMEM si toate benzile Ghersgorin Bi, i = 1, 2, :.., In, ale matricii G(s)
nu inconjoara punctul (-1, j0).

D. Fie in planul X(s) discul D(s), fig. IV. 4. Pentru un SE '(N discul
Di(s) este o parte a benzii B. intrucit banda Bi nu ificonjoara. punc-
tul (-1, j0) din planul X(s), rezulta ca pentru once s eyN discul Dc(s)
satisface, conform fig. IV. 4, urmatoarea relatie geometria

I i	 g(s)I >ig,(s), 'i = 1, 2,	 m.
196i
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arg det G(jw) = arg H Xi(jco)
= - 00
	 J=1

	

6.1 = OD	 .

	= E
- CO 	= 1 

arg Xi(j(o)
co= + oo

=0

In aceste circumstan e matricea

g12(s)	 gi„,(s) 

g11 (s)	 , 1 -I- gii(S)

g21(s)	 1 	 g2tn(s) 
G(s)	 1	 g22(s)	 1 +22(S)

•
gmi (s)	 g.2(s) 

_1 + g(s) i ± gem(s)

este diagonal dominanta pe
Fie Xi(s), i ='1, 2, ..., m, valorile proprii ale matricii G(s). Discurile

lui Gher§gorin asociate lui G(s) (pe linii) slat

1 
D4(s)4 = {X(s) e C; IA(s) -- 1

	

	 I gij(s) I}, se C,	 (1.32)
I 1 + gii(s) I 1.--1

= 1, 2, ..., m.

Se §tie ca	 . 11.2.1.1).

IXI(S), X2(0,	 Xm(S)} g UD(s).	 (1.33),
s

Intrucit G(s) este diagonal dominanta rezulta ca discurile Di(s),
toate cu centrele in punctul (1, j0), au razele subunitare. Daca D„,„z(s)
este discul de raza maxima (dintre discurile Di, i = 1, 2, ..., m) atunci
Xi (s) e Dmax(s), i	 1, 2, ..., m, pentru (rite S E C. Pentru seyN valorile
proprii X(s), i 1, 2, ..., m, parcurg ni§te curbe inchise care slat con-.:
tinute toate in D„,„x(s) §i deci nu inconjoara originea planului X(s).
Conform principiului argumentului (v. 11.3.1) aceasta insearnna' ca

Fkv

(1.31)

gme.

(1.34)

Pe de alta parte determinantul caracteristic F(s), care, conform
ipotezelor prezentei teoreme §i conform teoremei 2, poate fi utilizat
pentru studiul stabilitatii IMEM a sistemului automat monovariabil,
admite factorizarea (v. relatia (1.8)

tn

F(s) = fl [1 + gii (s)] det G(s),	 (1•35)
1=1
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.ceea ce, tinind seama de (1.34), rinplic5.

	

?IS	 00
	

to	 oo

arg F(j)	 arg II [1	 gii (jo)]	 arg det G(j)

	

i=i	 CO= - OD
	

0) - OD

tos	 61= + co

• = E arg [l. + g ii(jco)]	 *-	 (1.36)
i=r	 0, - - co

Intrucit ga(s), i= 1, 2, ..., m, nu au poli in semiplanul Re s > 0
1 i benzile Bi , i = . 1, 2, ..., m, nu inconjoar5 punctul (-1, JO), rezulGi ca

arg 11 +g, i (j(o)]	 = 0,	 i --7-=• 1, 2, ..., ni. 	 (1.37)

Inlocuind (1.37) in (1.3): se obtine
co---+ co

arg F(j6))	 = 0,
I

CO= - 00	

(1.38)
\,ceea ce insearrina cil deterrninantul caracteristic nu are nici poll 1 nici

zerouri in semiplanul Re s > 0. Conform teoremei 2 -sisternul consi-

	

derat este stabil IMEM.	 III
• Exethplul 1.5. Se considera un sistem automat multivariabil cu

, G(s) =	
b
	 a, b€R.

is + 1 s + 3

s + 3 s + 2

1,	 a

Se cere sä se determine in planul (a, b) domeniile de stabilita e IMEM conform
teorernelor 2 ,si 3.'

Tinind seama de '(1.8) putem scrie 	 •

.	 1	 a

1	 s +, 1	 s	 3 .	 s3 + ,9s2 + (2r— ab) --1-1 27-- al)
F(s)	 det

1	 •	 (s + 1) (a. + 3)2

	

:1 + 	
s '+ 3	

„	
s + 2

•
Aplicind criteriul Hurwitz polinomului de la numaratorul lui F(s) (v. teorema 5 de

la II. 1. 1.2) obtinem

	

9	 1	 0

1—‘ 27 — ab 27 — ab ., 9 ' 
• •

	

0	 0	 27 — ab

din care rezulta conditia necesara ai suficienta de stabilitate IMEM \
,	 ab < 27.

,-
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1-; 4_ 	 1 	 )	 b 	 I	 coe
1

	jca + 2 t	 I jco -I- 3 I
1 -I-
	 1	 a

jo.) + 1
	

+. 3
de uncle' rezulta

-20 -15 -10 - a
15 20

Imaginea domeniului corespunzator acestei inecuatii este reprezentatA in fig: IV.5
Imaginile benzilor Ghersgorin sint date in fig. IV.6. Pupa cum rezulta din demonT

stratia teoremei 3 conditia ca benzile Ghersgorin ale matricii G (s) pentru a 0 1 si b	 1
sa nu inconjoare punctul (— 1, j0) implica (1.30). in cazul de fata aceasta insea,mn g, ca

n

	

,	 	

li

	

1 a I < min	 (6)2 + 42 ±	 9) 	 5 j < min  c2 + 9 =4,47,

	

weR	 ()2 + 1	 caelqco2 + 4	 •

Domeniul corespunzAtor kestei solutii este reprezentat in aceeasi fig. IV. 5.

Dupa cum rezulta•§i. din exemplul 1.5, teorema 3 este o conditie sufi-
cienta de stabilitate IMEM. In situatia in care ipotezele ei nu sint inde-
plinite (un caz frecvent este acela in care G(s) are poli in origine) nu se
poate face nici o afirmatie privitoare la stabilitatea IMEM.

Este u§or'de observat ca pentru o aceea§i matrice G(s) se mai poate
defini un set de benzi BT, i ------ 1, 2, ..., m, avind ca bald coloanele lui
G(s), respectiv considerind matricea GT(s). Intnicit F(s)= det [1.-1-G(s)]
---- det [1-„,, ± Gr(s)] rezulta ea se poate face '§i urmatoareaI afirmatie.

Teorema 4. Sistemul automat multivariabii cu structura din.fig. IV.2•
este stabil IMEM daca sistemul deschis este stabil IMEM §i toate ben-

20

*4'

ab=27, z

Stobititote
	 15

I M EM	 10

5

ab.27 -5	
ROSEN.BROCK

-10

-15

Fig. IV. 5. DomeRiul parametric de stabilitate
IMEM la exemplul 1.5.
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Fig. IV.6. Benzile Ghernorin la examplul 4.5.,

zile Ghersgorin BT, i = 1, 2, ..., tn, ale matricii -G(s) nu inconjoara
pundul (-1, JO).

Faptul cã rezultatul de mai sus rargeste efectiv posibiliatile de apli-
care a criteriului Rosenbrock se poate vedea utilizindu-1 in cazul exemplu-
lui 1.5. Fara a mai fi necesare calcule, i anume pe baza simetriei matri-
cii G(s) §i a rezultatelor deja obtinute, se trage conduzia c5. jal < 4,47
si I b < 4,562 Aceasta inseamna de fapt cá a I < 4,56 si I b < 4,56.

1.2. Tehnici frecventiale

11.1. Functiile 'caracteristice

Problema esentiala care trebuie rezolvata pentru generalizarea cri-
,' teriului Nyquist este aceea a determinarii, pe baza matricii G(s), a acelor

functii scalare q(s) care contin informatii cit mai complete privitoare la
stabilitatea IMEM, asa cum sint ele continute de polinomul
Po(s) sau de determinantul caracteristic F(s) (in conditiile teoti.emei 2).
Se realizeaza astfel, ca in cazul criteriului Rosenbrock, o comprimare
a informatiei continute de matricea de transfer G(s).
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Definifia 3. Functiile qi (s), s E C, i	 1, 2, ..., m, solutii ale ecuatiei

det [q(s) Im— G(s)] = 0,	 (1.39)

se numesc functiile caracteristice ale sistemului deschis, conform schemei
'bloc structurale din fig. IV.2.

In sens strict ecuatia (1.39) nu este altceva decit ecuatia caracteris-
tica a matricii G(s) §i qi(s), = 1, 2, ..., m, sint valorile ei proprii. In
virtutea acestui fapt putem scrie

det [q(s) Im -- G(s)] = 11 [q(s) — qi(s)].
= 1

Pentru q(s) = —1 din rezultatul de mai sus se obtine

— 1) det [I. + G(s)] (-1)- ri [1 + q,(s)].
1=1

Asadar, conform definitiei (1.8),

	

F(s) = fl . 1	 qi(s)],	 (1.40)

ceea ce inseamna ca functiile caracteristice qi(s), i 1, 2, ..., m, contin,
In totalitatea lor, aceleasi informatii ca si determinantul caracteris-
tic F (s).

In general membrul sting al ecuatiei (1.39) poate fi factorizat sub
forma unui produs de polinoame ireductibile, dupa cum urmeaza

	

P .	 .
det [q(s)I — G(s)] = ll[akoqr(s) + akiqr- (s) +	 + akr], (1.41)

= 1

-

unde r 1, p m i a k = 1, 2, ..., p, i=-- 1, 2, ..., r, sint functii
de s. Inlocuind (1.41) in (1.39) rezultà ca functiile caracteristice se pot
determina ca radacini ale ecuatiilor

	

akoqr (s) + aklq".(s) +	 +	 0, k	 1„ . . . , p.	 (1.42)

Exemplul 1.6.

G(s) — 	
1,	 15s —2	 2s — 11.

1,25(s 4- 1) (s	 2) 13s — 18	 s —

Se cere sa. se determine functiile caracteristke ale sistemului. Utilizind"(1.39) se
obtine

(s)	 (s)6s — 10	 s2 + 3s + 2 
1,25(s 4- 1) (s + 2)	 [1,25(s ± 1) (s 2))2
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d(s)	 det
ao 	

rao '	 2ar_2 a r_1

(r-1 	

ale carei- radacini sint
3s — 5 Vd(s) 

41,2(s) -- 1,25(s ± 1) (s	 2), d (s) ,( — 5)2 ± S2 +

1.2.2.. Criteriul Nyquist generalizat

Dupa cum este de a§tepfat, formularea unui rezultat ,de stabilitate
IMEM prin generalizarea criteriului Nyquist (v. teorema 6 de la 11.3.2.1)
se bazeaza pe utilizarea conturului Nyquist IN (v. fig. 11.24), care se
parcurge in sens orar (negativ). In acest fel domeniul frecventelor o,
(axa imaginara) este parcurs de la — co la -I- oo.

Spre deosebire de cazul sistemelor monovariabile, in cazul siste-
melor automate multivariabile conturul IN este parcurs. pe n suprafete
Riemann, care sint intr-o strinsa corelatie cu polinoamele ireductibile
din (1.41). Trecerea de 'pe o suprafata Riemann pe , alta are, loc in fiuncte
de 'iamificare s pentru care functiile caracteristice qi(s), i 1, 2, ..., r,
sint egale intre ele, respectiv pentru acei s pentru care ,ecuatiile (1.42)
au fiecare cite r radacini identice.' pupa cum se §tie o ecuatie oarecare
din (1.42) are exact r raciacini identice daca i numai daca discrimi-

ei
ow.

1
linii

(1.43)

•
—rao. (r — 1)a1 	

, este nul. Pentru simplificarea scrierii, in (1.43) s-a renuntat la indicele k.
Suprafetele Riemann sint suprafete plane suprapuse legate in punctele
de ramificare prin taieturi paralele cu axa reala sau cu axa imaginara.

Exemplul 1.7. S'a„ se determine suprafetele kiemann si contururile Nyquist pentru
cele doul functii caracteristice de la exemplul 1.6.

Discriminantul, calculat deja la exemplul 1.6, este

d 1.5)	 10S2 -7 27(-1- 27
si se anuleaza pentru	 1,35 ± j 0,94. Suprafetele Riemann corespunzatoare si
model in care este parcurs conturul Nyquist slut ,redate in fig. IV. 7, pentru cazul in

—

	

ao (41 	

	

(co 	
a,-
a ,._1 a r 0

linii
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Fig. IV.7. Suprafetele Riernann la exem-
plul 1.7.

care taieturile tree .prin punctul de la infinit.
De fiecare data cind se ajunge la o taietura,
se schimba si planul in care este situat con-
turul Nyquist.

0 alta posibilitate de realizare a thieturii
este aceea de a o , face direct intre punctele
de ramificare. in acest caz nu mai au loc
schimbari de plan la parcurgerea contur,ului
Nyquist deoarece acesta nu se intersec-
teaz5, cu tAietura.

Definitia 4. Hodografele qi(jco),
• e R, i ---= 1, 2, ..., m; ale functiilor
caracteristice ale matricii G(s) con-
stituie locul caracteristic 'Ny-
quist) al `sistemului- deschis.

Locul caracteristic reprezinta o
generalizare naturala a locului de
transfer -al sistemului deschis in
cazul sistemelor automate monova-
riabile.

Trasarea locului caracteristic se
face de regula punct cu punct pe
baza unor pEoceduri numerice in
care se parc,urg urmatorii cinci pasi:

1 0 Se alege o , anumita valoare a pulsatiei co;
2° Se calculeaza elementele matricei G(jco);
30 Se determina valorile proprii q i(j0)), i = 1, 2, ..., m, ale matril.'

cii G(j(.0) ;
, 40 Se memoreaza. valorile Proprii q i(jco), i	 1, 2, ...; m;

5° Se repeta pasii 1°— 4° §i pentru alte valori ale pulsatiei o i se
traseaza, pe baza unor subrutine de sortare si interpolare, cu
continua hodografele q i (j6.)), i = 1,	 m.

Teorema 5 (Mac Farlane-Postlethwaite). Fie sistemul automat multi-
variabil cu structura din fig. IV.2, care in circuit deschis are n, poli
in semiplanul Re s > Oi no poli pe Re s 0, dar astfel incit toate,
elementele instabile IMEM contribuie in F(s). Sistemul_automat _consi-
derat este stabil' IMEM dacä i numai daca:

1° locul caracteristic al matricei G(q) inconjoara punctul j0)
in sens pozitiv de un numar de n, on atunci cind ü variaza de la — oo
la + oo;
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.	 ,
20 numarul de ramuri ale locului caracteristic care se inchid prin

punctul de la infinit este egal cu no.
• 0 alta forma a criteriului Nyquist generalizat, utila in cazul in care

• matricea de transfer a sistemului deschis este kG(s), unde k e R este un
•parametru (factorul . de amplificare), , esie urmatoarea.

•
Teorema 6 .(Mac Farlane-Postlethwaite). Fie sistemul automat multi-

variabil cu structura din fig. IV2, care in circuit :deschis, caracterizat
prin kG(s), are n, poli in ;semiplanul Re ;s:>;0 , §i no poli pe Re s ----= 0;
dar astfel incit toate elementele instabile IMEM contribuie in F(s).
Sistemul automat considerat este stabil IMEM daca §i numai daca:

1 0 locul caracteristic corespunzator matricei G(s) inconjoara punctul

(— I-, j0in sens pozitiv de un numar de n oni atunci cind co variaza+
k

de la — oo "la' -I-- oo;
'2° numarul de ramuri ale locului caracteristic care se inchid prin

punctul de la infinit este egal cu no.

Exemplul 1.8. Se consideth sistemul automat multivariabil cu structura din fig. IV.2,
in care

GB(s)
1k o GF(s)	 1 rs — 1	 s	 1

1,25(s + 1) (S + 2)LO	 kJ 1 —6	 s — 2 j

Se cere s6 se determine valorile lid k pentru Care sistemul automat este stabil IMEM.
Folosind (1.39) pentru , k = 1 se obtine ecuatia

1(s)	
s + 3s + 2

1,25(s + 1) (s + 2)

2

	

e(s) 	 2s — 3
[1,25(s +11):(s + 2)?

ale carei solutii sint

s — 1,5 ± V d(s) 
91.2(4 — 1,25(s + 1) (s ± 2) ' d(s) = (s — 1,5)2 — (s2 ± 3s + 2):

1

	

.	 .
Rezolvind ecuatia d(s) = 0 se obtin punctele de ramificare s1 ,2 = 1/24. Suprafetele

Rieinann corespunAtoare sint reprezentate in fig. IV. 8.
Lo-cul caracteristic al sistemului deschis, pentru k =1, are forma din fig. IV. 9. intrucit

toti polii sistemului deschis sint situati in Re s < 0, conform teoremei 6, locul „carac-
teristic al sisternului deschis (trasat pentru k = 1) nu trebuie A inconjoare Punctul
critic (— —1 , j0). Dac5, purictul critic parcurge intreaga ax5, reala, 'situatiile care se

k
obtin sint conforme tabelului urmator.
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339

Fig. IV. 8. Suprafetele.Riemann la exem--
, plul

Fig. IV. 9. Locul caracteristid la exem-
plul 1.8 (k = 1).

Pozilia punctului critic Nr. de Inconjurari ale 	 •
punctului critic	 Valorile lui k Sistemul este

— op< --
1  < — 0,8 o o < k < 1,25 stabil IMEM
k 1

1
— — = — 0,8 locul trece prin

k	 • punctul critic k ---- 1,25 instabil IMEM
1— 0,8 < — — < —0,4 1 1,25< k< 2,5 instabil IMEM
k.

1 locul trece prin k = 2,5 instabil IMEM
k punctul critic

1— 0,4 < — — <0
k

0	 , 2,5 < k < + oo sta'bil IMEM

1
— — -= o locul trece prin

k ,punctul .critic k = -1-- 00 instabil IMEM

10< — — < 0,533 . 2 — oo < k < — 1,875 instabil IM EM
Fe
1— =—	 0 533 locul trece prin k =-• — 1,875 instabil -IMEM,

Fe punctul critic

0,533< — 
1

— -.C. + 00 0 — 1,875 < k < 0 stabil IMEM
Fe

car.0,12 = 1,5

jIm	 I

•' (4.4,47
to= 0,706

co=1

glow;

Pe
(.)=0

1q2lia0=0,47

'
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1.2.3. Aplicatie: servomecanism de precizie

caiul setvomecanismelor de pozitionare realiiate cu servomotoare
etectrice rotative, intre axul Servomotorului electric i mecanismul
pozitionat se linterpurle in mod necesar un reductor mecanic cu roti
dintate prin care se reduce turatia, cu cresterea corespunzatoate a mortien-

_ tului niecanic util. Este un , fapt bine cunoscut ca jocurile mecanice ale
reductorului pot afecta intr-o tuna masura precizia ,de pozitionare a
servomecaniSniului.

ExiSta aplicatii, cum ar fi actionarea robotilor sau pozitionarea ante-
, nelor directionale, [F1], in care precizia de poiitionare este o conditie

esentiala. Pentru eliminarea influentei jocului reductoarelor mecanke
cu roti dintate se pot folosi aCtionari cu doua servomotbare care lucreaza.

' in sensuri opuse. In fig. IV. 10, 0 Se reprezintà schema functionala ,a celor
doita actionari. 'Servomotoarele se caracterizeaza pi-in mornentul de
inertie 7 i mecanismul actionat prin.momentul de inertie J. Prin inter=

0	 31.

u2

IN
2 1611

042

-Jar-

Servomotoore
	 Reductoare	 Utilizare

U

m1

m2

Actiona-
rea 1 511

Utiliza
Actiona-
rea 2

Fig. IV. 10. a — Schema functional& a unei action&ri cu
(tau& servomotoare;

b = Principiul pretensionarii pentru eliminarea jocului.
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mediul reductoarelor rrieCanice, caracterizate pin coeficientul de tori
siune elastica c, coeficientuI de frecare viscoasa. d . i jocul in angrenaje e,
cele doua servomotoare attioneaza in opozitie. Eliminarea efectiya a
efectului jocului se obtine prin ..pretensionarek reductoarelor .conform -
schemei functionale din fig. IV. 10, b. Comanda actionarilor se face
.prin blocurile neliniare N i N2 care au tocmai rolul de a fixa valoarea
cuplului mo de pretensionare. Valoarea prescrisä 	 pentru reglarea
turatiei se aplica prin blocurile N 1 i N2. -La a 0, clatorita .formei
caracteristicilor blocurilor N1 si 'N2, cele doua servomotoare sint coman-,
date prin mo si —mo, ceea ce asigura pretensiOnarea reductoarelor
prin aceasta eliniinarea efectului. jocului din angrenajele lor. Pentru
1-4 00 axul de, iesire se va roti intr-un sens sau in celalalt (in functie
de semnul lui	 dar la reversare sau la oprire efectul jocului nu va mai
fi prezent.

Aceasta solutie privind eliminarea efectului jocului angrenajele
reductoarelor mecanice are dezavantajul ca in cazul unei excitari nesi-
metrice a servomotoarelor de curent continuu este posibila aparitia unor
oscila.tii sau chiar a instabi1it5.tii.-

Un procedeu de stabilizare a unui atare sistem consta in introducerea
a doua circuite de reac tie inversa si anunie dupa semisuma si dupa
semidiferenta vitezelor unghiulare ale celor doua servomotoare.

Schema -bloc 'structurala a instalatiei automatizate este reprezentata
in' fig. Iy.11. intrucit jocul a fost eliminat prin pretensionarea reduc-

.

Fig. IV. 11. Schema bloc structural& a aCtionarii unui servomecanism de precizie.
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toarelor, sistemul poate fi con-
tnc siderat liniar §i ca atare poate

fi redus prin transfigurari la
Ak forma mai simpla din fig. IV. 12,

in care
ki(b2s2 	bis + 1)

G = 	

	

Fig. IV. 12. Schema bloc structural& a reglArii 	 1(s)

	

automate a semisumei iSemidiferentei turapilor	 s(a2s2	 ais + 1)
in cazul servomecanismului de precizie. 	 (1.44)

d	 17 = 	 1 _: a1 = ,
J ± 2 J	 c(J + 2 J)	

i -=- al, b2 = ± •- (1.45)
c	 2c

,
k2s 	 (1.46)

co2 ± cis + 1 .

	

k2 = - / C1 = a	 (1.47)l., C2 = - •
c	 c

reprezinta instalatia automatizata §CGR(s) este matricea ,de transfer
regulatorului.
Pentru valorile numerice k1 = 0,33, cti = = = 4, a2 = 0,5,

-b2 = 1, k2 --= 20, c2 = 1 §i un regulator de forma

G2(s) =

GB(s)
k 0 •==	 1,
0 k

matricea de transfer a sistemului are expresia

G(s) Gi(s)lik ()I.----1G1(s)
192(s) —G2(s)] 10 k 1

k(s2 + 4s + 1)	 k(s2 -I- 4s ± 1)
.....0,3s(0,5s2 + 4s + 1) 0,3s(0,5s 2 ± 4s ± 1)1

20ks 20ks 
± 4s + 1 + 4s + 1

Polii acestei matrici sint zerourile polinomului

s(s2	+ 1) (0,5s2 + 4s + 1)

(1.48)_

(1.49)
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anume si = 0, s2 = —0,267, s3 =
=-3,732, s4 —0,535, s5=-7,64.
Deci G(s) are un singur pol pe axa
imaginara. Utilizind ecuatia (1.39),
pentru k'= 1,, se obtin functiile
caracteristice

P— 2 ± /IP2 4p1p3,
qi.2(s) =

2p,

unde

5

2

(1-50)	 -71

pi(s) = 0,3s(0,5s2+4s+1) (s2±4s+1)

P2(s) =
= 6s2 (0,5s2 + 4s + 1) — (s2 +4s + 1)2

-	 (1.51)
p3(s)	 40s(s2 + 4s± 1).

Locul caracteristic in cazul k	 1
are forma din fig. 13/.13. Daca
punctul critic parcurge intreaga axa ra1ä situatiile care [se obtin
sint cuprinse in tabelul urmator.

Pozitia punctului critic Nt. de Inconjurari ale
punctului critic  Valorile lui k Sistemul este

1
— CO < — — < =7,1 0 0...5. k < 0,138 stabil 'MEM

k
_

1_ _ ,__ _ 7,1 imul trece win k = 0,138 instabil- IMEM
k punctul critiO

;,—7,1 <— 1— < u
k

2 0,138 < k < + oo instabil IMEM

1 locul 'trece prin k = + instabil IMEM
k punctul critic

_
) 1

<— — < +00 -1 —00 < k < 0 instabil IMEM
k

La aplicarea teorenzei 6 s-a tinut seama si de conditia 2°, care este
satisfacuta de sistemul considerat, deoarece locul caracteristic are a
singura ramura care se inchide) prin punctul de la infinit.

Fig. IV. 13. tocul caracteristic al siste-
maul din fig, IV. 12.
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2. Problema

Stabilizarea sistemelor automate liniare multivariabile poke fi
abordata pe doua cai, i anume: prin utilizarea reprezentarii intrare-
stare-ie§ire §i prin utilizarea reprezentarii intrare-ie§ire. Ir ambele situatii
se folose§te acela§i procedeu: reactia, care poate fi düpà Stare sati dupa
ie§ire.

2.1. Reactia crupa stare
N•

-Din punctul de vedere al aplicatiilor, este frecventa situatia in care,
matricea de evolutie A a unui sistem dinamic liniar constant (continuu
sau discret in timp) nu poseda in mod natural proprietatile de stabili-
tate ceritte de functionalitatea conereta i/sau de destinatia sisteinului.

In cazul utilizarii reprezentarii intrare-stare-ie§ire, cea mai simpla
posibilitate de. modificare a localizarii valorilor proprii ale unui sistem
consta'	 introducerea unei reactii proportionale, dupa starea sa.
trucit formal problema stabilizarii se rezolva analog a.tit pentru sistemele
continue, cit §i pentru.cele discrete in timp, ne vom ref en in continuare
numai la cazul sistemelor continue in timp.

,Fie sistemul dinamic liniar invariant §i continuu in Erni).

= Ax Bu, t	 x e	 e 12m ,	 (2.1

y -= Cx,	 y 6 RP,	 (2.2),
§i , legea de reglare

u = —Kx Mv, 'v e R	 (2.3)
unde K este matricea reactiei dupa stare, v este noua marime de intrare

M este o matrice prin care se poate,realiza o anumita relatie intrare-
iesire impusa in regim stationar.

Inlocuind (2.3) in (2.1) se obtine

= (A -- BK)x BMv,	 (2.4)

ceea ce inseamna cà matricea de evolutie a noului sistem (2.4), (2.2),
a carui structura este reprezentata in fig. IV.14, este A—BK.

Definifia, 1. Sisternul dinamic (1.31), (1.32) se numeste
dacaiexista o niatrice K astfel incit sistemul (2.4), (2.2) s'a, fie asimptotic
stabil.
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Fig. IV. 14. Structura sistemului cu reactie dupla stare (ecuatiile
(2. 1)—(2.3)).

. Se remarca de la bun inceput ca, intrucit matricea

	

F A -L BK	 (2.5)
trebuie sa satisfaca anumiie conditii relative la stabilitatea asimptotica
a sistemului, este de' a§teptat ca existenta matricii K sä depinda intr-tm
Mod specific de perechea de inatrici A, B.

10 Polinomul caracteristic al matricii F este dat (evident, el este
hurwitzian in cazul sistemelor continue in , limp sari convergent in' al
celor discrete in timp). Tn_aceasta situatie stabilizatea until sistem dina-
mic liniar constituie un caz particular al unei probleme ina:i generale,

	

§i anume a alocilrii valorilor PrOPYli, [W 4].	 -
2° Matricea F este data (evident, ea este hurwitziana sau conVer-

genta, dup5 caz). In aceastà situatie stabilizarea unui sistem dinamic
liniar constitirie o problerna de existenta a unei solutii K a ecuatiei
matriceale (2.5).

2.1.1. Alocarea valorilor proprii

Fie
e = [B, AB, A 2B, ..., A n-1B]	 (2.6)

matricea de contiolabilitate a sistemului (2.1), (2.2) (sau a perechii de
' matrici A,' B). S-a aratat ca' perechea A, B este complet con-
trolabila daca i numai daca rang = n (v. I. 6.3.2).

Fie
AF(s) = s + ais" + +

un polinom oarecare cu coeficienti reali.

.Teorema 1 (Wonham). Daca perechea A, B este complet controlabi-
la atunci pentru once polinom. AF(s) exista o matrice F astfel incit F are
ca polinom caracteristic pe AF(s).

an, seC,	 (2.7)
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= Px,:

P =-

Cu

(2.10)

Pentru simplificarea demonstratiei vom considera m 	 ceea
ce inseamna cà B este o matrice n x 1 , (Sistemul are o .singura intrare .
scalara) si K este o matrice 1 xn.

Vom arata mai intii cä daca_rang e n atunci, folosind transfor-
inarea .

(2.8)

-	 (2.9)

in care W„ este ultima linie a matricii e	 sisteniul (2.1) poate
fi adus la forma sa canonicii controlabild

Constantele	 i	 1, 2, ..., n, in conformitate cu 11.2.3.1, sint coefi-
cientii polinomului caracteristic al matricii A.

Pentru a putea folosi transformarea (2.8) trebuie ca det PO.
Demonstratia acestui fapt consta in a presupune ca exista constan-
tele ci, i	 1, 2, ..., n, astfel incit

ciWn c2 W„A	 c„W„An-l= 0.	 (2.11)

Multiplicind in (2.11) la dreapta cu B	 0 se ol3tine

ciW„B c2W„AB	 c„W„A!---1B = 0.	 (2.12)

Avind in vedere ca 	 I, ca W„ este ultima linie a lui
e are forma (2.6) rezulta ca. W „A"B 0, i	 1, 2, ..., n — 1. Ca

urmare, din (2.12) se obtine c,, -= 0.
Multiplicind din nou in (2.11) la dreapta Cu AB 00 se obtine

ciW„AB c' 2 147„A 2B + ... + c_IWA lB = 0.	 (2.13)
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,
•	 avem 1/17„A il3 = 0,

din (2.13), imPiica c._1 = 0.
Continuind in ucest mod se trage concluzia ca

ceea ce inseamna ca liniile matricii P. relatia
pendente.

Folosind transfoimarea (2.8) ecuatia (2.1) de

1, 2;	 ceea ce

c i .= 0, i	 12,	 n,
(2.9), sint liniar inde-

vine

In care

:I.- PAP-1 =

r3	 PB =

=-- .11+

WaA -

1,17„A n-1

Wa
.WA

WA'

Pu,

AP-1 =

WB
W

Iii„A8-1B

W nA2

V.V„A"

„AB

1,

I

Daca ftk este coloana k a matricii	 atunci, tinind seama de
ca PP-1 = I §i ca P are forma (2.9), elementele matricilor A §i

w nAipt = 10, k = 1, 2, ..., i + 2, ..., n,
k = + 1,

= 1, 2, ..., n -- 1,

waA np„_—_ —cen_k±T , k = 1, 2, ...,

§i, respectiv,

{
0 ,	 = r, 2, ..., n — 1,

1, i = n,

de unde rezulta ca.  A . §i	 au formele specificate in (2.10).
In aceste conditii putem scrie succesiv

F = A —	 P-11P — P- 117K	 — b7K)P,

unde.

[L_,	 = K-P-i.

faptul
sint

(2.14)

(2.15)
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-
•	 Tinind searna de fotinele concrete ale matricilot X, T3 4iik, din 2.14)
tezulta ca, , F este asemenea cu matricea de tip Frobenius

0	 1 

-P
0	 ,	 0	 	  1

n-2-kn-2 • • •_

ceea ce inseamna.

det(Is— F) = clet (Is -- . F) =	 11-	 +..:+ an+ Tin. (2.17)
Acum este evident ea qorema eSte adevarata deoarece pentru mice
AF(s) de forma (2.7) exista k = ai	oci, i = 4, 2, ..., n, reSpectiv
K	 if.-1') (v. relatia (2.15)) astfel incit det (Is — F)	 AF(s).

Demonstratia constructivk a teoremei 1 pune in evidenta si un pro--
cedeu de calcul al rnatricii K. Evident, ptoblema esentiala in cadrul
acesthi procedeu famine determinarea formei canorliCe controlabile a„
sistemului (2.2). Proceduri numerice de determinate. a formei
canonice controlabile si de alocare a valorilot proprii sint expuse de
exemplU in [IT 1].

In ceea ce priveste calculul matricii M s observam ca matricea de
transfer a sistemului (2.1), "(2.2) are forma

G(s) C[Is — (A — BK)]-1 BM. ' •	 (2.18)
Dupa cum se stie relatia intrare-iesire in regim stationar este deter-.

minata de G(0)„Daca G(0) trebuie sä aiba o anumità forfna atunci
din ecuatia matriceala

C(BK A)-1B111 = G(0) 

se determina solutia M care • asigura realizarea efectiva a respnec tivului
G(0). Daca matricea C(BK — A)--113 nu este patratica atunci pentru
rezolvare5 ecuatiei (2.19) se foloseste notiunea de matrice inverill genera-

, [B 11], in acelasi mod in care va fi folosita la 2.1.2.
Pe baza teoremei ,1 se obtine im,ediat urmatorul rezultat privitor

la ptoblema

Teorema 2: Daca sistemul (2.1), (2.2) este de stare complet controla-
bilà

	

	
J

atunci el este stabilizabil.
D. Intrucit perechea A, B este complet controlabila, conform teo-

remei 1, exista K astfel incit F are ca polinom caracteristic un poliriom
de gradul n cu coeficienti arbitrari. Impunind conditia ca acest polinom
sa fie hurwitzian (Cu zerouri impuse,sau cu coeficienti impu0) -- in cazul
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,.•
Fig. IV. 15. a — Schema functional-tehnologicA, a unui ascensor de

M inotorul de aCtiOnare ; R T— roata de tractitine; S sar-
cina ; V — vagonet ; C — cablul sarcinii ; CG — contragreutatea;

b — Schema bloc structurala a sigtemului.

G2(s)
1	 h,

7g-

sistemelor continue in timp, sau convergent in cazul sistemelor discrete
In timp, rezulta ca. sistemul (2.4), (2.2) este asimptotic stabil.

Exemplul 2.1. Sp 'consider5. un ascenor de mink Cu schema functional-tehnologica
din fig: IV. 15, a si al schema bloc din fig. IV. 15, b, in care

	  ki = 10, Tl = 10,
Tyr + I

k26)0 G2 (5) —	 k2	 5 co = 0 1,	 o
s2 _F

sint functiile de transfer a sistemului de actionare (prevazut Cu reglaj automat de tiatatie)
Si a ansamblului sarcinl-contragreutate-cablii (co, este pulsatia naturala a acestui ansambu,
determinata. de . masa lui si de elasticitatea . Cablului).

Se cere sa", se stabilizeze acest sistem prin alocarea valorilor proprii in — 0,1, -solutie
n care asigura un raspuns indicial aperiodic.

Pentru determinarea ecuatiei intrare-stare se' introduc variabilele x1 .= co, x2 = v,
x3 =	 x4= h., in aceste circumstante, tinind seama de fig. IV. 15, b, putem scrie
ecuatiile

k	...X1(s) 	
k

1	 'IRS), X2 (S) =
	

X1(s);
T,5 -1- 1	 52+ 2

	

• • X3 (S) = 'SX2 (.5),	 2(4 (S) = — X2 (S).

1
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Acestora le corespunde in domeniul timpului ur-mAtoarea -ecuatie intrare-stare

:7 1/Ti 	0	 h1/ T1i
b	 o	 1 o

=-.	 x	
0	 a,

kawl, —01 o o	

0

• o	 1	 o 0J	 o

in care x tx, x2 x, x47 este vectorul de stare al sistemului.
Determinantul matricii de controlabilitate este

det = — kfklo.):	 — 125 10-6,

ceea cc inseamna cá sistemut considerat este de stare complet controlabila. Pentru
valorile numerice date ultima linie a inversei matricii , de controlabilitate este
W4 = [0 '0 0 20].	 j.0

Tjtilizind transforrnared (2.8) in care

	

F0

o	 0	 0 20 ,01	 0	 1

	

0	 20	 0	 0	 0	 0,05	 0 0

'	
1.	

I
13- =

	

0	 0 20	 0	 • 0
[

• 0	 0,05 0

1 —0,2	 0	 0 •	 0„05	 0	 0 0

se obtine forma canonica controlabill (2.10), cu

1

0

0

0

1
0
0

1	 .
,=

0

o

o —10- . — 10-2 —104	 1

Pentru valorile proprii impuse rezult6, un polinom Caracteristic A F(s) = (s -I- 0;1) 4 =
s4 ± 0,4s3 + 0,06s2 + 0,004s + 0,0001, ceea ce implicl k, = 0,3, k2 ---- 0,05, k3 = 0,003,
k, = 0,0001.	 '	 --

Matricea de reactie dupl stare rezultA, din K =-- RP = [Z4 72 3 12 Ti ll P = 1
-=-- [0,3 0 1 0,002].

2.1.2. Existenta solutiei ecuatiei (2.5)

0 altä posibilitate de a aborda existenta §i determinarea unei ma-
trici in problema stabilizarii consta in a rezolva ecuatia matriceala
(2.5), in care K este necunoscuta §i A, B, F sint matrici date. Solutia

1. 0
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se bazeaza pe folosirea inversei generalizate a , unei matrici (in cazul
de fata B). Definitia corespunzatoare este: once matrice ./3° care satis-
face conditia,

1313°B B	 (2.20)

nu numqte o inversa generalizata a matricii B, [B 11].
In aceste circumstante ecuatia (2.3) ,admite o solutie in conditiile

urmatoarei afirmatii.

Teorema 3. Ecuatia (2.5) admite o solutie

•	 K = B (A — F) (I. _BB) Z,	 (2.21)

In care I. este matricea unitate de ordinul m §i. Z este o matrice m x n
reala arbitrara, daca Si numai &ea are loc conditia de consistenta

(BBg — I.) (A — F) 0,	 (2.22)

In care I„ este matricea . unitate de ordinul n.
Demonstratia este imediata §i consta in a • verifica faptul ca. (2.21)

este solutie a ecuatiei (2.5) dac5. §i numai daca are loc (2.22); evident,
se tine seama §i de definitia (2.20).

In conformitate cu (2.22) rezulta ca. ecuatia (2.5) nu admite o solu-
tie pentru once F. Aceasta inseamnà ca alegerea lui F nu este in intre-
gime arbitrara, in sensul cà anumite elemente ale sale sint determi-
nate de perechea A, B in timp ce altele pot fi arbitrare. Acest lucru r5.-
mine valabil *i in con ditiile teoremei 1 :care poate fi demonstrata folosincl
conclitia (2.22).	 -

In cazul in care rang B m (uzual	 matricea B admite o mul-
time de inverse generalizate la stinga B, care satisfac conditia

B9B -= I..	 (2.23)

Dintre acestea cel mai simplu de calculat este inversa Moore-Penrose

B+	 (BT B)--1 BT.	 • 	 (2.24)

Inlocuind (2.24) in (2.21) §i (2.22) solutia §i, respectiv, conditia de
-consistenta devin

K = (BT B)-1 BT (A — F),	 (2.25)

[B(BT B) 4 BT — In] (A — F) = 0.	 (2.26)
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Comparativ cu modul de determinare, a matricii K Pus in evidenta
la demonstratia :eoremei 1, care Presupune determinared forniei canonice
controlabile a sistemului, utiliiarea ecuatiilor (2.25), (2.26) (sau (221);
(2.22) in Cazul rang B < m) poate asigura, in unele situatii, rezolvarea
mai simpla a problemet stabilizarii.

Aspectul esential al utilizarii solutiei (2.25) (sau (2.21)) este acela
al alegerii acelei matrici F, compatibila cu conditia de consistenta (2.26)
(sau 2.22)), care are proprietatile de stabilitate, asimptotica impuse.
Ca solutii partiale ale acestui aspect al problemei se pot cita [1.. 5], [ V4]:
Se -poate aprecia cã o solutionare satisfacatoare privind alegerea
cii F se obtine pe baza rezultatelor din [G 4] privitoare la localizarea
zerourilor unui polinom sau, a valorilor pi-Orli ale unei matrici intr-o
anumita regiune algebrica a `planului complex.

2.1.3. Aplicatie stabilizarea -unui pod rulant

Se considera podul rulant de la 1.1.4.3, descris de ecl‘tatiile
zate (1.1.66), (1.1.67). Se folose§te pentru actionare un motor electric
de curent continuu prevazut cu reglaj automat de turatie §i cu un reduc-
tOr mecanic adecvat. Acest ansamblu este dekris de ecuatia ,

1	 .
X5 -

	

	
km

- X5 +• 	  Up
Tm.

ih care x5 este forta de tractiune (notatà cu u in (1.1.66)) dezvoltat5 de
sistemul \de actionare, u es ,te, tensiunea de comand5 *i km, TM sint fac-
torul de amplificare, respectiv constanta- de timp ale acestui subsistetn..

Se cere sa se stabilizeze sistemul descris‘ de ecuatiile (1.1.66), (2.27),
(1.1.67) printr-o reac tie proportionk15. adecvata dupa stare.

Reunind ecuatiile (1.1.66), (1.1.67) (in care se face schimbarea u--4 x5)
ecuatia (2.27), pentru valorile numerice considerate la exemplul 1.8

de la 11.1.1.6 se obtin urrnatoarele ecuatii ale sistemului

X2

X3

X4

X5

==.

—0 	 1
0	 0
0	 0

0	 0
_0 0

o o
40	 0

'	 0	 1

—5 0
0	 0

0

10-3
0	 ,

—10-4
—1	 J_

x1

I	 X2

x 3
x4
x3 _

o

0

0
0

100_

(2.28), s

(2.27)
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.X2

y
	 1 0 10 0	 - x,

X4

S-a aratat la exemplul 1.8 de la 11.1.1.6 ca acest sistem este insta:-
bil IMEM. S-a aratatsie asemenea in [V 10] ca desi sistemul este stabili-
zabil prin procedee ,clasice nu este posibila obtinerea unor performante ,
acceptabile. Acest ,aspect major privitor la calitatea reglarii automate
se poate rezolva intr-un mod simplu si satisfacator prin alocarea valo-
rilor proprii. Aplicarea acestui procedeu este posibila deoarece, dupa.'
cakulul matricii de controlabilitate, se constata ca rang e _—_-_ 5 si conform
tearemei 2 sistemul considerat este stabilizabil.

Intrucit ecnatiile sistemului sint „foarte aproape" de forma sa cano-
nica controlabil5„ VQM determina elementele matricii K prin calcul

— ' 0 1 0 0 0
0 0 40 0 10-3

F= o. 0 0 1 0
0 0 - —5 o , —10-4

-- look, — 100k — 100k — 100k 2 -- 100k1-

Cu

SF(s)	 det (Is — F) = s5	(100k1 ± 1) s4	100k2s3

100k3s2	100k4s	 100k5.	 (2.30)

Pentru determinarea parametrilor kl ,	 k5 ne propunem sa aloca'm
valorile proprii in felul urmator: A1,2,3 = 1 §i A4,5 sä fie dominanti
s'a asigure o suprareglare de 5% i un timp de raspuns la 5% de 15 s.
Conform fig. L20 rezulta -= 0,707i c,, --- 0,2 (din co n 15 3). Aceasta
inseamna cä X4,5	 Vi — 2) = — 0,1414 ± j 0,1414. Asadar
trebuie sä avem

AF(s)	 (s + 1) 3 (s2 + 0,2828s ± 0,04)

s5	3,2828s4	3,8885s3	1,9685s2 + 0,4028s +0,04. (2.31)

Identificind coeficientii literali din (2.30 cu cei numerici din (2.31)
se obtine

K = [0,4 4,028 1448,56 151,42 0,0428].

•
	

(2.29)

direct. Intr-adevar, folosind (2.5) se obtine
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2.1.4 Estimarea starii

rezolvarea problemei stabilizarii prin reactia dup5. stare s-a pre-
supus in mod tacit ca toate componentele starii sisternului (2.1), (2.2)
sint direct rnasurabile, ceea ce a permis forfhularea legii de reglare dupa
stare (2.3).,

In numeroase situatii, semnificative din punct de vedere practic,
nu toate componentele vectorului de stare al unui sistem sint direct
masurabile sau daca ele sint masurabile, numarul §i costul traductoa-
relor necesare nu justifica implementarea legii de reglare (2.3). In astfel
de cazuri se poate proceda in doua moduri:

1° Sä se estimeze cu ajutorul unui sistem dinamic suplimentar,
special introdus, toate componentele vectorului de stare al sistemului
care-hrmeaza sä fie stabilizat ;

2° Sä se utilizeze o lege de reglare mai complicata bazata pe masu-
rarea unui numar redus de marimi dependente de componeutele starii
(de exemplu, masurind marimea de ie*ire).

Ne vom ocupa in continuare 'de prima modalitate.
Un sistem dinamic cu ajutorul caruia se obtine o aprOximatie a starii.

unui alt sistem dinamic se nume§te estimator de stare.
Pina in prezent s-au pus in evidenta numeroa se posibilitati de defi-

nire matematica i de realizare practica a estimatoarelor de stare, [L 6],
[H 5]. 0 calitate definitorie comuna a acestora, in afara de aceea cä toate
asigura estimarea starii sau a altor marimi ale unui sistem, este ca toate
sint sisteme dinamice asimptotic stabile. Prima definitie a unui esti-
mator asimptotk de stare a fost urmatoarea..

Definifia 2 (Luenberger). Se nume§te estimator asimptotic de stare al
sistemului (2.1) (2.2) un sistem dinamic liniar constant dat,prin ecuatia

"X. ----- (A — LC)	 Bu Ly, t e R+, e R",".(0) = 0, (2.32)
cu proprietatea

Jim [x(t) — (0]	 0,	 (2.33)
t->00

unde L este o matrice (n xfi).
Pentru a vedea in ce conditii exista matricea L, vom evalua eroa-

rea de estimatie

(2.34)
folosind (2.1), (2.2) §i (2.32). Se obtine

(A — LC) x„,
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ceea ce inseamn5. ca L trebuie ales (daca exista) astfel incit matricea
A s—LC sa fie hurwitziana, in cazul sistemelor dinamice liniare inva-
riante §i continue in timp, sau sä fie convergenta in cazul sistemelor
dinamice liniare invariante §i discrete in timp. Prin analogie cu caiul
stabilizarii unui sistem clinamic liniar constant se poate formula urma-
toarea definitie.

Definitia 3. Sistemul dinamic (2.1), (2.2) se numqte detectabil daca
existä un estimator asimptotic de stare, respectiv daca exista o matrice
L astfel incit sistemul (2.32) sä fie asimpto,tic stabil.

Detectabilitatea- sistemului *(2.1), (2.2) depinde de observabilitatea
perechii (A, C), respectiv de rangul matricii de observabilitate

C I
CA

Cin-1I 	,
	 (2.35)

•
Dualismul stabilizabilitate-detectabilitate (§i in subsidiar controlabili=

tate-obsrvabilitate) sugereaza §i modul de constructie efectiva a matri-
cii" L, i anume prin alocarea valorilor proprii sau win rezolvarea ecua-
tiei matriceale LC A — F, unde F este o matrice cu proprietati
de stabilitate impuse. In ceea ce prive§te proprietatile de stabilitate
ale matricii A nu se formuleaza nici o prescriptie, ceea ce inseamna
din acest punct de vedere, ea poate fi arbitrara.

In ipoteza cä sistemul (2.1), (2.2) este stabilizabil §i detectabil pro-
blema stabiliiarii sale se poate rezolva prin implement area legii de
reglare

—	 M v ,	 (2.36)

care este de acela§i tip cu (2.3) dar in care s-a inloctiit x cu furnizat
de sistemul (2.32). Structura ansamblului .astfel obtinut are imaginea
din fig. IV.16.

Pe baza dualismului stabilizabilitatefdetectabilitate se poate enunta
urmatorul rezultat.

Teorema 4. Daca sistemul (2.1), (2.2) este de stare complet observa-
bila atunci el este detectabil.

D. Intrucit perechea (A, C) este complet observabilä rezulta
perechea (AT , CI) este complet controlabila. In virtutea teoremei 2
exista o matrice LT astfel incit Al — CT LT sä fie hurwitziana — in
cazul sistemelor continue in timp, sau convergenta — in ca.zul siste-
melor disarefe in timp. Intrucit matricile A T — CTLT §i A — LC au
aceea§i natura rezultä cä teorema este adevarata.
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ISstimator'de stare

•In apliCatii alegerea matricii L se face astfd incit valorile proprii•
ale matricii A—LC sä fie situate suficient de mult la stinga valorilor.
prOptii ale matricii A. 0 astfel de alegere asigura, dupa cum este de
asteptat, o anulare rapida a erorii de estimare (2.34). In ceea. ce ,pri-
ve§te alegerea rnatricii K, se procedeaza ca la 2.1.1 sau 2.42. Aceste
afirmatii sint justificate de urmatoarea teorema de separare a valo-
rilor proprii ale Sisternului din fig. IV. 16;

Teoremi 5. Polinomul caracteristic al.sistemului (2.1), (2.2); (2.32),
(2.36) este egal u produsuf polinoamelor caracteristice ale matricilor
A—BK §i A—LC.

D. Inlocuind (2.36) in (2.1) si apoi (2.2), `(2.36) in (2.32) se obtiri
ecuatiile

Ax — BK.1 BMv

x = (A — LC) 	 — BK1 ±

Substituind	 x —	 (v. (2.34)) in ecuatiile de mai sus se obtine
, pentru sistemul considerat urtnatoarea ecuatie intrare-stare

Fig. IV. 16. Structura sistemului cu reactie dup. starea
-estimat6, (ecuattle (2.1), (2.2), (2.32), (2.36)).

'[ il tA — BK 1 BK j[ x 1	 BM

= 	  • • • • •	 v	 (2.37),
ig	0	 i A—LC	 x. ' 0
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In care vectorul de stare de ordinul 2n este format din • x i x,.
Folosind o formula a lui Schur (v. anexa E) se constata ca

[ Is- (A BK) — BK
=det[Is---7 (A BK)]det	 • • • •	 X det [Is — (A — LC)j,-

0	 1 Is (A — LC)

adica ceea ce trebuia de demonstrat.
•

Exemplul 2.2. Pentru ascensorul de mini de la exeinplul 2.1 se consider&

y= [0 0 0 1] x.

Se cere s se determine un estimator de stare cu valorile proprii'lacalizate in — 0,5.
Determinantul matricii de observabilitate este

det 0 = —k2c4= —0,05,

ceea cc inseamna c. sistemul este de stare complet observabili.
Fie

L	 [1, 12 l, 14]T,,

uncle 1,, i	 1,-..., 4, urrneazi si se determine astfel incit matricea

F A — LC

1

 —0,1 	 0	 0
0	 ' .0	 1	 —1,

.	 0,05 —0,01 0	 —/3

s. aibl polinomul caracteristic

Ar(s) (s + 0,5)	 33 233	 1,5s2 + 0,5s + 0,0625.

Pentru matricea F de mai sus se obtine

det (Is — F)

"

+ (0,1l ÷ 12

S + .0,1	 0

— 0,05	 0,01

0	 —1

+ 0,0 1 ) s2 -r (0,01 14

—1	 i2
S	 1,

s +1,,

+ 13 + 0,112 +

s4 + (I

0,001)s +

+ 0,1) 's3 

0, 1 13 + 0,05 l.. .

Identifieind coeficientii celor doul polinoame se obtfne solutia = 0,512, 13 1,3„
/3 = 0,35, /, = 1,9.
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2.2 Reactia clupa

27 2.1. Reactia proportionala dupi ie§ire

Este firesc sa ne intrebam in te -masura este posibila 'stabilizarea
sistemului (2.1), (2.2) utilizind o lege de reglare de forma

u = — Ky Mv, v e	 (2.38)

adica o reactie dupaieire, evitindu-se in acest fel utifizarea unui esti-
mator de stare.

Un rezultat relativ la aceasta problema a fost demonstrat in [D5]
si are urmatorul enunt.

-
Teorema 6. Dad, sistemul (2.1), (2.2) este de stare complet controla-

bilk de stare complet observabila si rang B m, rang C ,p atunci
exista o matrice K pentru aproape once pereche .(B, C), astfel incit
sistemul (2.1), (2.2), (2.38) sa, posede r= min (n, + ft — 1) valori _
proprii localizate oricit de aproape de r valori proprii prescrise. 	 -

• S-a aratat in [F4] ca este posibila i o alocare a tuturor valorilor
proprii. Fie s un numar complex	 multimile M1(s) {v e Itn;
(A — sI)v e D (B)} , M 2(s) = {w e ; (A2' — sI)w e D (CT )1 ; unde D(.)
este domeniul operatorului liniar definit de matricea (.).

Teorema 7. Exista o matrice K astfel incit matricea A BKC sä
• aiba valorile proprii s i, i	 1, ;.., n, clack i numai daca exista vectorii

vi M i(si) ci W1 e M 2 (s j ) , cu wrvi	8if (simbolii lui Kronecker),
j — 1, ..., n, astfel incit	 vb, w	 wb daca 8a = sb.

Utilizarea reactiei proportionale dupa iesire nu asigura intotdeauna
stabilizarea dorit'a a sistemului (2.1), (2.2). In astfel de cazuri se pot
urma numeroase alte cai, [I 2], dintre care vom aminti urmatoarele
doua.

,1° Utilizarea criteriilor Rosenbrock sau Nyquist generalizat (Mac
Farlane-Postlethwaite),,posibilitate ilustrata anterior prin exemplul 1.5.
§i aplicatia de la 1.2.3.

2° Decuplarea sistemului deschis, respectiv transformarea siste-
mului deschis, win introducerea unor subsisteme adecvate, in on sis-
teme total decuplate intre ele i rezolvarea Problemei stabilizarii prin
metodele cunoscute de la sistemele monovariabile. nnmeroase
procedee de realizare, a . decuplarii. Cel mai simplu dintre ele este pro-
cedeul decuplarii serie formulat Inca din 1949 de catre I3oksenbom
Hood [apud P1].

n
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2.2.2. Decuplarea serie

Se considera sistemul automat multivariabil cu structura din fig. IV.2,
in care w e Rm , ceea ce inseamna ca GR(s) §i GF (s) sint matrici patiatice
de- ordinul m.

Obiectivul esential al decuplarii serie este acela al determinarii
unei matrici GR(s) astfel incit matricea G(s) = GF (s)GR(s) sä fie o matrice
diagonala de forma

G(s) = diag [Ri (s)GRi (s),	 R.(s)GF..(s)],	 (2.39)

In care Gr(s), i = 1, 2, ..., in, sint elementele diagonalei principale a
matricii GF(s) i 1, 2, ..., in, sint functiile de transfer ale
regulatoarelor sistemelor monovariabile obtinute, cu ajutorul carora
se va rezolva problema stabilizarii prin metode specif ice sistemelor
automate monovariabile.

A§adar trebuie sá aiba loc egalitatea

G F (S)G R (S)	 diag [R1 (s) GFii (s),	 R(S) G Fnim(S)] ,	 (2.40)

din care se Obtine

GR(s) 	 Gii (s) diag [Ri(s)GFii(s),	 R.(s)GF..(s)].	 (2.41)

Notind cu

Gp(s) = G(s) diag [GFii(s),	 GF..(s)]	 (2.42)

aceea parte a regulatorului GR(s) care realizeaza decuplarea §i Cu

R(s)	 diag [Ri(s),	 R.(s)]	 (2.43)

regulatorul propriu-zis, rezult5 ca (2.41) are forma

G(s)= Gp(s)R(s),	 , (2.44)

ceea ce inseamna cä sistemul cu structura din fig. IV.2 are acum struc-
tura din fig. IV.17, a, care este echivalenta cu cea din fig. IV.17, b.

Exemplul 2.3. Se consider& - servomecanismul de Pozitionare de la 12.3, a carui
schema bloc, pentru partea de reglare automata a turatiei este reprezentata in fig. IV. 12

Se cere A, se rezolve problema stabilizarii prin procedeul decuplarii serie.
Examinind schema bloc din fig. IV. 12 rezulta a sistemul are o parte decuplati

(constituita din G 1 (s) si G2 (s)) i o parte cuplata, (constituita din cele doua sumatoare)..
Partea cuplata se caracterizeaza -prin matricea de transfer
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Fig. 1V.17. Schema bloc structural& a unui
sistem automat multivariabil decuplat:

a — GD(s) — matricea de iraiisfer decuplanta, 121(s),
R.(s) regulatoarele; b — schema bloc structurala echi,

valenti.

rn aceste circumstante decuplarea se realizeaza cu ajutorul unui regulator (2.44)
de forma

= r
GE(S) = M-1R (s) 2

	

1 1 r ,R1(s)	 0	 1.
— 'iii	 0	 R8(S)

Structura sistemului decuplat este reprezentat& in fig. IV. 18. Se obthi astiel (foul
sisteme automate monovariabile ale cgror functiii de transfer in circuit deschis, pentru

	

valbrile inimerice de la 1:2.3 0 R1 (s) = k, R2 (s)	 k2 , au expresiile

1
Gl (s)=	 Ri(s)Gi(s) -- 

	ki.(s2+ I) 
2	 0,63(0,532± 4s + 1)

	

G2(s) = 
1

—	
10 has R1(s)G2(s) —

	2 	 32 + 43 ± 1

Aphcind criteriul Hurwitz (teorema 5 de la 11.1,1.2) polinoamelor polilor

Pa(s) = 0,3 s2	 (hi + 2,4) s2 4- (4 ki + 0,6) s +

.11(s)	 s2 + (10 k2 + 4) s + 1

se obtio conditide de stabilitate IMEM h 1 e (0, + co), k2 e (-0,4, + co).
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,

Fig. IV. 18. Schema bloc structuralg, a sistemului
- automat multivariabil decuplat de la eiemplul 2.3.

3. Sisteme automate multivariabile neliniare

3.1. Hiperst abilit at ea

3.1.1. Structura sistemului automat multivariabil

Se considerà sistemul automat imiltivariabil neliniar cu schema
bloc structurala din fig. IV 19, in care G(s) este matricea de transfer
a partii liniare i F(t, y) este o func tie vectoriala neliniara, dependenta
de timp. situatia in care v, u, w si y sint vectori m-dimensionali,
inatricea G(s) este patratica.
,Fie

= Ax Bu, t e R+, x	 , u e 1r,	 (3.1)

y = Cx + Du, y e Ir,	 (3.2)

reprezentare intrare-stare-iesire a partii liniare, cu pro-prietatea ca
perechea (A, B) este complet controlabil5. i perechea (A, C) este com-
plet observabila,, reprezentare numita realizare minimald a matricii G(s).

Neliniaritatea w = F(t, y) satisf ace inega-
litatea de tip Popov

T2 (t0, t1) =5h- yT (t)w(t)dt> —y8 pentru totit1to,

Fig. IV. 19. Schema bloc ,	 (3.3)
structurala, a unui, sistem
automat multivariabil ne- unde yo este o constanta dependenta de con-

‘ liniar. •	 ditiile initiale si independenta de t1 .,

_3.61
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Relatiile care descriu sistemul din fig. IV. 19 sint urruatoarele

Y (s)	 G(s) U(s),	 H	 (3.4)

(3.3)

w	 F(t, y).	 (3.6)

Intrucit notiunea de hiperstabilitate se sPrijina pe aceea de stabi-
litate interna, este necesar ca sisthmul considerat sä fie liber, adica
v= 0. Daca v 0, dar cunoscut, prin schimbarile /1) w — v

y)	 F(t, y) — v, ecuatiile (3.5), (3.6) devin
u =__

= (t, y),

ceea ce inseamna ca sisternul (3.4), (3.7), (3.8) este liber.

3.1.2. Definitii i conditii de hiperstabilitate

Condeptul de hiperstabilitate introdus in [P6] se conCretizeaza in
urmatoarele doua definitii. "

Definitia 1. Sistemul automat cu structura din fig. IV. 19 se snumeste
hiperstabil daca are o stare de echilibru global , stabila pentru orice neli-
niaritate (3.6) care satisface inegalitatea (33).

Definitia 2. Sistemul automat cu structura din fig. IV. 19 se numeste
asimptotic hiperstabil daca are o stare de echilibru global asimptotic
stabila pentru once neliniaritate (3.6) care satisfaCe inegalitatea (3.3):

Intrucit conditiile de hiperstabilitate i. hiperstabilitate agimptotica
pretind ca partea liniara a sistemului cu struCtura dill fig. IV.19 sä
pbsede anumife proprietati, vorn da in continuare Inca doua definitii
in acest sens.

Definitia 3. Matricea G(s) se numeste real pozitivii daca: •
1 0 nu are nici un pol	 semiplanul Re s > 0;,	 ,
2° polii de pe axa imaginara (atunci cind exista) sint simpli i matri-

cea hermitica a rezkluurilor corespunzatoare este pozitiv semidefinita ;
3° G(jO)) -I- GT (— j(a) este o matrice herruitica- pozitiv semidefinita

(v. anexa E) pentru e R, exceptind acei pentru care jio, sint poll
ai matricii G(s).

,Definitia 4. Matticea G(s) se numeste strict real pozitivii daca:
1° Nu are nici un pol in semiplanul Re s?.. 0;
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.2° G(j) ± GT ( —jw) este o matrice hetmitica pozitiv definita (v.
anexa E) pentru toti e R.

Cu aceste elemente pregatitoare se pot enunta urmatoarele rezultate,
pentru a ca'ror demonstratie recomandam consultarea lucrarii [P6].

Teorema 1. 0 conditie necesara i suficienta. ca  sistemul automat
cu structura din fig. IV.19 sä fie hiperstabil este ca rnatricea de transfer
G(s) sä fie real pozitiva.

Un rezultat echivalent cu acesta, dar care se refera la realizarea
minimala (3.1), (3.2), este urm5.torul.

Teorema 2. 0 conditie necesara suficienta ca ,sistemul automat
cu structura din fig. IV.19 sa fie hiperstabil este ca sa existe matricile P.
simetricä i pozitiv definita, §i Q, simetrica §i pozitiv seinidefinita,
astfel incit

PA ± A TP	 — Q	 (ecuatia 'Liapunnv)
ma.tricea

(3.9)

M=N
 S (3.10)

sä fie pozitiv semidefinita, in care
ST R.

S = CT — P B (3.11)

R	 D	 DT .	 ,• (3.12)
In termenii teoremei 2 se poate explicita o conditie de tip inegali-

tate pentru partea liniara a sistemului automat. Intr-adevar, tinind
seama de (3.1), (3.2), putem scrie succesiv

St'	
1	 ti

(t) u(1) di = — xT (t)Px(t) 	[(C x Du)T u — Px]& =
2	 to	 jt,to

=— (t) P x(t)	 — 
_	 2,

x .(P A + P) x 21-P (C'T — PB)

	

".	 1 St.
2	 to	 2 to

(D DT) u] dt = —1 xr (t) P x(t)1 + 11 S I [x2Vx + xr Su ±
t.	 2 to

1
T ST x	 Ru] dt	 (t) P x(t)

2

ti	 1 St'+	 [x[xi' uT] M[	 di>.—
to	 2 to

— —
1 

xl (to)Px(to),
2

deoarece P este pozitiv definita §i M este pozitiv semidefinita.
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',/	 t

•	 In virtutea relatiilor (3.3) §i (3.5), in care v = 0, rezulta cãpartea
liniath a istemului din fig. IV. 19. satisface dubla inegalitate

1	 ti

—	 (to) Px(to).<..	 317 (t) (t) dt< • ti '> 10.
2	 to	 ,

Exemplul 3.1. Fie sistemul automat neliniar cu partea liniarA

•1	
I

+ 1	

—
G(s)

s	
•

s + 3
1 

a

Sá se determine parametrii a, b e R astfel incit sistemul automat sa fie hiperstabiL
Matricea G(s) are un pol simplu s = 0 pe axa imaginara si matricea corespunatoare

a reziduurilor este,

Acensta matrice este pozitiv `semidefinita numai pentru a = 0, deoarece pentra
a •# 0 ea nu este simetrica. In continuare, matricea

2 
1

G(jca) GT(—jai
6

08 -1- 9

trebuie 0, fie pozitiv semidefinitA, fapt care are loc numai dug b = 0.

Teorema 3. 0 conditie necesara §i suficienta ca sistemul autorait cu
struetura din fig. IV.19 sa fie asimptotic hiperstabil este ea =trice&
de transfer G(s) sa fie strict real pozitiva.

Esemplul 3.2. Fie sistemul automat neliniar cu partea liniarl

1	 a,
s + 1 s + 2

G(s) =
a	 1

s + 2 s + 1

SA se determine parametrul a e R astfel incit sistemul automat s fie ,asimptotio
hiperstabil.
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Matricea

2	 4a

i ca2 + 1	 o.)2 + 4
G(*) + G T ( —jco) =

este pozitiv definita. daca, i numai claca
c„2 + 4	 to2 ± 4 , 1

a < min 	  — lim 	
\	 eR 2(()2 + 1) (4 .÷±oo 2 (co2 + 1)	 2

n Sistemele hiperstabile au proprietatea remarcabila c ii conecta-
rea lor in parald sau intro structura cu reactie negativa se obtin de
asemenea sisteme hiperstabile. Aceasta," proprietate nu are loc la conec-
tarea in serie a sistemelor hiperstabile, [P6].

3.2. Sisteme autoadaptive hiperstabile

0 aplicatie remarcabila a teoriei hiperstabilitatii o constitilie sin-
t eza comenzii de autoadaptare a unui sistem automat pe bath erorii
dintre starea unui model de referinld starea sistemului ajustabil,
fig. IV.20, [F5], [L7].

3.2.1. Procedeul de autoadaptare

Pentru explicarea schemei bloc structurale din fig. IV.20 §i implicit
a procedeului de autoadaptare se porneste de la ecuatia modelului de

, ref erinta

(3.13)

si a sistemului ajustabil

= A (e,.t)x	 B(e, t)u, t e	 (3.14)

unde
e = x„, — x	 (3.15)

este .eroarea intre starea modelului si a sistemului ajustabil.
In aceste conditii ecuatia diferentiala a erorii are expresia

e = A rne + [A. — A (e , x [B,Th — B(e , 1)] u.	 (3.16)

4a	 2
ca2 Li- 4	 ct)2 + 1-

A mx Binu , tER, x e Rn,
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1 41 f: 
fp 	 + 

y Dispozitiv de
outoodopture

1	 	

Id *St 
1 1	 °

AL0_20)

K(s)

Fig. IV.20. Structura sistemului autoadaptiv hiperstabil.

Conditia de stabilitate asimptotica globala

•	 Ern e(t) = 0,

care 'trebuie sä aiba loc pentru once e(0), mice Am — A (e, t) §i once
B(e, t), impl;ca faptul cä atunci cind /400 trebuie sä alba loc

x00 si x.00: De aici rezulta Ica mecanismul de autoadaptare tre-
buie sä contina un element integrator care sä memoreze A (e, t) §i B(e, t)
pentru e(t) = 0. In virtutea acestui fapt se poate scrie

A (e, t) = A (0, 0) + (1)i[y(r),	 02[y(t), t], t> 0,	 (3.17)
0

B (e , t) = B(0, 0) + Wify(r), t]	 trgy(t), t] , t 0, (3.18)
0

unde (1)1 i W realizeaza memorarea i (1) 2 si W2 se anuleaza pentru
y 0. Funetiile- matriceale (1:11 , (1)2 §i T1, deocamdata necunoscute,
urmeaza sä se determine pe baza conditiei de hiperstabilitate asirnpto-
tied a intregului sistem.

Marimea y este iesirea unui element corector liniar cu matricea
de transfer K(s). Acesta se introduce deoarece partea liniara a siste-
mului autoadaptiv trebuie sá: indeplineasca conditia de reala , poziti-

, vitate stricta impusa de teorema 3. Intrucit este posibil ca matricea
de transfer a partii liniare sa, nu indeplineasca conditiile cerute, se
alege un astfel de K(s) incit respectivele conditii sä fie ‘ satisfacute.
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V	 -- W. (3.22)

Schema bloc structurala corespunzatoare ecuatiilor (3.19) -- (3.22)
este reprezentata in fig. IV.21.

vi

3.2.2. Sinteza comenzilor de autoadaptare

Pentru realizarea sintezei se parcurg urmatorii trei pais.
1 0 Se transfigureaza schema bloc structurala din fig. IV: 20 astfel

incit sa se puna in evidenta, conform schemei bloc structurale din
fig. IV.19, partea liniara i partea neliniara. AceSt lucru este posibil
introducind functia

v(t) = [A. — A (e, t)]x	 [B.	 B(e, t)]u.	 (3.19) •

In aceste conditii partea liniara a sistemului este descrisa de ecuatiile -
e A rne v

Y (s)	 K(s) E(s),

jar partea neliniara, tinind.seama de (3.17) si (3.18),_ de ecuatia

w(t)	 cbity(c), t]	 crogy(t), t]	 A(0,0) —	 x(t)

{c1 lr1 [y(-7), t] d-c	 li[y(t), t]	 B(0, 0) — B.}u(t). 	 (3.21)

Reactia se realizeaza prin

Fig. IV. 21. 0 form& echivalenta a sistemului din fig.,IV.20.

(3.20)
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it"

2° Se determina partea neliniara (blocurile marcate cu ? in fig. IV.21)
rezolvind inecuatia integrala (3.3), in care w(t) are expresia (3.21).
Pentru determinarea functiilor 01, 4)2 T2 se descompune inecua--
tla (3.3), cu (3.21), in urmatoarele patru inecuatii integrale partiale:

e	 ,

	

54 4(t)6 (lh[yer), t]	 + A(0, f.1) — A

	

o	 0

(t)Ogy(t), t] x(t) dt —
0

5o y
r (t) Ti (lyr), t]	 --+ B(0, 0)

	

t.	 e

oLb

Yr(t) Ir2cy(T), u(t) dt?-. — Y:,

cu conditia ca ± A ± A ± y A; evident, s-a considerat t0 = O.
In viziunea unei implementari cit mai simple a cornenzilOr de auto-

'adaptare se cauta pentru (3.23)—(3.26) solutil de forma

OiY( r),	 MAY(r) [A T Ax(7)]T

	
(3:2'7)

IFILY(T), = May('r) [IV Buernr
	

(3.28)

02[Y(t),	 PAY(t) IQ A X (07

	
(3.29)

1F2[3,(), = Pay(t) [Qs u(t)]r,
	 (3.30)

unde MA, NA, MB) NB §i PA, QA' PB, -QB sint matrici constante adecva.t
alese.

Inlocuind (3.27), , (3.29)	 (3.28), (3.30) respectiv in (3.17) §i (3.18)
se obtin comenzile de autoa.daptare

A (e, t) = A(0, 0) + M y(T) xr (r) th N5 PAy(t) x2' (t)	 0,
0

(3.31)

	

,
B(e; t) =	 0)	 M	 y('r),

	

0	
(r) eir	 PRY ur (t) 03, t 0.

(3.32)

x(t) dt>. 	 (3.23)

(3.24)

u(t) dt — A, (3.25)

(3.26)
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(3.38) Fig. IV,22. Schema bloc structurati
a imui siitem automat de urmArire.Ts2 + s + 1

Avind in vedere forma relatiilor (3.31), .(3.32), se spune ca s-a reali-
zat o autoadaptare de tip PI.

Se mai poate arata cà inecuatiile integrale (3.24) si (3.26) admit si
solutiile

02[Y(t),	 [sgn .Y(t)][QAx(t)]r, 	 (3.33)

	

IIP2[y(t), t] = [sgn y(t)][QB u(t)]T ,	 (3.34)

ceea ce duce la modificari corespunzatoare in expresiile comenzilor de
autoadaptare i anume

,A(e, t).= A(0, 0) + MA5 y(7.) xr er) d-c.	+

	[sgn y(t)] xT (t)	 t> 0,

B(e, t) B(0, 0) ± MB 

y( 
u (r) d M-c B +

	

t 	 7

0

	[sgn y(t)] ur (t) QL t>o.	 (3.36)
Avind in vedere forma relatiilor (3.35), (3.36) se spune cà s-a reali-

zat o autoadaptare de tip RI (releu ± integral).
3° Se determina elementul de corectie K(s) astfel incit partea

a sistemului cu structura din fig. IV.21, descrisä de matricea de transfer
GK(s) K(s)(Is — A my	 (3.37)

sä fie strict real pozitiva (teo-rema 3 si definitia 4).
In final, facem observatia cä vectorul eroare e poate fi de dimen-

siuni,mai mici decit dimensiunea lui x. (sau x), in sensul ca el poate
fi pbtinut prin compararea numai a anumitor componente omoloage
ale vectorilor Xm x, dupa- cum se arata in exemplul urmator._

3.2.3. Aplicatie: sistem de urma'rire autoadaptiv
hiperstabil

Se considera sistemul automat de urmarire cu schema bloc struc-
turala din fig. IV.22, in care T = const., k este un parametru variabil
in functie de perturbatiile externe
k este un parametrn ajustabil care
trebuie modificat astfel incit ixk V 1.

Adoptind un model de referinta cu
functia: de transfer

Gm(s)

(3.35)
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ne propunem sä sintetizam o comanda autoadaptiva de ajustare a•
parametrului kx pentru realizarea scopului propus.

Intrucit functia de transfer a sistemului ajustabil este

kvkv 	 kvk„ 
Go(s) =

T + s kxk, • T + s± 1

in ,care aproximatia facuta nu introduce erori prea man i daca
,este suficient de mare, [C7], ecuatia diferential5 a erorii

este

+ e + e (1 — kxkv)

- 
Comanda autoadaptiVa are forma

kzkvo	 kokvo +
c IY( ), t] d'7,

t IF

uncle kvo	 const. pe durata , procesului de ajustare.
Introducind notatia

v(t) = (1— kvkvo) u(t)

§i tinind seama de (3.3) cu w	 — v, se ajunge la inecuatia

140 y (t) lc liTy(T), t] dl. + kxsakvo — 1}•  dt ..>-- — yt„ t1 > 0,
1 .„oo 

a carei cea mai simpla solutie este'

W[y(r), t] = kou(r) y(T), ko› (kvokvo — 1) 2-/21.	 (3.41)

In aceste conditii din (3.40) §i (3.41) rezult5

le, = kvo ± k° 5 t u(T) y(r) ch. ,	 (3.42)
kvo o	 ,

Partea liniarA a sistemului este descrisa de func ia de transfer

(3.39)

(3.40)

G(s) =	
1 

T s2 + s + 1 K(s).
(3.43)
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AdoPtincl.
K(s) = a + bs

din conditia Re GK(j) > 0, co e R, se obtine

a + 1 (b — aT)
>0,	 R,

(1 — no2) 2 ±

(3.44),

care este satisfacuta pentru b > aT, a_> 0.
Vom remarca in final ca legea de autoadaptare (3.42) i elementuI

de corectie PD (3.44) se obtin exact in aceeasi forma daca se face, a
sinteza pe baza metodei directe Liapunov, [C7].
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A N-E X‘A. A

Trand'ormarea Laplace

Definifia 1. Fie f(t) o functie de variabila rea15,", numita fitnclie original, care satis-
face 'urmatoarele 101 (t) = 0, t < 0; 2° f(t) este derivabill pe portiuni; 3°,
,exista M> 0 §i a e R a,stfel incit f(t) < Me" • , t t 0. Functia de variabil5, .coMplex5.

Go
F(s)	 f(t)e-8° dt = 2{f(t)}!

Jo

se, numeste transformata Laplace san funcfia imagine a functiei f (t).

Teoreme importante. Fie

'F(s)	 {f (t)},	 G(s) = {g(i)}.

1. Liniaritatea

2{4(0	 c2g(t)} =-ciF(s)	 c2G(s),	 c1, C2 6 R.

2. Transformatti derivatei

_ 2{f(0} = .sF (s) — f (— 2).

in general

(n)	 (n-1)

WM) '= s"F (s) — s'-lf (-0) — — / (— 0).	 (A:2)

(k)

	

Prin f (t), k	 1, 2, ..., s-a notat derivata Oneralizata (in sens , distributii) de ordi-,
nul k a functiei f (t)

(k)
; f (— 0) = lim f (t).

t ;to
'

Transformata integralei originalului

Ely f(t) dtl= F (s).
.o

In 'general

	

Z 15
in	 f(t) dt" MB	 F(s)..

	

0	 0 -
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4. Transformata transtatei originalului

iff(t T)) = e— T•F(s), T a R.

5. Translata imaginii

	

f
f(t) ex *	 F (s — a), a e R.

Transformata produsului de convolutie

	

Eli
kr) g(t — T) dT	 f(t — 'r) g(')

0	
=-F(s)G(s).

7. Valoarea

Daca exista f(-{- 0) = lim lf(t) atunci
ty,0

f (+0) = lim sF (s).
s-). 0o

8. Valoarea finald

* Dac:5, exista f(+ oo) = lim f(t) atunci
1-4•+ co

oo) = lim sF(s).
s-*O

9. Teorema dezvoltdrii 	 I
Daca F(s) = Q (s)IP(s), unde P(s) si Q(s) sint doua polinoame relativ prim.; intre

ele, cu grad P = n > grad Q in, atunci

• qt

f(i) E E K"	 1ew,(qi
In care

' I 	 f  d)-1_
(9— 1)!ids1-1 E(s si)"(s)l}

s—s,

	i = 1,	 r, j = 1,

4 0 s, i =	 r, sint polii distincti, fiecare de multiplicitate qi, ai functiei F(s); Cu

+ + qr
'	 Notiunea de functie de transfer. Fie un sistem dinamic liniar continuu si invariant
In timp, descris de ecuatia diferentiall ordinara cu coeficienti constanti 	 •	 '• •

(n)	 (n- 1)	 (m)	 (m=1)

	

any + an-1 y	 aoy =	 u	 bou, t 0	 (A.3) -

cu conditiile

u(t) = 0, y(s) = 0, t < 0.	 (A.4)
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Aplicind (A.1) si (A.2) pentru (A.3), sub condifiile (A.4), se obtine

• Y(s)	 G(s)U(s),

in care:

	

Y (s)	 L {y(t)}, U(s)= L {u(s)},

G(s) — 	 =	 •
assn. +	 ao	 U(s)

..•	 bo	 Y(s) 	
(A.5)

Definitia 2. Functia G(s), de forma (A.5), care defineste relatia intrare-ie,sire a sis-
temului (A.3) in domeniul functiilor imagine, se numeste funetia de transfer a respec-
tivului sistem.

•

ANEXA B

Transformarea

Dupa cum s-a vazut la 1.1.4.8 in procesul de 8-epntionare, din functia f(t) con,
-tinuu variabilg, se obtine seria de impulsuri Dirac

f*(t) = E fk8(t
k=0

unde T este perioada de esantionare, fk lim f (t), k = 0,1,2,	 si f(t)' este-o functie
tsakT

original (anexa A).
Transformata Laplace a functiei f*(t) are expresia

CO

F* (s) = E fk e-k TS.	 (B. 1)
k=0

Introducind variabila comp1ex5, z = eT8 din (B.1) se obtine

F(z) = kE0
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Definilia I. Functia de variabilA complex F(z) S{f*(t)} = {f*(t)}
s- T In sx

se numeste transformata S a seriei de impulsuri f*(t).
intrucit seria de impulsuri se obtine din f(t), se mai poate scrie {f(t)} = F(z), dar

nu trebuie sä se piardA din vedere CA pentru a se putea determina F(z) trebuie sA se
obtinA mai intiifs (t) sau sirul de valori fk, k = 0,1,2, .... in aplicatii poate fi mai avan-
tajoasa, aceastA ultimA posibilitate, dupl cum se va vedea din urmatoarele doul exemple.

Exemple

a) pentru f(t) G(t) — functia treapta unitara, avem fk = 1, k =- 0,1,2, ...,
F(z)	 I z-1 z-2	 Aceasta este o serie geometria infinitA cu ratia z4. Pentru
ir I > I ea este convergenta si are suma {6(t)}	 z 1(z — 1).

b) Pentru f(t) = eat , t 0, cu a a C, avem
oo

§i
	

" F(z)	 kE0 (eta z 1 ) k — z eaT° 
I z I > eTRee.

Teoreme importante. Fie

	

F(z) = S{f(t)} , G(z) =	 {g(t)}

1. Liniaritatea

S(cd(t)	 c2g(t)} = ciF(z)	 c2G(z), c1,e2 a R.	 (B.2)

2. Transformata translatei originalului

S{ f(t — mT)} = z-m [F(z)	 f_kzkl m a N,

m—t
S{ f(t mT)} = zm k(z) —	 fzj. m e N.

3. Teorema•
${f(t) eat} = F (e-aTz), a a C.

4. Transformata „diferentialei" originalutui

‘‘.	 z —	 ,
${f(t) — f (t — T)} — 	

1 
F(z) —

{ f(t	 T) — f(t)}	 (z — 1) F(z) — fez.

5. Transformata „integralei" originatului

srk=___f_ F(s).
i=0

fk = eakT k	 0,1,2,,
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1

 k

Agic,..i ,---: F(z) G(z).

!

AS. Transformata produsului de convolufie

7. Valoarea iniliala-
Daca exist& f	 lirn f(t) atunci

'	 y,o
Nt.

lim F(2).
OD

8. Valoarea finald
Daca exist& f(+ co) lim f(t) atunci

t->co

f(-p 00) = Ern (z — 1) F(s).

Notiunei de functie de transfer in z. Fie un sistem dinamic liniar discret i inva-
riant in timp descris de ecuatia cu diferente cu coeficienti constanti

any(t —nT)	 an_iy(t — (is — 1)1)	 ...	 aoy(t)

= b,nu (t mT)'+ bm_iu (t	 (m — 1) T)	 bou(t), t = kT,	 eN,. (8.4)

cu Conditiile

I

(B.5)u (t) ='0, y (t) = 0, t	 O.

Aplicind (B.2) si (B.3) pentru ,(B.4), sub conditiile (B.5); se ob 'ne

l'(z) = G(z)U(z),

--
Y (z)	 y(t)},- •	 = z{ u(0),

G(z) — 	 	 •

	

ao a1z-4	anz-n	 U(z)

bo	 biz-1	 batz-in	 Y(k)	 (B.6)

Definifia 2. Functia G(z), de forma (B.6), care ,defineste relatia intrare-ie§ire a
sistemului (B. 4), se numeste funclia di transfer in z a respectivului sistem.

	

Tabel de transformate 51, ,si	 transformate Laplace uzuale

F(z)	 f(t)}	 -F(s)	 fAtil
1	 1

z	 -	 1
z — 1

Tz	 1
1)2
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L's

'sin cot

cos tat

e-at sin cot

e-at. cos ot

0-1 e-aT

zn-1 +
Tz 	

(z	 1)0+1

z — e-aT

z sin coT
z2 — 2z cos co T + 1

z — cos coT
z2 — 2z cos co T + 1

Z e-aT sin co T
z2 — 2ze-aT cos o.)7' + e-2aT

z e-aT COs (or
, zI _ 2;e T coscT+ e-2aT

Tn-lz e-a,T 	
(2' — e-ann

sn+3.

1	 '

s +

.s2

s2 + coa

co

s2 + 2as + co2 + 0

• s -12 a
•s2 + 2as + c + a2

(n — 1)

(s +

•Calculul transformntei Cu ajutorul transformatei Laplace. Tabelul de mai sus
sugereaza posibilitatea determinArii transformatei cu ajutorul transformatei Laplace.
Acest lucru este indiCat mai ales atunci cind se dispune de tabele de transformate Laplace

• detaliate atunci cind sistemul studiat contine elemente de transfer liniare invariante
continue in timp.
Daca F(s) este o fractie rational este posibila dezvoltarea ei in fractii simple. Con-

, form tabelului de transformate g7 de mai sus fiecarei fractii simple in $ Ii corespunde 'o
• anumitA transformatA Z. Pc baza acestei corespondente determinarea lui F(z) nu implicA

1 1 { 1

[
1	 1 1 n=

a (s + a)}
=

s + a jja s f

z (1 — e-GT) z
a z— 1 Z e-ar a (z — 1) (z — e-47)

Pentru F (s) e—T.SG(s) conform anexei A putem scrie

F(s) = E{g(t — Tni)}. Daca T fig	 aT, a e N, atunci, conform cu (B.3), obfinem

F(z) 5S{F(s)}	 %{ g (t — ca)} = z—eiG(z),

in conditiile in care g(t)	 0, t < 6.
Pentru o documentare completa asupra transformArilor Laplace si 55 se pot con-

sulta [A 2], [D 7], [N 2], [S 2], rj 2j, [K 2], Pt 4].

calcule complicate. t •

be exemplu pentru F(s) 	 1putem scrie
s (s + a)

F(z)	
1

Z{ F(s)} = 	—
as

= 1 ( 2
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ANEXA

Spa ii vectoriale (liniare) normate

-
Definitia 1. 0 multime X are structura de spatiu vectorial (liniar) peste un cOrp,K

daca (X, +) este grup comutativ §i aplicatia cp K x X X, numita operafie binar4
extern4 i notata multiplicativ (" "), satisface urmatoarele conditii: 1°a• (x y)
--- • -x4-ot • y; 2° (a -1-3) • x=oc • x+f3 • x; 3*(4)) •x=cc • (f3x); 401 •x= x (1 este.
elementul unitar din K), oricare ar, fi x, yeX i oricare ar fi a, 3 e K. Elementele din
X se nurnesc vectori, iar elementele' din K se numesc scalari. Operatia binara extern&

• se numeste inmultire cu un scalar.

.Definitia 2. Elementele x1 ,	 xn ale unui spatiu vectorial X se numesc liniar
independents daca din aizi aax2	anxn = 0 rezulta a = 0, i	 1, ..., n. In
caz contrar elementele xl, x2 ,	 xn se numesc liniar dependente.

Definitia 3. 0 submultiine Xb g X a unui spatiu vectorial se numeste beta daca
• fiecare x e X se exprima univoc printr-o combinatie liniar x = oc,x1 or.2x2	 7-Fanz*

a unui numar finit de elemente x1 , x2 , ..., xn e Xb;	 a2, .,., an se numesc .coordonatele
vectorului x.

Teoreina 1. Once spatiu vectorial are o bazaXb. Fiecare baza Xb din X este forniata
din elemente liniar independente.

Teorema 2. Daca , uñ spatiu vectorial X are o baza finita Xb atunci oricare
bag, 2C;, are acelasi numar de elemente ca 	 Acest numar se mimeste dimensituiea
spatiului -vectorial X.

Definitia,4. 0 functie reala '11 . H : X It se . numeSte nornul dac& satisface
fide : 1° Itzli > 0 oricare ar fi x e X, Cu x	 0; 20 Ila • x11--= *Hall oricare ar fix e

oricare , ar fi a e K; 3° , 11x	 9'11 4 11 z11 +	 oricare ar fi x,. y EX . ; in cazul normelor.
de matricise mâi adauga 4° 1 1xYll	 lIzji •HI oricare ar fi x, ye X.

Definitia 5 Un spatiu vectorial normat (X, 11 • 11) este im spatiu vectorial in care
s-a definit o norm,.

Exemple de norme

a) Norme de vectori

11.11= E rAvikii= (El	 .1!x11	 'Max	 .1-1
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b) Norme de matrici

- I II = max -E a . 11,111-- max E jaal , HA 11 = max laikI,
k i=1	 i k=1	 j, k

1/2

11All	 E ajj2J•
i,k=1

Prin Ei, i = 1,	 n, si aØ,, i = 1,	 m,•k = 1, ..., n, s-au notat respectiv compo-
rientele lui z i elementele matricii A.

:NEXA D

Forme patratice i hermitice. Criteriul Sylvester

Fie A o matrice reala de ordinul n, simetria.
Prin definitie

y xT4x, x

este o forma patratica si A este matricea formei ptratice.
Definitia 1. Forma pltratica (D. 1) i, respectiv, matricea A sint pozitiv definite

dac5, y > 0 pentru x00qiy= 0 pentru x= 0.
; Forma pltratia (D.1) si, respectiv, matricea:A sint negativ definite daca, —y

respectiv, —A sint pozitiv definite.
Definifia 2. Forma patratica (D. 1) si, respectiv, matricea A sint pozitiv setnidefinite

daca y 0 pentru x 0 ,si y = 0 pentru x = 0.
• Forma patratia (D. 1) si, respectiv, matricea A sint negativ semidefinite daca, y

si, respectiv, matricea —A sint pozitiv semidefinite.
Definifia 3. Forma patratia (D. 1) si, respectiv, matricea A sint nedefinite

daca (D. 1) nu satisface conditiile Definiliilor I ;si 2.
Criteriul Sylvester, [B 5], [C 8], [G 1], [X 3]. Forma p5.tratica (D. 1) si, respectiv.

Matricea A slut:
• 1° pozitiv definite clacl si numai clac5, toti minorii principali 'diagonali al matricii A

shit pozitivi ;
2° negativ definite daca si numai da,c5, toti minorii principali diagonali ai matricii A-

sint; Cei de ordin impar — negativi, jar cei de ordin par — pozitivi;

(D. 1)
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[li1
•	 0 liml,

(E,2)
-Mg/Mg : Ifl-tri M21 : M22

3° pozitiv semidefinite dacl, si numai dac5, det A = 0 vi toti minorii principali
diagonali sint nenegativi;

4° negativ semidefinite- dac i numai clacA, det A = 0 si toti minorii principaE
diagonali slut, cei de ordin impar — nepozitivi, jar cei de ordin par — nefiegativi;

5° nedefinite daca i numai dacii nu at loc conditiile 1 0 — 4°,
Fre'A o matrice complex5, de ordinul n cu proprietatea A = A*, uncle ( )* repre-

zintS, operatia de conjugare i transpunere. Matricea A se numeste matrice heirnitica.
Prim definitie

-= x*Ax, x'GC";	 (D:2)

este o forma hermhica.
intrudit y ia Valori pe R,	 1-3 se extind in mod corespunzator i pentru

D.2). k acest caz se poate , aplica criteriul Sylvester, care 10 pastreiza valabilitatea.
•

ANEXA E

0 formula a lui Schur

Fie M o matrice praratia de ordinul n, Cu partitionarea

M11 M12

LM21 M22 J

• In care M11 este o matrice'patratica de ordinul in, Cu det M11 ,0 0, M32 este o matrice
pltratia, de ourlinul n — in (n > m) i M12 , M2I sint matrici de dimensiuni adecvate.-

In	
,aceste conditii are loc

det M = det M11 det (M22 — M21M M12)•	 (E. 1)

• Demonstratia acestei formule se bazeaza pe calculul determinantului produsului
de matrici

in care 1,14, este matricea unitate de ordinul n — m.
intr-adevAr, trecind la determinanti in (E.2) se ()Mine

rin
det M det M	 det • • • • • • • • • • • • • • • 0	 (E. 3)

LO	 M22—
unde 4, este matricea unitate de ordinul m. Dup6, calcule elementare, din (E.3) se obtine
(E. 1).
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Schema analizei stabiIitäii sistemelor automate

Aceast5. scheml este o structur5, ierarhica de tip graf orientat (arborescent cu lega-
turi intre ramuri) si , reprezinta, o imagine globala. a continutului c5.rtii. Ea cOnstituie un

' suport util pentru 'evidentierea conexiunilor i confluentelor existente infre conceptele
si rezultatele din sfera. stabiIit4ii i, in acest context, pentru facilitarea unui studiu
istematic al tehnicilor de analia a stabiliatii sistemeloi autorriate, Care permite abor-

, darea cheitiunilor de detaliu in conditiile mentinerii unei vederi de, ansamblu ,asupra
intregului sistem de concepte si rezultate din cuprinsul ca,rtii. Totodata, pentru
torul familiarizat cu continutul earthi sau cu problematica stabiuitatii sistemelor auto-
rliate, schema allturata, poate con gtitui un ghid util in utilizarea re gpectivelor concepte
si rezultate.	 -

Evident, aceasth scheml nu este exhaustivl si ea poate fi comPletata 1 cu alte
rezultate existente in bogata literaturl consacrat5, stabilitatii sistemelor automate.

Se rernarcl Cu usurinta a nivelele ierarhice din cadrul schemei se disting prin
formele diferite ale blocurilor, conexiunile intre ramuri sint marcate . prin cercuri flume-
rotate si blocurile care se referä la rezultate din cuprinsul arta sint insotite -de trimiteri
corespunatoare la subcapitole, paragrafe i teoreme.
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Liniar rnonovariabil

•Stabilitatea
'• interna

I 5.2	 1.5.2	 1.6.4

Polinomul
caracteristic

V 

Tehpici
matriceale 

u.31	 Tehnici -
•recventiale 

* 
Sisteme
discrete

II.1. 2 .1
Transform.
omografic6

1.13

Ghersgorin

1.5 1.10-12

Hur witi NyquistNyquist

cb
y	 1.14

Schur- Cohn-
-Jury

T.17	 T.18 ; 1.19
Jury -
- Blanchard

Matr ice°
simetrica

3.6

• Her mite

1.7
1 , Lienard-

-Chiport

T 20

.	 Routh • Hankelakeye
etc

RcbIe

411.2.3.1 
Mat r icea
companion

	 1.24*

Hankel

11.1.1.4

Domenii . parameirica de tabtate

1.9 
Stabil itateo
structurala

II.1.1.7 11.1.2.5P.
Metoda locului r6d6cinilor
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1.11	 if 
I Bifurcatia

Hopf

Liniarizare

1.4 

Stabilitatea
internii

111.1.1.1 111.2.1.1

FUnctia de
descriere

Portretuf
de stare

1

Sisteme
continue

Sisteme
- continue

M.2.2.31.2

I
Oscilatii
intretinute

M.1.2.2;	

I	 Loeb

Cicturi limita Stabilitatea
echilibrutui

Bilharz Conditii de
existenta
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< Netiniar mOnonforiabil
; iTli.33

- Stctbilitatea	 ' I
absoluta 

-Fig.	 .29

Neliniaritote
de tip sector

a directa
Lia unov

Metoda
frecven iala

Sisteme
discrete

111.3.1.1	 111.3.2	 1.15 16	 1.23

Lurie_

1.12

Krasovski

• 111.3.2.2
Ingwerson

3
1.

0-	

Schultz-Gibson
V

M.3.2.4

• Zubov

T.17-20

Popov	 1

1.21 22
Criteriul-
cercului
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1V.1.1.1 IV.1.1.2 IV.1.2.1

Determinantul
coracteristic

Benzite
Ghersgorin

IV.1.1 tV.1.2

Sisteme
continue

Sisteme
continue

T.3.4	 T.5.6

< Liniar multivariabil

Polinomul de la
numdrator 'Rosenbrock

	 I	 '	 I
T.2	 ti

I
Conditia de
hiperstabilitate

1.1 3

<Neliniar miltivariabit

1.4	

1	 t.

I
Stabititatea
inter na	 I

(i)

— ---1 	 tv..1 

IHiperstabilitatea 1

JilV.3.1.2

( Popov
Ineaolitate)

	

IV.3.1.2IMetoda directal 	 I Tehnici

	

Liapunov j	 frecventiale 

Sisteme
continue
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Sistemul de °serii i colectii in automatica-informatia-electro-
niea-management

BIBLIOTECA DE AUTOMATICA 7INFORMATICA-
ELECTRONICA-MANAGEMENT

I. Seria FUNDAMENTE

— Teme cuprinzatoare, reprezentatiye
— Formalism matematic cu expunere concisa, tiguroasa, dar. acce-

sibila
Traduceri de mare notorietate

— Lucrari 'originale , ale profesorilor, cercetaiotilor, specialistilor
romani de prestigiu

—Abordare multidisciplinara, sistemica

IL Seria PRACTICA

— Tematici teoretico-aplicative .
- Situatii tipice in proiectare, , tehnologie
— Material tabelar i grafic

indrumar al activitatii dupa criterii metodice' i eficiente

Syria INITIERE

- Informare-instruire in domenii noi ce depasesc pregatirea clasica
— Introduceri adresate'specialistilor ; un ciclu separat de ABC-uri pen-

tru cadre medii sau nespecialisti
— Tratare sugestiva, grafica, cu aparat matematic accesibil•
— Sistematizarea) preocuparilor ulterioare

IV. -Seria AUTOMATICA-MANAGEMENT-CALCULATOARE
(AMC)'

— Reflectarea eyenimentelor vietii tehnico-stiintifice: congrese, ma-
nifestari internationale etc.
Ciclu de instruire

391 ,
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VI. Seria ELECTRONICA APLICATA

Prpfil similar cu colectia anterioari

VII. Colegia RADIO sit' TELEVIDEO

Articole de sinteza originale si traduSe, terne cu dezvoltare
ploziva

— Abordarea sistemica a celor trei domenii tematice
— Articole cu bibliografii ample, idexabile multiplu

Auxiliar pretios de cultura tehnica moderna

V. Colectiot AuTomATick.‘INFORMATICA

— Monografii succinte
Docurnentare adincita, variata

— Teme conturate
— Instrumente de lucru

—Carti cu volum mic, in tiraj de mas6, pentru tadioamatori;: con7
Structon, automatisti i ciberneticieni.
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