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Prefata

Cu toate ca formalismul riguros al conceptiei sistemice a fost elaborat n
cadrul stiintelor exacte, principiile de baza ale acestei noi conceptii au aparut
simultan in mai multe domenii stiintifice: teoria circuitelor electrice, electronica,
automaticd, biologie, neurofiziologie, psihologie, sociologie, stiinte economice etc.

Tn secolul a X1X-lea, in perioada de avant a tuturor stiintelor, sub influenta
mecanicii newtoniene, a spiritului laplacean si ca urmare a complexitatii
fenomenelor, cercetarea stiintificd a avut un caracter analitic. S-a obtinut astfel un
volum considerabil de cunostinte in toate stiintele. Cand aceste cunostinte au depasit
un anumit nivel, In cateva domenii stiintifice s-a constatat ca oricat de abundente ar
fi cunostintele asupra unor elemente disparate, acestea nu permit intelegerea
functiondrii ansamblului pe care elemente 7l formeaza. Ansamblul sau sistemul
posedd proprietdti noi care nu pot fi puse in evidentd numai Tn elementele
componente luate separat.

Un sistem este un complex de elemente in interactiune. El se evidentiaza prin
structura si conexiunile sale interne, care congtituie o unitate relativ delimitata fata
de mediu. Comportarea unui sistem depinde nu numai de proprietatile elementelor
sale ci, mai ales, de interactiunile dintre ele. Relevant Tn acest sens este faptul ca s-
a ajuns la idei si concepte similare, simultan si autonom, in diverse domenii
stiintifice. Progresele din aceste domenii au condus la conceptul de sistem, la
formularea legilor care le guverneazad si la descoperirea izomorfismelor dintre
diverse sisteme existente n natura.

Sistemele reale proceseaza substanta, energie si informatie. Ele sunt conectate
cu mediul prin mérimi cauze sau de intrare i marimi efecte sau de iesire. Tntre aceste
marimi exista o relatie cauzald, reprezentabilda abstract printr-un operator de
transfer. Studiul experimental al sistemelor reale implica interactiunea cu obiectul
andlizat si are, In unele situatii, aplicabilitate limitata. Tn mod obisnuit, alturi de
procedurile experimental e se fol osesc metodele de modelare care permit explicitarea
operatorului de transfer printr-un model matematic.

Un sistem fiind un complex de elemente Tn interactiune, urmeaza cad modelul
matematic, ca imagine perfectibild a sistemului real, este el Thsusi un sistem — un
sistem abstract. Sistemele abstracte reprezinta forma cea mai eficienta de cunoastere
profunda a sistemelor reale. Sistemele abstracte, grupate n clase care le confera un
anumit grad de generdlitate, constituie obiectul de studiu a teoriei matematice a
sistemelor. Diferenta fata de disciplinele conventionale rezidd Tn gradul de
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abstractizare si de generalizare: sistemul abstract se refera la caracteristici foarte
generale ale unei mari clase de entitati, traditional tratate de discipline diferite. De
aici rezulta de fapt natura inter- si multi-disciplinard a teoriei sistemelor.

Tn acest context disciplina teoria sistemelor constituie rezultatul simbiozei
intre matematicile aplicate si stiinta si ingineria sistemelor. Originile e se situeaza
n teoria circuitelor electrice, electronicd si telecomunicatii, si Tn mod special n
automatica.

Aceasta carte are ca scop prezentarea, intr-un mod riguros si inteligibil, a
principaléor rezultate privind descrierea matematica a sistemelor dinamice liniare,
transferul intrare — stare — iesire, controlabilitatea si observabilitatea sistemelor
dinamice liniare, stabilitatea si stabilizarea sistemelor dinamice liniare, stabilitatea
sistemelor automate liniare multivariabile, stabilitatea sissemelor dinamice neliniare
(inclusiv metoda invariantei de flux), si conducerea optimald a sistemelor dinamice.
Tratarea este atét sistemic — teoreticd, prin abordarea matematicd adecvata obtinerii
unor solutii generale riguroase, cat si aplicativd, prin exemple diseminate pe
parcursul intregii carti.

Conform scopului cartii problematica este abordatd sintetic, tratarea fiind
structurata pe definitii, teoreme (majoritatea demonstrate), exemple rezolvate si,
dupa caz, observatii. Toate acestea, ca si relatiile matematice, sunt numerotate cu
doua cifre arabe: prima indica subcapitolul si a doua numarul de ordine Tn cadrul
subcapitolului. Trimiterile la alte rezultate din carte se identifica utilizand adecvat si
colontitlurile (pagini pare — capitole, pagini impare — subcapitole). Semnificatia
simbolurilor si abrevierilor utilizate se prezinta n lista aflata la finalul cartii. Pentru
cursivitatea expunerii, se fac trimiteri bibliografice numai daca este strict necesar. Tn
acelasi timp, lista bibliografica cuprinde o parte generald si cinci diviziuni pe
domenii: sisteme liniare, sisteme automate liniare multivariabile, sisteme automate
neliniare, metoda invariantei de flux si conducerea optimala.

Prin conceptie si prin paleta problemelor abordate, cartea se adreseaza
specialistilor  in ingineria sistemelor, automaticd, stiinta calculatoarelor,
electrotehnicd, electronicad, in informatica de proces, dar si in matematici aplicate, in
biologia matematica si in stiintele economice, specialisti care lucreaza in invatamant,
n cercetare, Tn proiectare si Tn industrie. Totodatd, cartea deschide studentilor in
domeniile amintite calea spre cunostinte avansate de teoria sistemelor, care fac
posibile sinteze teoretice si solutii practice eficiente bazate pe produsele oferite de
stiinta si tehnologia informatiei.

lasi, martie 2008 Mihail Voicu



Capitolul 1
MODELE MATEMATICE ALE
SISTEMELOR DINAMICE LINIARE

1. Notiuni introductive

1.1. Terminologie si definitii

a. Sisteme

Un sistem este un complex de elemente in interactiune. El constituie o unitate
relativ delimitata fata de mediu, delimitarea fiind evidentiata de structura si de
conexiunile interne. Comportarea unui sistem nu depinde numai de proprietatile
elementelor componente, ci, mai ales, de interactiunile dintre elementele sale.

In acest sens, relevant este faptul ci s-a ajuns la aceleasi idei si concepte,
simultan si independent, in diverse domenii stiintifice: teoria circuitelor electrice,
electronicd, automaticd, dar si in biologie, neurofiziologie, psihologie, sociologie,
stiinte economice. Progresele din aceste domenii au marcat inceputul evolutiilor
conceptuale pentru a se tine seama de sisteme, de legile care le guverneaza si de
izomorfismele dintre sistemele reale, care pot fi de naturi foarte diferite.

Sistemele reale — naturale sau tehnice — sunt studiate in:

o stiintele sistemelor — dedicate sistemelor fizico-chimice, biologice,

organismice, social-ecologice, socio-culturale si organizationale;

» ingineria sistemelor — dedicata sistemelor tehnice.

In cadrul sistemelor reale cunoasterea stiintifici se bazeazi pe doud
categorii de metode: metode experimentale si metode de modelare.

Metodele experimentale implica interactiunea directd cu obiectul de studiu si
au, n unele situatii, aplicabilitate limitatd. Se pot face experimente in fizica,
chimie, biologie, psihologie, inginerie, dar acestea sunt limitate sau imposibile in
astronomie, economie, sociologie. In general, existd sisteme reale pentru care
anumite experimente nu pot fi realizate. In aceste cazuri, alituri de metodele
experimentale, se folosesc metodele de modelare. Sistemele reale asupra carora se



Cap. 1. Modele matematice ale sistemelor dinamice liniare

pot face observatii experimentale sunt, principial, modelabile. Experimentele care
nu pot fi realizate cu sistemele reale, pot fi desfasurate pe modelele acelor sisteme.
Sistemele reale proceseaza substantd, energie §i informatie. Ele sunt
conectate cu mediul ambiant prin doud categorii de variabile:
> marimile cauze — numite de intrare — notate vectorial prin u, §i

> marimile efecte — numite de iegire — notate vectorial prin y .
Intre u si y, vectori reali definiti pe multimea de timp T , exista o relatie de

la cauza la efect, simbolizatd de operatorul de transfer & . Suportul ei material
este sistemul considerat, fig. [.1.1. Multimea de timp T este ordonata in sensul ca
timpul evolueaza continuu si uniform din trecut, prin prezent, spre viitor.

u(t) y(®)
S

(sistem)

teT

Fig. 1.1.1. Reprezentarea grafica simbolica a unui sistem

b. Modelarea sistemelor
Expresia matematicd a relatiei dintre u(¢) si y(¢) , simbolizatd prin

operatorul de transfer &, este modelul matematic al sistemului. El este o imagine,
mai mult sau mai putin perfectd, a sistemului real. Intr-o forma simpla transferul
intrare — iegire realizat de sistem se exprima prin:

y(@)=&ou(t), teT, (1.1)

in care ,,0 ” simbolizeaza operatia de transformare prin & alui u In y.

Modelarea sistemelor se bazeazd pe constructia — prin sistematizarea
observatiilor, experimente, interpretarea masuratorilor si cunoasterea si explicitarea
legilor generale ale naturii — a unei imagini, de regula idealizate si esentializate, a
fenomenelor din sistemele reale. Aceastd imagine, avand o forma perfectibila si
eficient utilizabila pentru cunoastere si in aplicatii, este modelul matematic.

Conform definitiei notiunii de sistem, modelul matematic este el Insusi un
sistem — un sistem abstract — prin care se reprezintd un sistem real. Conceptual,
notiunile de sistem real si de sistem abstract sunt distincte. Ele desemneaza entitati
distincte. Sistemul abstract este o imagine, mai mult sau mai putin idealizata si /



1. Notiuni introductive

sau simplificatd, dar perfectibila, a sistemului real. Distinctia dintre sistemul real si
imaginea sa este ilustratd in fig. 1.1.2. In ea se evidentiazi procesul de modelare
(Insotit de identificarea structurii §i parametrilor) si, implicit, rolul analistului de
sisteme. Acesta elaboreaza modelul (EM), concepe experimente (CE) — cand este
posibil, efectueaza experimente (Esg, Esa), valideaza modelul (VM) pe baza erorii
(e) dintre rezultatele similare obtinute in Egg, Esa §i repetd procedurile CE, Egg,
Esa, VM si EM ori de cate ori este necesar. in acest fel este posibild perfectionarea
sistemului abstract in conformitate cu scopurile modeldrii matematice: cunoastere,
sinteza unor structuri de monitorizare si / sau de conducere a sistemului real etc.

Sisteme:

Fig. 1.1.2. Procesul de modelare; S g — sistem real, S — sistem abstract,
u — marime cauzd, yr, ya — marimi efect, e = yy - ya — eroare; EM — elaborarea modelului,
CE — concepere de experimente, Esr, Esa — experimente, VM — validarea modelului,
————— » — prelevare de informatii, - - - -» — operatii de modelare

c. Obiectul teoriei sistemelor

Sistemele abstracte reprezinta forma cea mai eficienta si perfectibild (ori de
cate ori este necesar si / sau posibil) de cunoastere a sistemelor reale. Sistemele
abstracte, grupate in clase care le confera un anumit grad de generalitate, constituie
obiectul de studiu al teoriei sistemelor.

Originile teoriei sistemelor se situeazd 1n teoria circuitelor electrice,
electronica si, mai ales, in automatica. Se poate afirma ca automatica, prin viziunea
intrinsec sistemicd, prin factura inter-, trans- i multidisciplinara si prin utilizarea
naturald a instrumentului §i limbajului matematic, este matricea in care s-a
constituit si din care a evoluat teoria (matematica a) sistemelor.



Cap. 1. Modele matematice ale sistemelor dinamice liniare

In cadrul teoriei sistemelor, un sistem este un model de naturd generala si
abstractd, adicd o analogie conceptuala intre anumite caracteristici universale ale
faptelor observate. Diferenta fata de disciplinele conventionale rezida in gradul de
generalizare si de abstractizare: sistemul abstract se refera la caracteristici generale
ale unor clase de entitati, traditional tratate de discipline diferite. De aici rezulta
natura interdisciplinard a teoriei sistemelor si aplicabilitatea ei in diverse domenii
concrete.

d. Sisteme continue in timp §i sisteme non-anticipative

Definitia 1.1

A. Un sistem se numeste continuu in timp dacd T =R sau T este izomorfa
cu R si variabilele sistemului sunt definite pentru orice 1 € T .

B. Un sistem se numeste discret in timp daca T=7 sau T este izomorfa cu
Z ; raportat la timpul fizic, ca o componentd intrinsecd a realitatii, variabilele
sistemului sunt definite numai pentru anumite momente ale timpului, de obicei
echidistante. O

Sistemele reale (naturale sau tehnice) satisfac principiul non-anticiparii care,
intr-o exprimare lapidara, are urmatoarea formulare: efectul nu anticipeaza cauza.
Cu alte cuvinte, pentru orice moment t € T evolutia iesirii y pana in momentul t

depinde numai de evolutia intrarii # pand in momentul .
Definitia 1.2

A. Un sistem se numeste non-anticipativ (satisface principiul non-anticiparii)
daca evolutia in trecut si in prezent a lui y nu depinde de evolutia in viitor a lui u .

In cadrul transferului intrare — iesire (1.1), principiul non-anticiparii are forma:
STo(Sou®)=S"o(So(S ou(?)), SToS=85"0(S50S5"), (1.2)

in care S°, 1€ T, este operatorul de trunchiere temporala. Prin acest operator o

marime v se transforma intr-o altd marime w dupa cum urmeaza:

w(t), t<T,
wit)=STov(t) 2 (1.3)
0, t>1, t1€T.

B. Un sistem se numeste anticipativ daca evolutia in trecut si in prezent a lui
y depinde de evolutia in viitor a lui u, respectiv relatiile (1.2) nu au loc. O
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1. Notiuni introductive

Observatia 1.1

Desi in lumea reald a spatiului macroscopic sublunar, actualmente cunoscut,
nu au fost identificate sisteme anticipative, aceasta notiune este foarte utild mai cu
seama 1n aplicatii. De exemplu, ea creeaza contrastul conceptual necesar pentru
evaluarea pertinentd a modelelor matematice, care pot fi anticipative sau nu.

Evident, este de dorit ca modelul matematic al unui sistem real si fie non-
anticipativ. Aceasta calitate nu este asiguratd in mod automat. Explicatia este ca pe
parcursul modeldrii matematice a unui sistem real se uzeaza de simplificari /
idealizari care nu raman fara consecinte sub aspectul non-anticipativitatii
modelului matematic obtinut. (Pentru alte detalii v. Observatiile 2.1 si 4.1.) O

Observatia 1.2

Exista si situatii in care, din motive de simplitate a tratarii, se lucreaza cu
modele matematice anticipative. Rezultatele care se obtin in astfel de imprejurari
trebuie interpretate adecvat si anume In concordanta cu idealizarile / simplificarile
care au condus la respectivele modele matematice. O

1.2. Sisteme dinamice

Un sistem dinamic se caracterizeaza prin aceea ca iesirea y(¢), in care t €T

este momentul curent, depinde de intreaga evolutie internd a sistemului, sub
influenta intrdrii u, pe parcursul istoriei sale pe intervalul de timp [z(,/]C T,

ty <t; t, este momentul initial, al inceperii observatiei relatiei dintre u si y. in

acest context, un concept cardinal este starea sistemului, notata vectorial prin x,
care descrie evolutia interna (a substantei, energiei si informatiei), pentru ¢ > ¢,

generate de actiunea intrarii u(0), 0 €[#,,¢]. Se afirmd ca y(¢) depinde de starea
x(t) , care se determind pe sine (prin propria sa evolutie) sub influenta lui
u(0),0 €[1,, t], respectiv de intreaga istorie a evolutiei starii pe [¢, ].

Definitia 1.3

A. Un sistem se numeste dinamic daca transferul intrare — iesire (1.1) se
exprima sub forma:

x(t):(p(t; 1o> Xo> u[to,[])a t>ty, xeX, uelU, (1.4)
y()=g(t, x(1), u(r)), yevY, (1.5)

11



Cap. 1. Modele matematice ale sistemelor dinamice liniare

in care
(a) ¢ este functia de tranzitie adicd aplicatia vectoriald prin care, In cadrul

sistemului, are loc tranzitia din starea initiala
in starea curenta x(t), t > t,, sub actiunea segmentului de intrare

ug, 2 {u(®): 0.0}

(b) g este aplicatia vectoriald a transformarii marimii de stare curente x(¢) si
mdrimii de intrare curente u(f) in marimea de iesire curenta y(¢), t > ¢, .

(¢) U, X, Y sunt respectiv spatiul intrarilor, spatiul starilor, spatiul iesirilor.

(d) x(¢) depinde de segmentul de intrare U] din clasa de functii de intrare:

Q2{0:T—U}. (1.7)

Aceasta cuprinde evolutiile admisibile ale marimii de intrare u , descrise de:
o= {u(t); t €T, u(t)€U}. (1.8)
Valoarea Tn momentul ¢ a evolutiei (1.8) se obtine cu

u(t)=mn,02 o), (1.9)

in care T, este operatorul de extragere a valorii lui ® in momentul 7.
(e) Functia de tranzitie ¢ are, prin definitie, urméatoarele patru proprietati:

1° Orientabilitate. ¢(t; t,, x,, up, ;1) este definitd pentru orice 1 > ¢,.

2° Consistentd. Pentru orice t, € T si ¢t =1, are loc:
©(to5 Lo X0» Uy, 1) = Xo- (1.10)

3% Compozabilitate. Pentru orice t,, t,, t; €T, cu t; <t, <t;, are loc:
QL35 1y, x(11), up, 1) =035 by, @5 1y, x(1), upy 1), Uy, 47) - (1.11)

4° Cauzalitate. Pentru orice t,t €T, > t,, si orice Upsy i]s Uiy, €€ are loc:
Uy, = ﬁ[to’t] = ot 1y, X, ”[zo,z]) =0(t; ty, Xy, 5’[:0,:])- (1.12)
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1. Notiuni introductive

B. Un sistem se numeste static daca transferul intrare — iesire are loc

instantaneu, in sensul ca y(¢) depinde numai de u(¢) pentru t > ¢, ty,t €T . O

Definitia 1.4
A. Un sistem se numeste finit dimensional dacd U, X, Y sunt spatii liniare

(vectoriale) finit dimensionale (v. Anexa A).
B. Un sistem se numeste infinit dimensional daca in sistem exista variabile
infinit dimensionale. O

In cazul finit dimensional, uzual, U=R"”, X=R",Y =R”, cu m,n, p numere
naturale. n, numit ordinul sistemului / modelului, este numarul acumulatoarelor de
substanta / energie / informatie, independente si relevante, continute de sistem.

Definitia 1.5
Un sistem dinamic de forma (1.4), (1.5) se numeste nefed dacd T =R (adica
este continuu), U, X, Y sunt spatii topologice, si ¢ are derivata continud in ¢ si

este continud in variabilele ¢,,x,, v . O

Teorema 1.1
Functia de tranzitie a unui sistem dinamic neted de forma (1.4), (1.5), in care
u(t) este continua pe portiuni, si U, X si Q sunt spatii normate, este solutia unei

ecuatii diferentiale de forma:
(o, ¥, 00), 1> 1. (1.13)

). Topologizarea spatiilor U, X si Q este asiguratd respectiv de normele

definite pe aceste spatii (v. Anexa A). Fie aplicatia F,: TxXxQ—X definita prin
ad
F;(thxO,m):E@(t; t> Xg> ®) , (1.14)

in care intrarea are forma o =uy, 5 si Xo = x(4). Fie 1y =1 si fie prin definitie

f(t, x(1), u(t)) = F, (t, x(8), up, z]) . In aceasta situatie, din (1.14) se obtine:
d ; =F = 1.15
(5 6 30, ug )= F (1, x(0), ugy ) = £ (6 5@, w (@) . (119)

13



Cap. 1. Modele matematice ale sistemelor dinamice liniare

f este continua in raport cu ¢, x, u deoarece sistemul dinamic este neted.
Din (1.15), cu proprietatea de consistenta (p(l; t, x(1), ”[t,t]) = x(¢) (obtinuta din

(1.10) pentru ¢, =t ), rezultd ecuatia diferentiala (1.13). O

Prin urmare, sistemele dinamice netede sunt descrise de ecuatii diferentiale.

Modelul matematic (1.13), (1.5) este un model recursiv deoarece ecuatia
diferentiald (1.13), in mod evident, exprima de fapt numai tendinta de evolutie in
timp a starii x(t) (respectiv a sistemului). Spre deosebire de aceasta, modelul

matematic (1.4), (1.5), in care (1.4) este solutia ecuatiei diferentiale (1.13), este un
model nerecursiv care expliciteaza evolutia in timp a starii x(t) a sistemului.

In mod obisnuit, procesul de modelare prezentat in fig. 1.2, se finalizeaza, in
cazul sistemelor dinamice netede, cu modele recursive. Fapt lesne explicabil prin
aceea ca legile generale ale naturii, de care se face uz in procesul de modelare
matematicd, se formuleaza indeobste in termenii tendinfelor de evolutie in timp ale
fenomenelor. Urmeaza ca o problema cardinala este aceea a trecerii de la modelul
recursiv (1.13), (1.5) la modelul nerecursiv (1.4), (1.5), respectiv a existentei si
unicitatii solutiei problemei Cauchy constituitd din ecuatia diferentiald (1.13) si
conditia initiald (1.6). In acest sens un rezultat clasic este urmatorul.

Teorema 1.2 (de existenta si unicitate, v. [3])
Daca pentru orice u(t), cunoscut pe [#,, 1] C T, f este continua, satisface

conditiile de marginire si respectiv Lipschitz (intr-o norma

definita pe X):

| £ (2, x(@0), ()| < M, (€T, xeX,
(1.16)

17 x, )= £ % w| < Llx—5

in care M si L sunt doua constante pozitive, atunci existd o solutie unica (1.4) a
problemei Cauchy (1.13), (1.6). O

, teT, x,xeX,

1.3. Sisteme dinamice invariante in timp

Definitia 1.6

A. Un sistem se numeste invariant in timp sau constant daca evolutia sa este
invariantd in raport cu translatiile temporale. in cadrul transferului intrare — iesire
(1.1) invarianta 1n timp se exprima prin:

14



1. Notiuni introductive

WO =S oult)=8,0(S0(S ou)), S=&,0(S08,), (117

in care &, 1€ T, este operatorul de translatie temporala. Prin acest operator v se
transforma in w dupd cum urmeazi: w(t) = S, o v(t) £ v(t +1).

B. Un sistem se numeste variant in timp daca (1.17) nu are loc. O

Teorema 1.3

Fie un sistem dinamic neted de forma (1.4), (1.5), invariant in timp, in care
u(t) este continua pe portiuni, si U, X si Q sunt spatii normate. Functia de
tranzitie este solutia ecuatiei diferentiale (1.13) si transformarea lui x(¢z) si u(¢) in

y(t) este descrisd de (1.5), cu f si g independente de 7, respectiv:

@:f(x(t), u(t)), t>1,, (1.18)
dt
y=g(x(0), u()). (1.19)

. Conform Definitiei 1.6, pentru orice ¢, t,,T€ R are loc:

x(t)= (p(t; Lo Xq» u[to’t]) = (p(t—i—t; to+1, X0, S ¢ O Uy 4r, 141 | - (1.20)

Intrucat & . OU tr 4] = Uty 1] din (1.14) 51 (1.20), pentru ©=—¢,, se obtin:

d
F (zo, Xo, u[[o,[]) :E(p(t; to, Xo» u[to’t]), (1.21)

d .
F,(zo, Xp, u[,o’,]) = —dt(p(t—i—r, Io+71, X, u[to’t]) .
-0

d
:E(p(t_t()’ 0, X0 u[t()’t])- (122)

Pentru £, =1 rezulta imediat ca F, (¢, x(¢), u, ,)) nu depinde explicit de ¢

deoarece din (1.21), (1.22) urmeaza ca are loc:

%(P([; t, x(1), uy,, t]) =K (t, x(8), up,, t])

(1.23)
= F, (x(0), up, ) =

(P(OQ 0, x(2), ury, z])-

&|&

t
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Cap. 1. Modele matematice ale sistemelor dinamice liniare
Se defineste f(x(t), u(t)) £F (x(t), up, ,]) . Din (1.23) rezulta:

%(P(t; 2 x(t)’ up, t]) = F; (x(t)’ up, t]) = f(x([)’ u([)> . (124)

f este continua in raport cu x si u deoarece sistemul dinamic este neted.
Din (1.24), cu proprietatea de consistenta (p(t; 1, x(1), up, t]):x(t) (obtinuta din

(1.10) pentru #, =t ), rezultd ecuatia diferentiala (1.18).
Procedand similar pentru (1.5) se obtine g(z, x, u)= g(x, u) , respectiv
ecuatia (1.19). O

Exemplul 1.1
Schema motorului electric de curent continuu (c.c.) cu dubld comanda (pe
indus si pe inductor) este reprezentatd in fig. 1.1.3. Pentru modelare se considera
numai fenomenele electrice, magnetice, mecanice §i interactiunile corespunzatoare.
Se face abstractie de fenomenele termice. Ecuatiile care descriu sistemul sunt:
 pe circuitul indusului:

—— U

ul :e+R1xl +L1xl,

>| inductor e=cyxj;
(stator)

3 L « pe circuitul inductorului:
sarcina

v ="h(x;,);
Fig. I.1.3. Schema motorului electric de c.c.;
uy, Uy — tensiunile de comanda, x,, x,— curetii * pe partea electro-mecanica:
rotoric si statoric, e — tensiunea contra-
electromotoare, R 1, L, — rezistenta si inductanta
rotorice, R , — rezistenta statoricd, x; — viteza

JxX3=m,, —mp—usy,

unghiulard, us — cuplul de sarcina, m,, — cuplul my,=Ccr¥xq,
motor, m,; — cuplul de frecare, J — momentul de
inertie al rotorului, v — fluxul de excitatie Mme=_C3X3.

Functia 4 reprezintd curba de prima magnetizare a circuitului magnetic i cu

Cy,2,3 s-au notat constantele constructive ale motorului.
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1. Notiuni introductive

Sistemul este de ordinul trei, adicd egal cu numarul acumulatoarelor de
energie continute de sistem: doud acumulatoare electromagnetice (reprezentate de

inductantele L, L, ) si un acumulator mecanic (reprezentat de momentul de inertie
J). Se alege mdrimea de stare formatd din variabilele x,, x,, x;. Marimea de
intrare este formatd din variabilele externe u,, u,,u; . Elimindnd variabilele
e,y,m,,m, intre ecuatiile de mai sus si explicitdnd rezultatele in raport cu
derivatele x;, x,, x5, in final se obtine un sistem de ecuatii diferentiale intrare —

stare de forma (1.13) si anume:

X ——ﬁx —ﬁh(x )x —i—iu
1 I 1 I 2)X3 I 1>
. R, 1
Xy =—— Xy +— U,
h'(x;) h'(x,)
. ) C3 1
Xa=—f(x,)x] ——=X3 ——1U;.
3 Jf( 2)X ST

La aceste ecuatii se adaugd ecuatia iesirii. De pilda, 1n cazul reglarii turatiei
motorului de c.c., de reguld, iesirea avutd in vedere este viteza unghiulara:

y=x;.0

1.4. Sisteme dinamice liniare

Definitia 1.7
A. Un sistem se numeste /iniar dacd orice combinatie liniard de marimi de
intrare se transformd intr-o combinatie liniard similard de marimi de iesire. In

cadrul transferului intrare — iesire (1.1), pentru orice u’, cu yi(t) =S ou'(t), si

orice constante ¢; €RR, i €/ (I —multime de indici, finitd / numarabila), are loc:

‘S’O(Zielciui(t)) =3 e Sou()=3" ¢y (D). (1.25)

B. Un sistem se numeste neliniar daca (1.25) nu este indeplinita. O
Relatia (1.25) ilustreaza binecunoscutul principiu al suprapunerii efectelor.
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Cap. 1. Modele matematice ale sistemelor dinamice liniare

Teorema 1.4

Ecuatiile (1.13), (1.5) ale unui sistem dinamic neted, finit dimensional si
liniar au forma:

x()=AO)x@)+B@)u(t), teR,xeR", uecR”, (1.26)

y(@)=C@)x(t)+ D(t)u(t), yeR?, 1.27)

in care A(¢), B(t), C(¢), D(¢) sunt matrice de dimensiuni adecvate.
). Sistemul este neted; uzual T =R . Finitudinea si liniaritatea (1.25)

implicd faptul ca X, U, Y sunt spatii liniare identice / izomorfe respectiv cu

R", R™ R?; n, m, p se stabilesc adecvat in procesul de modelare matematica.

Functia de tranzitie ¢ este liniard pe X x ). Aceasta Inseamna ca pentru

Xg= Zielci xé, Uy, = Zielciu[ito,t] , cu orice (xé, ”[izo,z]) eXxQ,
si orice constante ¢, € R, i€/ (/ —multime de indici, finitd / numarabila), functia
de tranzitie @ (din Definitia 1.3) are proprietatea:

QU1 0. D 21y €100 D iy €3ty ) = Dy € @1 fox X0 Uy, )

In particular, pentru x, = x, 40, Uiy, 1] = Oy, 1] T U1, 17 S€ SCIIC:

O(15 20, X5 gy ) =P(L5 Lo, X0, 0 )+ 08520, 0,0 49) -
De aici urmeaza cd ¢ este formata din urmatoarele doud componente:

o x (O)=0(15 1y, x9, 0y, ;1) — componenta de regim liber, determinata de
cauze interne, respectiv de acumuldrile explicitate prin starea initiald x;

o xp@)=0(t 10,0, up ) — componenta de regim fortat, determinatd de
cauze externe, respectiv de mérimea de intrare u .

In continuare, in virtutea liniaritatii si finitudinii dimensionale se pot scrie:
xp()=0(t 1,0, u[to,t]) =Y(1, tO)u[tO,t] > (1.29)
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1. Notiuni introductive

in care D(¢,t,) este matricea de tranzitie, determinantd pentru evolutia In regim
liber din starea initialda x,, si \V(¢,¢,) este operatorul de transfer, determinant
pentru evolutia in regim fortat sub actiunea segmentului de intrare Up,, 5 N cazul
continuu in timp, W(¢, ¢,) este un operator de integrare (v. Observatia 1.6).

In acelasi timp x(¢)=o(t g, xg, U, ;) este solutia unei ecuatii
diferentiale de forma (1.13) in care f(¢, x, u) are semnificatia evidentiatd in cadrul

demonstratiei Teoremei 1.1. Liniaritatea functiei ¢ implica si liniaritatea functiei

f astfel ca se poate scrie:
ft, x,u)=A@)x+ B({t)u,

ceea ce conduce la ecuatia (1.26) cu A(¢), B(¢) matrice de dimensiuni adecvate.
Conditia de liniaritate (1.25) include si ecuatia (1.5). Ca urmare,
y=gt, x,u)=Ct)x+D@)u,

din care rezulta ecuatia (1.27) cu C(¢), D(¢) matrice de dimensiuni adecvate. O

Explicit, vectorii si matricele din ecuatiile (1.26), (1.27) au formele:

X1 Uy b4
x=|:, u=|:|, y=|:|, (1.30)
X, u,, Y,
ap(®) - ap,@) by - by, ()
Ay =| L B =] Lo, (130
anl(t) ann(z) bnl(t) bnm(t)
en(@ e, dp@) - dy, 0
cty=| : Sl Dy=| Fol (132
p®) o cpnld) dp(0) - dy(0)

Aceste matrice se numesc respectiv: matricea (de evolutie a) sistemului,
matricea intrdrii, matricea iesirii, Sl matricea conexiunii directe intrare — iesire.

Problema trecerii de la modelul recursiv (1.26), (1.27) la modelul nerecursiv
(1.4), (1.5) se rezolva aratand ca solutia unica a problemei Cauchy (1.26), (1.6) este
o functie de tranzitie. Se solutioneazd aceastd problema in cadrul urmatoarelor
rezultate: Teoremele 1.5 — 1.8 si Observatiile 1.3 — 1.5.
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Cap. 1. Modele matematice ale sistemelor dinamice liniare

a. Matricea fundamentald si matricea de tranzitie
Corespunzitor ecuatiei (1.26) se considera mai intdi ecuatia omogena:

= A(t)x (1.33)

pentru care se utilizeazd urmatoarele doua rezultate din teoria ecuatiilor
diferentiale.

Teorema 1.5 (de existenta si unicitate, v. [3])
Daca A(t) este continud pentru >0, atunci pentru problema Cauchy

(1.33), (1.6) cu momentul initial ¢, =0 si starea initiald x(0) existd solutia unica:
x(®)=X(@)x(0), t>0, (1.34)
in care X (¢) este matricea fundamentald a ecuatiei (1.33). X (¢) este nesingulara,

t
cu detX(t)= ef o [0

=0 (Tr —urma matricei). Ea este solutia unica a ecuatiei:
X()=ADX(@), t>0, (1.35)

cu conditia initiala:
X0)=1,, (1.36)

in care /, este matricea unitate de ordinul ». O

Teorema 1.6 (seria Peano — Baker, v. [57])
Sirul de matrice

X,=1, Xk(z)zln+f0tA(e)Xk,1(e)de, >0, k=12,3,..,

converge uniform pe intervalul [0, ¢] si limita este matricea fundamentald X (¢). O
Folosind acest rezultat se poate calcula aproximativ X(¢). Pentru A(¢)
derivabild, este posibil si calculul exact al matricei X (¢), [113].

Utilizand solutia (1.34), este usor de verificat ¢, pentru orice alt moment

initial ¢, solutia unica a problemei Cauchy (1.33), (1.6) are forma:
x()=XOX Wtg)xg, t>1g; t tyER. (1.37)

In legatura cu aceasta solutie se va demonstra urmatorul rezultat.
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1. Notiuni introductive

Teorema 1.7
Solutia (1.37) a ecuatiei omogene (1.33) este functia de tranzitie a unui

sistem dinamic neted, finit dimensional si liniar, iar X(£)X~!(¢,), t>1,, este

matricea de tranzitie corespunzatoare.
). Pentru a arata ca

x()= (5 tg, X, )= X(O)X () xg, t>tg, (1.38)

este functie de tranzitie, se verifica cele patru proprietati din Definitia 1.3 si anume:

(i) Orientabilitatea. ¢(t; t,, Xy, 0) este definitd pentru orice ¢ > ¢, .

(i) Consistenta. Pentru orice f, € R si t =¢, are loc:
®(tg; 19> X9, 0) = X0, X(to)X '(tg)xg=1x(.

(iii) Compozabilitatea. Pentru orice ¢, t,, t; €R, cu ; <t, <1, au loc:
(135 1y, x(17), 0)=0(t3; 1y, 9(,5 1y, x(24), 0), 0),
X(t)X 1t x(t) = X (t3)X (1)) [X (1) X (1) x ()]

(iv) Cauzalitatea. Este evidenta in cazul particular Ul 1 = u lto, 1] = 0[,0’ 1=0.

¢ are derivata continud in ¢, este continud in variabilele #(,x, si este

liniara in raport cu x,. In plus, din (1.37) si (1.28) rezultd si matricea de tranzitie:
D(t, 1)) = XX ty), t>1,.0 (1.39)

Observatia 1.3
Folosind (1.39) se demonstreaza imediat cd matricea de tranzitie O (7, ¢,)

are ea 1nsdsi proprietatile (7) — (ii7) din enumerarea de mai sus si anume:
(i) Orientabilitatea. ®(t,t) este definitd pentru ¢ >t .

(if) Consistenta. ®(t, ty)= X(,) X '(ty)=1,, ty >0. (1.40)
(iii) Compozabilitatea. Pentru orice ¢, t,, t; ER, cu f <t, <t;, are loc:

D(t3,1) = O(13,1,) D(15,17), X(13)X (1)) = X ()X " (1) X (1) X () .O (1.41)
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Cap. 1. Modele matematice ale sistemelor dinamice liniare

Observatia 1.4
Similar cu (1.35), matricea de tranzitie este solutia ecuatiei diferentiale:

D(1,19) = AOD(1, 1), 121, (1.42)
cu conditia initiald (1.40). Ecuatia (1.42) rezultd din ecuatia (1.35) prin inmultire la
dreapta cu X~!(¢,) dupa care se tine seama de egalitatea (1.39).
Relatia (1.42) expliciteaza totodatd regula de derivare a matricei @ (¢, ¢,)). O
Observatia 1.5
Din (1.39) se obtine imediat regula de inversare a matricei de tranzitie:
O, 1)) =D(ty,1). O (1.43)
b. Solutia ecuatiei neomogene intrare — stare
Urmatoarea teorema se va referi la faptul cd solutia problemei Cauchy

(1.26), (1.6) este o functie de tranzitie. Tinand seama de liniaritatea ecuatiei
diferentiale (1.26) rezulta ca solutia are forma:

x(t):xom(t)+xpart(t)’ (1.44)
xom(t):q)(ta tO)x(tO)a tzto’ (145)
% e (O) = B, 1) 2(0), 1310 (1.46)

o Xx,,(t) este solutia ecuatiei omogene (1.33) (ecuatia (1.26) cu u(t)=0);
o X ,,,(t) este solufia particulara a ecuatiei (1.26), cu x, =0; (1.46) este de
forma (1.45), dar x(t,) s-a inlocuit cu z(¢) (metoda variatiei constantelor).

Necunoscuta z(7) se determina astfel ca x ,,,,(¢) sa satisfaca ecuatia (1.26):

xpart(t):A(t)xpart(t)+B(t)u(t)' (1.47)

Inlocuind (1.46) in (1.47) si tindnd seama de (1.42) si (1.43), din (1.47) si
apoi din (1.46) cu (1.41) se obtin succesiv:

(2, 19) 2(t) = B(O)u(t),

t
2(t) = ftoqu(e, t0)B(O) u(0)d0, t>1,,
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1. Notiuni introductive

xpart(t):ft;CD(t, 0) B(0) u(0) dO, t>1,. (1.48)

La obtinerea acestui rezultat, conform egalitatii (1.39), s-a tinut seama de
(2, 1)71(0, 1) =D (2, 15) D(tg, 0) = X (X' (to) X (1) X (0) =D (2, 0).

In aceste circumstante, conform cu (1.44) — (1.48), solutia unici a problemei
Cauchy (1.26), (1.6) are expresia:

x(t)=d(1, to)x(to)—i—ftt D (1, 0) BO) u(0) db, 1>1,. (1.49)
0

Transferul intrare — iesire, reprezentat de operatorul de transfer & (v. (1.1)),
se obtine acum din (1.49) si (1.27):

P(6) = C()D(1, ty)x(ty)+ C(t)ft:)CD(t, 0) B©)u(0)d0+D()u(?), t > t,.(1.50)

Teorema 1.8

Solutia (1.49) a ecuatiei neomogene (1.26) este functia de tranzitie a unui
sistem dinamic neted, finit dimensional si liniar.

). Se va arita mai intai ca solutia (1.49) a ecuatiei (1.26), respectiv:
t
x(O)=(t; 19, Xg, up, ) =P, to)x(to)—l—ftOCD(t, 0)B(O)u(0)do, t >1t,,(1.51)

este functie de tranzitie. Se verifica proprietatile (¢) din Definitia 1.3 si anume:
(i) Orientabilitatea. ¢(t; 1y, Xo, up, ) este definitd pentru orice 7 >1,.

(it) Consistenta. Pentru orice #, € R si t =¢, are loc:
Ot 102 %o, g, 1) = P (tg. 10)x(1g) + [ 'O (16,0) BOU(O)AO = x(15) = xy.
(iii) Compozabilitatea. Pentru orice ¢, t,, t; €R, cu ¢, <t, <t3, are loc:
0133 11, 5(t1)s g, 1) = P13, 1)5(11) + [, O (15, 0) BOu(O)d0 =

= O (13, ) D (1, 1) X(11)+ [, D13, 1) D (15, 0) BOY(0)dO-+
—i—ftlz3(D(t3,6)B(6)u(6)d6:d)(t3,t2)[d)(t2,t1)x(t1)+ft:2CD(IZ,O)B(G)M(O)dG +
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Cap. 1. Modele matematice ale sistemelor dinamice liniare

t
—|—ft23CD(t3, 0) B(0)u(0)d0 = (3; 15, (155 11, x(t1), Upy 1,15 Upry,137) -

(iv) Cauzalitatea. Pentru orice ty,t€R si orice up, 4, up, € , cgalitatea

Upr,, 1] = U, IMplica:
t
Ot 1y 3. gy, ) = Dt 1) x(00) - [} (1.0) BOY(0)d 0=
t - -
= (1. 1) x(tg) + [} © (1. 0)BOO)d0 =0t 30, 7y, ).

¢ dat de (1.51) are derivata continud In ¢ si este continud In #;,x, u .

¢ dat de (1.51) este liniara in raport cu x, u . Intr-adevar, pentru
Xo= Zielci X0, Upy = Zielciu[ito’t] , orice (xé,ufto’t]) EXxQ,
si orice constante ¢; € R, i €/ (/ —multime finitd / numadrabila de indici), are loc:
¢4 2, Zielcix(i)’ Zielciu[ito,l]) -
NG to)zl_elcl-xé—i-ft:(b(t, 0)BO)Y,., cuj 4d0=
- Zielci

. i i
= Z,‘g[ci (P(t’ tO’ X0» u[to,t])'D

o1, to)xé—l—];;d)(t, 0) B(0) u' (6)d| =

Evaluand acum in ansamblu Teoremele 1.4 — 1.8 se ajunge usor la concluzia
ca rezultatele pe care le contin pot fi reunite in cadrul enuntului urmétor.

Teorema 1.9

O conditie necesara si suficienta ca sistemul dinamic neted, finit dimensional
(1.4), (1.5) sa fie liniar este ca sa fie descris de ecuatii intrare — stare — iesire de
forma (1.26), (1.27). O

Observatia 1.6

In virtutea acestui rezultat se observa ca (1.45) — solutia ecuatiei omogene —
coincide cu componenta de regim liber (1.28), si solutia particulara (1.48)
coincide cu componenta de regim fortat (1.29). Totodata, rezultd cu claritate ca
operatorul de transfer ¥ (t, t() din (1.29) are forma integralei din (1.48). O
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1. Notiuni introductive

1.5. Sisteme dinamice liniare invariante in timp

Teorema 1.10
O conditie necesard ca sistemul dinamic neted, finit dimensional si liniar
(1.26), (1.27) sa fie invariant in timp (constant) este ca sa aiba forma:

x(t)= Ax(t)+Bu(t), teR, xeR", uecR", (1.52)
y()=Cx(t)+ Du(t), yeR?, (1.53)

in care matricele 4, B, C, D sunt invariante in timp (constante).

. Pentru up, =0 functia de tranzitie (1.51) se reduce la componenta de

regim liber (1.28), identica cu solutia ecuatiei omogene (1.33) (v. Observatia 1.6):

x()=0(t;tg, x9, 0)=D(1,ty)xy, t>t. (1.54)

Sistemul fiind invariant in timp, pentru orice ¢, ¢, T€ R si orice x, € R”,
conform Definitiei 1.6, ¢ si © din (1.54) satisfac relatiile:

x(t)=0(t;tg, x9, ) =0(t+1;¢9+71, x(,0), t>1,, Vx, €R";

x()=D(t,ty)xy =D(t+71,t5+1)xX, t>ty, Vxo €R”;

D(t, 1) =O(t+r1,ty+1), t>1t.

Pentru t =1, din acestea se obtin:

D(t,ty)=D(t—1t,,0), t>¢,, (1.55)

x(t)=D(t—ty, 0)xy, t>1t. (1.56)

Relatia (1.56) pune in evidenta solutia ecuatiei omogene (1.33), adica

dx d
—=—®d(t—t,,0 . 1.57
i di ( 0, 0)xg ( )

Pentru ¢, =, comparand (1.57) cu (1.33), rezulta:

A(t):%CD(t—tO,O)‘[ _ =A=constant, t€R. (1.58)
=l
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Cap. 1. Modele matematice ale sistemelor dinamice liniare

Pentru x, =0 functia de tranzitie (1.51) se reduce la componenta de regim

fortat (1.29), identica cu solutia particulara (1.48) (v. si Observatia 1.6):

t
x(1)=o(t; ty, 0, u[,o,,]):ftOCD(t—G, 0)B(O)u(0)do, t>1,, (1.59)

in care s-a tinut seama de (1.55).
Sistemul fiind invariant in timp, pentru orice ¢, ¢;,T € R si orice segment

up,, €€ — translat adecvat, conform Definitiei 1.6, functia (1.59) satisface:
x(t)=0(t; ty, 0, u[to’t]) =0(t+T1t)+1,0,8 OU ir, r41)5

x(1) :f: ®(t—0,0)B(O)u(6)do :fttJfCD(t —0+1,0)BO)u(0—1)do, t >1t,.
0 0Tt
Facéand in integrala din membrul doi schimbarea 6 —t — 0, se continua cu:

fti)q)(t—e, 0) B(6)u(8)d0 = ft;CD(t—G, 0) B( + t)u(0)d,

ft:)cp(z—e, 0)[B(6) — B(O+1)|u(8)d0 =0, 1> 1. (1.60)

Cu ®(r—6,0)#0,u(0)#£0,0€[t,, {]C R, conform teoremei Titchmarsh,
[78], privind anularea produsului de convolutie, din (1.60) rezulta ca

B0)=B0O+1), 60€[ty, t]CR, teR.

Pentru 6 =¢, = —1t, din relatia precedenta se obtine:

B(t)=B(0)= B =constant, t€R. (1.61)

In fine, invarianta in timp (Definitia 1.6), aplicati ecuatiei iesirii (1.27)
implica in mod evident:

C(t)=C=constant, t€R, (1.62)

D(t)=D =constant, t€R. O (1.63)

a. Matricea fundamentala si matricea de tranzitie
Se va arita ca Teorema 1.10 este si o conditie suficienta. In acest scop se dau
urmatoarele rezultate pregatitoare: Teoremele 1.11 — 1.15 si Observatiile 1.7 — 1.8.
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Teorema 1.11
Matricea fundamentala a ecuatiei (1.52) se exprima sub forma:
X({t)y=e, t>0. (1.64)

). Conforma Teoremei 1.5, pentru 4 = constant, X (¢) se obtine din:

X()=AX(1), t>0, XO0)=1

no

cudetX(t)=e'T4=0. (1.65)

Se cauta o solutie exprimata prin seria de puteri (v. Teorema 1.6):
X(O)=> " Xt*, (1.66)

in care X;, k=0,1,2,..., sunt matrice necunoscute. Ele se determina din (1.65)

prin derivari succesive, pentru ¢ = 0. Se scrie:

(k)
! A2, X(O):lfﬁ,...., X(0)= !

— — gk
2! 3! S B

X(0)=1,, X(0)=4, X(0)=
Cu acestea si cu derivatele seriei (1.66), calculate pentru ¢ = 0, se obtine:
oo 1 gk ka4
X(t)=Zk:0;A th2edl, (1.67)

t

Exponentiala matriceald e’ este notatia pentru suma seriei de puteri (1.67).

. : o 1
Notatia o extinde natural pe cea a exponentialei scalare: e = ;O:opa kek O

Observatia 1.7
Din (1.67), prin inmultire cu 4 la stanga si la dreapta, se obtine:

Aedl=ed' 4, AX(t)=X@1)A. (1.68)

Din (1.65), (1.68) se obtine regula de derivare a exponentialei matriceale e :

%eA’—AeA’EeA’A, X(=AX()=X({1)A4.O (1.69)

Teorema 1.12
Inversa matricei fundamentale (1.64) are expresia.:

)?(t):Z;OZO%(—A)"tk L oAl (1.70)
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Cap. 1. Modele matematice ale sistemelor dinamice liniare
2. Cu (1.69) si (1.70) (derivata dupa regula (1.69)), se scrie succesiv:
d ~ . ~ 2 ~ ~
Eﬂﬂgnmzxmxm+xmxm:AX@X@+X@@Anmz

—AX(OXO)—AXOX()=0 = XOX()=1,.

Rezultatul final s-a obtinut prin integrare, iar constanta din membrul drept s-
a determinat din conditiile initiale X(0)=1,, X(0)= I, . Prin urmare:

X lH=e 4. O (1.71)

Observatia 1.7 si Teorema 1.12 pun in evidentd similitudinea cu regulile de
derivare si de inversare a exponentialei scalare e“’, fapt care confirma consistenta

notatiei adoptate pentru seria de puteri (1.67).
Fie ecuatia omogena corespunzatoare ecuatiei (1.52):

X=Ax, t>1,. (1.72)

Se stie ca solutia problemei Cauchy (1.72), (1.6) are forma (1.45).
Pentru explicitarea matricei de tranzitie ®(¢,7,) se va utiliza urmatorul

rezultat din analiza matriceala, [25], [26].

Teorema 1.13
Fie E, F oricare doud matrice patratice de acelasi ordin. Egalitatea

ebtelt = o(E+F) (1.73)
are loc daca sinumaidaca EF =FFE.O

Teorema 1.14
Matricea de tranzitie a sistemului (1.52) are expresia:

D(t, 1) =D (1—1y,0)=e? 70 ¢ >1,: detd(1—1,0)=e" T2 0. (1.74)
Ea este solutia ecuatiei diferentiale:
D(t—15,0)=AD(t—1,,0), t>1,; DO,0)=1,, (1.75)
si are proprietatea de comutativitate:
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1. Notiuni introductive

AeUT0) = oAU g 4D(1—1,, 0)= Dt —1y, 0)A, 1>1,.(1.76)

Cu ajutorul acesteia se obtine urmatoarea solutie a ecuatiei omogene (1.72):
x()=e?"x,, 1>1,. (1.77)
). Conform cu (1.39), (1.64), (1.71), (1.73) matricea de tranzitie are forma:
O(1,1g)=e e M0 =) =D (1—1,,0), 1>1,.

Ecuatia (1.75) (care furnizeaza si regula de derivare), proprietatea (1.76), si
solutia (1.77) se obtin imediat din (1.65), (1.68) si respectiv (1.45). O

Observatia 1.8
Matricea de tranzitie ®(¢—¢,, 0) (v. (1.74)) are proprietdtile precizate in
Observatia 1.3 si anume:
(i) Orientabilitatea. ®(t,ty)=®(t—t,)=e4( ) este definitd pentru ¢ >¢,.

(ii) Consistenta. Din (1.74) pentru t = ¢, rezulta:
D(ty,tg)=DP(ty—1ty, 0)=D(0,0)=e =1 , (1.78)
care asigura consistenta solutiei (1.77) pentru ¢t =¢, .
(iii) Compozabilitatea. Pentru orice ¢, t,, ; €R, cu t; <t, <t3, auloc:
D(13—1,,0) =D (15 —1,,0)D (1, —1,,0), e =724 (] 79)

Pentru solutia (1.77) a ecuatiei omogene (1.72), relatia (1.79) are urmatoarea
semnificatie: solutia

x(t3) =@ (t3 =15, 0)x(1)), 1321,
este compozabild, Tn mod unic, din solutiile:

x(t3) =D@(13 =15, 0)x(t5), 13 =15 §1 x(t5) =D (¢, —1,,0)x(¢), 1, > ¢;. O

b. Solutia ecuatiei neomogene intrare — stare
Tinadnd seama de (1.49) si (1.74), solutia problemei Cauchy (1.52), (1.6),
care, totodata este functia de tranzitie a sistemului (1.52), (1.53), are expresia:

(1) = @(t: g, X g ) = eA(l_IO)x(tO)—i—ft;eA(t_e) Bu()d®, t>1,. (1.80)
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Cap. 1. Modele matematice ale sistemelor dinamice liniare

Teorema 1.15

O conditie suficientd ca sistemul dinamic neted, finit dimensional §i liniar
(1.26), (1.27) sa fie invariant in timp este ca sa aiba forma (1.52), (1.53).

). Solutia (1.80) fiind o functie de tranzitie (rezultd din Teorema 1.8),
rimane de demonstrat ¢i ea este invariantd in timp (v. Definitia 1.6). Intr-adevar,
pentru orice £, 7y, T € R, orice x, € R" si orice uf, ,; €€, (1.80) satisface:

(8510, x5 Upg, ) = QUAT Lo +T, Xo, Upy cy1)) s
_ t f— t+
e lo)xo +j;0 eA=0By(0)df = T r)Xo +fto+:e/‘(f+f—9)Bu(9—r)d9.

Reducand termenii asemenea i facand in membrul doi schimbarea de
variabila 6 —t — 0 se ajunge la o egalitate evidenta.

Demonstratia se finalizeaza tindnd seama de faptul evident cd (1.53) este
invariantd in timp in sensul Definitiei 1.6. Prin urmare, C, D sunt constante. O

Evaluand acum 1n ansamblu Teoremele 1.9 — 1.15 se ajunge usor la
concluzia ca rezultatele pe care le contin pot fi reunite in cadrul enuntului urmator.

Teorema 1.16

O conditie necesara si suficienta ca sistemul dinamic neted, finit dimensional
si liniar (1.26), (1.27) sa fie invariant 1n timp este ca sa fie descris de ecuatii intrare
— stare — iesire de forma (1.52), (1.53).0

Transferul intrare — iesire, reprezentat de operatorul de transfer & (v. (1.1))
si ecuatiile (1.52) si (1.53), se obtine acum din (1.80) si (1.53):

y(t) = CeA(l_IO)x(t0)+Cftt e 409 By(0)d0+Du(r), t>1,. (1.81)
0
De notat ca sistemele cu parametrii constantii (1.52), (1.53) se numesc si

sisteme dinamice liniare constante (v. Definitia 1.6), motivul fiind, evident, faptul
ca elementele matricelor 4, B, C, D (i. e. parametrii sistemului) sunt constante.

c. Ecuatiile liniarizate ale unui sistem dinamic neliniar, neted, finit
dimensional §i invariant in timp
Fie sistemul neliniar descris de ecuatiile (1.18), (1.19) si fie vectorii

constanti # e R”, X € R", y € R? care definesc un regim stationar caracterizat de

x=0, f(x,iu)=0, (1.82)
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1. Notiuni introductive

v =g(X, ). (1.83)

Exista situatii in care sistemul evolueaza, prin mici variatii ale marimilor
u, x, y , in jurul regimului stationar definit prin vectorii constanti iz, X, y . In acest
caz, pentru simplificarea tratarii — dar fara a depasi limitele unor erori admisibile
de modelare, modelul (1.18), (1.19) se poate liniariza folosind formula Taylor de
ordinul intai. In ipoteza ca functiile vectoriale f, g admit derivate de ordinul doi

continue, conform formulei Taylor se scrie:

SOowy= G )+ [ u)(x=X)+ f, (%, u)(u—u)+ F(v), (1.84)

——

=x=0 0

Q

glx,u)=g(x, u)+g.(x,u)(x—x)+g,(x, u)u—u)+G(v), (1.85)
~—v—:)7 ——

0

Q

in care, pentru primii termeni din membrul doi, s-a tinut seama de (1.82) si (1.83).
In formulele (1.84) si (1.85), matricele constante

fo(x,u)& 4, f,(x,u) =B, (1.86)

[I>

g.(x,u)2C, g,(x,u)2D (1.87)

sunt derivatele de ordinul intdi (matricele jacobiene) in raport cu vectorii x si
respectiv u, ale functiilor vectoriale f si respectiv g, calculate pentru regimul
stationar considerat, reprezentat de x si u . Totodata, F|(v) si G;(v) sunt resturile
au

. AL LAt A A . . . .
de ordinul intai, in care v=[x7 u este vectorul constituit din x si u. Aceste

resturi pot fi estimate. Ele sunt neglijabile (asa cum se subliniazd in formulele
(1.84) si (1.85)) pentru micile variatii ale marimilor u, x , respectiv in jurul

valorilor stationare u#, X , in conformitate cu proprietatile:

=0,incare v =[x’ uT]".

U=u—u,xX=x—X,y=y—y (1.88)

micile variatii ale marimilor u, x, y respectiv in jurul valorilor u, X, y .

31



Cap. 1. Modele matematice ale sistemelor dinamice liniare

In aceste circumstante, inlocuind adecvat (1.86) — (1.88) in (1.84), (1.85) si
apoi introducénd adecvat rezultatele in (1.18), (1.19), cu (1.88), se obtine urmaétorul
sistem dinamic neted, finit dimensional, invariant in timp si liniar:

X=A%+Ba, t>t,, (1.89)
y=Ci+Di. (1.90)

Acesta reprezinta acceptabil sistemul (1.18), (1.19) numai atita timp cat
erorile de aproximare, adica resturile de ordinul intai satisfac conditiile:

“Fl(")“ <e&p,

G <eq. (1.91)

in care €, €e; sunt erorile admisibile corespunzitoare. Evident, din (1.91)

urmeaza s se determine /imitele admisibile ale micilor variatii u, X, .

1.6. Reprezentiri prin modele liniare invariante in timp

O problema importanta care trebuie s se rezolve in analiza unui sistem este
aceea a elaborarii unui model matematic adecvat atat teoretic cat si practic, pana la
un compromis acceptabil intre acuratetea si simplitatea reprezentarii sistemului
real. In acest sens o categorie semnificativi o reprezinta modelele liniare.

Cea mai mare parte a metodelor de analizd si de sintezd ale sistemelor
dinamice se sprijind pe ipoteza existentei unor modele matematice liniare finit
dimensionale invariante in timp. Acest fapt este lesne explicabil. Pe de o parte, o
mare varietate de sisteme reale sunt acceptabil reprezentabile prin astfel de modele.
Pe de alta parte, existand o teorie consistenta si coerentd a sistemelor liniare, aceste
modele sunt relativ usor tratabile matematic si utilizabile in aplicatii.

In studiul sistemelor dinamice se folosesc in prezent, in mod preponderent,
urmatoarele patru categorii de modele matematice liniare, finit dimensionale si
invariante in timp:

o reprezentarea intrare — stare — iesire sau de stare,

« reprezentarea prin matricea de transfer,

« reprezentarea prin matricea de transfer de tip fractie matriceala si

« reprezentarea polinomiald sau de stare partiald.

In continuare se prezinti aceste patru tipuri de modele matematice in cazul
continuu in timp, proprietdtile lor de transfer intrare — iesire, si relatiile dintre ele.
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2. Reprezentarea de stare

2.1. Ecuatiile de stare

Pornind de la Teorema 1.16, se vor avea in vedere sisteme dinamice netede,
finit dimensionale, liniare, constante descrise de urmétoarele ecuatii de stare:

x=Ax+Bu, teR, xeR", ueR™, (2.1)
y=Cx+D()u, yeR?, (2.2)

in care 4,B,C sunt matrice reale constante, D(’) este un operator matriceal
derivativ, si m,n, p sunt numere naturale.

Aceste ecuatii descriu:

o prin (2.1): tendinta de evolutie a starii interne x a sistemului prin

actiunea stdrii asupra ei insasi si actiunea mdarimii de intrare u;
e prin (2.2): evolutia madrimii de iesire y prin actiunea instantanee
simultana a starii x si a marimii de intrare u .

Numarul »n este, dupd caz, ordinul sau dimensiunea sistemului /
reprezentarii de stare /| modelului. Ordinul n reflecta faptul ca starea este ,,acea
parte a prezentului si a istoriei trecute a sistemului care este semnificativa pentru
determinarea iesirii in prezent si in viitor”, [27]. In practica modelarii matematice
aceastd afirmatie poate fi convertitd Intr-un criteriu eficient numai in cazul
sistemelor simple. In cazul sistemelor de dimensiuni mari, evaluarea pdrfii
semnificative a istoriei sistemului, respectiv estimarea valorii adecvate a
dimensiunii # nu este facila. Aceasta deoarece, in cazul identificarii experimentale,
cresterea dimensiunii modelului determind o crestere a complexitatii procedurii de
identificare. Prin urmare, solutia problemei nu este cresterea dimensiunii
modelului, ci reducerea ei pand la un echilibru adecvat intre complexitatea si
simplitatea modelului. $i anume astfel incat 1n aplicatii sd se asigure un compromis
intre 0 acuratete acceptabild si o manevrabilitate eficientd a modelului. In acest
context este esentiala delimitarea si evaluarea corectd a elementelor acumulatoare
de substanta, energie si informatie, independente si relevante pentru fenomenele
din sistemul real. Numarul acestor elemente este o prima indicatie, de valorificat
pertinent, asupra ordinului » al modelului matematic.
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Se admite ca timpul fizic este continuu (creste de la trecut spre viitor) si ca
sistemele reale proceseaza marimi fizice reprezentate prin functii generalizate,

2

[47]. Urmeaza ca operatia de derivare simbolizatd prin ,,”” are semnificatia de

derivata generalizata sau de derivata in sens distributii.

Observatia 2.1

Comparativ cu (1.52), (1.53), in modelul (2.1), (2.2) s-a introdus operatorul
de derivare D(") pe conexiunea directd intrare — iesire. Uzual D(")= D, adica

este o matrice cu elemente constante. In anumite situatii, in care pe parcursul
elaborarii modelului matematic se fac simplificari / idealizari (vezi Observatiile 1.1
si 1.2), este posibil ca in conexiunea directd intrare — iesire din (2.2) sa apara si
derivate ale intrarii u (pentru alte detalii v. Observatia 4.1). In virtutea liniaritatii si

invariantei n timp, D(") este un operator matriceal derivativ liniar, cu coeficienti

constanti. Elementul generic d,;(*) este un operator polinomial derivativ, cu

coeficienti constanti d , k=0,m, ,m; ; , de forma:

o db . — —
dl]( )_ij dkjmﬂ i=Lp, j=1

s

Cu aceasta termenul D(")u(¢) din (2.2) se expliciteaza astfel:

k”j(t)

DOy =(dyO)) o w0) =0 —

i=lLp

in care u (1), jzl,_m, sunt componentele vectorului u(¢) . O

Exemplul 2.1

Procesul care are loc intr-o coloana de distilare (utilizatd curent in industria
chimicd) este deosebit de complex. El este descris de peste 100 de variabile.
Evident, proiectarea conducerii automate folosind un model matematic de
dimensiuni foarte mari conduce la solutii complicate si scumpe. Alternativa consta
in a considera numai fenomenele esentiale ale procesului. De exemplu, in cazul
separdrii izopropanolului din solutie apoasd folosind ca extractant glicolul s-a
obtinut un model matematic de ordinul 4, usor utilizabil in proiectarea conducerii
automate, [66], [67], [87].
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2. Reprezentarea de stare

O reprezentare schematici a coloanei de distilare si a profilurilor
concentratiilor si temperaturii de-a lungul cotei z a coloanei se dau in fig. 1.2.1.
Modelul matematic simplificat se bazeaza pe aceste profiluri dependente de z .

isopropanol . .
profilurile dependente de cota z a coloanei
: cota cota \
1 o
glicol g z ) z
—_— = =
7 <
S & | =
b
3 & |3
Fy ’g 2| e
—_l 2
§ S abur T,
apat secundar
isopropanol | T e Z1
S T,
° Z 1
T, fe— abur 2
U | =
glicol concentratii temperatura

Fig. 1.2.1. Schema functional — tehnologica a coloanei de distilare §i
profilurile concentratiilor si temperaturilor (Exemplul 2.1)

Existd doud zone in care au loc modificari fizice importante: Z; (cota z,
temperatura 7)), la care are loc un schimb interfazic intre apa si izopropanol, si Z,
(cota z,, temperatura 75), la care are loc un schimb interfazic intre apa si glicol. in
ambele zone au loc variatii importante de temperatura. Prin modificarea debitului
F, al amestecului de apa si izopropanol (aflate in raportul x, ), a debitului U al
aburului de incalzire si a debitului S al aburului secundar, cotele z; si z, (unde
se afla zonele Z; si Z,) pot fi marite sau micsorate, simultan cu schimbarea
variatiilor profilurilor concentratiilor si temperaturii. In acest context doua dintre
variabilele de stare sunt chiar cotele z; si z,. La acestea se adauga: O, — fluxul
termic al aburului, si V, — debitul de evaporare. Modelul matematic liniar

simplificat obtinut are forma (2.1), (2.2),cu n=4, m=4, p=2,1n care:

AU AQ,
AS AV, AT,
U= , X= H = s
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si
an 0 00 bn 0 0 0
a, a,, 00 0O 0 0 0 00c 0
e 21 922 B— o 13 D=0,
0 asn 00 0 b32 b33 b34 00 O Coy
0 ay O 0 by 0 by

Prin A se simbolizeazd micile variatii ale variabilelor in raport cu un regim
stationar bine definit (v. 1.5.c). O

In mod obisnuit, admitand ipoteza unei adecvante acceptabile intre sistemul
real si modelul sau matematic, nu se va face o distinctie expresa intre cele doua
entititi. In acest sens prin termenul de sistem se desemneazid un crampei de
realitate reprezentat in esenta sa, in mod satisfacator, de un model matematic.

2.2. Structura algebrica a matricei de tranzitie

Rezultatele formulate prin Teorema 1.14 aratd cd matricea de tranzitie a
sistemului (2.1), (2.2) este solutia ecuatiei:

D(1 —1y,0) = AD(t —1,,0) = D(t — 1,,0)4, t>1,, DO0,0)=1,. (2.3)
Aceasta statueaza si regula de derivare a matricei de tranzitie, care are expresia:

D(t, ty) = D(t —1,,0) = e 4100) = Zf_O%Ak(f—lo)k, t>1,.(2.4)

Componenta de regim liber este solutia ecuatiei omogene:

X=Ax, t>1,, (2.5)
pentru starea initiala:

x(ty) =X (2.6)
Aceasta solutie se bazeazd pe matricea de tranzitie si are forma:

x(t)=eA)x,, t>¢,. 2.7)

Totodatd, se are in vedere ca in cadrul Observatiei 1.8 s-a demonstrat ca
matricea de tranzitie are proprietatile de orientabilitate, consistenta si
compozabilitate.
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2. Reprezentarea de stare

In aceastd sectiune se prezintd structura algebricd a matricei de tranzitie, care
ofera totodata o prima imagine asupra dinamicii regimului liber al sistemului.

a. Explicitarea bazatd pe formula Lagrange — Sylvester

Matricea de tranzitie ®(t —¢,,0) depinde de matricea A si de durata £ —¢,.
Pentru evaluarea nuantatd a acestei dependente se considerd pentru ecuatia omogena
(2.5), cu ty =0 (pentru simplitate), prin analogie cu (2.7), o solutie de forma:

x()=eMv, >0, (2.8)

in care A este un scalar (real sau complex) si v=0 este un vector constant (real
sau complex). inlocuind (2.8) in (2.5) si simplificAnd prin e** =0 se obtine:

(Ih—Ap=0. (2.9)

Ecuatia (2.9) admite o solutie v=0 dacd si numai daca rang(/,s—A4)<n .
Aceasta conditie fiind echivalentd cu det(/,A—4)=0, rezultd ca existd v=0

daca si numai daca A este o radacind a polinomului caracteristic al matricei A4 :
d(s)2det(I,s—A)=s"+o;s" " +..+o, s+a,. (2.10).

A, ca radacina a polinomului d(s), se numeste valoare proprie a matricei
A (sau a sistemului) si v este vectorul propriu asociat lui A .

Intrucét polinomul caracteristic (2.10) este de gradul n, rezultd ca matricea
A are, in general, valorile proprii distincte \;, i =1,r, fiecare de multiplicitate

algebrica g, , astfel Incat:

d)=]]_ (s=2)", cu > q;=n. (2.11)

Toate aceste considerente sugereaza faptul cd solutia problemei Cauchy
(2.5), (2.6) este o combinatie liniard de solutii similare cu (2.8), eventual avand si
exponentiale inmultite cu polinoame. Acest fapt este confirmat de urmatoarea
forma a matricei de tranzitie bazatd pe formula Lagrange — Sylvester, [25], [26]:

O(L0) =t =3 1 |d%7 ] estadj(l,s— A)
o gD as T (s =2 )7

j=l =i

,1>0,(2.12)

i
in care adj(/,s — A) este matricea adjuncta a matricei caracteristice (1,5 — A) .
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Observatia 2.2

Din (2.12) se trage concluzia, foarte importantd, cd evolutia matricei de
tranzitie (2.4) si dinamica componentei de regim liber (2.7) depind calitativ si
cantitativ de valorile proprii A; ale matricei 4, de adj(/,A; — A) si, evident, de
durata de evolutie ¢ —¢, (respectiv ¢ pentru ¢, =0). 0

In ceea ce priveste determinarea polinomului caracteristic (2.10) si a matricei
adjuncte (o matrice polinomiala in s ):

adj(I,s —A) = B;s" '+ B,s" 2 +...+B, ;s+B,, (2.13)

in afard de procedeele bazate pe propriile lor definitii, se poate utiliza algoritmul
Leverrier — Fadeev, [25], [26]. Cu acesta se determind matricele B; si coeficientii

a;, i =1,n, folosind urmatoarele formule de recurenta:

Blzll’l’ G,l:_TrA,

2.14
ai:—l.TrBiA, i=2,n, ( )
i

no

in care prin Tr se noteazd urma matricei.

Exemplul 2.2

Se considera matricea de ordinul 3:
1 3 =2

A=|4 1 0
0 2 1

Se cere si se determine structura matricei e’ conform relatiei (2.12).
Utilizand (2.10), polinomul caracteristic al matricei 4 are forma:
d(s)=det(I;s — A) =53 —35>—9s+27 = (s —3)*(s +3),

din care se obtin: r =2, A, =3, g, =2, A, =3, g, =1.

Avand in vedere cd matricea adjuncta a matricei (/35 — A) are expresia:
(s—1)%2 3s—7 —2(s—1)
adj(l;s—A)=|4(s—1) (s—1)? -8 ,
8 2(s—=1) s2—2s—11

pe baza formulei (2.12) rezulta:
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2. Reprezentarea de stare

edl = A adj(/3s — A4) + Ladj(@s—A) =
ds|s+3 3 (s—3)? 3

— 3t {i
ds o3

1
+e3t{ adj(/ S—A)}
(3—3)2 3 s=—3

|
s+3

st
adj(l3s — A)} +te’! { ¢ adj(l3s — A)} +
s+3 o3

154—2 121—2 14—42
=5 2e3f+§4 2 -4 te3’+§—4 4 —2le7*. O
-2 2 8 4 2 —4 2 -2 1

b. Explicitarea bazatd pe teorema Cayley — Hamilton

Teorema Cayley — Hamilton, [25], [26], afirmd ca matricea 4 este radicina
propriului polinom caracteristic (se inlocuieste formal scalarul s cu matricea 4 in
(2.10)), adica:

A"+o A"+t A+ta,l,=0. (2.15)

Folosind (2.15) in mod repetat in (2.4) pentru exprimarea matricelor
A', i>n, prin matricele A%, k =1,n—1, se obtine:

D0 =e' =371 fi(na*, 120, (2.16)

T
b

SOE[ O @) - f,0) 2.17)

in care f (1), k :I,_n, sunt functii liniar independente. Pentru a le determina se

inlocuieste (2.16) in (2.3), cu (2.15). Identificand apoi coeficientii expresiilor
polinomiale In A4, se obtine, in conformitate cu notatia (2.17), urméitoarea ecuatie:

fO=F, [, (2.18)
0 - 0 —a,
Al 0 — 0y,

F, 50 . . T (2.19)
0 - 1 —a
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Pentru =0 in (2.16), tindnd seama de ®(0,0)=1/,, rezultd cd ecuatiei
(2.18) 1 se asociaza conditia initiala:

SO)Y=U,), (2.20)
in care (/,), este prima coloand a matricei unitate /, .

Problema (2.18), (2.20) este similarda cu (2.5), (2.6), dar mai transparenta
deoarece matricea Frobenius F; (v. (2.19)) si conditia initiald (2.20) au forme

particulare. F; are elemente 1 pe subdiagonala principala si pe ultima coloana are

coeficientii cu semn schimbat si In ordine inversd ai polinomului caracteristic
(2.10) al matricei A4 ; restul elementelor sunt nule. De asemenea, prin insasi forma

ei, matricea F; are acelasi polinom caracteristic ca matricea 4, [25], [26]:
det(l,s—F))=s"4+o;s" 1 +.. . +a, s+a,. (2.21)

Aceasta inseamnd cd F; are aceleasi valori proprii ca si 4. Proprietatea (2.21)

asociatad explicitarii (2.19) justificdi denumirea de matricea companion a

polinomului d(s) (relatia (2.10)) care se mai utilizeaza pentru matricea F .

In aceste conditii solutia problemei Cauchy (2.18) si (2.20) este:

f@y=ef'(l,) =(e"),, >0, (2.22)

. o . . . o . . oy Fit . .
adicd f(¢) coincide cu prima coloand a matricei de tranzitie e ¢ a sistemului

(2.18). Mai departe, tindnd seama de formula (2.12), in care A se inlocuieste cu
F;,side (2.10), (2.21), solutia (2.22) poate fi scrisa sub forma:

e 1 fae] Gdias—R),
f(t)_zz':l(qi—l)! ds ! 1T (5=

J=1, j=i

est . (2.23)

s=A\;

Pentru a ardta cd functiile f,(¢),k=1Ln , sunt liniar independente se

foloseste testul Wronski, [3]. Conform acestuia independenta liniard a acestor
functii este echivalenta cu (se tine seama de (2.18), (2.19) si (2.22)):

. . (n—-1)
det| £(0), f(), fO),..., f(t)|=detef "' =e!TrFs =11 20, teR.
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2. Reprezentarea de stare

Este evident ca (2.16), (2.17), (2.19) si (2.23) furnizeaza o noua explicitare a
structurii algebrice a matricei de tranzitie ¢4’ .

Exemplul 2.3

Fie matricea 4 de la Exemplul 2.2. Si se determine e“! folosind (2.23).
Coeficientii polinomului caracteristic sunt cunoscuti de la Exemplul 2.2:

oy =-3,0,=-9,0;=27.Caurmare,
0 0 —27 s 0 27 s2—35—9
Fy={1 0 9 || Is—F;=|-1 s =9 (adj(/35—F)), = s-3
0 1 3 0 —1 s—3 1

A si F; au valorile proprii Ay =3,q,=2, A, =-3, g, =151 r=2 (au

acelasi polinom caracteristic). Conform relatiei (2.23) se poate scrie:

o) s2—35—9 §2—35—9
o= o=l 3 S S -
= fr(t)|=— _ . _ _
ds|s+3 s—3
f3(t) I s=3 ( ) I s=-3
| 27 | -9 X 9 | (27—-541)e3 +9e3
=—|6le3+=| 0 |ted +—|—6le 3 =— 6e3 —6e 3! ;
36 1 6 1 36 1 36

(—1461)e3 +e3

1 00
3 _ 1 _
B(r,0)=e =37 fi(4* lzzo 1 0|[301—20)e™ +e73 |+
00 1
s -2 (32 -4
+—4 1 0|(e¥—e)+—|8 13 —=8|[(-1+6)e¥+e~3]|.0
6lp 2 1 3618 4

2.3. Structura modala a matricei de tranzitie

a. Cazul valorilor proprii simple

Fie A;, i =1,n, valorile proprii simple ale matricei 4 si v;, i =1,n, vectorii

proprii corespunzatori. Acestia sunt solutiile nenule ale ecuatiilor:

Avi =Ny, i=1n, (2.24)
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obtinute din (2.9) pentru A =2;, i = Ln.
Vectorii proprii astfel obtinuti sunt liniar independenti.
Se definesc: matricea modala a matricei 4 :

Vé[vl,vz,...,vn], cudetV/ =0, (2.25)
si matricea canonica diagonald a matricei A4 :

J & diag{hy, Ay 1y ) (2.26)

Ecuatiile (2.24) pot fi scrise si sub forma matriceala:

AV =VJ.

Din aceasta se obtine transformarea de similitudine:

J=V14V, A=VJV—1, (2.27)
Aceasta sugereaza utilizarea transformarii de stare:

x=V"lx, x=Vx (2.28)

pentru studiul ecuatiei omogene (2.5).
Inlocuind in mod adecvat (2.28) in (2.5), tindnd seama de (2.27), rezulta:

x=J% teR, (2.29)

numita forma canonica diagonala a sistemului (2.5). Calitatea sa esentiala este ca
A e~ A~ . .o .
in starea canonica x = (X;) sistemul se prezintd la gradul maxim de decuplare

reciproca a componentelor x;. Intr-adevar, (2.29) cu (2.26) este echivalenta cu:
X, =M%, teR,i=1n.

Pentru 7, =0 aceste ecuatii au solutiile:

%) =€""%,(0), 1>0,i=1n.
Aceasta inseamna cé (2.29) are solutia:

#(t)=e’'%(0), t>0, (2.30)
in care

et :diag{eklt,ekzt,...,ek"t}. 2.31)
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2. Reprezentarea de stare

Pe de altd parte, utilizand transformarea (2.28) in (2.30), se obtine:
x(t)=Vel'V-1x(0), t>0. (2.32)
Aceasta, prin comparatie cu (2.7), pentru £, =0, conduce la concluzia ca matricea

de tranzitie a sistemului (2.1), (2.2) are urmatoarea explicitare:
O(t,0)=e =Vel' V-1, t>0. (2.33)

.. o e el . . A _ . .
Se partitioneazd pe linii inversa matricei modale W =V ~!  similar cu

partitionarea pe coloane a matricei V' — relatia (2.25), sub forma:

(2.34)

A_gal T T T
14 —W—[wl,wz,...,wn

Cu (2.25), (2.31), (2.34), structura modala a matricei de tranzitie (2.33) are forma:
0y =e =3"" vwiet, 120, (2.35)

In (2.35) se disting urmitoarele componente geometrice dependente de timp:

m,; ()2 ey, t>0, i=1n, (2.36)

numite modurile proprii v ale sistemului (2.1), (2.2), si

m,(O2e " w, >0, i=ln, (2.37)

numite modurile proprii w ale sistemului (2.1), (2.2).
Evident, alura geometrica si dinamica a modurilor proprii depinde de
valorile proprii, de asociatele lor geometrice din (2.25), (2.34) si, desigur, de timp.

b. Cazul valorilor proprii multiple

La aspectele algebrice ale valorilor proprii A, i =1r, se adaugd acum
faptul cd pe langa multiplicititile algebrice ¢, (v. relatia (2.11)), ele se
caracterizeaza si prin multiplicitatile geometrice p;, i =Lr, [25], [26]. Numarul
pi>cul<p, <gq,;,este defectul de rang al matricei (/,A; — A):

p; =n—rang(I,\; — A), i=1r. (2.38)
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- . . | . P . .
Acesta este numdrul maxim de vectori proprii v; i J =1L p; , obtinuti ca

solutii nenule si liniar independente ale ecuatiei (2.9) cu A=A, :

avl =yl j=Tp i=1r. (2.39)

Pentru constituirea matricei modale V' a matricei 4, fiecarui vector propriu

vilj ise adauga k, ; —1 vectori proprii generalizafi, conform ecuatiilor recurente:

v =l it k=1k, -1, j=1p, i=1r, (2.40)

dar astfel incét v, s k=1 kl ;» sa fie liniar independenti intre ei si in raport cu
ceilalti vectori proprii §i proprii generalizati ai matricei 4 . Evident, in
conformitate cu (2.11), are loc:

Zl lzfl 1kl] Z 1ql =n. (2.41)

Vectorii liniar independenti vl s k =1k, j» J=Lp;, i=1Lr, se grupeaza

in urmatoarele submatrice:

Vi Ao i =1 i=1r. (2.42)

Cu submatricele (2.42) se constituie matricea modala a matricei A :

=

?]1,---,V]p1:Yz],---,VzP%,---,El,---’V,.pb X (2.43)
pt.A pt.A, pt. X

In aceste conditii este vizibil ca pentru i si j fixati relatiile (2.39) si (2.40)

se scriu in urmatoarea forma:

AViy=V;Jij J=Lps i=Lr, (2.44)
in care:
A; 10 - 0
0 A; 1 0
0O 0 0 - 1
0 0 0 -+ A
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2. Reprezentarea de stare

sunt bloc-matricele Jordan de ordinul k,;; J;;, j=1,p;, sunt asociati valorii

K .
1o k:l,k[j,jzl,p[.

Aplicand o procedura similara, relatiile (2.44) pot fi scrise si ele Intr-o forma

proprii A; si vectorilor proprii v

matriceald, bazata pe matricea canonica (bloc-diagonala) Jordan:

JA dlag{J“, ,lej,!21,...,sz;,...,ilrl,...,er’_J}. 246)

pt. 7»1 pt. 7\.2 pt. }\,y

Se obtine astfel transformarea de similitudine (2.27) cu (2.42), (2.43), (2.45), (2.46).
Utilizand transformarea de stare (2.28), cu (2.43) si (2.42), pentru studiul
ecuatiei omogene (2.5), tindnd seama de (2.27), se obtine ecuatia (2.29), cu (2.46),
si (2.45). Aceasta se numeste forma canonica Jordan a sistemului (2.5). Calitatea
esentiald a acesteia este aceea cd in starea canonicd X sistemul se prezintd la

gradul maxim posibil de decuplare reciproca a componentelor sale. Este vizibil ca
(2.29), cu (2.45) si (2.46), este echivalenta cu:

Jljxlj, j=Lp;,i=Lr, (2.47)

l-lj ]T iar ¥% k—lku,]_lp[,l_lr sunt componentele

in care x; = [x ij

vectorului de stare canonic, notate si grupate dupa aceiasi reguld ca si vectorii care
constituie matricea modala (2.43) cu (2.42).
Sistemele (2.47), total decuplate intre ele, pot fi integrate prin substitutii

succesive ale componentelor vectorului X, ; (si anume de la X, ” la x ;) astfel ca,

in final, dupad calcule relativ simple, pentru 7, =0, se obtine:

F,(0=e""%;0), t>0, j=Lp;, i=Lr, (2.48)
in care:
1 lt itZ L it
I 2! (k;—1)!
Jit =0 1 L 7 (2.49)
1! (k;—2)! R
0 0 0 1
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Solutiile (2.48) pot fi reunite in forma matriceald (2.30), dar in care:

t

. Iyt Jip b It Sy J ot Jip,t
J’:dlag{g noe et e et e e tZO. (2.50)

T _ -
~—

pt?\.l pt.?\.z pt.?xr

Utilizand si in acest caz transformarea (2.27), cu (2.43) si (2.42), in (2.29) se
obtine solutia (2.32), cu (2.50) si (2.49). Aceasta conduce in final la explicitarea
(2.33) cu (2.42), (2.43), (2.49), (2.50) a matricei de tranzitie.

Procedand acum la partitionarea pe linii a matricei W £V ~! (analog cu
partitionarea pe coloane a matricei V' — relatia (2.43) cu (2.42)) si anume de forma:

-1 _ T T T T T 1T
Vo = O W W W W W, 1T

> > (2.51)
pt. A, pt.A, . X
cu
W, =[(w LW ”)T]T, j=Lp,i=Lr, (2.52)
din (2.33), (2.43), (2.50), (2.51) si (2.52) rezulta:
r Di Jit
O(t,0)=edl =" Vet Wy, 120, (2.53)

In fine, tindnd seama de (2.42), (2.49) si (2.52), din (2.53) se obtin
urmatoarele structuri modale ale matricei de tranzitie:

l

=
_ LAt _ r pz k l

{1k
__ At _ i it i
O(E,0)=e =" lzkflv,j[ S jk(z Y ,j], >0.(2.55)
Ca la valorile proprii simple, se disting urméatoarele componente geometrice
dependente de timp: in (2.54) — modurile proprii v ale sistemului (2.1), (2.2):

tkl ] . —
mwj(t)A “Zl Yrmny U, k=1k;;, j=1p; i=1r, (2.56)

si respectiv in (2.55) — modurile proprii w ale sistemului (2.1), (2.2):

-k —
k E :t 4 l j ]
wlj( 2 ! l /k(l k)! Wij kzl,kija J=Lp,i=Lr. (2.57)
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2. Reprezentarea de stare

Si de aceasta data, in mod evident, alura geometrica si dinamica a modurilor
proprii depinde de valorile proprii, de asociatele lor geometrice din (2.42), (2.43) si
din (2.51), (2.52) si, desigur, de timp.

Observatia 2.3
Semnificatia distinctiei intre modurile proprii v si modurile proprii w va fi
pusa in evidentia, in mod natural, in sectiunea 3.3. O

Exemplul 2.4

Fie matricea 4 de la Exemplul 2.2. S& se determine modurile proprii
(folosind (2.56), (2.57)) si matricea de tranzitie (conform relatiilor (2.54) si (2.55)).

La Exemplul 2.2 s-au determinat r=2,1;, =3,9,=2,A, =—-3,g,=1.
Conform relatiei (2.38) rezulta p,=1, p,=1 si k;; =2, k, =1. Utilizind
ecuatiile (2.39), (2.40) se obtin:

1 0 2 10l 2
vii=[2] vl =|-1 vy =[-2, v=[2 —11 -2,
2 -2 1 2 -2 1
5 4 -2 51 6] 21"
W=v-=g6 3 -6, wi=s| 4| ,wi=g| 3| . wi=g-2| :
2 -2 1 ) —6 I
3110 e ted ] 0
J=[0 31 0| e/i=|0 ¥ ! 0
0 013 00 e

Conform relatiilor (2.56) si (2.57) modurile proprii au expresiile:

! ! 2 ! 2 ! VR
my ()= e vy, my ()= e vy +vi)), myy () =e vy,

1 1 2 2 2 VI
Mo () = e (wyy +twp), moy ()= e wip, myy () =e > wy,.

In fine conform relatiilor (2.54) si (2.55) se scrie:

1.1 1 3t

At _ 3t 1 2 2 3t 1 —
=vywp e vy tvip)wier +vywy e =

e

_ 1 1 2N 3¢ 22 3¢ .1 3
=v(w) +twipe +viwr e’ vy wy e =
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542010 00 6 3 —6 4 -4 2
:% 10 8—4|+| —6 -3 6 e3’—|—%12 6—12te3t+é 4 4 pledi
10 84| |-12-6 12 12 612 22 1

(5+6t)e 4 4e3 (4+30)e3—4e3  (—2—61)e3+2e73!
:% G+120e3—4e3  (5+61)e¥tde 3 (2-120)e¥—2¢7%|.O0
(=24120)e3+2e3  (2461)e3—2e73  (8—12t)e34 e

¢. Matrice nederogatorice §i matrice derogatorice

Este necesard o analizd mai nuantatd privind multiplicitatile geometrice
(2.38). Se porneste de la invarianta polinomului -caracteristic (2.10) Ia
transformarea de similitudine (2.27). Intr-adevar, din (2.10), (2.11) si (2.27) rezulta:

d(s)=]],_ (s—2)% =det(I,s — A)=det(V Vs —VJV )=
=detV det(l,s —J)detV ! =det({,s —J). (2.58)

Totodata, conform relatiilor (2.45), (2.46), din (2.58) rezulta:

d(s) = det diag{(1;, s—J, j)}i:fr’ o [1_I17 ettty s—,) =

1T TT1” ki TT” 2k T 4
=11, =1y =TT, =)= =T (=A% ,(2.59)
in care /; = este matricea unitate de ordinul £ ;.
ij

Pe de alta parte,

0 1 0
0 0
Jy-hly =t 0 i (2.60)
0 0 O
o 0 o0 - 0

este o matrice nilpotenta de ordinul &, ;. Aceasta are proprietatea:
(J,-j—Kl-Ikij)k:O, k>k;;. (2.61)

48



2. Reprezentarea de stare

Urmeaza ca

iy =t )T =0, ky=maxy_ o, ki i=1r, (2.62)
in care

ki <D0 kiy=ap i=1r (2.63)

Relatiile (2.62), (2.63) sugereaza ca, pe langd polinomul caracteristic, exista
si alte polinoame care satisfac teorema Cayley — Hamilton (v. relatia (2.15)).
Similar cu (2.59), folosind (2.62), se construieste polinomul minimal:

8(s) £ detdiag{(l; s~ Jj, )}i:r =TT det(/y 5s—J, )=

= H;’:I(s—k,-)k" SN Bs! o Bs+Bys (2.64)
al carui grad satisface conditia:

T'I:Z::lk,-§Z:le]i1k[j:z::1qi:n, (2.65)

Pe baza definitiei (2.64) este relativ usor de verificat cd matricea J si

polinomul &(s) satisfac teorema Cayley — Hamilton, respectiv are loc:
8())=J"+BJ "+ 4B S+ B, =0, (2.66)
Acest fapt este valabil si pentru matricea A4 (v. procedeul aplicat in (2.58), (2.59)):
S(A)=A"+B AV +. 4B, A+B, L, =0. (2.67)

Dupa cum s-a remarcat deja pe baza relatiilor (2.62), 2.63), pe langa
polinoamele d(s) si d(s), pentru matricea 4 mai existd si alte polinoame pentru

care are loc teorema Cayley — Hamilton. Acestea formeaza multimea polinoamelor
anulatoare ale matricei A. Intre ele, 8(s) are gradul minim posibil, dupd cum

rezultd din (2.65), ceea ce justificd denumirea de polinomul minimal al matricei 4.
Polinomul minimal 3(s), in general diferit de polinomul caracteristic d(s),

sugereazd o eventuald redundanta in polinomul caracteristic d(s). Lipsa sau

prezenta unei astfel de redundante vor fi examinate in continuare.
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1° Matrice nederogatorice

Cazul 1. Matricea A4 are valorile proprii simple A;, i :L_n , cu A=A o

i,j=Ln,i=j.Rezultd r=n,q,=p, =151 k; :1,i:1,_n,iardin(2.65), n=n.
Cazul II. Matricea A are valorile proprii multiple %;, q;, i= Lr, cu
p;i=1 izl,_n .Rezultd k; =q,, respectiv k; =gq;, izl,_n, iar din (2.65), n=n.
In ambele cazuri:
8(s)=d(s). (2.68)

Polinomul caracteristic d(s) nu este redundant si matricea 4 se numeste

nederogatoricad.
Cele doua expresii ale matricei de tranzitie, (2.54) si (2.55), au in aceste

conditii urmatoarele forme relativ mai simple:

k=l
(1, 0)_eAt_Zl 1 fI, [ ktzl 1(k D 11] IIC’ t>0, (2.69)

Ik
O1,0)=et=>"" %\%FXI o T, >0, 270)

k=1"11 1=k (] — f)! Wil

2° Matrice derogatorice

Matricea A are valorile proprii multiple A;, i = 1,7, fiecare de multiplicitate
g; si pentru cel putin un i=pef{l2,..r} are loc 2<p, <q, s k, <gq,.
Atunci din (2.65) rezultd n<n.

In acest caz:

8(s)£d(s). (2.71)

Polinomul caracteristic este redundant si matricea 4 se numeste derogatorica.

Dupa cum se va vedea in continuare, relatia (2.71) are consecinte importante
in ceea ce priveste structura matricei de tranzitie in care se poate reduce redundanta
prezentd in polinomul caracteristic. In acest sens, structura algebrici (2.12)
(formula Lagrange — Sylvester), se simplifica intr-o anumitd masura:

,1>0.(2.72)

r 1 dki! adjr(Z,s — 4)

— pdi_

D(1,0)=e t_Zi:I(k.—l)! dsi! [1,_, . s—2pY
i =1, j=i
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in relatia (2.12) ¢q;, i =1,r, au fost inlocuiti cu k;, izl,_r; similar, adj(/,s — 4),

al carei c.m.m.d.c. al tuturor elementelor neidentic nule este polinomul
ds(s) 2 []_ (s =n) ¥ 21, (2.73)

a fost inlocuita cu matricea adjuncta redusa:

adjr(/,s —4)= 7 1(

adj(l,s — A) . (2.74)
5(5)

Faptul ca elementele matricei adj(/,s —A) au ca factor comun pe dg(s)

rezultd, In conformitate cu (2.27), (2.46) si respectiv (2.45), din urmatoarele:

adj(l,s — A)=d(s)I,s— A ' =d)WV(I,s—J) V1=

— . -l N
_d(S)leag{(lk”S Jlj) }i:ﬂ’jzl’p[ V N
(S—}bi)k,‘—l (S—Xl,)k,‘_z (S_xi)ki—k”.
I, s—J; ,)*1:; 0 (S—ki)kifl (S—Xl-)kf*kffl
ij Ly (S—7\.[-)ki
0 0 (S—Xi)kf_l
i:L_r, j = lﬂpl

Conform cu (2.59), (2.64), (2.73) si (2.74), urmeaza ca dg(s) este

c.m.m.d.c. al elementelor matricei adj(/,s —4) . Se trage totodatd concluzia ca

d(s) — polinomul minimal al matricei 4 (v. (2.64)), se obtine dupa cum urmeaza:
3(s)=d(s)/dg(s), (2.75)

unde, conform relatiilor (2.73) si (2.74), ds(s) este c.m.m.d.c. al tuturor minorilor
de ordinul n—1, neidentic nuli, ai matricei caracteristice (/,,s — 4) .
Totodatd este de domeniul evidentei cd dacd ds(s) =1, atunci matricea 4

este nederogatorica.
In mod similar cu (2.72), relatia (2.16), care este de asemenea redundanti, se
inlocuieste cu urmatoarea:
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Cap. 1. Modele matematice ale sistemelor dinamice liniare

o) =et =3 yi0A, >0, (2.76)

in care y, (¢), k= ﬁ, sunt functii liniar independente, determinabile. Pentru a le

determina sub forma vectoriala
ORIV G R (IR LN (2.77)

se foloseste de aceastd data relatia (prin analogie cu (2.23)):

o gkt | (aditys—Fy))
\V(t)zzizl(kv_l)! ds i) 2 B lk.
i s" T (s—A )"

J=Lj=i

et , 1>0,(2.78)

5=
in care
0 0 - 0 —B,
10 -« 0 —B,,
Fs={0 1 - 0 =B, (2.79)
0O 0 -~ 1 =B,

este matricea companion a polinomului minimal 3(s) (v. (2.64)).

Observatia 2.4

Numadrul k; <gq; se poate considera multiplicitatea aparenta a valorii
proprii A; . Faptul este justificat de (2.72) si (2.76) — (2.79), dar si de (2.54) sau
(2.55) 1n care, pentru i fixat, puterea maxima a variabilei ¢ este k; —1. 0

Observatia 2.5

In mod similar, < n poate fi considerat ordinul aparent al sistemului (2.1),
(2.2) deoarece q;, —k;, i —1,r dintre valorile proprii ale matricei derogatorice A
nu au, in sens strict temporal, nici un efect in matricea de tranzitie (2.54), (2.55)
sau (2.72), (2.76) — (2.79). Diferenta n—mn exprima deosebirea intre doud matrice
de acelasi ordin, cu aceleasi valori proprii si aceleasi multiplicitati algebrice, dar
una este nederogatoricd si cealaltd este derogatoricd. Ambele matrice au acelasi
polinom caracteristic, dar se deosebesc prin polinoamele lor minimale. O
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2. Reprezentarea de stare

Exemplul 2.5
Se considera matricea:

3 a -1

in care o € {1,2} . Se cere si se determine matricea e’ .

Dupa calcule simple se constati cd polinomul caracteristic este
d(s) =det(I3s — A) = (s —2)3. Pe de alti parte, evaludnd minorii de ordinul 2 ai
matricei caracteristice /35— A se constatd ca pentru o =1, dg(s)=(s—2) si
pentru oo =2, ds(s)=1. Asadar pentru oo =1 matricea 4 este derogatoricd cu
polinomul minimal §(s)=d(s)/ds(s)=(s—2)?, iar pentru o.=2 matricea A4

este nederogatorici cu 8(s)=d(s)=(s—2)°>.
Se determind vectorii proprii $i proprii generalizati si se obtin:
—Pentru oo =1 (4 derogatoricd):

11110 wi, 0 -1 1
| | 2 1 _ |37 77777
V=l viivip|=[01 01 1|, Ww=wh|=Vl=1 1 -1,
1701 Wi, 0 1 0
2 110 1 tlo
J=[0 210, e/'=[0 110*
— e — —— e —
0 02 0 011
— Pentru a =2 (4 nederogatorica):
11110 Wi 0 -1 1
v=lvivi|=lot ol 1 w=lwi == T S,
1] 0]1 wi) 0 1 0
210 1t t%2
J=[0 2 1|, e/'=|0 1 tle?t.
0 0 2 00 1

53



Cap. 1. Modele matematice ale sistemelor dinamice liniare

In continuare, in conformitate cu (2.33) se poate scrie:

t+1 t  —t t+1 22 =
el =0 1 0 e, et =0 1 0 le*.
tot -1+l t 22+t —t+1

Pentru oo =1 se poate aplicasi (2.72) incare A, =2, r=1, k; =n=2.
Conform relatiei (2.74) se obtine:
(s—D(s—=2) s—2 —(s—2) s—1 1 —1
adjr(l3s—A):—2 0 (s —2)? 0 =0 s—=2 0 |;
g s—2  s—2 (s=2s-3) |1 1 s-3

eAt‘azl Z%[adjr(l3s—A)e‘”] =

s=2
1 1 -1 1 0 0 t+1 ¢ —t
=10 0 0|te? +|0 1 Ole?*=| 0 1 0 |e?.
1 -1 -1 0 0 1 t t —t+1

Similar, se poate folosi (2.76) cu (2.77) — (2.79). Se obtin:
8(s)=(s—2)2=s2—4s5+4,

0 —4 s 4 ( ) s—4
FSZ . 1 S—F8: . ad](I S—Fa) = .
TS 1 s—4 2 !
v (s) s—4 1 - (1-21)e?
\|I(S): — i est — 62t—|— te2t:
Vo) |ds| 1 o, |0 1 te?
4 _\\? k=1 _
€ t‘azlizkzl\Vk(t)A -
1 0 0 31 —1 t+1 ¢t —t
=0 1 0[1-=20e?+]|0 2 Ofte*=|0 1 0 |e?.O
0 0 1 1 1 1 t ot —t+1
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3. Transferul intrare — stare — iesire

3.1. Raspunsul complet

O imagine a structurii sistemului reprezentat prin ecuatiile (2.1), (2.2) se
poate obtine pe baza ecuatiei (2.1), integratd pe [, ¢] si cu conditia initiala:

x(to):xO. (31)
Dupa calcule foarte simple se obtine:

x(0)=x(tg) + "(4x(0)+ Bu(0))do .

Acest rezultat conduce, impreuna cu ecuatia (2.2), la structura din fig. 1.3.1 care
ofera o imagine globala asupra transferului intrare — stare — iesire.

X D)
X0
u + + X + y
t
B C
_ ft‘) + ] +
A <——=—

Fig. 1.3.1. Structura sistemului reprezentat de ecuatiile (2.1) si (2.2)

Ecuatia transferului intrare — stare — iesire al sistemului reprezentat de (2.1),
(2.2) se obtine prin metoda variatiei constantelor: in paragraful 1.4.b s-a obtinut
solutia (1.49) si apoi, in 1.5.b cu (1.74), solutia (1.80). Astfel, conform cu (1.80),
pentru starea initiala (3.1) solutia ecuatiei neomogene (2.1) rezultd de forma:

KO =M x4 [ A0 Bu(@)de, 131y, (3.2)
0

Aceasta si ecuatia (2.2) definesc transferul temporal intrare — iesire, cu starea
initiala (3.1), respectiv raspunsul intrare — iegire complet al sistemului (2.1), (2.2):
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y(@)=Ce? ") x(t,)+ cft’ e 409 Bu(0)d0+D()u(t), t>1,.(3.3)
0

S-a aratat deja la 1.5.b (Teorema 1.15) ca transferul (3.3) este invariant in
raport cu translatiile temporale. Aceasta permite sd se adopte 7y =0 1n (3.3) si ¢ sd

aiba si semnificatia de durata, incepand cu momentul initial (conventional) ¢, = 0.
Pentru definirea notiunilor uzuale in studiul transferului temporal intrare —
iesire se considera in continuare

tOZO, X(O):.XOZO, (34)

o0, t=0,
u(t) =uyd(t), ug € R™, 6(1‘)—{0 0 (3.9

unde u,, este un vector constant si 6(¢) este impulsul Dirac.

Inlocuind (3.4) si (3.5) in (3.3) se obtine: y(¢) = g(H)ug, in care

0, <0,
g(t) 2 Ce'Bo(t)+D()d(t1)={CB+D()d(t), t=0, (3.6)
Ce''Bo(t), t>0,

este matricea de raspuns la impulsul Dirac a sistemului (2.1), (2.2).
Cu conditia initiala (3.4) si aplicand acum functia treapta:

0, <0,

L 1>0, (3.7)

u(t)=uyo(t), up ER™, o(0) :{

din (3.3) rezulta: y(t) = h(t)u, , in care:
0, t <0,

h= I z@a0.1>0

(3.8)

CfofeAedeBJrD(-)]c(z) :j;)tg(e)dec(t):1

este matricea de raspuns indicial a sistemului (2.1), (2.2).
Se cuvine remarcat ca pentru <0 au loc g(#)=0 si A(£)=0 (v. (3.6) si

(3.8)). Acest fapt corespunde principiului non-anticiparii (v. Definitia 1.2).
Este lesne de observat cd din (3.3), cu ¢, =0, si (3.6) rezulta si urmatoarea

expresie a raspunsului intrare — iegire complet al sistemului (2.1), (2.2):
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3. Transferul intrare — stare — iesire

y(t):CeA‘x(O)—i—fotg(t—e)u(e)de, t>0. (3.9)

Observatia 3.1

Din (3.9) cu (3.6) se trage concluzia, ca sub aspect cantitativ si calitativ,
transferul temporal intrare-iesire depinde de valorile proprii ale matricei 4, de
atributele lor geometrice evidentiate de (2.42), (2.43) si (2.51), (2.52) si, evident,
de t. Aceasta afirmatie, conform structurii din fig. 1.3.1, trebuie adecvat nuantata si

anume corespunzitor proprietitilor interfetei intrare — stare (perechea (e, B)),
proprietitilor interfetei stare — iesire (perechea (C,e?’) ) si proprietitilor

interactiunii dintre marimea de intrare si sistem (perechea (g(¢), u(¢))). O

3.2. Raspunsul fortat

Transferul intrare — iesire exprimat prin (3.9) este format din doua
componente:
— raspunsul de regim liber la iesire — determinat de cauze interne exprimate

prin starea initiald x(0) = x, si avand o dinamica dependenti de Ce?’;

sub aspectul dinamicii, de perechea (g(¢), u(z)).

Avand in vedere ca raspunsul de regim fortat la iesire reflectd in totalitate
proprietitile sistemului (in g(¢) intra si factorul Ce4?), se va analiza in continuare

numai cea de a doua componenta din (3.9), adica produsul de convolutie:
t
W)= [ gt—0)u(8)do, 1>0. (3.10)

Chestiunea esentiald pentru analiza care va urma este aceea a alegerii unei
marimi de intrare u(t) care sd contribuie la decelarea celor mai importante

proprietati ale transferului temporal intrare — iesire reprezentat de (3.10). Se
porneste de la premisa ca u(¢) este format dintr-o combinatie liniara de functii de

forma t*e’ | respectiv ci, in general, poate fi furnizat de un sistem dinamic liniar
finit dimensional si invariant in timp. Pentru simplitatea expunerii se adopta:

u(t) = eMuyo(t), (3.11)
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in care A€C si uy, € C™, prin alegeri adecvate, vor permite evidentierea in

raspunsul (3.10) a unor proprietati ale transferului intrare — iesire al sistemului.
Inlocuind (3.11) si (3.6) in (3.10) si efectuand calculele se obtine:

yO=yr@®O+yp@), (3.12)

in care se disting:
»  Componenta de regim tranzitoriu:

yrt)=—Ced (I — A)~'Bu,o(t), (3.13)
similard cu prima componenta din (3.9). Aceasta componenta este determinata de
conditia initiald virtuald —(Z/,A— A4)~'Bu,, alocatd de u(0)=u,,.

»  Componenta de regim permanent.

yp)=[CUL— 4B+ D(x)]yoe“c(t) =G\u(?), (3.14)

£G() =u(?)

similard cu u(¢f) (v. (3.11)). Aceastd componentd, in marea majoritate a

aplicatiilor, constituie ratiunea de a fi a sistemului (2.1), (2.2).

In aceste circumstante componenta de regim tranzitoriu y,(¢) este de regula

indezirabila. Dar, datoritd caracterului ei inerent, este in acelasi timp inevitabila.
Fireste cd 1n aceastd situatie atitudinea cea mai rezonabila este ca, prin solutii de
proiectare bazate pe cunoasterea proprietatilor si efectelor componentei de regim
tranzitoriu, sa se reducd pand la o limitd acceptabila efectele ei nefavorabile. Sau,
daca este necesar si posibil, s fie utilizata pentru a intari sau modifica, pe anumite
intervale de timp, unele evolutii ale componentei de regim permanent.

Din examinarea expresiilor (3.13) si (3.14) rezulta ca Observatia 3.1 se
confirmi. In functie de proprietatile perechilor de matrice (4, B) si (C, 4), si de
alegerea parametrilor A §i u, se pot ivi urmdtoarele trei situatii prin care se

dezvaluie caracterul transferului temporal intrare — iesire in regimul tranzitoriu si in
regimul permanent:

o  transferul decuplat

o  transferul rezonant

e transferul blocat.

Acestea vor fi analizate, in ordinea mentionata, in cele ce urmeaza.
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3. Transferul intrare — stare — iesire

3.3. Transferul decuplat

Se are in vedere pentru inceput componenta de regim tranzitoriu (3.13).
Inlocuind (2.27) si (2.33) in (3.13), dupi efectuarea calculelor se obtine:

yr(t)y=—CVe/'(IA—J) 'V 'Buyo(t). (3.15)

Valori proprii simple. Pentru rezultate imediate se considera mai intii ca

valorile proprii A;, i = 1,n, sunt simple. Avand 1n vedere (2.26) rezulta:
UA—J) = diag{(k AL, —kn)*l} . (3.16)
Substituind acum (2.25), (2.27), (2.31), (2.34) si (3.16) in (3.15) se obtine:
yr®==3"" (Cv)(wB)(h—1,)" e " uyo(r). (3.17)

Este plauzibil si deopotriva posibil ca pentru anumiti vectori proprii v, si v,
al matricei A (asociati valorilor proprii A, si A, ), datorita proprietatilor
perechilor (A4, B) sirespectiv (C, A), sé fie indeplinite conditiile:

w,B=0, (3.18)

Cv, =0. (3.19)

In aceasta situatie modurile proprii m,, () = etuly o My (D)= ek“twn (v.
relatiile (2.36), (2.37)) nu se mai manifesta in regimul tranzitoriu (3.17).

Similar, pentru un anumit vector propriu v, (asociat valorii proprii A, )
este posibil sa fie indeplinite simultan conditiile:
w,B=0, Cv,=0. (3.20)

A

t t
Vo mwp(t):e P'w, nu

N o o . - . .. A
Aceasta inseamna ca nici modurile proprii m, (f) =e""

se mai manifesta in regimul tranzitoriu (3.17).
Din (3.17) — (3.20) rezultd componenta de regim tranzitoriu:

O =31 (€0 B =) e ugo(r). (321

Din (3.21) rezulta ci fenomenele de decuplare sunt asociate anumitor valori
proprii, respectiv vectorilor proprii corespunzatori si matricelor B, C .
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Definitia 3.1
Valorile proprii simple A ,Aq,A,, pn,p€{L2,....,n}, ale sistemul (2.1),

(2.2) (ale matricei 4) se numesc dupd cum urmeaza: A, — zero de decuplare la

n
intrare daca a loc (3.18); A, — zero de decuplare la iegire daca are loc (3.19); A,
— zero de decuplare la intrare — iegire daca are loc (3.20). O

Efectele zerourilor de decuplare se regdsesc de o maniera similara si in
componenta de regim permanent (3.14). Intr-adevir, inlocuind (2.25), (2.27),
(2.34), 51 (3.16), (3.18) — (3.20) in (3.14) se obtine:

O =1 e CVIOVBYO=2) ™ 4 DO g e*o(r) . (3.22)

Structura corespunzatoare regimului permanent (3.22) este redata in fig. 1.3.2.

. . . . At At Aot
Evident, regimul permanent poate contine exponentialele e™* , e""", e™°?" |

dar numai ca urmare a existentei lor in marimea de intrare (adica pentru A =2,
A =2, sau A =2,) si al transferului lor prin conexiunile nedecuplate.

Comportarea sistemului (2.1), (2.2) poate fi explicitata si cu ajutorul matricei
de raspuns la impuls. Acest fapt este usor vizibil daca se inlocuiesc (2.25), (2.27),
(2.31), (2.34), (3.16), (3.18) — (3.20) in (3.6). Se obtine:

g)=3"" (€W BYe i a(t)+ D()3(1). (3.23)

Se evidentiaza decuplarea urmatoarelor conexiuni: p — la intrare, n — la
iesire, si p — la intrare — iesire, si cd efectul asupra transferului temporal intrare —

iegire este acelasi: prin conexiunile decuplate nu se poate transfera nici un semnal.
Valori proprii multiple. In acest caz se foloseste matricea de rispuns la
impuls (3.6), cu (2.54), (2.55). Se obtine:

) k-1
LOED D) Dy ’,i‘_’l[e”Zf_l (,i_ iCYi ,-](w!‘,B)o(r) +D()8(1). (3.24)

o(t) +D() (1) .(3.25)

r Pi ki k At ki tlik /
gt)= Zizl j:IZ kil(cvi./)[e lejkmwﬁB

. . A k . . k -
Aici se au in vedere produsele w; ;B si respectiv Cv;; pe baza carora se pot

extinde adecvat notiunile din Definitia 3.1.
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3. Transferul intrare — stare — iesire

D(n)
1 1
> wB = N = Cv
................... " 1
_hWHBZO ! }\‘7;&“ e Cvu
u(t) T’l 1 E. ................. E
" w8 =, [ T iCS
.................. —
o iwpB =0 =, [ iCvwp=0:
n 1
= w,B h—2, Cvy,

Fig. 1.3.2. Transferul decuplat in regim permanent (conexiunile n,m,p sunt decuplate)
Exemplul 3.1
Fie sistemul (2.1), (2.2) cu =3, m=p=1, A cu a =2 de la Exemplul
2.5, si B=[b,; b, b5]",C=[cyc,yc53], D=0. Si se determine b,,c,€ R, i=13,
astfel Incat conexiunile 2 si 3 sa fie decuplate la intrare, iar 1 si 2 la iesire.

Cu V,W=V"1J(a=2)dela Exemplul 2.5 si (3.24), (3.25) se obtin:
3 2t k th-l / k
g(t):CZk:I € lelmvll wy Bo(r) =

11 1 2.2 1 2, 343
=e2 Clv{ wy + vy +viDwi + v 12+ tv{ +vi)wi]Bo(),

ti-k

3 k 3 !
gt)= Zk—lcvll[eztzl—k—wll

Y Bo(t) =

= e Clv| (w)y + 1wy + 12w} 12+ v] (w400, )+ v 1B o),
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in care vlkl si wlkl, k =1,3, sunt coloanele si liniile matricelor V' si respectiv W .

A =2 este un zero de decuplare dublu la intrare (pe conexiunile 2 si 3) daca:

W121B:[1 1*1][1)1 b2 b3]T:O, WI:SIB:[O 1 0][b1 b2 b3]T:O.

Rezultd by +by, —by =0, b, =0, respectiv by =b, =bER, b, =0.

Fie b=0si B=[b 0 b]T. Cu aceasta si C=[c, ¢, c3] se obtine:
1 b
g(t):eZ’CvlllwlllBezt :62’[01 s 03] 0[[0—1 1]j0 G(t):b(cl+c3>62’0(t).
1 b

A =2 este un zero de decuplare dublu la iesire (pe conexiunile 1 si 2) daca:
I = T — 2 _ T _
Cviy=lc; ¢y c3][1 0 11" =0, Cvjj=[c; ¢y c3][1 0 0]" =0.

Rezulti ¢, +c3; =0, ¢c; =0, respectiv ¢, =cER, ¢; =c3=0.

Fie c=0 si C=[0 ¢ 0].Cuaceastasi B=[b, b, b3]” se obtine:

0 by
g(t)=e*Cviwi Bo(t)=e*[0 ¢ 0][1{[0 1 0] b,|o(t)=brce* o(?).
1 b

Pe de alta parte pentru B:[b 0 b]T si C:[O c 0] se obtine:
g()=e2Cvlwl Bo(t)y=e210 ¢ 0]t 0 1]7[0 =1 1)[p 0 5] s()=0,

g()=e2CviwlBo(t)=e2[0 ¢ 0][0 1 1)7[0 1 0][p 0 )" o()=0.

Ca urmare, exista si un zero de decuplare intrare — iesire (pe conexiunea 2). O
In cazul valorilor proprii multiple se constati ca si zerourile de decuplare pot
fi multiple si ele pot fi determinate cu relatii similare cu (3.18) — (3.20).
si 20

In concluzie, notind cu Z 0 z0 int—ies

int> Zies multimile zerourilor de

decuplare la intrare, la iesire si la intrare — iesire, cu Z° multimea zerourilor de

decuplare, si cu V, multimea valorilor proprii, rezulté ca se poate scrie:

Z20=20uzZINz) . CV,. (3.26)

int—ies = “p
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3. Transferul intrare — stare — iesire

3.4. Transferul rezonant

Pentru componenta de regim permanent (3.22) (v. si (3.14)) se poate scrie:

yp() = GMu(),

. (3.27)
GON=31 5 oo (CV)WBY =2 + D),

in care u(t) are forma (3.11) si G(A) este matricea de regim permanent a
sistemului (2.1), (2.2) (introdusd prin (3.14)) pentru A dat, independentd de
amplitudinea intririi u(¢) , si multimea Z° a fost introdusa prin (3.26).

Este usor de observat cd pentru fiecare k = Ln, pentru care

A= €VN\Z0, (3.28)
din (3.37) se obtine:

|G| =400 (3.29)

Fenomenul ilustrat de (3.29) este rezonanta pe frecventa proprie
M EVLNZ 0. El are loc datorita actiunii intrarii u(¢) care il ,,inoculeazd” pe A, in
sistem. Termenul de rezonantd se foloseste prin extensie de la cazul particular

A=k =jo, €V, \Z0 u(t)= uoe””ft (aceasta este o componentd a oscilatiei
sinusoidale cos ;¢ = (e’* "+ e7/")/2) cand are loc rezonanta propriu-zisa.

Observatia 3.2
Desigur ca o anumitd circumspectie implicd sd se ia in considerare si
componenta de regim tranzitoriu (3.21), care, cronologic, coexista cu cea de regim

permanent — (3.22). Pentru (3.28) din (3.21) se obtine HyT(t)szLoo, ceea ce,

impreund cu (3.27), (3.29) conduce la prezumtia ca pentru A — A, in rdspunsul

fortat (3.12) (cu (3.21), (3.22)) are loc o nedeterminare. Intr-adevir, izoland
termenul de indice £ din (3.12), explicitata prin (3.21) si (3.22), se poate scrie:

lim (C et e
m v w,B)———
x—mk( (Wi B) -

1y 6(6) = (Cvi)(wB)te™ ugo(t) = (Cvy )(wi B)tu(t).

Acest rezultat implica:
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ek,-z

=y

1

YrO=3210 i gz0(CV)(WiB) 1y0(t). (3.30)

Pe de altd parte, n (3.27) matricea G(A), cu A = A, , se inlocuieste cu

UED D (R C:) +(Cv) (W B)t+D(hy) ,(3.31)

Y

1

care este matricea de regim permanent pentru A — A .
Este evident cd in (3.31) are loc ||G(kk)|| — 400, pentru ¢ — 0o, ceea ce, in
alt mod, este confirmat de (3.29).

.. . . o o _ . 0 A
Privitor la rezonanta propriu-zisd, adica pentru A =%4; = jo, € V,\Z" In

(3.11) si (3.31), se constata ca pentru orice H uOH < 400, respectiv pentru:

|u@®)] <400, 1R, (3.32)
din (3.27) cu (3.31) rezulta:
||yP(t)||—>—|—oo pentru ¢ — +00. (3.33)

Aceasta este nota distincta a rezonantei propriu-zise. De remarcat cad pentru (3.32)
si ReA; <0 din (3.27) cu (3.31) rezulta:

|yp@)| <400, teR, (3.34)

deoarece te’*' —0 pentru t — +o0o . Pe de altd parte, daca Rei, >0, atunci
(3.33) are loc si datoritd faptului ca ||u(t)||—>+oo si ||G(lk)||—>+oo pentru
t—+00,in(3.27) cu(3.31).O0

Definitia 3.2

Valorile A, € V,\ 2 0 cu proprietitile (3.29) se numesc polii sistemului
(2.1),(2.2). O

Extinderea analizei la cazul valorilor proprii multiple este desigur posibila,
dar 1n afard de faptul ca polii sistemului (2.1), (2.2) pot fi multipli, alte elemente
semnificative nu pot fi puse in evidentd pe aceasta cale.

Trebuie remarcat faptul ca un zero de decuplare nu poate fi in acelasi timp si
pol. Ca urmare, in conformitate si cu (3.28) se poate scrie:
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P=V,\2°CV,, (3.35)

In care P, V, si Z O sunt respectiv multimile polilor, valorilor proprii, si

zerourilor de decuplare, incluzandu-se si multiplicitatile corespunzatoare.

3.5. Transferul blocat

Revenind la componenta de regim permanent (3.14), se are in vedere

matricea de regim permanent in care se procedeaza la inversarea matricei /,A — A4:

G\ =CUI\—A)~'B+ D)= Lc(adj(lnx —A))B+D(L) =

d(\)
— L ICladi(z 0 — ) B+d (0)DO) = ——o (3-36)
_%[ (adj (1,1 — ))AQj(L)() ()}—mQ( ).

Aceasta este de dimensiuni pxm , cu elemente fractii rationale in A (introdus de
intrarea u(¢) — v. (3.11)). d(\) este polinomul caracteristic al matricei 4 si Q()\)

este o matrice polinomiala.

a. Transferul antirezonant
Aspectul care intereseaza in cele ce urmeaza este rangul matricei G(1) .

Pentru matricea G(A), privita ca functie de A € C, prin definitie:
p =nrang G(A) < min (m, p) (3.37)

se numeste rangul normal al matricei G(A) si reprezintd ordinul minorului de
dimensiune maxima, functie neidentic nuld de A, continut de G(A).

Pentru A =z (un numar) si G(z) (matrice numericd) se poate evalua:
p.=rangG(z) <p, (3.38)

care se numeste rangul local al matricei G(A) iIn A=z

Intrucat Q(A) este o matrice polinomiala in A, urmeaza ca existd o multime

finita de numere Z £ {z,z,,...,z,} € C, nu in mod necesar distincte, pentru care
p,=rangG(z)<p, z€Z. (3.39)
Acestea se numesc zerourile matricei G(A) (o extensie de la cazul G(A) scalar).
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Conditia (3.39) are consecinte asupra componentei de regim permanent
pentru:

z€Z, u(t)y=uye*'o(t),

(3.40)
Yp() = G(2)u(t) = G(2)ugeo(1).
Intr-adevar, intruct pentru z € Z are loc (3.39), rezulti ca
[KerG(2)]\ {0} = @, KerG(z)2 {ucC"; G(z)u=0}, (3.41)

in care Ker M este nucleul matricei M . Existd u, € Ker G(z), astfel incat:
uy=0, G(z2)uyg=0. (3.42)
Urmeaza cd pentru z € Z, u, =0, conform cu (3.40), (3.42), are loc

Ju®)]|=0 = |yp@)]=0. (3.43)

Comparativ cu rezonanta, aceasta este antirezonanfa pe frecventele de
antirezonantid z€ Z , [76]. In situatia ilustrati de implicatia (3.43) are loc
transferul intrare — iesire blocat.

Definitia 3.3

Valorile z€ Z, care satisfac conditiile (3.39), (3.42), (3.43), se numesc
zerourile de transmisie ale sistemului (2.1), (2.2). Z este multimea zerourilor de
transmisie. O

Exemplul 3.2
Se considera sistemul (2.1), (2.2)cu =3, m=2, p=2 si

Se cere sa se determine polii si zerourile de transmisie ale sistemului.
Mai intai, in conformitate cu (2.10), rezultd d(s) = (s +2)(s —3)(s —6), din

care se obtin valorile proprii simple A, =—2, A, =3, A; =6.
In continuare, folosind (2.24) si (2.34), se obtin matricea modali si inversa ei:
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I W, 13 0 -3
V=[w vy »] 0 1—112], W= WZZV—1=gz —2 2
—1] 1 w3 12 1

Se observa cd w;B=0,i=13, si Cv;=0,i=13, In care w; si v;,

i= 1,_3 , sunt liniile lui ¥~! si respectiv coloanele lui V . in aceste conditii
sistemul nu are nici un zero de decuplare. In conformitate cu (3.35) rezulti ca polii
sistemului sunt exact valorile sale proprii, adica: A =—2, A, =3, A3 =6.

In conformitate cu (3.36) se calculeaza:

A2 —6L+4 A+2 3L—14
1
Lh—A) = A2 A2 —21—38 A2 |,
(73 ) (A +2)(L—3)(A—6)
3v—14 A2 A2 —6L+4
1 —2(A* =50 +4)
A+2 A+2)A=3)(L—6
G\)=C(I;A—A)"'B= * (% +2) X ).
—(A—=17)
(A=3)(L—6)
) .

Intrucat detG(L)=

, rezultd p=m=p=2 . In
A+2)(A=3)(L—6)

schimb pentru z=7 se obtine rangG(7)=1<2, adicd z=7 este un zero de
transmisie.

T

] eM

Este util de vazut ce se intmpla pentru u(¢) =[a b s CU A=A 53

(valorile proprii ale lui A4), respectiv A=2z=7,si a,b € R, dar nu simultan nule.

Pentru A =2A,,; se obtin G(A,,3) cu elemente infinite. Adicd pentru

||u(t)||<+oo rezultd HG(XLM)H:OO . Se confirmd c¢d A=A;,; sunt polii

sistemului.
Pentru A=z=7 st a=9, b=1,din (3.11) si (3.43) rezulta:

9 0
e7’c5(t):l }
1 0

u(t)=
1

9 1/9
e'o(t) =0, yp(t)=G(T)u(t) :l .

67



Cap. 1. Modele matematice ale sistemelor dinamice liniare

Urmeaza ca pentru || u(t)|| = (0 se obtine || Vp (t)|| =0, ceea ce confirma faptul ca
A =z =717 este un zero de transmisie al sistemului considerat. O

b. Alte cazuri de transfer blocat

Blocarea transferului intrare — iesire este posibildi nu numai prin
antirezonanta (adica pentru valori A ¢ Z). De pilda, dacd p=nrangG(A)=p <m
sau p < min(m, p), atunci pentru orice A are loc [Ker G(1A)]\ {0} = & . Urmeaza ca

in astfel de cazuri existd u, € [Ker G(A)]\ {0} astfel incat

G(AMuy=0. (3.44)
Introducéand (3.44) in (3.14) se obtine transferul blocat pentru orice A € C:
yp(t)= G\ u(t) = G\)uje*o(t)=0. (3.45)
Exemplul 3.3
Fie matricea de regim permanent:

/r 1x 0
G\ = , A€ R\{0}.

0 I/x 1

Sd se determine Z , precum si Ker G(A) si u, = 0 pentru care are loc (3.45).
Pentru orice A =0 are loc p=nrangG(A)=p=2<m=3.

Nu existda A =z =0 pentru care p, =rangG(z) <p. Prin urmare Z=0.

Din definitia nucleului:

a Ua o 0lfug

G(?\.)MOZ Uy =0.
0 1A Tug,
se obtine o simpld infinitate de solutii: uy; = —u g, = Augz . Alegind uy; = o ca

parametru, nucleul cautat are forma:

KerGO)={» -1 17a, a€R}.

Evident, pentru orice A =0 si orice uy=[A —A 1]7a, a€R\{0}, au
loc relatiile (3.44) si (3.45). O
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4.1. Matricea de transfer

Reprezentarea prin matricea de transfer este de tipul intrare — iesire cu
conditii initiale nule. O cale de obtinere a acestei reprezentdri se bazeaza pe

transformarea Laplace F(s)= fooo f(t)e s'dt , simbolizata prin &, in care f si

F sunt functia original si functia imagine. Ea se aplica ecuatiilor (2.1), (2.2) cu

calcule elementare se obtine ecuatia transferului intrare — iesire:
Y(s)=G(s)U(s), 4.1)
in care

G(s)=2C(I,s—A)~'B+D(s), s€C, 4.2)

este matricea de transfer, de dimensiuni p xm , cu elemente fractii rationale in s .
Din (4.2) si (3.6) rezultd ca matricea de transfer, G(s), este transformata

Laplace a matricei de raspuns la impulsul Dirac, g(¢) . Se scrie:
G(s)=L{g(t)y = L {Ce'Bo(t)+ D(")d(t)} . (4.3)

Expresia (4.2) evidentiazd modul de determinare a lui G(s) pe baza

reprezentarii de stare (2.1), (2.2), respectiv a matricelor 4, B, C si D(").
In mod obisnuit, G(s) se poate obtine si direct pe baza schemei bloc

structurale sau prin modelarea intrare — iesire a sistemului (v. paragraful [.1.1.b).
Dupa natura elementelor fractionare din G(s), se disting trei cazuri:
(a) G(s) se numeste strict proprie daca lim G(s)=0.

§—00

(b) G(s) se numeste proprie daca lim G(s)=constant = 0.

§—00

(c) G(s) se numeste improprie daca nu sunt indeplinite conditiile (a) si (b).

Observatia 4.1
Elementele din matricele de tipul (a) au gradele numaratorilor strict mai mici
decat gradele numitorilor. In conformitate cu criteriile de non-anticipativitate
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bazate pe transformarea Fourier — Plancherel, [47], numai acestea pot fi
caracterizate ca realiste (non-anticipative). Celelalte doud sunt nerealiste. In
situatii concrete se poate ajunge la modele intrare — iesire de tipul (b) sau (c) in
urma unor simplificari si / sau idealizari operate pe parcursul procesului de
elaborare a reprezentarii intrare — iesire (4.1) (v. si Observatiile 1.1, 1.2 i 2.1). O

Fireste, calificarea unui model intrare — iesire ca nerealist nu este lipsitd de
urmari de ordin practic, mai ales prin implicatiile in sinteza regulatorului unui
sistem automat multivariabil. Este deci firesc sd se utilizeze cu circumspectie
modelele (b) si (c) si, in final, sa se utilizeze pertinent simplificarile si / sau
idealizarile mentionate, in scopul interpretdrii §i implementariii adecvate a
rezultatelor obtinute.

a. Problema obtinerii unei realizdri a matricei de transfer

Relatia dintre reprezentarea de stare (2.1), (2.2) si reprezentarea intrare —
iesire (4.1), (4.2) poate fi privitd si prin prisma determinarii matricelor 4, B, C,
D(") pe baza cunoasterii lui G(s). Aceasta fiind dati, se spune ca 4, B, C, D(")
este o realizare a matricei de transfer G(s). In cazurile (a) si (b), D este constantd

si, In conformitate cu ecuatia (4.2), se obtine Tn mod unic din relatia:

D=lim, __G(s). (4.4)

§—00
Ca urmare, se poate scrie:
G(s)=G (s)+D, (4.5)

in care G’(s), determinatd in mod unic, este o matrice de fractii rationale, strict
proprie.
In legatura cu (4.5), fiind dat G(s) = G(s)— D, problema obtinerii unei

realizari consta 1n determinarea unei realizari A, B, C astfel incat:
C(l,s—A)'B=GGs). (4.6)
Problema (4.6) nu are solutie unica dupa cum se poate constata din modul in

care perechile (A4, B) si (C, A) influenteaza transferul intrare — iesire al sistemului

(2.1), (2.2) (v. sectiunea 3.3). Fiind legatd de proprietatile de controlabilitate a
starii §1 observabilitate a starii ale sistemului (2.1), (2.2) (v. subcapitolul II.1)
problema obtinerii unei realizari va face obiectul subcapitolului I1.4.
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In situatia in care G(s) este improprie — cazul (c), pentru determinarea

matricei G%(s) se separd din G(s), in mod unic, termenul polinomial D(s), care
contine partile polinomiale ale elementelor lui G(s). Ca urmare, se poate scrie:

G(s)= G (s)+ D(s), (4.7)
in care GO(s) (unica si strict proprie) se foloseste pentru rezolvarea problemei (4.6).

b. Problema polilor si zerourilor

Relatiile (4.2) si (4.3) releva dependenta transferului intrare — iesire de
valorile proprii ale matricei 4, de proprietatile perechilor de matrice (4,B) si
(C,A), ca si de ale perechii (G(s), U(s)). Aceasta asertiune, care ne reaminteste
analiza din sectiunile 3.3 — 3.5, poate fi reprodusa mutatis mutandis pentru ecuatia
transferului intrare — iesire (4.1) cu (4.2). In acest sens pledeazi si analogia formala
dintre G(A) si G(s). Conceptual ele se deosebesc insd prin natura argumentelor:
A este un parametru al marimii de intrare (3.11), pe care aceasta il ,,inoculeaza” in
sistem, in timp ce variabila independentd s este frecventa complexa aflatid in

corespondentd, prin transformarea Laplace, cu timpul t .

Fie G(s)é(G,- j(s)). In sens strict se poate afirma ci transferul intrare —
iesire (4.1) depinde de polii si zerourile elementelor G, ;(s), ale matricei G(s).
Dupé cum se stie, s = p; este pol al functiei G, ;(s) daca H G,-j(pk)H =00 . Mai
departe, s =z, este un zero al functiei G, ;(s) daca G, ;(z;)=0. Acestea sunt

definitiile uzuale in cazul sistemelor monovariabile, respectiv al functiilor de
transfer scalare. Ele se bazeaza pe ipoteza cd functia rationald considerata este
raportul a doud polinoame relativ prime.

Observatia 4.2
Fireste, este posibild existenta unor divizori comuni intre polinoamele care

alcatuiesc fractiile G, ;(s). Pentru a ilustra modul in care pot aparea astfel de

divizori comuni se are n vedere (4.2). Pentru generalitate se utilizeaza si relatiile
(2.74), (2.75). In acest fel din ecuatia (4.2) se obtine:

1 . 1 .
G;i(s)= %Ci adj(l,,s —A)b;+d; ;(s) = %ci adjr(I,s —A)b;+d; ;(s),
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in care c;, i :G, sunt liniile matricei C , bi, J :1,_m sunt coloanele matricei
B,sid,(s), i= G, j= 1,m , sunt elementele matricei D(s).

C.m.m.d.c. al elementelor matricei adjuncte reduse adjr(/,s — 4) este 1 si
ca atare nu are divizori comuni cu polinomul minimal 3(s) . Aceasta spre
deosebire de &(s) si polinomul c¢;adjr(f,s—4)b; in care intervin perechile
(4,b;) si (c¢;, 4) , respectiv zerourile de decuplare la intrare si la iesire (v.
sectiunea 3.3). Existenta unor divizori comuni intre numitorii $i numaratorii unor
elemente din G(s) are o semnificatie speciald. Si anume, atunci cand numitorii si
numaratorii tuturor elementelor neidentic nule ale unei linii (coloane) a lui G(s) au

un divizor comun. Acesta poate fi simplificat. Un raspuns privind acesti divizori
comuni i legdtura lor cu zerourile de decuplare se va da in paragraful 6.4.d. O
Procedand ca in sectiunile 3.4 si 3.5 se pot defini, intr-o primd etapa,
notiunile de pol si de zero de transmisie asociate, de aceastd datd, matricei de
transfer G(s). O astfel de procedurd este pe deplin legitimd si are avantajul unei
referiri naturale la particularitatile transferului temporal intrare — iesire analizat in
sectiunile 3.4 si 3.5. Dar se va avea in vedere ca, atit conceptual cat si practic,
aceasta procedura sa se bazeze in final pe matricea G(s) fara ca, in mod necesar,

G(s) sa se obtina cu formula (4.2) (folosind reprezentarea de stare (2.1), (2.2)).
c. Utilizarea teoremei dezvoltirii
Cunoscand polii membrului drept din (4.1), se poate determina transferul

temporal folosind teorema dezvoltarii din teoria transformarii Laplace. Pentru
ilustrarea acestei afirmatii fie G(s)U(s) (v. (4.1)) cu urmitoarele categorii de poli:

(a) G(s) are polii distincti p;, de multiplicitate v, izl,_v.
(b) U(s) are la randul sdu doua categorii de poli:

e Poli identici cu unii p;, i=1Lv. Dupa ordonarea adecvata a polilor lui
G(s), fie ei p;,j=1,a, distincti, o0 < v, de multiplicitate o ;>1,j=1,0.
Evident, conform ordonérii mentionate a polilor, a;=0,j= m.

e Poli diferiti de p;,i=1Lv, fieei s, , distincti, de multiplicitate §, , k=1, .

Conform teoremei dezvoltarii, [47], aplicata ecuatiei (4.1), se poate scrie:
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=37 >
SN D
+Z, 1

j= l(V ) [( ia; -‘rj)()t =0, (X<I<V]t ! jepl G(t)+

Vitoi—j, pit
—,zz o(t) + 48
Y © (43)

1

o 1([3 )Ml-jtﬁ"_/ e’ 'o(t)+D( )u(?),

1 gt
(Kioc,-Jrj) ;=0 [

2 (oD a5 [<S—pl~>“+°‘fG°(s>U(s>]} Ji=ly, j=lv, , (4.9)
a<i<v ] ) las!

s=p;

1 /! Vit ~0 . .
L= (]_1),{de 1[( —Pi) G (s)U(s)] S:p., i=la, j=1a,,(4.10)

i—1

Prima suma dubla din (4.8), asociatd polilor p;, cu v;, i =1,v, constituie
componenta de regim tranzitoriu. Restul termenilor din (4.8), asociati polilor lui
U(s) si actiunii directe prin operatorul D("), constituie componenta de regim
permanent. A doua suma dubla din (4.8) este specifica rezonantei generate de polii
lui U(s) identici cu o parte din polii lui G(s) (v. sectiunea 3.4).

Relatia (4.8) cu (4.9) — (4.11) concretizeaza posibilitatea utilizarii directe a
ecuatiei intrare — iesire (4.1) si a determinarii separate a celor trei sume duble din
(4.8). In acest sens pledeaza si faptul cd G(s) poate fi cunoscuta si direct pe baza
schemei bloc structurale sau prin modelarea intrare — iesire a sistemului (v.
paragraful I.1.1.b) si nu folosind (4.2). In consecinta, pentru utilizarea relatiei (4.8)
cu (4.9) — (4.11) este necesara cunoasterea polilor direct din G(s).

4.2. Forma Smith-McMillan a matricei de transfer

Intr-un cadru mai larg, sunt necesare definitii si proceduri de determinare a
polilor si zerourilor direct din matricea de transfer G(s). In acest sens se poate

porni de la notiunile de pol si de zero de transmisie introduse §i caracterizate in
sectiunile 3.4 (Definitia 3.2) si 3.5 (Definitia 3.3).
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Definitia 4.1

Un p; €C se numeste pol al matricei G(s) daca este pol al unui element

din G(s). Cu notatiile din (4.8) (v. si ipoteza (a) de la 4.1.c), polinomul monic:

p&) =[] _s=pp" (4.12)
se numeste polinomul polilor al matricei de transfer G(s). O

Definitia 4.2

Un z; € C se numeste zero de transmisie al matricei G(s) daca
P, £ rang G(z,) <p = nrang G(s) < min (m, p). (4.13)

Fie z;, distincte, de multiplicitate p;, k :m, zerourile de transmisie ale

matricei G(s). Atunci polinomul monic:

2(s) =] (s—z)" (4.14)

se numeste polinomul zerourilor de transmisie al matricei de transfer G(s). O

Asa cum rezultd din (4.8), polii p; caracterizeaza comportarea dinamica a
sistemului (4.1). In plus si in concordantd cu Definitia 4.1, ei genereaza in
transferul intrare — iesire (4.1) rezonanfa pe frecvengele proprii p;, dar numai
atunci cand acestea sunt ,,inoculate” de marimea de intrare U(s) (v. sectiunea 3.4).

Similar, zerourile de transmisie z, caracterizeazd o anumitd interactiune
intre G(s) si U(s). In concordanta cu Definitiei 4.2, in transferul intrare — iesire
(4.1) are loc o antirezonanta pe zerourile de transmisie z;, dar numai atunci

acestea sunt ,,inoculate” de marimea de intrare U(s) (v. sectiunea 3.5).

Este simplu de constatat cd Definitiile 4.1 si 4.2, ca si interpretarile care le
urmeaza, au caracter fenomenologic — descriptiv §i ca atare sunt inoperante din
punctul de vedere al determinarii efective a polinoamelor (4.12), si (4.14).

In cele ce urmeaza se prezintd forma Smith — McMillan a matricei rationale
G(s). Fiind forma canonica diagonala (echivalentd) a lui G(s), ea deschide in

mod natural o cale de determinare a polinoamelor p(s) si z(s) ale matricei G(s).
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Teorema 4.1 (Smith — McMillan, [27])
Pentru matricea G(s), de rang normal p < min(m,p) , existdi matricele

unimodulare L(s) si R(s), de dimensiuni px p sirespectiv m xm , astfel incat:

G(s)=L(s)M(s)R(s), (4.15)
in care:
. {\Vl(s) \vp(s)} ! 0
M(s) = 01(5)" @, (9)] | (4.16)
| o 0

este forma Smith — McMillan a matricei G(s). Aceasta are urmatoarele proprietati:
(a) Perechile de polinoame monice y;(s), @;(s), i = ﬁ , sunt relativ prime.

(b) o;(s), i= E , sunt in urmatoarele relatii de divizibilitate:
i1()| 0,(5), i=1p—1. 4.17)
© wy,(s),i= E , sunt in urmatoarele relatii de divizibilitate:

V()| Wi (s), i=1p—1.0 (4.18)
In (4.17) si (4.18) notatia v|w are semnificatia: v divide pe w.
M (s) si N(s), fiind unimodulare, au proprietatile: detM (s)=const.=0,

det N(s) =const.= 0 (v. Anexa B.1). Notand cu /;(s), i = G , coloanele matricei

L(s) sicu r,(s), i =1,m, liniile matricei R(s), din (4.15) si (4.16) rezult:

G(s)=>_" () “’IES) ri(s) (4.19)

®;(s)
nrang[ll(s),....,l (s)]:p, nrang[rlT(S),...., rI(s)|=p, scC.

In aceste conditii transferul intrare — iesire (4.1) are forma:

Y(s)=[>"F 1i(s) U(s). (4.20)

v;(s)
0;(s) 7i(s)
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Intrucat / i(8)=0, ri(s)=0, i= E , urmeaza ca in Definitiile 4.1 si 4.2 sa
se considere numai polinoamele @;(s), y;(s), i:E, cu (4.17), (4.18). Se pot
formula urmétoarele doud rezultate pentru care se va da o demonstratie comuna.

Teorema 4.2

Polii matricei de transfer G(s) sunt radacinile polinoamelor ¢;(s), i=1,p,

din forma Smith — McMillan (4.16) si polinomul polilor are forma:
p&) =11 0.0 (4.21)

Teorema 4.3
Zerourile de transmisie ale matricei de transfer G(s) sunt radicinile

polinoamelor vy ,(s), i :ﬁ , din forma Smith — McMillan (4.16) si polinomul

zerourilor de transmisie are forma:
z)=[1¢_ vi(s). O (4.22)

4. O caracterizare naturala a polilor si zerourilor de transmisie ale matricei
G(s), conform cu sectiunile 3.4 si 3.5, dar si pe baza Definitiilor 4.1 si 4.2, consta
in a identifica in intrarea U(s) acele frecvente pentru care din (4.1) rezulta:

(1) in cazul polilor p;:
[U@|<+o0 = [Y(s)=400; (4.23)
(1) in cazul zerourilor de transmisie z;:
|[U)|=0 = |¥(s)=0. (4.24)
De exemplu, se alege U(s) astfel incat:

A . i: i _
r()U(s) = {f-’( Ty (4.25)
0, i=j
in care f;(s) este o functie scalard nenuld si marginita. Inlocuind (4.25) in (4.20)
se obtine:
V()
(Pj(s)

Y(9)=1;(5) < fi(s) j=Lp. (4.26)
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Din (4.26) si respectiv (4.23) si (4.24) se constatd ca pentru @;(s)=0
rezulta || Y(s)||:+oo si pentru y,(s) =0 rezulta || Y (s)||:0. Fireste ca se pot

obtine rezultate de forma (4.26) si (4.23), respectiv (4.24) pentru toti j=1p,
alegdnd adecvat marimea de intrare U(s). Cu aceasta demonstratia celor doua
teoreme este incheiata. O

Observatia 4.3
Din (4.21) se obtine gradul polinomului polilor:

grdp(s)=>"" erde,(s), (4.27)

numit gradul McMillan al matricei G(s). El ofera informatii fara echivoc asupra

numarului minim de acumulatoare de substanta / energie / informatie, independente
intre ele si relevante pentru transferul intrare — iesire, continute de sistemul
reprezentat de matricea de transfer G(s) (v. si sectiunea 11.4.2). O

4.3. Forma Smith a matricei numarator

Relatiile (4.21) si (4.22) arata ca problema determinarii polinoamelor p(s)
si z(s) se reduce la determinarea formei Smith — McMillan (4.16) a matricei de
transfer G(s). Determinarea formei Smith — McMillan se poate baza pe calculului
formei canonice diagonale a unei matrice polinomiale, numita forma Smith.

Fie p,(s) cm.m.m.c. al tuturor numitorilor elementelor neidentic nule ale

matricei G(s). In aceste conditii se poate scrie:

G(s) = N(s), (4.28)

pi(s

unde N(s) este matricea numardtor (polinomiala (v. Anexa B.1)), unic determinata.

Teorema 4.4 (Smith, [27])
Pentru matricea N(s), de rang normal p <min(m,p), existd matricele

unimodulare Ly (s) si Ry(s) (v. Anexa B.1), de dimensiuni px p si respectiv

mxm , astfel Incat:

N(s)= Ly(s)S(s)Ry(s) (4.29)
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in care:
. |
diagie(s),...,e,(s)1 10
S(s) = ____{__1_______”___}_:__ (4.30)
—— 0 IO
(pxm) l

este forma Smith a matricei N(s) Aceasta are urmatoarele proprietati:
(a) Polinoamele monice €;(s), i =1,p, numite factorii invarianti al matricei

N(s), sunt in urmatoarele relatii de divizibilitate:

Si(s)‘8i+l(s), i=Lp—1. 4.31)
3;(s) . T
() &,(s)=———, i=Lp, 3,(s) =1, (4.32)
3;1(s)

in care §,(s), i=1,p, sunt c.m.m.d.c., polinoame monice, respectiv ai tuturor

minorilor neidentic nuli de ordin i = E, ai matricei N(s). O

a. Determinarea formei Smith prin operatii elementare

Conform Teoremei 4.4, se determind factorii invarianti €,(s), i = E, si, cu
acestia, se construieste direct forma Smith S(s) a matricei N(s).

Matricele Ly (s) si Ry (s) reproduc secvente finite de operatii elementare
pe linii si pe coloane (v. Anexa B.2) prin care se transforma matricea polinomiala
N(s) in forma Smith S(s).

Practic, matricele unimodulare din (4.29) se obtin in cadrul urmatoarei
proceduri:

(a) Prin operatii elementare pe linii si coloane in N(s) se plaseaza g(s) pe
pozitia (1,1). Se obtine matricea N ,(s).
(b) Prin operatii elementare pe linii si coloane in N, (s) se anuleazd restul

elementelor de pe linia 1 si coloana 1 (exceptand (1,1)). Se obtine N, (s) .

(c) Prin operatii elementare pe linii i coloane In N,(s) se plaseaza €,(s) pe

pozitia (2,2). Se obtine N,(s).

(d) Prin operatii elementare pe linii si coloane In N_.(s) se anuleazd restul

elementelor de pe linia 2 si coloana 2 (exceptand (2,2)). Se obtine N, (s) .
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(e) Se repeta operatiile de tipul (b, c), (d, €) pana la obtinerea formei Smith
S(s) a matricei N(s).
(f) Operatiile elementare pe linii si coloane, consemnate ca atare pas cu pas,

definesc matricele unimodulare L;\,l(s) si R;/l(s) , cu ajutorul cirora, in

cadrul acestei proceduri, s-a realizat transformarea:
S(s)= Ly (s)N(s)Ry'(s).

(g) Din Ljvl(s) si R;,l(s) se determind L, (s) si Ry(s) , necesare pentru

concretizarea relatiilor (4.29), cu (4.30).

Exemplul 4.1
Se considera matricea polinomiala:
s+2 s+1 s+3
N(s)=| s(s+D*  s(s+s+1)  s(s+DQ2s+1)]|.
(s+D(s+2) (s +1)% 3(s+1)?

Sa se determine forma Smith S(s) si matricele unimodulare L, (s) si
R, (s) conform procedurii prezentate mai sus.

dy(s)=1. Apoi c.m.m.d.c. ai minorilor de ordinele 1, 2 si 3 sunt respectiv:

§.(5)=1, 8,(s)=s, 83(s)=s2(s+1).

Cu acesti divizori se determind urmatorii factori invarianti:
£1(8)=8,(5)/8(s) =1, 8,(s) =8(5)/8,(5) =5, £3(5) =83(5) /3, (s) =s(s +1).

Urmeaza ca forma Smith, In conformitate cu ecuatia (4.30), are expresia:

1 0 0
S(s)=|0 s 0
0 0 s(s+)D

Pentru a transforma N(s) in S(s) se procedeaza dupa cum urmeaza.

(a) In N(s) se obtine £,(s)=1 in pozitia (1,1) scizand coloana 2 din coloana 1:
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1 s+1 s+3 1 0 O
N,(s)=|s2 s3+s?+s 2534352 +s|=N(s)|-1 1 0
s+l s242s+1 352 +65+3 0 0 1

(b) Pentru anularea elementelor subliniate si pentru a obtine €,(s)=s in loc de
s3+s2+s in pozitia (2,2), se fac in N, (s) urmitoarele operatii elementare:

pe linii apoi pe coloane

2. —S2L1 +L2 _(S+1)C1 +C2
3. —(s4+DL ALy —(s+3)C + Gy

Aceste operatii elementare sunt consemnate prin urmatoarea egalitate:

1 0 0 1 0 0 1 —(s+1) —(s+3)
Ny()=[0 s 3 +s5 |=| —s? 1 O|N,(s)|0 1 0
0 0 25242s| |—(s+1) 0 1 0 0 1

(c) Pentru a obtine £5(s)=s(s+1) in loc de 25> +2s in pozitia (3,3) a lui
N,(s) se face operatia elementara:
1 0 0 1 0 0
N.(s)=|0 s M =0 1 0 |Ny(s).
0 0 s(s+1) 0 0 1/2

(d)Pentru a anula elementul subliniat din N_(s) se fac urmdtoarele operatii
elementare:

pe linii apoi pe coloane
1.
2. Ly,—(s—1)L,
3. —2C, 4G

Prin aceste operatii elementare, consemnate prin urmatoarea egalitate, se
obtine forma Smith a matricei N(s):
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1 0 0 1 0 0 1 0 0
S()=N,(s)=|0 = 0 |=/0 1 —(s—=D|N.(s)]0 1 =2|.
0 0 s(s+D] [0 O 1 0 0 1

(e) Recapituland toate operatiile efectuate in pasii precedenti rezultd matricele:

1 0 0 ]t 0 o0 1 0 0
Lys)=l0 1 —s=Dllo 1 0] —s2 1 o=
0 0 1 [0 0 1/2]|—(s+1) 0 1
1 0 0
=|—(s24+1)/2 1 —(s—1)/2|, cudetLy(s)=1/2;
—(s+1)/2 0 1/2
1 0 0l —(s+1) —(s+3)|t 0 0
Ry (s)=|-1 1 0|0 1 0 [0 1 —2|=
0 0 1o 0 1 |lo o 1
I —(s+1 s—1
=1  s+2 —(s+1|, cudetRy'(s)=1;

0 0 1
1 0 0 s+2 s+1 543
Ly(s)=| s> 1 s—1|, Ry(s)=| 1 1 2
s+1 0 2 0 0 1

In final este usor de verificat ci rezultatele obtinute satisfac (4.29). O

b. Determinarea formei Smith — McMillan cu ajutorul formei Smith
Din (4.15), (4.16) si (4.28) — (4.30) se obtin:

L(s)=Ly(s), R(s)=Ry(s), (4.33)

vils)  gi(s) |
ST i=1p. 434
0;(s)  pi(s) P (39
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Pentru i =1 din (4.32) si (4.33) rezulta:

yi(s)  g1(s)  8y(s) ~y(s)
= = » Oy(s) =
01(8)  pis) (s 91(s)

1IZIOF

Intrucat d,(s) este un polinom si @,(s), y,(s) sunt relativ prime, rezulta in

mod necesar:
P1()=@4(s). (4.35)

Relatia (4.34) cu (4.35) devine:

Vi) =) g (4.36)

?:(s)  @(s)

In relatia (4.36) urmeazi ca in fractiile ¢ () /(pl(s) sd se opereze toate
simplificdrile de factori comuni posibile astfel incat sa se obtind y,(s)/@;(s) —
rapoartele unor polinoame relativ prime (proprietatea (a) de la Teorema 4.1). Din
aceste rapoarte se obtin polinoamele y;(s), ¢;(s), i = E , respectiv forma Smith

— McMillan (4.16).

Exemplul 4.2
Fie matricea de transfer:
1 0 s—1
s+1 s+D(s+2
Geo) (s+D(+2)|
_ 1 1
s—1 s+2 s+2

Sa se determine forma Smith — McMillan si polinomul polilor p(s) si
polinomul zerourilor de transmisie z(s) .
Intrucat i) =0(s)=(s—1(s+1)(s+2) , rezultd ca pentru matricea
numarator, N(s), din relatia (4.28) (cu (4.35)) se poate scrie:
(s—D(s+2) 0 (s—1)2

N(s) = ;
—(s+D(s+2) (s=D(s+1) (s—D(s+1)
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p=nrang N(s) =2, §,(s) =1, 8,(s)=1,8,(s) =(s—1)%(s +1).

Din relatia (4.32) se obtin: g,(s)=1, €,(s)=(s—1)?(s+1) si in continuare
din (4.36) pentru i =1,2 rezulta:

W](S):Sl(s): 1

e1(s)  01(s)  (s=Ds+D(s+2)’

Vas) Ex(s)  (s—DA (s sl

02(5)  @1(5) (=D (sHD(s+2) s+2°

01()=(—D(s+D(s+2), P2(8)=5+2, wi(s)=1, y(s)=s-1.

Acestea conduc la forma Smith — McMillan:

1
M(s) = (s—D(s+1)(s+2)
0 szl
s+2

Polinomul polilor si polinomul zerourilor de transmisie sunt respectiv:
P =0()9,(s)=(s—)(s +1)(s+2)?,

2(8) =y ($)V,(s) =5 1.0

4.4. Polinoamele polilor si zerourilor de transmisie

Faptul, conform cu (4.35), ca ¢@,(s) este c.m.m.m.c. al tuturor numitorilor
elementelor neidentic nule ale matricei G(s) sugereaza existenta unei relatii
directe, dupa cum se arata in rezultatul urmdtor, intre polinoamele @,(s), i = m ,
si numitorii minorilor neidentic nuli, de toate ordinele, ai matricei G(s).

Teorema 4.5

Polinomul monic p(s), al polilor matricei de transfer G(s), este c.m.m.m.c.
al tuturor numitorilor minorilor, neidentic nuli, de toate ordinele, ai matricei G(s).

). Din relatiile(4.32) si (4.36) rezulta:

&3



Cap. 1. Modele matematice ale sistemelor dinamice liniare

5:()  wils)  wls) | —

Pis) 91 9 (s) r=Lp. 437
Pentru i =2 se obtine:
d,(s) Vi(s) wa(s) (4.38)

03(s) 01(8) @y(s)°

Intrucat & »(s) este prin definitie c.m.m.d.c. al tuturor minorilor de ordinul 2,
neidentic nuli, ai matricei N(s) din (4.28), urmeaza cd @(s)@,(s) este

c.m.m.m.c. ai tuturor numitorilor minorilor de ordinul 2, neidentic nuli, ai matricei
G(s). Conform cu relatiile de divizibilitate (4.17) si (4.18) au loc respectiv:

V(9| Wals), @2()[@(s).

Dar perechile ¢;(s), y,(s), i = E , sunt relativ prime. Ca urmare, 1n (4.38)
numai y,(s) si ¢,(s) pot avea, eventual, divizori comuni care sd se simplifice.
Rezultd cd toti factorii continuti de ¢@,(s) apar si In c.m.m.m.c. al tuturor
numitorilor minorilor de ordinul 2, neidentic nuli, ai matricei G(s). Prin urmare,
c.m.m.m.c. al tuturor numitorilor minorilor de ordinele 1 si 2, neidentic nuli, ai
matricei G(s) este @ ;(s)Q,(s).

Continuand acest rationament se trage concluzia: c.m.m.m.c. al tuturor
numitorilor minorilor de ordinele 1, 2,..., i, neidentic nuli, ai matricei G(s) este
P1(8)P,(8).....0;(s) ; pentru i=p se obtine @Q;(s)P,(s).....p,(s) . Acesta este
p(s) (v. (4.21)) si este c.m.m.m.c. al tuturor numitorilor minorilor, neidentic nuli,
de toate ordinele, ai matricei G(s), conform enuntului teoremei. O

Un rezultat similar se poate formula si pentru zerourile de transmisie ale
matricei G(s).

Teorema 4.6

Polinomul monic z(s), al zerourilor de transmisie ale matricei de transfer
G(s) este c.m.m.d.c. al tuturor numaratorilor minorilor de ordinul p, neidentic
nuli, ai matricei G(s), cu conditia ,,ajustarii” acestor minori astfel incat toti sa aiba

ca numitor comun polinomul p(s) .
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Q. Se are in vedere mai intai 6p (s), care este c.m.m.d.c., monic, al tuturor

minorilor de ordinul p, neidentic nuli, ai matricei N(s) din (4.28). Din (4.37),

pentru i =p, si (4.21), (4.22) rezulta:

(s)
Bp(5) = @)~ (439)

In continuare, pentru orice i :E , polinomul monic 6;(s) (c.m.m.d.c. al

tuturor minorilor de ordinul i, neidentic nuli, ai matricei N(s)) coincide cu

c.m.m.d.c. al numaratorilor tuturor minorilor de ordinul i ai formei Smith —
McMillan (4.16), cu conditia ,,ajustarii” acestor minori astfel incat toti sa aiba
acelasi numitor (in sensul c.m.m.m.c.). Acest numitor comun, pentru i =p, este

p(s) . Urmeaza ca forma Smith — McMillan (4.16) a matricei G(s) are un singur

minor de ordinul p, neidentic nul, §i anume:

vi(s) \I/p(S)}: z(s)

det diag s , .
[@d@ 0p(8)]  p(s)

Acest rezultat este suficient pentru demonstratia teoremei. O

Exemplul 4.3

Se considera matricea de transfer de la Exemplul 4.2 si se cere sa se
determine polinomul polilor, p(s), si polinomul zerourilor de transmisie, z(s),
conform Teoremelor 4.5 si respectiv 4.6.

Matricea G(s) are urmatorii minori (neidentic nuli) distincti:

s—1 —1 1
s+17 (s+D)(s+2) s—1" s+2°

1 —(s—1)
(s+D(s+2) (s+D(s+2)*

e deordinul 1:

e de ordinul 2:

Din aceste fractii, conform procedurii din enuntul Teoremei 4.5, se obtine
polinomul polilor:

p(s)=(s—D(s+1)(s+2)2.

&5



Cap. 1. Modele matematice ale sistemelor dinamice liniare

In continuare, se ,,ajusteaza” minorii de ordinul 2 astfel incat toti sd aiba
numitorul comun p(s) . Se obtin:

(s=D(s+2) (s—1)2
ps) T p(s)

Din acestea, prin procedura formulatd prin Teorema 4.6 (c.m.m.d.c. al
numaratorilor fractiilor de mai sus), rezulta polinomul zerourilor de transmisie:

z(s)=s—1.0
Observatia 4.4
In finalul acestei sectiuni trebuie remarcat ci, principial, forma Smith —

McMillan nu permite si determinarea polinomului zerourilor de decuplare al
matricei de transfer G(s). Acest fapt se explicd prin insasi proprietatile formei

Smith — McMillan, intre care esentiald este aceea ca perechile @;(s),y;(s), i = E ,

sunt relativ prime.
Faptul cad p(s) si z(s) pot avea totusi divizori comuni (asa cum se constata

in rezultatele obtinute la Exemplul 4.2) nu are nici o legdturd cu existenta
zerourilor de decuplare. Din (4.40) este lesne de inteles cd dacad existd unele

perechi @,(s), ¥ ;(s), 1, jzﬁ, i=j, care au anumiti factori comuni, atunci
polinoamele p(s) si z(s) au si ele exact aceiasi divizori comuni. Perechile

Q;(s), y,(s), i= E , nu pot acea divizori comuni deoarece sunt relativ prime. O
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S. Fractii de matrice

5.1. Definitii

Aceasta reprezentare este o extindere naturald a reprezentarii prin functii de
transfer scalare a sistemelor dinamice liniare constante monovariabile (m = p=1).

In mod obisnuit reprezentarea prin fractie de matrice se poate obtine direct
din ecuatiile in transformate Laplace ale sistemului analizat. Aceasta afirmatie se
ilustreaza in continuare cu ajutorul unui exemplu.

Exemplul 5.1
Fie circuitul electric R, L, C cu schema
din fig. [.5.1, in care U(s) este tensiunea

—  15(s)
sursei, Y,(s) este tensiunea la bornele
: o : . Uls) R
inductantei si  Y,(s) este intensitatea
Yi(s)
curentului. Se scriu, in transformate Laplace, L
urmatoarele ecuatii: C
Yi(s) = Ls¥,(s),
1 . o
Yi(s)+ RY,(s) +FY2(S) =U(s). Fig. 1.5.1. CircuitR, L, C
s

Mairimea de intrare este scalarul U(s) si mirimea de iesire este vectorul

Y(s)=[Y,(s) Y,(s)]" . Prin cteva prelucrdri simple se obtine ecuatia matriceala:

1 —Ls || Yi(s

s 1(s) _ 0 U(s) .
Cs 14 RCs||Y,(s) Cs
R N A

=Dy (s) =Np(s)

Rezulta ca matricea de transfer poate fi scrisa ca o fractie de matrice la stanga:

—Ls |

Cs 14+ RCs

0
Cs

D; (s) —numitorul
O

G(s)=D; (s)N,(s) =

N; (s) —numardtorul

G(s), matrice pxm , p= nrang G(s) < min(m, p), se poate reprezenta ca:

o fractie matriceald la dreapta, de forma:
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G(5) = Ng(s)Dg' (5, (5.1)
o fractie matriceald la stdnga, de forma:
G(s)= D, (5)N,(5), (5.2)
in care Ny(s), N, (s) sunt matrice numarator, Dg(s), D;(s) — matrice numitor,

iar grddet Dy (s), grddet D, (s) sunt ordinele reprezentarilor / modelelor.

a. Definitia bazata pe forma Smith — McMillan

Evaluarea simpla a proprietatilor acestor reprezentdri se poate baza si pe
Teorema 4.1. Se obtin fractii matriceale de forma (5.1) si (5.2) folosind factorizarea
(4.15) si forma Smith — McMillan (4.16). Dupa calcule relativ simple se obtin:

o] |d : o]’
G(S): L(S) ____{_\V_l_(f)___’_\li_(_s_)}_:_o 1;_1%_{(?_1(_5‘_)___?_55‘_)_}_'____ R(S) ,
0 10 0 | L,
“NR () | ') (5.3)
di Lo | [d : 10
o061 — 10021 ES_;___%ES)_}_;_I___ VR T I
|~ PP \ |
—D; !(s) =Ni(s) (5.4
in care, pentru (5.1) si respectiv (5.2), se identifica:
Ng(s)=L(s)M\,(5), Dg(s) =R ()M 4z(s), (5.5)
(pxm) (mxm)
Ny (5)=M,()R(s), Dy(s)=M,.(s)L7\(5), (5.6)
(pxm) (pxp)
I
M, () 2| SO wp 01 0 67
(pem) 0 1 0
d L0
Mog(5) 2 li‘%i‘_"_lﬂs_())__:‘feﬁs_)_}_;_l___ | 6589)
(mxm) : m—p
|
My (s)2 d_lflg_{__lgs_())__Z(_pBES_)_}_i_[_(_)_ ' (5.9)
(pxp) | e
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5. Fractii de matrice

Intrucat perechile de polinoame v ,(s), @,(s), i :5 , sunt relativ prime,
rezulta ca si perechile de matrice M, (s), M ,r(s) st M, (s), M ,;(s) sunt relativ

prime, la dreapta si respectiv la stinga (v. Anexa B.3). Pe de altd parte, matricele
L(s) si R(s) sunt unimodulare (v. Anexa B.1). Urmeaza cé perechile de matrice

Np(s), Dr(s) si N;(s), D;(s), bazate pe forma Smith — McMillan, sunt de
asemenea relativ prime, la dreapta si respectiv la stanga.

Privitor la ordinele reprezentarilor (5.3) si (5.4), tindnd seama si de (4.21),
(4.27), pentru gradele polinoamelor implicate se poate scrie:

grddet Dy (s) = grddet M o (s) = Zf;lgrd(p,-(s) =grd p(s), (5.10)

grddet D, (s) = grddet M, (s) = Zl,pzlgrd(pi(s) =grdp(s). (5.11)

Aceasta inseamnd ca reprezentarile (5.3) si (5.4) bazate pe forma Smith —
McMillan sunt de ordinul minim, egal cu gradul McMillan (v. Observatia 4.3).

In general, fractiile de matrice (5.1) si (5.2) nu sunt unice. Acesta este cazul
cand matricele numarator si numitor admit divizori comuni (v. Anexa B.3).

Fie matricele polinomiale nesingulare Wy(s) si W, (s) dupd cum urmeaza:

o Wx(s), mxm,divizor comun la dreapta pentru Ny (s), Dy(s); se scrie:
N(s) = Ng(s)Wg(s), Dg(s)=Dyp(s)Wg(s); (5.12)

o« W;(s), pxp,divizor comun la stdnga pentru N, (s), D; (s) ; se scrie:
Ny () =W (s)Ny(s), Dy(s)=W;(s)Dy(s). (5.13)

Prin - s-au notat matricele rezultate prin explicitarea divizorilor comuni.

Inlocuind (5.12) si (5.13) respectiv in (5.1) si (5.2) se obtin:
G(s) = N(sWa ()| Da(sWi(s)] " = Ng(s)Dz'(s), (5.14)

G(s) = [W,()Dy()] " W, ()N, (s)= D[ (5)N, (s). (5.15)

in care rezultatele finale s-au obtinut prin ,simplificarea” divizorilor comuni
Wy (s) sirespectiv W, (s).
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Privitor la ordinele reprezentarilor (5.14) si respectiv (5.15) se scrie:
grddet Dy (s) Wy (s) = grddet Dy (s) + grddet Wy(s) > grddet Dg(s) ,(5.16)
grddet W, (s)D, (s) = grddet W, (s) + grddet D, (s) > grddet D, (s) .(5.17)

Inegalitatile finale din (5.16), (5.17) conduc la urmétoarea definitie.

Definitia 5.1

A. O reprezentare de tip fractie de matrice se numeste ireductibild daca in
matricea de transfer matricele numarator si numitor sunt relativ prime.

B. In caz contrar reprezentarea se numeste reductibild. O

Observatia 5.1
Daca divizorii comuni Wy(s) si W, (s) din (5.12) si respectiv (5.13) sunt:
o c.m.m.d.c. non-unimodulari, atunci rezultatele finale din (5.14) si respectiv
(5.15) (adicd dupa ,,simplificare”) sunt reprezentari ireductibile;
« matrice unimodulare, atunci inegalititile (5.16) si (5.17) devin egalitati
deoarece det Wy(s) = constant =0 si det IV, (s) = constant = 0.
Urmeaza ca reprezentdrile ireductibile sunt de ordin minim (egal cu gradul
McMillan). Totodatd, ele nu sunt unice, ci pot diferi intre ele, ca in (5.14) si (5.15)
prin divizorii comuni unimodulari Wy (s) sirespectiv W, (s). O

Exemplul 5.2
Fie matricea de transfer:
s K
s+D2(s+2)2 (s+2)2
N L
—s —s
(s+2) 2 (s+2) 2

Sa se determine reprezentdrile de tip fractie matriceald ireductibila, la
dreapta si la stanga.
Se foloseste 1n acest scop forma Smith — McMillan. Se aduce mai intdi G(s)

la forma (4.28) cu (4.35) in care @(s) = (s +1)2(s+2)? si

s s(s+1)2

N(s)= .
—s(s+1)? —s(s+1)?
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5. Fractii de matrice

Pentru N(s) se obtin 8,(s)=1,8,(s)=5 si 8,(s)=s3(s+1)*(s+2) .
Conform relatiei (4.32) rezultd: g,(s)=s, &,(s) =s>(s +1)*(s +2).
Forma Smith a matricei N(s) (relatia (4.30)) este:
g(s) O
0 &(s)

Conform relatiei (4.29), S(s) se obtine din N(s) prin operatii elementare cu

S(s)=

s 0
0 s2(s+D2(s+2)|

coloanele si liniile lui N(s) pana se ajunge la S(s) . Efectiv se opereaza astfel:

(a) Elementul (1,1) din N(s) coincide deja cu €,(s) . Se inmulteste cu
(s+1)? linia 1 din N(s) si se aduni la linia 2. Acest lucru conduce la:

0
—(s+1)2 1|

s s(s+1)2
0 s2(s+1)2(s +2)

Ny ()= = =

b

N(s)
(s+D? 1
—_——
=L N (s)=Ly (5)
(b) Elementul (2,2) din N ,(s) coincide cu €,(s) . Se inmulteste cu —(s + 1)?

coloana 1 din N ,(s) si se adund la coloana 2. Acest lucru conduce la:

1 —(s+1?| |s 1 (s+1)?
S(5)= Ny(s) =N, (s) = | Re)= .

0 1 0 s*(s+D(s+2) 0 1

=R~ (s)=Ry'(s)

In conformitate cu (4.34) rezulta ca
P =(+D2(s+2)2, 0r(s)=5+2, y,(s)=5, y,(s) =52,
M(pR(S)EM(PL(S):diag{(s+1)2(s+2)2, s+2}, M, (s)=diags, s},

Mai departe, tindnd seama de (4.33) si (5.1), (5.2), (5.3) — (5.9), dupa calcule
relativ simple, se obtin urmatoarele doud reprezentari ireductibile:

s 0 -

—s(s+1)* s2

(s+D%(s+2)? —(s+D*(s+2)

G — —1 —-1_
(s) LMw(R M@R) 0 (5+2)

(s+D2(s+2)2 0
(s+D%(s+2) (s+2)

s S(s+

G(s)=M L 'M R =
0 52
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b. Definitia bazati pe reprezentarea de stare

Reprezentarile prin fractie de matrice se pot obtine si din reprezentarea de
stare (2.1), (2,2).

In ipoteza ci modelul (2.1), (2.2) nu are nici un fel de zerouri de decuplare
(v. sectiunea 3.3), procedura de urmat se poate explica pe baza partii strict proprii

GO(s) (v.relatia (4.6)) a matricei de transfer G(s):
G%s)=C(,s—A)"'B. (5.18)
Pentru obtinerea fractiei de matrice la dreapta se face mai intai factorizarea:
(I,s—A)"'B=E(s)Dy(s), (5.19)

in care Dy(s), Ex(s) sunt relativ prime la dreapta. Din (5.19) si (5.18) se obtine:
G(s)=NR(5)Dg (5) . (5.20)
NR(s) = CE(s). (5.21)

Dy(s), N 1(3) (s) fiind relativ prime, reprezentarea (5.20) este ireductibila.

In mod similar, se poate transforma G°(s) intr-o fractie de matrice la

stanga. Facand mai intai factorizarea:
C,s—A)y'=D; ()E,(s), (5.22)

in care Dp(s), Eg(s) sunt relativ prime la stanga. Din (5.22) si (5.18) se obtine:
G(s)=Dy ()N (s), (5.23)
N(s)=E,(s)B. (5.24)
D, (s), N LO (s) fiind relativ prime, si reprezentarea (5.23) este ireductibila.

c. Forme unice
O posibilitate de a reprezenta G(s) in mod unic prin fractii matriceale,

[140], de exemplu la dreapta, este urmatoarea:

G(s)=Vp(s) Ty '(s)+ D(s), (5.25)
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5. Fractii de matrice

unde Vi(s), Tr(s) si D(s), de dimensiuni pxm, mxm si respectiv. pxm , sunt

matrice polinomiale unic determinate; D(s) reprezintd partea polinomiald si

Ve($)T, R_l (s) reprezintd partea strict proprie G(s) a lui G(s). Matricele Vy(s) si
T (s) au urmdtoarele proprietati:
(@) Vr(s) si Tr(s) suntrelativ prime la dreapta.
(b) Tx(s) este superior triunghiulara si are pe diagonala principald polinoame
monice de grad maxim pe liniile pe care se afli. In plus, daci un element de

pe diagonala principala este 1, atunci toate celelalte elemente aflate pe linia
corespunzatoare sunt nule.

(c) grddetTy(s) este minim, adica reprezentarea (5.25) este ireductibila.
(d) Forma Smith a matricei Ty(s) este (5.8).
(e) Forma Smith a matricei Vi (s)+ D(s)Tz(s) este (5.7).

Similar, se reprezintad G(s), in mod unic, prin fractia matriceald la stanga:
G(s)=T, ' (s)V,(s)+ D(s). (5.26)

T, (s) si V;(s) sunt similare, mutatis mutandis, cu Tp(s) si Vp(s). T;(s) este
inferior triunghiulard, pe diagonala principala are polinoame monice de grad maxim
pe coloane si are forma Smith (5.9). V; (s)+ 1} (s)D(s) are forma Smith (5.7).

De mentionat ca rezultatele de la Exemplul 5.2 sunt de forma (5.25), (5.26).
(f) Analog se pot defini reprezentari unice de forma (5.25) si (5.26) In care
Tr(s) si T;(s) sunt respectiv inferior si superior triunghiulare. In acest caz in

formele Smith elementele diagonalei principale sunt plasate In succesiune inversa
comparativ cu (5.7) — (5.9).

5.2. Poli si zerouri de transmisie

Teorema 5.1

Polii reprezentarilor de tip fractie de matrice ireductibile de forma (5.1) sau
(5.2), (5.20) sau (5.23), si (5.25) sau (5.26), sunt, dupa caz, zerourile polinoamelor:
det Dy (s) sau det D, (s), si detT,(s) sau det7; (s), in care Dg(s), D, (s), Tr(s)

si T; (s) sunt matricele numitor corespunzatoare.
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). Din reprezentarile ireductibile (5.1) sau (5.2) si (5.25), (5.26), tinand

seama de Teorema 4.2, rezulta:

det Dy(s) =det R (s)det M o p(s) = '[ ] 0,(s) ="' p(s),

det Dy (s) =det M ,; (s) det L' (s) =B T[T 0,(5) =B " p(s),

in care a=detR(s)=0 si f=detL(s)=0, sau

detTy(s) =det Ty () =[]0, 0:(s) = p(s).
In cazurile (5.20) sau (5.23) se face o transformare pe baza formei Smith —

McMillan, dupa care se procedeaza ca mai sus. O

Teorema 5.2

A. Zerourile de transmisie ale reprezentarilor de tip fractie matriceald
ireductibile (5.1) sau (5.2), si (5.25) sau (5.26) sunt, dupa caz, zerourile matricelor
numarator: Np(s) sau N, (s), s1 Vip(s)+D(s)Tx(s) sau V,(s)+T;(s)D(s).

B. Zerourile de transmisie ale reprezentarilor de tip fractie matriceala
ireductibile (5.20) sau (5.23) sunt zerourile matricelor numarator: N ,S (s) sau
N (s).

C. Pentru p=m=p, zerourile de transmisie sunt, dupa caz, zerourile
urmatoarelor polinoame: detNy(s) , detN;(s) , det(Vi(s)+D(s)Iz(s)) ,
det(V, (s)+ T, (s)D(s)), det ng (s), st det NL0 (s).

2. A. Pentru (5.1) sau (5.2) se poate scrie:

nrang Ny (s) = nrang L(s)M, (s) = nrang M, (s) = p,

nrang N, (s) = nrang M, (s)R(s) = nrang M, (s) = p,

deoarece L(s) si R(s) sunt matrice unimodulare.

Conform cu 5.1.c (e) sau (f) si (5.7), pentru (5.25) sau (5.26) se poate scrie:
nrang[VR () +D(s)Ty (s)] =nrang M, (s)=p,

nrang [V (s) + T, (s)D(s)| = nrang M, (s) = p .
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5. Fractii de matrice

Din (5.7) rezulta ca nrang M, (s) este dat de singurul minor de ordinul p

(maxim), neidentic nul, continut de M, (s). Acesta este (v. si Teorema 4.3):

detdiag{w (). W, ()} =TT0 wi(s)==(s).

B. In cazurile (5.20) sau (5.23) se aplici o conversie pe baza formei Smith —
McMillan, dupa care se procedeaza ca mai sus.

C. Pentru p=m=p , polinoamele detMy(s), detN;(s) , det (VR (s)+
+D(s)Tp (s)) si det (VL (s)+1T1; (S)D(s)) sunt proportionale cu z(s). O

Exemplul 5.3
Fie reprezentarea de tip fractie de matrice la dreapta:
~1
0 (s+D%(s+2)|| —(s+1)? 0
G(s) =
—(s+2)? —(s4+2) ||(s+D(s+2)* (s+2)°

Sa se determine polii si zerourile de transmisie ale matricei de transfer G(s).

Mai intdi se cautd matricele divizori, daca exista, ale matricelor numitor si
numarator. Prin operatii elementare pe liniile i coloanele celor doud matrice se
obtin urmatoarele rezultate

0 (s+D%(s+2) 0 (s+D2|[1 0
= E]VR(S)I/VR(S),
—(s+2)? —(s+2) —(s+2? -1 ][0 s+2
= Ng(s) =Wr(s)
—(s+1)? 0 —(s+1)? 0|1l 0
= = Dr(s)Wr(s) .
(s+D6s+2)° (s+2)7] [s+D(s+2)? s+2|0 s+2]
= Dg(s) = Wi(s)

Rezultd cd Wy(s) este un divizor comun al matricelor numitor si numarator.

Pentru a ardta cd N (s) si D, (s) sunt relativ prime la dreapta este necesar

si suficient sa se gaseasca matricele P(s) si O(s) astfel incat (v. Anexa B.3):

P(s)Ng(s)+O(s)Dp(s) = 1.
Efectuand toate calculele se ajunge la urmatorul rezultat:
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0 —s2(s+2) 0 (s +1)? N
1 —s(s+D(s+2)||—(s+2)* -1
| “P(s) =N2(s)
+s2—|—2s—1 —s? —(s+1)? 0| |10
0 —s(s+2)|[(s+D(s+2)> s+2| [0 1
—0(s) | —Dr(s)

In aceste conditii urmatoarea reprezentare este ireductibila.

0 (s+1)2 -

~(s+2)? -1

—(s+1)? 0

G(s) =
(s+D(s+2)2 s+2

Polinoamele cautate sunt:
— conform Teoremei 5.1: p(s)=detDp(s) = (s +1)*(s +2);

— conform Teoremei 5.2.C: z(s) =det N p(s) = (s +1)2(s +2)2.

Pentru a verifica aceste rezultate se efectueaza calculele n G(s) si se obtin:

(s +1)?
S e X I B (S A N Gy
s42 1| 6P| g42? (2]
G+ st2] —pe=e® N

80(8)=8,(s)=13,(s) = (s + D*(s +2)%,81(5) = L&y (s) = (s + D* (s + 2)°,
V() 91(s) =81(s)/@y(s) = /(s +1)*(s +2),

V2(8)/05(s) =2,(5)/@1(5) = (s + (s +2)%,

Vi) =L @y(9)=(s+D?(s+2), ya(s) = (s +1)*(s +2)%, @,(s)=1.

Forma Smith — McMillan si polinoamele polilor si zerourilor sunt:

g J Vi) W) | 1 2 2
M(S)_dlag{cpl(s)’ (Pz(S)} dlag{(s+1)2(s+2)’ +D s +2)7r

PS)=01()95(8) = (s +1D*(s +2), 2() = W ()W, (8) = (s + (s +2)°.

Acest rezultat confirma rezultatele obtinute anterior pentru p(s) si z(s). O



6. Reprezentarea polinomiala

6.1. Preliminarii

Reprezentarea intrare — stare — iesire (2.1), (2.2) ca si reprezentarea intrare —
iesire (4.1) constituie de fapt rezultatele procedurilor de formulare a modelului
matematic al unui sistem dinamic real. Procedurile constau in prelucrari de ecuatii,
relativ ample, care au ca finalitate cele doua reprezentari.

Aceste reprezentari si prelucrdrile mentionate prilejuiesc insda si unele
aprecieri critice. Ele se refera atat la artificialitatea notiunii de stare, in cazul (2.1),
(2.2), cat si la conceptul black box, in cazul (4.1), in care esential este mecanismul
de transformare a intrarii in iesire fard a evidentia starea interna.

O solutie alternativd o constituie reprezentarea intrare — stare partiala —
iesire, numitd §i reprezentarea polinomiala [141], [143]. Ea constd din ecuatii
diferentiale si ecuatii algebrice obtinute direct din legile structural — functionale ale
fenomenelor din sistemul dinamic modelat. Prelucrarile ecuatiilor sunt minore. De
reguld, se fac numai simple deplasari de termeni si, eventual, liniarizari.

In general, reprezentarea de stare partiala are urmatoarea forma:

PCYw=0(C)u, teR, weR", uecR", (6.1)
y=R()w+V()u, yeR?, (6.2)
in care u §i y sunt marimile de intrare si de iesire, w este vectorul de stare
partiald si r este dimensiunea starii partiale. P(7), Q("), R(") si V(') sunt

operatori matriceali derivativi, ale cdror elementele sunt operatori polinomiali

derivativi cu coeficienti constanti (similar cu operatorul D("), v. Observatia 2.1).

nule se obtine reprezentarea polinomiald propriu-zisa:
P(s)W(s)=O(s)U(s) (6.3)
Y($)=R(S)W(s)+V(s)U(s). (6.4)
In cele ce urmeaza se admit ca ipoteze de lucru:

det P(s)#£0, grddetP(s)=mn, (6.5)
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si det P(s) este monic (in caz contrar, se multiplica (6.3) cu o constanta adecvatd).

Ca si la reprezentarea de stare, n se numeste ordinul sistemului / modelului.

Reprezentarea (6.3), (6.4) cu (6.5) imbind intr-o manierda avantajoasa
instrumentele oferite de reprezentarile (2.1), (2.2) si (4.1), in raport cu care, dupa
cum se va vedea in continuare, se pot stabili relatii foarte utile.

Exemplul 6.1
Se considera dispozitivul de actionare din fig. 1.6.1 (de tip difuzor
electrodinamic) care se utilizeaza ca element de actionare — pozitionare in unele
echipamente periferice sau ca element

amortizor de comanda a pistonului distribuitor (de
M < gl fluid) al servomotorului hidraulic.

LROO® |kv = Sa se determine reprezentarea de
| magnet R N stare pftr;ialé (politllomialé) a sist?mulu.i.
permanent  nor 172 In conformitate cu notatiile din

\ k fig. I. 6.1 se scriu urmétoarele ecuatii:

. sud resort (a) Pentru partea electromecanica:

Egﬁﬁg mw, +k,w, +kw, =cw,,

b L R " in care m este masa bobinei mobile, &,

u — coeficientul de frecare vascoasa al

w2 N\ : . .
O o amortizorului, £ — constanta elastica a
resortului, w;, — deplasarea bobinei, w,

Fig. 1.6.1. Schema unui dispozitiv de tip ] _ ]
difuzor electrodinamic (a — sectiune — intensitatea curentul prin infigurarea

axiala) si schema electrica echivalentd (b)  bobinei mobile, si ¢; — coeficientul de
proportionalitate al fortei electromagnetice c;w, produse de interactiunea intre
curentul w, si fluxul magnetic constant al magnetului permanent.
(b) Pentru partea electrica:
CoW;+Lw, +Rwy =u,
unde L si R sunt inductanta §i rezistenta bobinei, u — tensiunea aplicatd bobinei,
si ¢, — coeficientul tensiunii induse c,w, ca urmare a miscarii bobinei cu viteza

w; in fluxul magnetic constant al magnetului permanent.
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Pentru acest sistem marimea de intrare este u, starea partiald este definita de

vectorul [w, w,]7, si mirimea de iesire este y =w,. Trecand la transformate

Laplace 1n ecuatiile de mai sus se obtine urmatoarea reprezentare polinomiala:

2 _ W, (s W, (s
ms*+k,s+k ¢y 1(s) _ UGs), Y(s)=[1 0] 1(s) O
CzS LS+R Wz(S) —_— Wz(S)
— =R(s)
=P(s) =W(s) =0(s) =W(s)

6.2. Definitii

Din forma ecuatiilor (6.1), (6.2) rezultd ca reprezentarea polinomiald este o
generalizare a reprezentarii de stare. Intr-adevir, trecand la transformate Laplace in

(I,s— A)X(s)=BU(s), (6.6)
Y(s)=CX(s)+ D(s)U(s). (6.7)

Aceasta este o reprezentare polinomiald de tipul (6.3), (6.4) cu particularizarile:
W(s)=X(s),r=n, P(s)=1,s—A4, O(s)=B, R(s)=C si V(s)=D(s).

Tinand seama de (4.1) cu (4.2), de (5.1) sau (5.2), si de (6.3), (6.4) rezulta ca
transferul intrare — iesire:

Y(s) = G(s)U(s) (6.8)

poate fi concretizat de matricea de transfer respectiv sub urmatoarele forme:

G(s)=C(,s— A)'B+D(s), (6.9)
G(s)= Ng(s) D' (s)=D; ' (s)N,(s), (6.10)
G(s)=R(s)P7(5)O(s)+V(s). (6.11)

Pe de alta parte, este lesne de vazut ca reprezentarea (6.3), (6.4) poate fi
scrisa si sub urmatoarea forma matriceala:

P(s) —Q(s)|\W(s)
R(s)  V(s)||U(s)

0
Y(s)

P(s) —0(s)
R(s)  V(s)

, T()& : (6.12)

in care T'(s) se numeste matricea de sistem a reprezentarii polinomiale.
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Cap. 1. Modele matematice ale sistemelor dinamice liniare

In mod similar, se procedeaza si pentru reprezentarea de stare (6.6), (6.7):

I,s—A —B|X(s) 0 Al s—A4 —B
= » T(s)= : (6.13)
C D) |U(s)| |Y(s) C D(s)
6.3. Transformari echivalente
Definitia 6.1
Doua matrice de sistem, de dimensiuni (» + p)x (r +m),
r(s)=| & TCON g FO) W) (6.14)
R(s) V(s) R(s) V(s)

se numesc echivalente in sens strict dacd existd matricele polinomiale
M(s), N(s), K(s), L(s), cu M(s) si N(s) unimodulare (v. Anexa B.1) de ordinul

r, astfel incat are loc transformarea de echivalenta in sens strict:

P(s) —Q(s)| [M(s) O|P(s) —O(s)|[[N(s) L(s)
5 _ = (6.15)
R(s) V(s) K(s) Ip R(s) V()| O I,

=Mk(s) =N(s)

Evident, M (s),N,(s) fiind de asemenea unimodulare, (6.15) constd din

operatii elementare pe linii si pe coloane. Acest fapt conduce la urmatorul rezultat.

Teorema 6.1, [141]
Orice matrice de sistem (6.12) poate fi transformata prin echivalentd in sens
strict Intr-o matrice de sistem (6.13), bazata pe reprezentarea de stare. O

Exemplul 6.2
Se considera matricea de sistem:

s+1 3

Sa se aduca 7(s) la o forma bazat pe reprezentarea de stare.

(a) In T(s) se inmulteste linia 2 cu s2 — s +1 si se scade din linia 1. Rezulta:
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6. Reprezentarea polinomiala

s+1 -1 :—(sz—s—i—l)
T(s)=| 0 s+1] 1

T,(s)=| 0 s+1

Aceasta este matricea de sistem a reprezentarii de stare. O

Definitia 6.1 si Teorema 6.1 conduc la extinderea notiunii de valoare proprie
(v. paragraful 2.2.a) la cazul reprezentarii polinomiale dupa cum urmeaza.

Definitia 6.2
Valorile proprii ale sistemului (6.3), (6.4) sunt zerourile polinomului monic:
d(s) = det P(s). (6.16)

d(s) se numeste polinomul caracteristic al sistemului (6.3), (6.4). O

Teorema 6.2

Douid matrice de sistem echivalente in sens strict au acelasi polinom
caracteristic (exceptdnd factorul k= detM (s)det N(s)=constant introdus de

(6.15)) si au aceiasi matrice de transfer (implicit, acelasi polinom al polilor si
acelagi polinom al zerourilor de transmisie).

2. Efectuand calculele in (6.15) se obtin:
P(s) —O(s)
R(s) V(s)

M(s)P(s)N(s) —M()[Q(s) = P(s)L(5)]
[K(5)P(s)+ R(S)IN(s)  [K()P(s)+R($)IL(s)— K(S)Q(s) +V(s)]

det P(s) = det M (s)P(s)N(s) = det M (s)det N(s)det P(s) = kd(s).
Utilizand formula (6.11) se pot scrie in mod succesiv urmatoarele egalitati:

G(s) = R(s)P () 0(s) +V (s) =

= [K(s) P(s) + R(s)|N(s)[M (s) P(s) N(s)]‘1 M (s)[O(s)— P(s) L(s)|+
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Cap. 1. Modele matematice ale sistemelor dinamice liniare

+[K(s) P(s)+ R(s)|L(s) — K(s) O(s) + V (s) =
=[K(s)P(s) +R($)| P~ (5)[O(s) — P(s) L(s)| + K(5)[P(s) L(5) — O(s)|+
+R(s)L(s)+V(s)=R(s) Pil(s) O@s)+V(s)=G(s).0

6.4. Poli si zerouri de decuplare

a. Poli
Polinomul polilor, p(s), al sistemului (6.3), (6.4) se determind pe baza

matricei de transfer (6.11) folosind Teoremele 4.2 sau 4.5.
Tindnd seama de relatia (3.35), rezultd cd pe baza cunoasterii multimilor
valorilor proprii, Vp , si a polilor, P, se poate determina multimea zerourilor de

decuplare, Z9, si respectiv z°(s) — polinomul zerourilor de decuplare:
Z0=Y\PCV,, (6.17)

z0%s)=d(s)/ p(s). (6.18)

Caracterizarea zerourilor de decuplare de la 3.3 si notiunea de matrice de
sistem conduc la o noud abordare a determinarii zerourilor de decuplare.

b. Zerouri de decuplare la intrare

Teorema 6.3

Multimea Z 0

.t » & zerourilor de decuplare la intrare ale sistemului (2.1), (2.2),

este identica cu multimea zerourilor matricei:
Tu(s)é[lns—A ! —B]. (6.19)
. Conform sectiuni 3.3, rezulta ca pentru s = { — un zero de decuplare la

intrare — existd o matrice linie w (o linie din W=V"!, v. Sectiunea 2.3) astfel incat:

w(l,C—A)=0

(6.20)
wB =0.

Din (6.20) (cu a doua ecuatie inmultitad cu —1) rezulta ecuatia:

w

I,5—4 | -B|=0.
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Aceasta ecuatie are o solutie w=0 daca si numai daca:

LG—A| -B|<n.

rang

Intrucat nrang 7, (s) = n, rezult ci ¢ este un zero al matricei T, (s). O
Conform Teoremelor 6.2 si 6.3 se poate demonstra §i urmatorul rezultat.
Teorema 6.4

Multimea Ziron , a zerourilor de decuplare la intrare ale sistemului (6.3), (6.4),

este identica cu multimea zerourilor matricei:

T,(s)£[P(s) | —0O(s)]. O (6.21)

c. Zerouri de decuplare la iesire

Teorema 6.5
Multimea Zigs , a zerourilor de decuplare la iesire ale sistemului (2.1), (2.2),

este identica cu multimea zerourilor matricei:

(6.22)

). Se stie de 1a 3.3 cd pentru s = — un zero de decuplare la iesire — exista

un vector propriu v (o coloand a matricei V', v. sectiunea 2.3) astfel incat:

L,E—A)v=0
(,C—4) 6.23)
Cv =0.
Din (6.23) rezulta ecuatia:
(1,547 | ¢’ v=o0,

care are o solutie v==0 daca si numai daca:
r1 o1t
rang[([nC—A) | € ] <n.

Intrucat nrangT, \(s)=n,rezulta ca C este un zero al matricei 7,,(s). O

Folosind Teoremele 6.2 si 6.5 se obtine si urmatorul rezultat.
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Teorema 6.6
Multimea Zigs , a zerourilor de decuplare la iesire ale sistemului (6.3), (6.4),

este identica cu multimea zerourilor matricei:

(6.24)

d. Proprietati de invariantd la transformari echivalente in sens strict

Teorema 6.7

Zerourile de decuplare la intrare si zerourile de decuplare la iesire sunt
invariante In raport cu transformarile de echivalenta in sens strict de forma (6.15).

). Folosind (6.15) se scrie in mod succesiv:

L s B} N(s) L(s)
T(s)2[P(s)  —0(s)|=M()[P(s) —0(s)] . =
T,,(s),v. (6.23) "
N(s) L(s)
=M(s)T,(s) :
. |P(s)] [M(s) O |[P(s) M(s) 0
I,()=|_  |= = T,(s)N(s).
R)| [K() 1] |R(s)] K(s) I,
Ty(s)a
v.(6.24)

Din nrang fu (s)=nrangT,(s) cu Teorema 6.4 si nrang fy(s) =nrang7)(s)
cu Teorema 6.6 rezulta ca demonstratia este incheiata. O

e. Reprezentdri polinomiale ireductibile
Prin analogie cu Definitia 5.1 se poate introduce urmatoarea notiune.

Definitia 6.3
A. Reprezentarea polinomiald (6.3), (6.4) se numeste ireductibila daca
R(s), P(s) sunt relativ prime la dreapta si P(s), O(s) sunt relativ prime la stinga.

B. In caz contrar reprezentarea se numeste reductibila. O
In cazul unei reprezentari polinomiale reductibile, este posibil sa se scrie:
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6. Reprezentarea polinomiala

P(s) = Pp()Wg(s), R(s)=R(s)Wp(s), (6.25)
P(s) =W, ()P, (s), O(s)=W,(s)O(s), (6.26)

in care Wx(s), W,(s) sunt c.m.m.d.c., matrice pdtratice non-unimodulare, la
dreapta pentru R(s), P(s) sirespectiv la stanga pentru P(s), Q(s).

Inlocuind succesiv (6.25) si (6.26) in matricea de transfer (6.11), Wx(s) si
respectiv W, (s) se simplificd. Prin simplificarea divizorilor comuni rezultd

reprezentari de ordin mai mic. In aplicatii simplificarea este implicita in calculele
din (6.11). Se explica astfel lipsa zerourilor de decuplare din matricea de transfer.
Facand legatura cu Teoremele 6.4 si 6.6 se poate obtine urmatorul rezultat.

Teorema 6.8
Polinoamele zerourilor de decuplare la intrare si la iesire sunt respectiv:

z) (s) 2 detW, (s), (6.27)
2D (5) 2 detWy(s). (6.28)

). Se inlocuiesc (6.25) si (6.26) in (6.21) si respectiv (6.24), se evalueaza

rangurile matricelor 7, (s) si 7),(s), din care rezultd respectiv (6.27) si (6.28). O

f- Zerouri de decuplare la intrare — iegire
In general, pentru determinarea multimii zerourilor de decuplare la intrare —

iesire, Zigt_ies , se pot folosi relatiile (3.26) si (6.17), din care rezulta:

Nz0=zluz?

int ies

0 0 0
‘,Zint—ies = (Z UZ

int ies

NV, \P). (6.29)

Exemplul 6.3
Se considera urmatoarea matrice de sistem:

s+3 0 0

0 s2(s+1) s(s+2)
T(s)=

Il

~
~

)
~
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Sa se determine multimile zerourilor de decuplare ale sistemului.
Are loc nrangT,(s) =3 . Minorii de ordin maxim sunt: s (s +1)(s +2)(s +3),

s2(s+1)(s+3), 25(s +2)(s+3), s?(s+1)(s+2) . Polinomul zerourilor de
decuplare la intrare este c.m.m.d.c. monic: Zi?]t (s)=s.Urmeaza ca Zigt ={0}.
Similar, nrang7,(s) = 3. Minorii de ordin maxim sunt: s 2s+D(s+2)(s+3),
—s2(s+1)(s +3), s2(s+1)(s+2) . Polinomul zerourilor de decuplare la iesire
este c.m.m.d.c. monic: z_ (s) =s2(s +1). Urmeaza ci Z) =1{0,0, —1}.
Polinomul caracteristic are expresia d(s)=s2(s+1)(s+2)(s+3) si
multimea valorilor proprii este Vj, = {0, 0, —1, =2, —3} .
Pe de alta parte, calculand functia de transfer se obtine:

1

J— _1 T st )(s13)
G(s)=R(s)P(s)0(s) +V(s)= (s+2)(s+3)

Polinomul §i multimea polilor sunt p(s)=(s+2)(s+3) si respectiv
P ={-2,—3}. Urmeaza ca polinomul si multimea zerourilor de decuplare sunt
z%s)=d(s)\ p(s) = s>(s +1) si respectiv Z° = V, \P={0, 0, —1}. Polinomul si
multimea zerourilor de decuplare la intrare — iesire se obtin dupad cum urmeaza
20 () =[20(9)22()]/20(s) = s sirespectiv 20 . =[220UZ21\20={0}. O

int—ies int-ies” L“int ies

6.5. Zerourile matricei de sistem
Zerourile matricei de sistem 7'(s) sunt acei z € C pentru care
rang G(z) < nrang G(s) < min(r +m,r + p).

Polinomul zerourilor matricei de sistem este egal cu produsul factorilor
invarianti ai formei Smith a matricei de sistem. Prin urmare, el coincide cu
c.m.m.d.c. al tuturor minorilor de ordin maxim ai matricei de sistem.

Multimea Z; a zerourilor matricei de sistem, 7(s), este constituitd din

multimile Z — a zerourilor de transmisie, Z2 — de decuplare la iesire, si Z2\ ;.
— de decuplare la intrare care nu sunt si de decuplare la iesire, [90], [144]. Acest

fapt permite sa se scrie:
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6. Reprezentarea polinomiala

z,=20z0uz"

ies ies\int °

ZCZ, CZUZO.

Zerourile matricei de sistem au proprietatea ca sunt invariante in raport cu
reactia dupd stare / iesire. Se va demonstra acest fapt pentru sistemul (2.1), (2.2), cu
D=0, p=m.

Fie sistemul descris de ecuatiile:

xX=Ax+Bu, teR, xeR", ueR™, (6.30)

y=Cx, yeR™. (6.31)
Acestuia i se adauga o reactie fie dupa stare, fie dupa iesire, avand formele:

u=—Kx+v, (6.32)

u=—Ly+v, (6.33)
in care v€ R™ este noua marime de intrare a sistemului.

Cele trei matrice de sistem au urmatoarele expresii:

I,s—A\—B

L
|
|
|

I,s—(A—BK)-B

———— e J B

I,s—(A—BLC)!-B
4

T(s)= C Lo

C, O 7TK(S):

Teorema 6.9

Pentru sistemul (6.30), (6.31) multimea zerourilor de sistem este invarianta
in raport respectiv cu reactiile dupa stare (6.32) si dupa iesire (6.33).

). Pentru m = p zerourile invariante sunt zerourile polinomului det7'(s) .

Prin operatii elementare se scriu Tn mod succesiv:

Ls—(4=BK) | =B [Ls—A4|-B|1, | 0
detTg(s)=det|——=———~———-- 1| =detjm o Iy T
C : 0 C : 0 |[-K : m
Is—A|-B| [1, 10
det| ===+ det|~*=4---| = det T(s)
ls—(4=BLO) | ~B|  [Ls—A|-B|[ 1, |0
detTL(s): det|—-————7-——--- JI-___ =det|=~27~ 4' ________ :___ -
C 0 C 1 0|-LCi,

107
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=detT(s).

Aceasta insemna ca zerourile matricei de sistem sunt invariante in raport cu reactia
dupa stare si respectiv cu reactia dupa iesire. O
Pentru sistemul (6.30), (6.31) zerourile matricei de sistem, numite si
zerourile invariante, pot fi determinate si in felul urmator, [124].
Pentru B sirespectiv C se determind matricele:
. M — (n—m)Xn, cu linii liniar independente, pentru care M B =0 ;
e N — nx(n—m), cu coloane liniar independente, pentru care CN =0.
Cu M si N, numite matrice anulatoare la stanga si respectiv la dreapta, se

calculeazid (M N)~'M AN , ale cirei valori proprii sunt zerourile invariante.

Exemplul 6.4
Pentru sistemul de la Exemplul 3.2 sa se determine zerourile invariante.
Pentru
1 1 3 1 -1
1 -1 0
A= 5 1/,B=|0 1|, C= >
1 0 1
31 1 -1 0
se aleg matricele anulatoare
1
M=[1 1 1,N=|1
-1
si se obtine:
1) 11 31
(MN)T'MAN=|[1 1 1] 1| [1 1 1] 5 1|1 |=7.
-1 31 1) -1

Intrucat Z2°=2 si m=p=3, urmeazi ci Z;, = Z=1{7}. La Exemplul

3.2 s-a aratat cd z = 7 este unicul zero de transmisie al sistemului. O
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Capitolul II
CONTROLABILITATEA SI OBSERVABILITATEA
SISTEMELOR DINAMICE LINIARE

1. Analiza bazata pe reprezentarea de stare

Notiunile si rezultatele prezentate in subcapitolul 1.3 evidentiaza, intr-o
maniera directa, faptul ca polii §i zerourile unui sistem dinamic liniar constant
influenteaza cantitativ si calitativ transferul intrare — stare — iesire.

Forme bine precizate ale acestei influente, corelate cu stimularea prin
marimea de intrare, constituie simptomatologia de baza a evolutiei tripletului

(u(?), x(2), y(1)) eR"xR"xR? , t€R__ . Pe acest temei poate fi caracterizat

sistemul, structural §i parametric, ca suport al transferului intrare — stare — iesire.

Pentru analiza proprietatilor structurale de controlabilitate a starii si de
observabilitate a starii se are In vedere modelul matematic intrare — stare — iesire
liniar si invariant n timp:

x=Ax+Bu, teR,, xeR", ucR", (1.1)

y=Cx+D()u, yeR?, (1.2)
cu starea initiala:

x(0)=xy € R". (1.3)

Pentru o marime de intrare u: R — R™, continud pe portiuni si avand cel

mult o multime numarabila de discontinuititi de prima spetd, solutia problemei
Cauchy (1.1), (1.3) are expresia (v. relatia (1.80)):

5(0)=etx o+ [N OBu(©)d0, 0. (14)

Din (1.4) si (1.2) rezultd ca matricele A, B, C, D(") (polii si zerourile

sistemului) determind cantitativ si calitativ transferul intrare — stare — iegire al



II. Controlabilitatea si observabilitatea sistemelor dinamice liniare

sistemului. Aceasta are loc in contextul actiunii intrarii u(¢), iar evolutia starii

(1.4) si iesirii (1.2) reflecta, prin evolutii caracteristice, Insasi structura sistemului.
In acest context se vor avea in vedere acele evolutii caracteristice care sunt
legate de aprecierea apriorica a informatiei necesare pentru:
(a) Sinteza marimii de intrare u(¢) care transfera starea x(z), In timp finit, intre

orice stare initiala nuld si orice stare finald finita.

de intrare u(¢) si marimea de iesire y(¢) peste un interval finit de timp.

Aceste doua probleme se asociazd cu proprietatile structurale de
controlabilitate a starii (a) si de observabilitate a starii (b), aflate intr-o relatie
directd cu proprietati ale perechilor (4, B) si respectiv (C, 4), sau cu zerourile de

decuplare la intrare si respectiv la iesire.

1.1. Definitii si caracterizari

a. Controlabilitatea starii; gradul de controlabilitate

Definitia 1.1

A. Un sistem dinamic se numeste de stare complet controlabila daca pentru
orice 1,>0 si orice x, € R", finifi, existd o marime de intrare u(f) € R™,
t€[0, 7], care transfera x(¢) din orice stare initiala x(0) = x, in orice stare finala
x(tp)=xp=xp.

B. In caz contrar sistemul se numeste, dupa situatie, de stare incomplet

controlabila sau de stare necontrolabild. O

Matematic, Definitia 1.1 se refera la existenta unei solutii u(7),  €[0,7,], a

ecuatiel integrale (1.4). De exemplu, pentru x, =0, r=t,, x(;) = x, , de forma:
tr _
X, = fof A0 Bu(0)do . (1.5)

Fenomenologic insa, este vorba de proprietatea sistemului (1.1) de a putea fi

comandat punctual pornind din starea initiald x, =0 pana la orice stare finala

X, , pe o traiectorie oarecare intre acestea. Evident, pot exista o infinitate de
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1. Analiza bazatad pe reprezentarea de stare

traiectorii intre x, =0 si x,. Sub aspectul controlabilitatii, traiectoria cea mai

semnificativd este cea parcursa utilizdnd energia de comandd minima (v. si
VI.1.1.d). Solutia in acest sens a ecuatiei (1.5) se bazeaza pe matricea Gram:

t _ T, —
M(0,1,)2 fof AU OppTe 1950, (1.6)

simetrica, construitd pe considerente usor intuibile pornind chiar de la integrala din
(1.5). Daca M (0, ¢,) este nesingulara, se verifica imediat ca
T,
u(ty=B"e" “TIOMN0, t,)x,, 1€]0,1,], (1.7)
este o solutie a ecuatiei (1.5), adica o comanda conform Definitiei 1.1.

Observatia 1.1

Pentru fiecare pereche fixatd (¢,, x,)€ (0, +00)xR", energia comenzii

(1.7), pentru transferul starii intre x; =0 si x, =0, este minima. Se scrie:

By = Otf |u®)|?a0=[ O’f uT(O)u(O)d0 = x M~1(0,t)x,. (1.8)

min

Cu alte cuvinte, pentru orice u(r) = u(), t€[0,7,], auloc:

o= Otf A0 Bii9)de, (1.9)
[ la@|2a0> [ |uco)]>do. (1.10)

Din relatiile (1.5) si (1.9) rezulta:
[ Otf 0 Ba@)d0 = [ Otf 0 Bu(0)do . (1.11)

Se multiplica (1.11), la stanga, cu x J,T M=Y0,t 7). Folosind (1.7) rezulta:

[ O’f u” (0)i(0)d0 = [ O’f uT (0)u(0)do,
[ Otf a” (0)u(0)d0 = [ O’f | u(0)]2d0. (1.12)
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II. Controlabilitatea si observabilitatea sistemelor dinamice liniare
Din f O’f | @©)—u@®)| *d6= f O’f [11(0) —u(0)]” [11(0) —u(0)]d0>0 si (1.12) rezulta:

[ e+ u@)|>~2a" @u®)|do= [ ]| a®)|>~|u®)|?]d0>0.

Din aceasta rezultd inegalitatea (1.10), adica energia comenzii (1.7) este minima. O
Rezultatul urmitor aratd modul in care controlabilitatea starii rezida in

proprietitile matricelor e/B, M (0, t ) stale perechii (4, B) .

Teorema 1.1
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(/) Sistemul (1.1), (1.2) este de stare complet controlabila.
(if) Matricea M (0, ¢) este nesingulara pentru orice ¢ > 0 fixat.

(iif) Matricea urmatoare este de rang 7 :
C=C,=[B, AB, A*B,..., A"'B]. (1.13)
9. (i) = (ii) . Se presupune ca M (0, ¢t 1) este singulara pentru orice 7, >0,

finit. Atunci exista un vector o € R”, o = 0, astfel incat:

aTM(0, tf)oc:fotfHBTe—ATe aHZdO—O, (1.14)
din care rezulta:

BTe 49 =0, teR, . (1.15)

Pe de alta parte, sistemul fiind de stare complet controlabila, existd o marime
de intrare u(z) care transfera x(¢#) din x(0)=x,=0 in x(¢,)=x, =0, ceea ce,

in conformitate cu (1.4), inseamna:

xoz_fo’fe—AGBu(e)de. (1.16)
Facand acum produsul x({ o din (1.15), (1.16) se obtine:

2o = —fotfuT(G)BTe*ATeocdez 0.
=0
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1. Analiza bazatad pe reprezentarea de stare

Alegand x,=o rezultd cd o =0, ceea ce contrazice faptul cd a=0 .
Urmeaza ca M (0, ¢,) este nesingulara.

(i) = (i) . Daca M (0, ¢;) este nesingulard, atunci marimea de intrare:
u(t)=—BTe A" M0, t,)|x(0)—e " x(t,)|, te[0,t,], (1.17)

transfera starea sistemului din orice x(0) in orice x(z/) . Intr-adevar, inlocuind
(1.17) in (1.4), cu ¢, =0, afirmatia precedentd se confirma.

(iit) = (i) . Se presupune ca sistemul (1.1), (1.2) nu este de stare complet
controlabila, ceea ce implica faptul ca matricea M(0,7,) este singulard, respectiv

relatia (1.15) cu o= 0 este adevaratd. Derivand repetat (1.15) in # =0 se obtine:

al’A¥B=0, k=0,n—1. (1.18)
Acestea sunt echivalente cu:

al@=0, (1.19)
ceea ce, avand in vedere cd rang© =n, este absurd. Urmeaza ca sistemul (1.1),
(1.2) este de stare complet controlabila.

(i) = (ii) . Se presupune ca rang € < n. Urmeaza ci existd a € R"”, a =0,
astfel Incat are loc (1.19), respectiv are loc (1.18). Se amplifica (1.2.16) la stanga cu
a’ si la dreapta B. Cu (1.18) se obtine (1.15), iar aceasta implici valabilitatea
relatiei (1.14). Intrucit completa controlabilitate a stirii este echivalenti cu
nesingularitatea matricei M(0,7,) (s-a demonstrat deja (i) < (ii) ), din (1.14)
rezultd oo = 0. Aceasta contrazice faptul cd o= 0. Urmeaza cd rang € =n.

(if) & (@ii) . Rezulta in mod evident, din demonstratiile precedente. O

Observatia 1.2

Conditia (iii), fiind independenta de timp — spre deosebire de (i7), reflecta
natura structural — algebrica a controlabilitatii starii. Acest fapt rezultd din forma
matricei €, definita prin (1.13) si numitd matricea de controlabilitate a starii. Ea
evidentiazd dependenta controlabilitatii stérii de perechea (A4, B) si in acest sens se
vorbeste despre controlabilitatea perechii (A, B) . Alte detalii se prezintd in

paragraful 1.1.d si in sectiunea 1.3. O
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Matricea € , din cele mn coloane, are cel mult n coloane liniar
independente (v. Anexa A). Aceasta Inseamnd cd 1n evaluarea rangului se poate
folosi un numar mai mic de coloane asa cum se arata in urmatoarele doua teoreme.

Teorema 1.2

Sistemul (1.1), (1.2), cu rang B =m , este de stare complet controlabild daca

si numai daca urmdtoarea matrice este de rang »:

C,_,.1=[B, AB, A*B,..., A"""B].O (1.20)

n

Teorema 1.3
Daca sistemul (1.1), (1.2) este de stare complet controlabild, atunci exista un
cel mai mic numar natural p astfel incat:

rangC, =[B, 4B, A*B,..., A*'B]=n.0O (1.21)

Observatia 1.3
Numarul p se numeste indicele de controlabilitate. Pentru rang B =m si

1 <m <n, numarul natural p satisface conditia n/m <p<min(n—m+1, 1), in
care mn este gradul polinomului minimal al matricei 4.0

Matricea simetrica M (0, t), numitd gramianul de controlabilitate, defineste

energia minima E o (¢,x) conform Observatiei 1.1. Cu ¢ >0 final fixat §i x final
pe hipersfera || x||=1 din R” (| x|=(xTx)"? este norma euclideana, v. Anexa
A), energia minima depinde de pozitia lui x situat pe || x || =1.

In conditiile Teoremei 1.1, M(0, ) este pozitiv definitd (v. Anexa C). Cu
¢t >0 fixat, fie valorile proprii ale matricei M (0, ¢):

6,(t)>0,(t)>...>20,()>0.
Corespunzitor acestor valori proprii, fie x' € R”, i=1,2,....n , vectorii proprii
ortonormati (”xi H:I si (x)Tx/=0,i=/,ij=1n) ai matricei M(0, 7).
Pentru x = x’, conform cu (1.8), se scrie:

con iy x)y=(xH'M10,0)x"  =(x) o, (Ox! =0, (1), i=1,2,...,n.(122)

min
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1. Analiza bazatd pe reprezentarea de stare

De fapt, G;l (t),i=1,2,...,n, sunt semiaxele respectiv pe directiile x’ € R”",

i=1,2,...,n, ale hiperelipsoidului energiei. Pentru fiecare x de pe hipersfera ||x||:1 ,

con

consumul minim de energie £ . (¢,x) este lungimea razei vectoare a punctului de

pe hiperelipsoidul energiei aferent lui x. min; E .0 (¢,x")=E (t,x") = G, ! (t) si

max;E (2, x) = ESN(t,x") = 5,'(1) > 5, (¢) sunt energiile minima si maxima

ale starilor finale x! si respectiv x”. Ele ilustreaza concludent anizotropia spatiului
starilor, sub aspectul controlabilitatii. Cazul n =2 este prezentat in fig. I.1.1.

Observatia 1.4
Utilizand (1.8), calitatea controlabilitatii complete a starii se apreciaza prin:
" energia minimd pe directia de consum de energie maxim:

con
minmax

(f) = max HxH:lEcon(t,x): max; EST (t,x)=1/0,(t); (1.23)

min min

»  gradul de controlabilitate (raportul dintre consumurile minim si maxim):
. con . con ;

B in () _ M0t Ein (5X)  min ERNxT) o, (1)

Einmax (1) max | x|=1 Erfl?rrll (t,x) max ESN(t,xY) o)

gen (= €(0,11.(1.24)

~min

Evident, este de dorit un consum de

-1
energie E_ (), pe directia de consum Gy .
maxim, acceptabil de mic (o, (#) relativ
X
mare) si un grad de controlabilitate >
: . con ~ ~
apropiat de 1: g«"(t) ~1 (o,(t) ~ 0o ,(t), N (¢, x)

spatiul starilor sd fie aproape izotrop). ” x|| -1
Acestea aratd ca sistemul este complet
. . . . . . . . con
controlabil, relativ usor si aproape uniform  Fig. II.1.1. Elipsa energiei E i (£, X)
in toate directiile spatiului starilor. O
Controlabilitatea starii este o proprietate intrinseca. Pentru a demonstra acest

fapt fie transformarea liniard nesingulara de stare (de similitudine):

¥=Sx, x=S"1%. (1.25)
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Cu aceasta sistemul (1.1), (1.2) se transforma in sistemul echivalent:

X=A%+Bu, tcR,_,icR", ucR", (1.26)
y=Cxi+D()u, yeR?, (1.27)
A2 84S\, BASB,CA2CS!,D()2 D(). (1.28)

Teorema 1.4
Controlabilitatea starii este invarianta in raport cu transformarea (1.25).

. Pentru © (v. (1.13)) al sistemului (1.26), (1.27), cu (1.28), se scrie:
rang C = rang[B,AB, A%B,...,A"B]=rang S € = rang €. O (1.29)

b. Observabilitatea starii; gradul de observabilitate

Definitia 1.2
A. Un sistem dinamic se numeste de stare complet observabila daca pe baza
cunoasterii marimilor de intrare u(¢) si de iesire y(¢) peste un interval finit de timp

[0,7,], 1,>0, se poate determina starea initiala x(0) =x,€ R" oricare ar fi aceasta.

B. In caz contrar sistemul se numeste, dupa situatie, de stare incomplet
observabila sau de stare neobservabila. O

Fard reducerea generalitatii, situatia cea mai simpld de determinare a lui x,
din (1.4), (1.2) este

u(t)=0,1€[0,¢,], (1.30)
ceea ce, din (1.4) si (1.2), conduce la urmatoarea evolutie:

y(t)=Ce'xy, 1€[0,1,]. (1.31)

initiale x; . Fiind vorba insa de cunoasterea iesirii y(r) peste intervalul [0, 7],

solutia se bazeaza pe matricea Gram:
tr 4T (. —
N(O,1,)2 fof e T A g0 (1.32)

construita pentru a fi utilizatd in urmatoarele operatii. Se multiplica (1.31) la stanga

cued'icT , se integreaza pe [0, ¢,] si apoi se tine seama de (1.32). Se obtine:
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1. Analiza bazatd pe reprezentarea de stare

No — [ aTop T
N(O, tf)xo—fo e470C T 1(0)d0 (1.33)
deoarece s-a avut in vedere ca

t t T _ —
f S eATOCT CeA0g0 — f T 0T 900 = N(0,t,) .
0 0 !
Daca N(0,7,) este nesingulard, din (1.33) se obtine solutia cautata:
te
xo = N0, tf)fofeATecTy(e)de. (1.34)

Comparand M (0, ¢,) (relatia (1.6)) cu N(0,7,) (relatia (1.32)) se constatd

ci inlocuind 4 cu A7 si B cu CT se transforma M (0, ty) in N(O,2,) si invers.

Proprietatile de controlabilitate si observabilitate a starii se numesc duale si orice
rezultat de controlabilitate este valabil, mutatis mutandis, pentru observabilitate si
invers. In acest sens, prin dualitate, din Teorema 1.1 se obtine rezultatul urmator.

Teorema 1.5
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) Sistemul (1.1), (1.2) este de stare complet observabila.
(if) Matricea N(0, ¢) este nesingulara pentru orice ¢ >0 fixat.

(7if) Matricea urmatoare este de rang #:
T
O=@ 2[CT, ATCT, (4T)2CT,...,(4aTyICT]" . O (1.35)

Observatia 1.5

Conditia (iii), fiind independenta de timp — spre deosebire de (i7), reflecta
natura structural — algebricd a observabilitatii starii. Acest fapt rezultad din forma
matricei (9, definitd prin (1.35) si numitd matricea de observabilitate a starii. Ea
evidentiazd dependenta observabilitdtii starii de perechea (C, 4) si In acest sens se
vorbeste despre observabilitatea perechii (C, A) . Alte detalii se prezintd In

paragraful 1.1.d si in sectiunea 1.3. O
Matricea @, din cele np lini, are cel mult » linii liniar independente (v.

Anexa A). Aceasta inseamna ca in evaluarea rangului ei se poate opera si cu un
numar mai mic de linii aga cum se arata in urmatoarele doua teoreme.
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II. Controlabilitatea si observabilitatea sistemelor dinamice liniare

Teorema 1.6
Sistemul (1.1), (1.2), cu rangC = p, este de stare complet observabild daca

si numai dacd urmatoarea matrice este de rang n:
T
Gy p=[CT,ATCT, (4T)2CT ..., (4aT)PCT] . O (1.36)

Teorema 1.7
Daca sistemul (1.1), (1.2) este de stare complet observabila, atunci exista un
cel mai mic numar natural v astfel incat:

rang@, =[CT, ATCT, (A)2CT ..., 4Ty =00 (137)

Observatia 1.6
v este indicele de observabilitate. Pentru rangC=p si 1<m <n, are loc

n/p<v<min(n—p+1,1), n fiind gradul polinomului minimal al lui 4.0O

Observatia 1.7
In virtutea dualititii, sistemului (1.1), (1.2) i se asociaza sistemul dual:

x,=ATx,+CTu,, teR_,x, €R",u, eRP?, (1.38)
v, =BTx, +D'()u,, y, eR". (1.39)

Tinand seama de (1.6) si (1.32), pentru sistemul dual se definesc:

M0.02 [ OteAT (=0 CTCeAl=0)gg = N(0, 1), (1.40)

N,©0.02 [ Ot A0 g BT AT (-0 g0 — 11 (0, 1), (1.41)

ceea ce, conform Teoremelor 1.1 si 1.5, conduce la urmatorul rezultat. O

Teorema 1.8

Sistemul (1.1), (1.2) este de stare complet controlabild / observabild daca si
numai daca dualul siau (1.38), (1.39) este de stare complet observabild /
controlabila. O

Observatia 1.8
In virtutea acestui rezultat, pentru ¢ >0 final fixat, calitatea observabilitdtii
complete a starii se apreciazd prin calitatea controlabilitatii complete a starii
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1. Analiza bazata pe reprezentarea de stare

dualului respectiv prin:
" energia minimd pentru directia de consum maxim (a sistemului dual):

B = ES0 o () =max; ESon (6,x7)=1/C,, (1), (1.42)

min max *minmax
in care

=20, =>...2C,(0)>0

sunt valorile proprii ale gramianului de observabilitate N(O,t) , respectiv

gramianului de controlabilitate dual M (0, t);
»  gradul de observabilitate (raportul dintre consumurile minim si maxim):

ESS ()  ESN () ming ESU (6,x) G,

ObS( )A minmin _ “+xminmin

= Eobs (l) con (I) maxl- con (I,Xi) - C1(f)

min max *minmax *min

€ (0,1].(1.43)

Evident, referitor la sistemul dual, este de dorit un consum de energie

E°™ (1) pe directia de consum maxim, acceptabil de mic (¢ ,(¢) relativ mare)

si un grad de observabilitate apropiat de 1: g°(¢)~1 (&) ~¢,(¢), adicd

spatiul starilor sa fie aproape izotrop). Acestea aratd ca sistemul este complet
observabil, relativ usor si aproape uniform, in toate directiile spatiului starilor. O
Observabilitatea starii este o proprietate intrinsecd, asa cum se aratd mai jos.

Teorema 1.9
Observabilitatea starii este invariantd in raport cu transformarea (1.25).

D. Pentru @ (v. (1.35)) al sistemului (1.26), (1.27), cu (1.28), se scrie:

rang(9~:rang[éT,IZITéT,...,(IZIT)”*ICN'T]T =rang@S ! =rang@. 0O (1.44)

c. Controlabilitatea iesirii
Conceptele de controlabilitate si observabilitate a starii conduc si la acela de
controlabilitate a iesirii, cu considerarea si a transferului direct intrare — iesire.

Definitia 1.3
A. Un sistem dinamic se numeste de iesire complet controlabilad daca pentru
orice t,>0 si orice y, € R, finiti, existd o marime de intrare u() €R™ ,

1€[0,¢,],¢,> 0, care transfera y(¢) din orice y(0)=y, inorice y(t,)=y,; = y,.
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II. Controlabilitatea si observabilitatea sistemelor dinamice liniare

B. In caz contrar sistemul se numeste, dupa situatie, de iesire incomplet
controlabild sau de iesire necontrolabila. O

Pentru sistemul (1.1), (1.2), prin analogie cu Teorema 1.1 (iii) se poate
formula si demonstra urmatorul rezultat.

Teorema 1.10
Sistemul (1.1), (1.2), cu D()= D= constant, este de iesire complet

controlabila daca si numai daca:

rang G, :rang[CB, CAB,CA®B,..,CA"'B, D|=p.O

Din Teorema 1.10 cu D=0 rezultd ca, in general, controlabilitatea
completd a iesirii nu depinde de controlabilitatea completda a starii si / sau de
observabilitatea completd a starii. De pilda, pentru rangD=p are loc

rang .= p chiarsipentru A=0,B=0,C=0.

1es™

d. Zerourile de decuplare

Controlabilitatea si observabilitatea starii sistemului dinamic (1.1), (1.2) pot
fi examinate si cu ajutorul raspunsului la impuls in forma modala (de exemplu, in
cazul valorilor proprii simple — relatia (I.3.23)). Controlabilitatea starii este o
calitate a conexiunii Intre marimea de intrare si modurile proprii w (v. relatia
(I1.2.37)). Aceasta in sensul cd un anumit mod propriu w este sau nu comandabil cu
marimea de intrare dupa cum exista sau nu o conexiune intre marimea de intrare si
acel mod propriu. Similar, observabilitatea starii este o calitate a conexiunii Intre
modurile proprii v (v. relatia (1.2.36)) si marimea de iesire. Aceasta in sensul ca
un anumit mod propriu v este sau nu prezent in marimea de iesire daca exista sau
nu o conexiune intre acel mod propriu si marimea de iesire. Asadar, este evident ca
intre controlabilitatea si observabilitatea starii si zerourile de decuplare la intrare si
respectiv la iesire exista o relatie directa (v. relatia (1.3.22) si fig. 1.3.2).

Teorema 1.11

Sistemul (1.1), (1.2) este de stare incomplet controlabild daca si numai daca
are zerouri de decuplare la intrare. O

). Conform cu transformarea de similitudine (1.2.27), din (1.13) rezulta:

rangC = rang[BC, JB.,J*B,,...J "B,

, (1.45)
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1. Analiza bazata pe reprezentarea de stare

in care B, =V ~!B, detV = 0. Pentru simplitate fie 4 cu valori proprii simple si

rang|B., J B, Jch,...,J’HBC <n,

respectiv cu faptul cad B are cel putin o linie complet nulad. Cu (1.3.18), acest lucru

este echivalent cu existenta a cel putin unui zero de decuplare la intrare.
In cazul in care J este o matrice Jordan, pe baza unui rationament
asemanator, dar mai laborios sub aspectul calculelor, se obtine acelasi rezultat. O
In mod similar sau prin dualitate se demonstreaza si urmatorul rezultat.

Teorema 1.12

Sistemul (1.1), (1.2) este de stare incomplet observabila daca si numai daca
are zerouri de decuplare la iesire. O

Controlabilitatea si / sau observabilitatea incompleta a starii (existenta unor
zerouri de decuplare la intrare si / sau la iesire) au ca efect anumite ,,simplificari”
(eliminari) de divizori comuni in matricea de transfer. Ele au loc implicit in toate
elementele cel putin ale unei linii si/sau coloane. $i anume in fiecare element
numitorii §i numaratorii au divizori comuni de forma (s —A), A fiind un zero de
decuplare (v. si Observatia 1.4.2). Urmarea este cd, in general, multimea polilor

este inclusad Tn multimea valorilor proprii conform relatiei (1.3.35),.

Exemplul 1.1
Se considera sistemul

x| |-1 0 0 Ofx| |I 1 O x|
. U b2 1 ¢ 00
X, 0 =2 0 Ofx (0 1 O X,
J= + Uy, (»l=1 ¢ 1 0
X3 0 0 -3 0 X3 b b b X3
) U 3 [0 ¢ 0 1
X4 0 0 0 —4jx4 [0 0 1 —_— Xy
4 _B N

Sa se analizeze controlabilitatea si observabilitatea starii pentru b, c € R, sa

se determine zerourile de decuplare (pentru care sistemul este de stare incomplet
controlabila / observabild) si sa se calculeze matricea de transfer si polii.
Sistemul este de ordinul » =4 . Prin calcule simple se verificd imediat ca

rangB=3,b€ R, si rangC =3, c € R. Conform Teoremelor 1.2 si 1.6 se scrie:
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II. Controlabilitatea si observabilitatea sistemelor dinamice liniare

1 0l -1 -1 0

01 0 -2 0 | |3 pentrub=0,
bi—3b —3b —3b|

110 —4 -4

rang &, = rang[B, AB| = rang 2 4 pentru b = 0:

O SN = =

0

110 -1 -1 0
|
T_ T . ¢ ¢ ci—2c —2¢ —2¢| |3 pentruc=0,
rang(%—rang[c ,(CA) ]—rang0 X Oi 0 -3 ol
001 0 0 -4

4 pentru ¢ = 0.

Pentru b =0, ¢ =0 sistemul este de stare complet controlabild si de stare
complet observabila. Matricea de transfer, conform cu (4.2), are urmatoarea forma:

1 (c+Ds+c+2 0
s+1 (s+D(s+2)
G(s) = (b+Ds+b+3 (b+c+1)s>+Bb+4c+5)s+2b+3c+6 b
(s+1(s+3) (s+D(s+2)(s+3) s+3|
0 c 1
s+2 s+4

Pentru »=0, ¢ =0 sistemul este de stare incomplet controlabila. 4 fiind
diagonald, este direct vizibil din ecuatia de stare ca A, =—3 este zero de

decuplare la intrare deoarece x; este decuplatd la intrare. G(s) devine:

1 (ctDstet+2 1 (c+Ds+c+2
s+1 (s+D(s+2) s+1 (s+1)(s+2)
Gy = | S Ueste 2648 0 | | 1 (etDs+et?
(sH) (s83)  (s+H)(s42) (s+3) s+3| |s+1 (s+D(s+2)
C

1 c 1
0 — 0
s4+2 544 s+2 s+4

In elementele neidentic nule ale liniei a doua binomul (s +3) este divizor
comun Intre numaratori i numitori. Prin simplificare a fost eliminat din G(s).
Pentru b= 0, c =0 sistemul este de stare complet controlabild si incomplet

observabild. Similar, este direct vizibil din ecuatia de stare ca A, = —2 este zero

de decuplare la iesire deoarece x, este decuplata la iesire. G(s) devine:
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1. Analiza bazatd pe reprezentarea de stare

! M 0 1 1

s+1 (s+1) (s+7) e e

(bH)s+b43 [GHD)sH3IHZ) b || (H)s+be3 (bH)sHh43 b

= Gt (D (43) 43| | (SH)H3) (H)(sH3) 543
0 0 R 0 ——
s+2 s+4 st

In elementele neidentic nule ale coloanei a doua, binomul (s+2) este
divizor comun intre numaratori §i numitori. Prin simplificare a fost eliminat din
G(s).

In fine pentru b = ¢ =0 sistemul este stare incomplet controlabila si de stare
incomplet observabild. Dupa simplificari, rezultd matricea de transfer:

s+ (s+D7! 0 s+4 s+4 0
Gs)=|(s+D' (s+D7! =—I5+4 s4+4 0 |,
(5)=( ) ( ) (s+D(s+4)
0 0 (s+4)7! 0 0 s+1

a carei formad Smith — McMillan este: M (s) = diag {diag{[(s +D(s+H]L 1, 0} .
Polii sistemului sunt s =—1 si s=—4, in timp ce valorile proprii sunt:
—1,—2,—3,—4. Se confirma cd s =—2 §i s =—3 sunt zerourile de decuplare.

Trebuie remarcat ca simplificarile se pot realiza explicit numai daca se
inlocuiesc b =0 si/sau ¢ =0 direct in G(s). Daca inlocuirile se fac in matricele

B, C, atunci ,,simplificarile” au loc implicit, zerourile de decuplare fiind eliminate
prin calculul produselor dintre (1,5 —A)~' si B sirespectiv C si (I,s—A)~'. O

Fireste ca este posibild stabilirea unor relatii intre Teoremele 1.11 si 1.12 si
Teoremele 1.6.3 si respectiv 1.6.5, toate in forma negata.

Teorema 1.13
Sistemul (1.1), (1.2) este de stare complet controlabild daca si numai daca

pentru valorile proprii A;, i = 1,n, ale sistemului au loc:

rang[l,A,— A | —B|=nrang[l,s—4 | —=B]=n, i=1,n.0 (1.46)
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Teorema 1.14
Sistemul (1.1), (1.2) este de stare complet observabila dacad si numai daca
pentru valorile proprii A;, i =1,n, desistemului au loc:
[LAi—A l,s—A o
rang |-——---- =nrang|~--7" - =n, i=1Ln.0 14
9" 915 L (1.47)

e. Controlabilitatea si observabilitatea starii sunt proprietati generice
Fie multimea tuturor perechilor de matrice (A, B), cu n, m fixati,

.’Fé{(A,B), AeRnxn, BeRnxm}'

si fie F. submultimea perechilor (A,B) complet controlabile si F.=F\F, -
submultimea perechilor (A,B) incomplet controlabile (inclusiv necontrolabile).
Tn aceste ipoteze se poate demonstra c& multimea 7, este densd in multimea

RN+M 3 elementelor matricelor A, B, ceea ce este echivalent cu int%,, =, n
care intM este interiorul multimii M .

Totodata, F,,. genereaza o suprafata algebrica, respectiv un obiect geometric
de dimensiune 2, descris de o ecuatie polinomiala.

Evident, un rezultat smilar se poae formula, prin duditate, si pentru multimile
perechilor de matrice (C,A) complet observabile si, respectiv incomplet observabile
(indusv neobservabile).

Prin urmare, controlabilitatea si observabilitatea starii sunt proprietati
generice. Se spune ca probabilitatea de a selecta aleatoriu o pereche (A,B) / (C,A)

incomplet controlabild / observabild este nuld. Situatie confirmata de altfel si de
marea majoritate a sistemelor intalnite in aplicatii, pentru care mult mai frecvente si
mai problematice sunt slaba calitate a controlabilitatii / observabilitdtii complete a
starii (v. Observatiile 1.2 si 1.5).

In acest context, se poate afirma ca proprietatile de controlabilitate si
observabilitate a starii definesc calitateatransferului intrare— stare— iesire. Totodata,
ele au o importanta cardinala Tn obtinerea unor realizari echilibrate de ordin redus (v.
sectiunea 4.3) si in proiectarea reactiei dupa stare (v. sectiunea 111.4.1), dupa iesire
(v. sectiunea 111.4.2) sau dupa starea estimata (v. sectiunea 111.4.3).

124



1. Analiza bazatd pe reprezentarea de stare

1.2. Structura spatiului starilor

Conceptele de controlabilitate si observabilitate completa a starii se asociaza
cu abilitatea de a comanda starea in sensul transferului ei intre doua stéri oarecare
in timp finit, i, respectiv, de a evalua starea initial, oricare ar fi aceasta, pe baza
cunoagsterii marimilor de intrare si de iesire peste un interval finit de timp.

Proprietdtile de controlabilitate si observabilitate a stdrii au caracter
intrinsec. Conform Teoremelor 1.4 si 1.9, ele nu depind de alegerea bazei de
vectori 1n spatiul stérilor in raport cu care se formuleaza reprezentarea intrare —
stare — iesire.

a. Subspatiul complet controlabil
Pentru simplificarea expunerii se particularizeaza Definitia 1.1 pentru cazul
x(ty) =x, =0. Cu aceasta ecuatia (1.4) devine:

x(0)= ['eOBu(©)d6, (ER,. (1.48)
In aceasti situatie, pentru fiecare t € R . fixat, se poate defini subspatiul:
P {x cER"; x= f OteA(t*G)Bu(G)dO, uc R’"} CR", (1.49)

numit subspatiul complet controlabil. Acesta este subspatiul liniar al starilor finale
x, accesibile pornind din starea initiald x, =0 prin aplicarea marimii de intrare
u(0), x€[0, ¢]. X, fiind subspatiul necontrolabil, se scrie: X, ®X, . =R", in
care @ este suma directd de subspatii.

Se introduce subspatiul liniar numit imaginea matricei de controlabilitate C
ImC={xeR"; x=Cz zcR"}. (1.50)
Teorema 1.15

Xe=ImC. (1.51)

. In conformitate cu (1.2.16), pentru (1.49) se poate scrie:

t n t
[ etOBu@)a0 =37 4B f(t—0)u©®)d0=Cu,
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in care:

A
Z:

Intrucat AGH k=1n, sunt liniar independente (v. paragraful 1.2.2.b),

rezultd cad prin alegerea adecvatd a lui u(0), 6 €0, 7], se poate realiza orice
u € R™ In aceste conditii rezultatul (1.51), cu (1.49) si (1.50), este evident. O
Teorema 1.16

Sistemul (1.1), (1.2) este de stare incomplet controlabild daca si numai daca
el este echivalent cu sistemul reprezentat prin ecuatiile:

. |4, 4 B

P e o e P (1.52)
0 Ay |0

y=[G  G|F+DC)u, (1.53)

in care dim A4, <n si perechea (4 ,B,.) este complet controlabila.

9. Necesitatea. Fie rang@ =r <n. Se aleg r coloane liniar independente

din @, fieele v,v,,...,v, (v. Anexa A). Se poate scrie:
[Vi,V9,esv, ] =C M,

in care M este matricea mn X r prin care se selecteaza respectivele » coloane.
In aceste conditii, ficind uz de (1.13) si de teorema Cayley-Hamilton (v.
paragraful 1.2.2.b), se poate scrie:

000 —ol,

Im 0--0 _anfllm

A[vl,v,...,v,]:A@M:[AB,AzB,..., 4" BIM=C|0 I, 0 —a, ,1,|M .
[

m
n—1
72 a, A* S : :
(OCayley- 0 0-- Im _allm
Hamilton)
Acest rezultat implica:
Av, eImC, k=1r, (1.54)
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. —
Av, :ijlajkv-, k=1r,

unde a ks j,k =1,r, sunt constante adecvat alese.
Se adauga vectorii liniar independenti v, ,,...,v, astfel ca v;,v,,...,v, sd fie

baza de vectori in R” . Cu constantele adecvate a ik J=Lr k=r+1n se scrie:

Av, = Z_r]-:ldjk v, k=r+Ln.
Totodata se defineste transformarea de similitudine (v. (1.25) — (1.28)) prin:

1 .. T T!. T
S —[vl,...,vr:er,...,vn], S—[w1 s Wy |

unde w;, i = I,_n, sunt liniile matricei S . In aceasta situatie din (1.28) rezulta:

’acc 12112 (155)
0 A,.| '

nc

A=SAS"!=

in care dimA4 , =r <n deoarece:

roo~ N 1 .
w; Av, :ijlajkwivj =0, i=r+Ln, k=1r.

Pe de alta parte, coloanele b, k= l,_m, ale matricei B au proprietatea:

: (1.56)

in care s-a avut in vedere ca:

w; by :Z;:ll;jkw[vj =0, i=r+Ln, k=1,
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In aceste circumstante prin transformarea ¥ =Sx (v. (1.25)) sistemul (1.1),

(1.2) se transforma in echivalentul (1.26), (1.27), cu (1.28), in care matricele A si
B au formele (1.55) si (1.56). Acestea corespund de fapt ecuatiilor (1.52), (1.53),

cu dim A4, =r <n. Matricele C;, C, au forme determinabile.

Pentru a ardta ci perechea (A ..,B,.) este complet controlabili se are in

cc?

vedere Teorema 1.4. Se scrie:

r:rang@:rangS@:rangé’~ :rang[g,gg,gzg’m’gn,lg]:
=rang cco Acchc, ey A:’;EIBCC, A}(;CBCC, ey AI(’:!C—IBCC _
09 O’ e O, 0’ [N O

s

:rang[écc A..B .,,Zlgc_lécc}:dimglcc.

’ cc et

Aceasta dovedeste ca perechea (A4 ., B «c) este complet controlabila.

ce?

Suficienta este evidentd. O

Observatia 1.9
Relatia (1.54) aratd ca dacd ve X', atunci Ave X . Se spune cd spatiul

controlabil X, este A -invariant si se scrie:
AX CX .0 (1.57)

Observatia 1.10
Teorema 1.16 evidentiaza structura sistemului sub aspectul controlabilitatii

starii. Se disting doud subsisteme: unul de stare complet controlabila (A cc) Siunul

de stare necontrolabila (;1nc ). Echivalent, spatiul starilor este suma subspatiilor

controlabil X si necontrolabil X, adicda X @ X =R".Evident, X =R" este

echivalentd cu completa controlabilitate a sistemului. Pentru &, CRR” sistemul este

de stare incomplet controlabild si pentru X, = {0} este de stare necontrolabild. O

Observatia 1.11

Teorema 1.16 aratd ca valorile proprii ale matricei 4. sunt zerourile de

C

decuplare la intrare ale sistemului (1.52), (1.53) sau ale echivalentului (1.1), (1.2).
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Ca urmare, conform Teoremei 1.15 rezulta ca:

n,=dimX_ =dimim@=dimA4,, =n-dimA, =n-n, =r,

nc nc

A q: - . .
unde n,, =dim4 . este numarul zerourilor de decuplare la intrare. O

Exemplul 1.2
Se considera sistemul:
x| [0 0 —1fx 1 X
Nl=[1 0 =3lx|x+|1ju, y=[-3 1 1]x|.
. _V_J
—_— N~
=4 =B

Sa se determine subspatiul controlabil i descompunerea structurald de forma
(1.52), (1.53).
In conformitate cu Teorema 1.1 (iii) se poate scrie:

1 0 -1
rang© =rang[B, AB,A*B]=rang|l 1 —-3|=2<n=3.
0 1 -2

In aceste circumstante Im( este subspatiul a carui baza de vectori este

definita de coloanele liniar independente ale lui € (v. Anexa A). Ca atare:

1 0 -1 1 0 1 0
ImC=Im{l 1 -3|=Im|l 1|={xeR"; x=|1|o;+|] |0, 0,0, ER}.
01 =2 0 1 0 1

Pentru a determina sistemul echivalent (1.52), (1.53) se construieste matricea

S din (1.28). In acest sens, bazei lui Im€, {vlz [1 1 0] T,vzz [0 1 I]T} , 18e

adauga v; =[0 0 1]T astfel ca v;,v,,v; sd fie liniar independenti. Ca urmare:

1 0lo w 1 0
S_l:[vl Vy %\)3]:1 1 i O, S = Wy | = —1 1 0].
0 11 W 1 -1 1
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In conformitate cu (1.28) rezulta:

10 oo —1fft 0o} 0o |0 —1!-1
|
A=8545"'=|-1 1 ot o0 =31 1] o0/=11-21-2
—— e ————— p— | —_— -_——— PR —
1 —1 1)0 30 111 0;”\07;—1
1o oft] [1] —--- L Ace |
B=SB =|-1 1 0|1]|=|0], 1Bee
1 —1 10| |o
1 0! 0
~ |
c=cs' =[-3 1 11 1} 0=[-2 21
|
0 11
50 =1 =1x] |1 %
. |
%=1 =21 =2[%|+|0|u, y=[-2 21|%|.O
————— J P, _—
5l 00 5—1 5Ll |0 %

b. Subspatiul neobservabil
Pentru simplificarea tratarii se particularizeaza Definitia 1.2 pentru u(¢) =0 .

In aceste conditii din (1.2), (1.4) pentru fiecare ¢ fixat se obtine:
y(t)=Cex,.

Situatia tipica in care x, nu poate fi determinat este aceea in care y(1)=0.

Din relatia precedenta rezulta ca, pentru fiecare ¢ fixat, ecuatia:
Aty
Ce'xy=0
defineste starile initiale x, neobservabile. Ca urmare se defineste:
L . Aty
Xoo ={xeR"; Ce?'x=0} CR". (1.58)

numit subspatiul neobservabil. Acesta este subspatiul liniar al starilor initiale x
nedeterminabile desi se cunosc u(¢2) =0 si y(¢) =0 peste orice interval de timp

finit [0, t]. X, fiind subspatiul complet observabil, se scrie X, X, =R", in
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care ¢ este suma directd de subspatii.
Se introduce subspatiul liniar numit nucleul matricei de observabilitate © :

Ker@={xeR"; Ox=0}. (1.59)

Teorema 1.17

X,, =Ker@. (1.60)

. In conformitate cu (1.2.16), pentru (1.58) se poate scrie:
Cettx=3""_ CAf()x=|1,/(0),...1,1,(0)]Ox=0.

Intrucat Jr (@), k= I,_n , sunt liniar independente (v. paragraful 1.2.2.b),
rezulta ca:

@x=0.
Aceasta Inseamna ca (1.60), cu (1.58), (1.59), este adevaratd. O

Teorema 1.18
Sistemul (1.1), (1.2) este de stare incomplet observabila dacad si numai daca

el este echivalent cu sistemul reprezentat prin ecuatiile:

. A, O B,

= | F4] . |u, (1.61)
A21 Ano B2

y:[éco 0 ]ﬂb(')u, (1.62)

in care perechea (C,,4,) este complet observabild, cu dim A <n.
D). Necesitatea. Fie rang@ =r <n. Se aleg r linii liniar independente din

@, fie ele w,w,,...,w, (v. Anexa A). La acestea se adauga liniile Wil W,

AA .o T T T < < A
astfel incét vectorii w; ,w, ,...,er W, H,...,w; sa formeze o baza de vectori in R”.

Totodata se defineste transformarea de similitudine (v. (1.25) — (1.28)) prin:

b

T 1 |
:| N S :[Vl,...,vrlvr+1,...,vn

in care v;,i =1,n, sunt coloanele matricei §'.
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Coloanele v,,,,...,v, formeaza o bazd de vectori in subspatiul Ker .

Aceasta implica:
(9[vr+1,...,vn =0.

In astfel de conditii, facand uz de (1.35) si de teorema Cayley-Hamilton (v.
1.2.2.b), se poate scrie:

cA 0 I, 0
0 0
CA? : : .
@A[Vr+1,...,vn]: o D, 1= : : (9[v,+1,...,v”]:0.
LAy 00 Iy
CAT ' =="a, 4%
L!_:);:\Cayg&:f(;anll{iltonr; —Otnlp _anillp '”_allp
Acest rezultat implica:
Av, €Ker@, k=r+1,n, (1.63)
adica:
Av, = zj:M&jij’ k=r+Ln,
unde a;;, j,k=r+1n, sunt constante adecvat alese.
Liniile lui S si coloanele lui S~! satisfac conditiile:
Li=j . I
w,v, = , Lj=Ln.
Vi o, i=0" Y
In aceast situatie din prima relatie din (1.28) rezulta:
; 4, O
A=8545""1=|. - (1.64)
A 21 A no

in care dimA4 , =r < n, deoarece are loc:

n ~ . PR
w; Avy :Zj:r+1ajkwivj =0, i=Lr, k=r+Ln.

Pe de altd parte, Cv, =0, k=r+1n, ceea ce conduce la:
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C=Cs'=[C, 0] (1.65)

co

In aceste circumstante prin transformarea ¥ = Sx (v. (1.25)) sistemul (1.1),
(1.2) se transforma in echivalentul (1.26), (1.27), cu (1.28), in care matricele A si
C au formele (1.64) si (1.65). Acestea corespund de fapt ecuatiilor (1.61), (1.62),

cu dim A4, = <n. Matricele B, B, au forme determinabile.

Pentru a arita ¢ perechea (C Zlco) este complet observabild se aplica

Cco?

Teorema 1.9. Se scrie:

- O - ~ T
r:rang@:rang@S”:rang@:rang[CT,ATCT,...,(AT)”*ICT] =

1 ~ y ~ ~ =17
_ rang| Ceor Aco Ceor 2 (o)™ Cot (Ae)"Clor -, (Ae0)"™Clo | _
0. 0 - 0 0. 0

~ ~ T ~
(A ICE =dimA,.

Aceasta demonstreazi ci perechea (C.,,4,,) este complet observabila.

co?

Suficienta este evidentd. O

Observatia 1.12
Relatia (1.63) aratd cd dacd ve X, atunci Ave X . Se spune ca spatiul

neobservabil X este A-invariant si se scrie:

AX, CX,,.O (1.66)

Observatia 1.13
Teorema 1.18 evidentiazd structura sistemului sub aspectul observabilitatii

starii. Se disting doua subsisteme: unul de stare complet observabild (4, ) si unul de
stare neobservabild ( A4 no )- Echivalent, spatiul stdrilor este suma subspatiilor
observabil X, si neobservabil X  , adica X &X, =R". X  =R" este

echivalentd cu completa observabilitate a sistemului. Pentru &' ;) C R” sistemul

este de stare incomplet observabila si pentru X, ={0} este de stare neobservabild. O
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Observatia 1.14
Teorema 1.18 aratd cd valorile proprii ale matricei ;Ino sunt zerourile de

decuplare la iesire ale sistemului (1.61), (1.62) sau ale sistemului echivalent (1.1),
(1.2). Ca urmare, conform Teoremei 1.17 rezulta ca:

dimX,, =dimKer@=dimd4,,=n,,=n—r,

A q- o . .
unde n,, =dim4 ,, este numarul zerourilor de decuplare la iesire. O

Exemplul 1.3

Se considera sistemul de la exemplul 1.2. Si se determine subspatiul
neobservabil si descompunerea structurala de forma (1.61), (1.62).

In conformitate cu Teorema 1.5 (iii) se poate scrie:

C -3 1 1
rang @ =rang| CA |=rang| 1 1 =3|=2<n=3.
CA? 1 -3 5

Ca urmare, din (1.59) rezulta:

Ker@:{xeR”; x=[1 2 I]TOL; OLER}.
in aceste conditii se alege vy =[1 2 1", si se adauga v, =[1 0 0],
v,=[2 1 O]T , astfel incat v,, v,, vy sunt liniar independenti(v. Anexa A). In

aceasta situatie se obtin:

12! W, -2 3
Sil = [Vl V ! V3]: 0 1 i 2 . S = 1’1}% == 9____1_____%
0] wyl [0 0 1
Folosind relatiile (1.28) rezulta: E ,ZICO‘:
1o=2 3o o -1 201] [-24=11 0
A=545""=0 1 -21 0 =30 1i{2|=|1 01 0],
0 0 1|0 1 =3[0 0] 0 11-1
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-2 3] [~
B=SB=0 1 =2|[1|=|1],
0 0 1|0] [0 Co
1 211
C=cs'=[-3 1 1o 11i2/=[-3"-5]0
0 01

Asadar sistemul echivalent (1.61), (1.62) are forma:

| o|=2 -1l ojxa] |-1 %
BI=| 101 0%+ Lw y=[-3 -5]0]% .0
G [0 1 =1x| |0 %

¢. Descompunerea canonica Kalman

Prin Definitiile 1.1 si 1.2, Teoremele 1.1 — 1.4, 1.11, 1.13, 1.15, 1.16 si
respectiv 1.5 — 1.7, 1.9, 1.12, 1.14, 1.17, 1.18 au fost definite si caracterizate doua
proprietati duale (Teorema 1.8) distincte: controlabilitatea si observabilitatea starii.

Ambele proprietati sunt structural dihotomice (Teoremele 1.15, 1.16 si 1.17,
1.18). Ca urmare, sistemul (1.1), (1.2) poate fi descompus in patru subsisteme si
anume: S| — de stare complet controlabila si neobservabila, S, — de stare complet

controlabila si complet observabila, S; — de stare necontrolabild si neobservabila,
S4 —si de stare necontrolabila si complet observabild. Subspatiile corespunzatoare

sunt: X}, X, X3, X, . In legituri cu acestea se poate formula urmitorul rezultat.

Teorema 1.19
Sistemul (1.1), (1.2) este de stare incomplet controlabild si incomplet
observabila daca si numai daca el este echivalent cu sistemul reprezentat prin:

Ay A Ay A, B,

.0 4 0 A4 5

$= 27 M By, (1.67)
0 0 Ay 4y 0
0 0 0 Ay 0

y=[ ¢ 0 64]x+[)(')u, (1.68)
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in care A;; sunt matricele de evolutie ale subsistemelor S;,i =1,4, de dimensiuni:

dim4,, =n, =dimIm CNKer® < n,
dimA4,, =n, =dimIm € —n, >0,
dim 44, = dimKer@ —n, >0,
dimA,, = n—n,—ny>0.0

(1.69)

). Necesitatea. Fie subspatiul de stare complet controlabild si de stare

neobservabila:

X, =ImCNKerd. (1.70)

Atunci subspatiul controlabil, Im€ (v. Teorema 1.15), se exprima ca suma

directa a subspatiilor: X'} — de stare complet controlabild si de stare neobservabila,

si X, — de stare complet controlabila si de stare complet observabila. Se scrie:

Fie subspatiile &}, X,, &5, X, cu urmatoarele caracteristici:

dlmX1:n1<n’ XIZ{Vl, ..................... ,an},
dlmX2:n2>0’ XZZ{Vn1+1, ............ 7Vn1+n2}’
dim&X3 =n3>0, X;= {Vn1+nz+19""vn1+nz+n3}’

dimX,=n, >0, X4:{Vn1+n2+n3+17 ......... ,v,,},

in care, prin relatiile din dreapta, s-au dat reprezentérile prin bazele de vectori.
Intrucat Im€ si Ker@ sunt A -invariante (v. Observatiile 1.9 si 1.12), din

(1.70) rezulta ca si X este A -invariant. Ca urmare se poate scrie:

_ noo~ 1 .,
Ave=) "1y, k=1n,

in care a & sunt constante adecvat alese. De asemenea, conform cu (1.71) se scrie:

N\t o -
Avk—zjzl ajvi, k=n+1n +ny.

136



1. Analiza bazatd pe reprezentarea de stare

In mod similar, Ker©@ = X, @ X5 este 4 -invariant si ca urmare:

_ nitnytng o _
Avk—z lfkv +Zl nyny ka7 k—n1+n2+l,n1+n2+n3,

unde a;; sunt constante adecvat alese. Dar X', nu este A -invariant si se scrie:

Avy :Z;’:l ajv;, k=ni+ny+n3+ln,

unde a & sunt constante adecvat alese. Totodata, se introduc matricele:

1_
A\ [Vl’ Vi, Ivn1+1""=vn1+n2 Ivn1+n2+1""ﬂvn1+n2+n3 Ivn1+n2+n3+lﬂ""vnl )

T
|or Tl T T T T | T T
S = [Wl T :Wn1+n2+1""’wn,+n2+n3 :Wn1+n2+n3+l’“"wn )
1, i=j 1_
w;v, = ) i,j=1n
/ 0,i=0 "~ ’

in aceasta situatie, folosind prima relatie din (1.28) rezulta:
Ay Ay Az Ay
0 222 0 224
0 0 1:133 234 ’
0 0 0 Ay

A=SAS ' =

in care s-a avut in vedere ca:

wiAv, =0, i=n+1, n+n,, k :m,k =n+n,+1,n+n,+ns,

= n1+ n2+ 1,n1+ n2+ ni, k= 1,n1+ ns,,

i=n+ny+ny+1,n, k=1,n+4n,+n;s.

Matricele B si C rezulta pe baza Teoremelor 1.16 si 1.18.

Suficienta este evidenta. O

O problema importantd din punctul de vedere al aplicatiilor este
determinarea subspatiului X'} =ImENKer@ (v. relatia (1.70)). Fie

nc?

ImC={v,...v, }, n,=dimlmC= n—dimAd, ,=n—n
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Ker@={vy,...V, }, Npo=dimKer@=dimA,,,

incare A, si A,, ausemnificatiile din Teoremele 1.16 si 1.18 si cérora le
corespund respectiv subspatiile ortogonale {[v;,...,v, ] 4, {[\—’1"“'\—’nno] 4.

Pentru X, rezultd, [50]:

1
X, = ﬂ[vl,...,vncc]i, [yl,...,\_/nno]l} }

Aceste subspatii ortogonale se determina prin inversarea matricelor:

~1_
ST =[Vy Vi Vi 41Vl s

-1
S :[\_/1,...,\_/%,ynmﬂ,...,\_/n] ,

incare v, q,-.,Vy i Vi +1re Yy aU fost addugati Tn mod corespunzator pentru

constituirea a doua baze de vectori Tn R".

Tn acest fel se obtin:

T T T T1T

S=[w,,...Ww. W yeeny W ,
[ 1 Nee ' Nee+l n]

T T T T1T

S=[w,,...w, ,W yeey W ,
= [—l —Ngo ' —Nep+1 _n]

ceea ce Tnseamna ca;

i T T
{[Mlv--v!nco] }— {WnCOJrl""’Wn }*

— T T wl T1L
/\_”1_{[Wncc+l,...,wn v‘LVnCO+1'---!‘LVn] }

Reprezentarea (1.67), (1.68) se numeste descompunerea canonica Kalman.
Eapune Tn evidenta structura sistemului (1.1), (1.2) si releva un fapt esential:
transferul intrare — iesire are loc numai prin subsistemul (A,,,B,,C,,D(’)). Pentru

a aborda aceasta problema se demonstreaza mai intai urmatorul rezultat.
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1. Analiza bazatd pe reprezentarea de stare

Teorema 1.20
Matricea de transfer a sistemului (1.1), (1.2) este invariantd in raport cu
transformarile liniare nesingulare ale vectorului de stare de forma (1.25).

9. Se demonstreaza cd matricele de transfer G(s)= C(I,s — A)~' B+ D(s)
(a sistemului (1.1), (1.2)) si G(s) = é(lns — 1:1)*15’ + [)(s) (a echivalentului (1.26),
(1.27), obtinut cu (1.25) si (1.28) satisfac identitatea G(s) = G(s) . Intr-adevir,
G(s)=C(,s—A) "B+ D(s)=CS (SS's—SAS ) 'SB+D(s)=
=CS'SU,s— A 'STISB+D(s)=C(I,s — A)~' B+ D(s) = G(s).0

Teorema 1.21
Daca sistemul (1.1), (1.2) este de stare incomplet controlabild si incomplet
observabila, atunci matricea de transfer are expresia:

G(5)=Cy(I,,s— A3y)"' B, + D(s), (1.72)

in care 4,,, B,, C,, D() si n, au semnificatiile de la Teorema 1.19.

D. 1n virtutea Teoremelor 1.19 si 1.20 se poate scrie:

Inls—fan —212 —213 —214 [;1
o 0 I, ,s—A4,, 0 —4,, Bl .
G()=[0C, 0C,] " By B 21 4 D(s) =
0 0 I,s—Ay —As, 0
0 0 0 I, s—Ay| |0
o 0 (I, s—Ay,)"! 0 X B
=[0C,0C,] " S 2|+
0 0 (1,8 — A33)~ X 0
0 0 0 (I,,s—A 47|l 0

+D(S) = éz(lnzs—gzz)iléz ‘I‘D(S)

Prin X s-au desemnat matrice determinabile. Forma lor concretd nu este
relevanta pentru demonstratie deoarece, pe parcurs, se inmultesc cu matrice nule. O
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II. Controlabilitatea si observabilitatea sistemelor dinamice liniare

Teorema 1.21
In polinomul caracteristic al sistemului (1.1), (1.2)

d(s)=det(I s — A)=det(l s — A) =

- ~ - - (1.73)
=det(/,, s — Ay )det(l, s — Ayy)det(l, s — Az3)det(l,, s — Ay4)

se disting: polinomul polilor (identic cu polinomul caracteristic al matricei 12122 )
p(s)=dy(s) =det(l, s — Ay,) (1.74)

si polinomul zerourilor de decuplare:

z0(s) =det(I, s— A;,)det(I, s — Az3)det(l, s — Ayy), (1.75)

in care det(/, s — Asy)det(] S~ Ayy) este polinomul zerourilor de decuplare la
intrare, det(l, s — Ayp)det(l nyS— As3) este polinomul zerourilor de decuplare la

iesire, si det(/,, s —As3) este polinomul zerourilor de decuplare la intrare — iesire. O

Exemplul 1.4

Se considera sistemul de la Exemplul 1.2. Sa se determine descompunerea
canonica Kalman, functia de transfer, polii si zerourile de decuplare.

De la Exemplele 1.2 si 1.3 se stie ca:

1 0 1
ImC=1|1|, 1|}, Ker@=1|2
0 1 1

Se constata ca:

1o+ 1 ' =p 2 1",
ceea ce implicd Im€ D Ker@ . Ca urmare:
1
X, =ImCnNKer@=Ker@=1|2{, n,=1.
1
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1. Analiza bazata pe reprezentarea de stare

Fie acum:
0
1

2
1

0
@1
1

ceea ce implicd n, =1, ny =0 (X33, ={0}) si ny, =1.

b

In consecintd, spatiul stirilor, R?, se reprezinti prin urmitoarea sumai

directd de subspatii:

=ImC€
—
1 0
R3=112]|lp 1|1
1 1
—
=Ker@

0

@110

1

completare

Folosind acum transformarea de similitudine (1.25), bazata pe:

O 1 0 0
sT'=l21110/, s=-2 1 0,
SN 1 =1 1
se obtin:
1tololo o —1[1 o0 of [~1!-11 -1
A=S5457'=[21110(1 0 -3]-2 1 0= 01 -11 -1,
LiLiajo 1 =31 =1 1] [0} 0 -1
1 0 o1 1 11010
B=SB=|-2 1 0||1|=|-1|,C=cs7'=[-3 1 1][21110(=[0]2]1]
1 =1 1ljo| |0 1011

C,=-2si C,=1.Urmeaza ci: d(s)=(s+1)?, z%(s)=(s+1)2 (cu un zero de

decuplare la intrare si un zero de decuplare la iesire), p(s)=d,(s)=s+1, si

G(s)=—2(s+1)~'.0
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II. Controlabilitatea si observabilitatea sistemelor dinamice liniare

1.3. Forme canonice

a. Forma canonicd controlabili

Demonstratia Teoremei 1.16 sugereazd o procedurd de obtinere a unei
reprezentdri intrare — stare — iesire avand o forma prestabilitd in ipoteza ca
perechea (4, B) din (1.1), (1.2) este complet controlabild si rangB=m<n .

Asadar rang @ = n si in consecintd se poate constitui o matrice de transformare S,

pe baza matricei € , procedind dupa cum urmeaza:

1° Se trec in revistd coloanele matricei de controlabilitate, € , de la stdnga la
dreapta, si se colecteaza numai acele coloane care sunt liniar independente (v.
Anexa A) fata de coloanele deja selectate.

2° Cu respectivele coloane se construieste matricea:

F =|by,Aby,.s A" 7'by by, Ay, AP by by Ab s A7 7D, | (1.76)

in care b;, i =1,m, sunt coloanele matricei B, si W, i =1,m , obtinuti implicit prin
. 0 T 1. m
selectia de la 1°, se numesc indicii de controlabilitate, cu Z i Hi=n.

Se remarcd in acest context cd p=max,.;., WU, este indicele de

controlabilitate a starii sau a perechii (A4, B) , definit deja la Observatia 1.3.

3° Se calculeaza:
-1 T T T r
F =f{fsrSu| > (1.77)

in care i =1,n, sunt liniile matricei F~!.

i°

4° Fie f, , linia corespunzdtoare indicelui
1

i .
k; :Zj:1 M, i=1lm.
Cu aceste linii se defineste matricea:

-1 -1 -
S: fk];a'“:(AT)ul sz;afk];a“'a(AT)uz sz;a-'-afkaa“'a(AT)“m lfk];n (178)

5° Se utilizeaza S si S~! in transformarea (1.28) si se obtine:
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1. Analiza bazata pe reprezentarea de stare

";ill lem
A= ,
‘Zlml Iamm
0 1 0 0 0 0 (1.79)
0 0 1 0 0 0
e PR S O | I G TA R I 0
i=l,m i,j=lm
i= |
X X X - X X X
- 0 0 0 O 0
Bl
0 0 0 O 0
B=| |, B, =|: SRR . (1.80)
I 00 0 - 0
Bm i=l,m
O --- 0 1 x - X
Tcoloana i

Prin X s-au marcat elementele, posibil, nenule.
C nu are, 1n acest context, o forma remarcabila.

Reprezentarea (1.26), (1.27) cu Asi B precizate mai sus se numeste forma
canonica controlabild a sistemului (1.1), (1.2). Denumirea este justificatd prin

aceea ca proprietatea de controlabilitate completi a perechii de matrice (A4, B) este
implicit asigurata prin definitie.

Este interesant de observat ci numirul de coeficienti nenuli din 4, altii
decat elementele unitare, depinde de indicii de controlabilitate. Numarul lor maxim
posibil este mn si corespunde situatiei in care primele n coloane ale lui € sunt

liniar independente (v. Anexa A).
Exemplul 1.5

Se considera sistemul descris de ecuatiile (1.1), (1.2) in care matricele
A,B,C,D au urmaitoarele forme:
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II. Controlabilitatea si observabilitatea sistemelor dinamice liniare

0

1
—-22
-23

0

0
—11
—6

0
0
—4
0

1
-2

—6

O >

S O O

1

0
0
1
3

Se cere sa se determine forma canonica controlabila.

Se porneste de la matricea de controlabilitate:

C =|B,AB,A’B,A’B|=

0
0
0
1

0
0
1
3

1
-2
0
-6

3
-6
—4

—18

—6
13
0
25

—18
39
16
75

25
—56
—11
-90

75
—168

-97
—270

din care se selecteaza coloanele 1 — 3 si 5. Prin urmare: p; =3 si p, =1.

144

In conformitate cu (1.76) si (1.77), se obtine:

0 1
0 -2
F =
0 0
1 -6
28 11
13 6
Fl=
2 1
0 0

—6
13
0

-3

0
0
1

Hf3 (kl =u,=3)

‘_f4 (kz =utp, =4

Cu (1.78) se determind matricea transformarii de similitudine (1.25):

Vg
f4
f4?

Ja

0




1. Analiza bazatad pe reprezentarea de stare

0 1 01!o0
|
L2 010
Sl = b
0 0 011
|
0 0 110

In aceste conditii din relatiile (1.28) rezulta matricele sistemului echivalent,
in forma canonica controlabild:

0 1 0] 0 0 0
|
1o 0 Lrol 0 0o _Jo 0 110
A= | , B= , C= ro.O
—6 -1 -6 0 1 3 0 0 01
———— e g4 ———— —_————
—11 0 0 5—4 0 1

b. Forma canonicd observabila

Aceastd forma canonicd poate fi construitd prin dualitate, pornind de la
forma canonica controlabila.

Pentru sistemul (1.1), (1.2) cu rang®=n si rangC= p<n se poate
construi o matrice de transformare S, pe baza matricei (¢, procedand dupa cum
urmeaza:

1° Se trec in revista liniile matricei de observabilitate, ¢/, de sus in jos, si se
colecteaza numai acele linii care sunt liniar independente fatd de liniile deja
selectate (v. Anexa A).

2° Cu respectivele linii se construieste matricea:

F=lel o anytel el a2 el el 4Ty ! T} L(1.81)
in care c;, i=1p ,p , sunt liniile matricei C, si v,, z:G, obtinuti in mod implicit

prin selectia de la 1°, se numesc indicii de observabilitate, cu Z fﬁlvi =n.

Se remarca in acest context cad v=max,.;.,V, este indicele de

observabilitate a starii sau a perechii (C, A), deja definit la Observatia 1.6.

3° Se calculeaza inversa matricei F :
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II. Controlabilitatea si observabilitatea sistemelor dinamice liniare

FU=[f, fosen fuls

in care f;, i =1,n, sunt coloanele matricei F' -1

4° Fie fk,- coloana corespunzatoare indicelui

i

k,-zzjzlvj, i=Lp.

Cu aceste coloane se defineste matricea:

— vi—1 voy—I -1
s 1:[fk1,...,A g A" e fi A

(1.82)

(1.83)

5° Se calculeaza S. Se utilizeazi S si S~ in relatiile (1.28) si se obtine:

AN
I
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ij
(vixv;)
iLj=1p

i=j

—

« linia i.

(1.85)
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Si 1n acest caz prin X s-au marcat elementele, posibil, nenule.

B nu are, in aceasta situatie, o forma remarcabila.

Reprezentarea (1.26), (1.27), cu Asi C precizate mai sus, se numeste

forma canonicd observabild a sistemului (1.1), (1.2). Denumirea se justifica prin

aceea ci proprietatea de observabilitate completd a perechii de matrice (C, 4) este

asiguratd implicit prin definitie.

Exemplul 1.6
Se considera sistemul (1.1), (1.2) cu urmatoarele matrice:

0

0
A=|0
0

1

1
0
0
0

1

0
0
0
1
0

0

0
0
0
0

1 0
0 0
0o 1 0 0 O
=0 1|, C= , D=0
0 0 -1 1 0
0 1
0 0

Se cere sa se determine forma canonica observabila.

Se porneste de la matricea de observabilitate:

(9T

0
1

0
0
0

0

0
0
0

0

-1 =2 0 1 0 0
-1 2 -1 -1 0 1
0O 0 0 0 0 0
0O 0 0 0 0 0
o 1 0 0 1 2]

Se aleg din @ /@ coloanele / liniile 1 -3 si 4 — 5. Prin urmare: v, =3, v, =2.

In conformitate cu (1.81), si (1.82) se obtin matricele:

0
0

F=|—-1

0
0

1
0
—1
0
0

0
0
0
—1
1

0
0
0

0
-1
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-1 0 -1 0 0
1 0 0 0 0
F'=l0 -2 0 0 1|
0 -2 0 1 1
0 -1 0 0 0
113 1/

k]ZV 1:3, k2:V1+V2:5

Avand in vedere (1.83), se determind matricea transformarii de similitudine

(1.25):

STV =[fi, Ay, AP f3, S5, Afs] =

Cu acestea, din relatiile (1.28) rezultd matricele sistemului

forma canonica observabila:

0 0 —-110 0
1 0 0 i 0 0
A=0 1 010 0|
00 010 0
0 0 -1 i 1 0
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1 -1 0 0 0

0 0 0 0 -1
s=lo 1 0 o0

0 1 1 0 o0

0 -2 -1 1 0

o3

-1

0
0
0
0

(@}

===

echivalent, In




2. Analiza bazata pe reprezentarea polinomiala

Relatiile stabilite 1intre reprezentarea polinomiala (1.6.1), (1.6.2) si
reprezentarea intrare — stare — iesire (1.1), (1.2) constituie calea fireasca a extinderii
conceptelor de controlabilitate | observabilitate a starii la cele de controlabilitate /

observabilitate a starii partiale. Aceste extinderi se realizeazd mutatis mutandis
(inlocuind Tn mod adecvat in Definitiile 1.1 i 1.2 starea x € R” cu starea partiala
weR"™).

2.1. Controlabilitatea starii partiale

Definitia 2.1

A. Un sistem dinamic se numeste de stare partiala complet controlabila
daca pentru orice ty >0 si orice Wy €R”, finiti, existd o marime de intrare
u(®)eR™, 1€[0,7,], care transfera w(¢) din orice stare initiala w(0)=w, in
orice stare finald w(t,)=w, =w,.

B. In caz contrar sistemul se numeste, dupd situatie, de stare partiali
incomplet controlabila sau de stare partiala necontrolabila. O

S-a ardtat in sectiunea 1.6.2 (v. relatia (I1.6.12)) ca sistemul (1.6.1), (1.6.2)
poate fi reprezentat prin matricea de sistem:

P(s) —Q0(s)
R(s)  V(s)

(s)=

. 2.1)

Totodata si sistemul (1.1), (1.2) poate fi reprezentat prin matricea de sistem
(v. sectiunea 1.6.2, relatia (1.6.13)):

I,s—A —B
C  D(s)

Ty(s)2 . 2.2)

Extinderile avute in vedere se bazeazd pe echivalenta in sens strict (v.
sectiunea 1.6.3) Intre matricea de sistem (2.1) si matricea de sistem (2.2), prin care
controlabilitatea starii partiale este echivalentd cu controlabilitatea starii, [84],
[111], [141].



II. Controlabilitatea si observabilitatea sistemelor dinamice liniare

In aceste circumstante, prin analogie cu Teorema 1.13 se poate formula
urmatorul rezultat de controlabilitate completa a starii partiale.

Teorema 2.1
Sistemul (1.6.1), (I.6.2) este de stare partiald complet controlabila daca si

numai daca pentru valorile proprii A;, i =1,n, ale sistemului au loc:

rang[P(x -0 l.)] =dimP(s)=r, i=1,n.0 (2.3)

In virtutea echivalentei in sens strict si prin analogie cu Teorema 1.11 se
poate formula si urmatorul rezultat.

Teorema 2.2

Sistemul (1.6.1), (1.6.2) este de stare partiald incomplet controlabila daca si
numai daca are zerouri de decuplare la intrare. O

Utilizand acum ireductibilitatea reprezentdrii polinomiale (v. Definitia 1.6.3),
se obtine urmatorul rezultat de controlabilitate completa.

Teorema 2.3

Sistemul (1.6.1), (I.6.2) este de stare partiald complet controlabila daca si
numai daca matricele P(s) si O(s) din (1.6.3) sunt relativ prime la stdnga. O

Se stie ca zerourile de decuplare la intrare ale sistemului (1.6.1), (1.6.2) (cu
matricea de sistem (2.1)) sunt zerourile matricei (v. Teorema 1.6.4):

L,(s) £ [P(s) | —0(s)]. (2.4)

Din acest fapt urmeaza ca folosind Teorema 2.1 se poate formula si
urmatorul rezultat.

Teorema 2.4
Sistemul (1.6.1), (I1.6.2) este de stare partiald complet controlabila daca si
numai daca pentru toti s € C are loc:

nrang [P(s) | —QO(s)|=dimP(s)=r. DO (2.5)

Exemplul 2.1

Se considerd sistemul cu reprezentarea polinomialad de la Exemplul 1.6.3. Sa
se studieze controlabilitatea partiala a starii.

Valorile proprii ale sistemului se determina ca zerouri ale polinomului:

150



2. Analiza bazata pe reprezentarea polinomiala

det P(s) =s2(s+1)(s +2)(s +3).
Acestea sunt: 7“1,2 =0, Ay=—1, Ay =—2, As=—3.

Se evalueazi: rang|[P(A;)|—O(\,)|=r, i=1,5. Pentru A1, =0 se obtine:

rang[P(0) | —Q(0)|=2<3

si conform Teoremei 2.1 sistemul este de stare partiald incomplet controlabila. O

2.2. Observabilitatea starii partiale

Definitia 2.2
A. Un sistem dinamic se numeste de stare partiala complet observabila daca
pe baza cunoasterii marimilor de intrare u(¢) si de iesire y(¢) peste un interval

finit de timp [0,7,] , ¢,>0, se poate determina starea partiala initiala
w(0) =w, € R" oricare ar fi aceasta.

B. in caz contrar sistemul se numeste, dupa situatie, de stare partiali
incomplet observabila sau de stare partiala neobservabila. O

In virtutea argumentelor invocate deja la inceputul acestui subcapitol, prin
dualitate, pe baza Teoremei 2.1 se poate formula urmatorul rezultat de
observabilitate completa a starii partiale.

Teorema 2.5
Sistemul (1.6.1), (1.6.2) este de stare partiald complet controlabila daca si

numai daca pentru valorile proprii A;, i =1,n, ale sistemului au loc:

P(;)

R(A))

rang =dimP(s)=r, i=1,n.0 (2.6)

Utilizand acum ireductibilitatea reprezentérii polinomiale (v. Definitia 1.6.3),
prin analogie cu Teorema 2.3 se obtine urmatorul rezultat de observabilitate
completd a starii partiale.

Teorema 2.6
Sistemul (1.6.1), (1.6.2) este de stare partiald complet observabila daca si
numai daca matricele P(s) si R(s) din (1.6.3) sunt relativ prime la dreapta. O
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II. Controlabilitatea si observabilitatea sistemelor dinamice liniare

Pornind de la teoremele precedente, in virtutea echivalentei in sens strict §i
prin analogie cu Teorema 1.12 se poate formula si urmatorul rezultat.

Teorema 2.7

Sistemul (I.6.1), (1.6.2) este de stare partiald incomplet observabila daca si
numai daca are zerouri de decuplare la iesire. O

Se stie cd zerourile de decuplare la iesire ale sistemului (1.6.1), (1.6.2) (cu
matricea de sistem (2.1)) sunt zerourile matricei (v. Teorema 1.6.6):
P(s)

T,(s) = R(s)

: 2.7)

Din acest fapt urmeaza ca folosind Teorema 2.5 se poate formula si
urmdtorul rezultat.

Teorema 2.8
Sistemul (1.6.1), (I.6.2) este de stare partiala complet observabild daca si
numai daca pentru toti s € C are loc:

P(s)
nrang }ES_) =dimP(s)=r.0O (2.8)

Exemplul 2.2

Se considera sistemul de la Exemplul 2.1. Si se studieze observabilitatea
starii partiale.

S-a ardtat la Exemplul 2.1 cd valorile proprii ale sistemului sunt:

Mr=0, A3 =—1, Ay =—2, ks =—3. Pentru a utiliza Teorema 2.8 se evalueaza:
P(h; —
rang () =r, i=L5.Pentru A;, =0, A; =—1 se obtin:
R ’
PO)| _ P=D)_
rang R(0) =2<3, rang R(=1) =2<3.

Conform Teoremei 2.5 sistemul este de stare partiald incomplet observabild. O
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3. Controlabilitatea functionala si
observabilitatea functionala

Proprietatile de controlabilitate si observabilitate, asa cum au fost statuate
prin Definitiile 1.1 — 1.3 si 2.1, 2.2, au, In mod evident, un caracter punctual.

esentiala este existenta unei marimi de intrare u(¢) care si realizeze evolutia iesirii
y(t) din orice iesire initiala y(0) =y, in orice iesire finald y(z,)=y,, fara ca

traiectoria dintre ele sa fie impusa.
Din punctul de vedere al aplicatiilor exista situatii in care traiectoria pe care
evolueazd marimea de iesire »(f) sub actiunea marimii de intrare u(z) are o

semnificatie aparte. Acest lucru trebuie inteles in sensul existenfei unei marimi de
intrare u(¢) care determina (in sens cauzal) evolutia marimii de iesire y(¢) de-a

lungul oricarei traiectorii prescrise. Evident ca acest tip de controlabilitate a iesirii
are caracter functional si se deosebeste esential de controlabilitatea iesirii (v.
paragraful 1.1.c), care are caracter punctual.

In mod similar si prin dualitate, se introduce observabilitatea functionald a
intrarii prin care se intelege posibilitatea determindrii marimii de intrare (unice)
u(t) , oricare ar fi aceasta, care produce o marime de iesire y(¢), cunoscuta.

Ambele concepte s-au dovedit foarte utile in analiza sistemelor automate
multivariabile (v. sectiunea IV.1.1), ca si In unele aspecte legate de interconectarea
sistemelor dinamice, [94].

Pornind de la acest mod de abordare, mai degraba euristic, al controlabilitatii
functionale si al observabilitatii functionale, pentru a pregéti un studiu riguros, se
vor da mai intéi cateva rezultate pregatitoare.

3.1. Inversabilitatea matricelor de transfer

Este de domeniul evidentei cd in abordarea matematica a controlabilitatii /
observabilitatii functionale, problema de fond este aceea a surjectivitatii /
injectivitatii transformarii functionale liniare Y(s)= G(s)U(s) (v. (1.4.1)), prin
matricea de transfer G(s). Concret si in ultima analiza, aceasta problema este intim

legata de existenta unei inverse la stdnga / dreapta a matricei G(s).
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Definitia 3.1
O matrice Gy(s), de dimensiuni m X p, se numeste o inversa la dreapta a

matricei de transfer G(s) daca:
G(s)Gr(s)=1,.0 (3.1)

Din aceasta definitie rezultd imediat cd existenta unei inverse la dreapta a
matricei G(s) implica In mod necesarca p <m.

Teorema 3.1
Matricea de transfer G(s) are o inversa la dreapta daca si numai daca:

nrangG(s)=p. (3.2)
9. Necesitatea. Se presupune ca (3.2) nu are loc, adica nrang G(s) < p. Dar,
conform ipotezei, existd o anumitd matrice GR(S) pentru care G(s) GR(S):I P

Atunci, conform inegalitatii Sylvester, privitor la rangul produsului G(s) GR (s) se

poate scrie:
p=rang/, =nrang G(s) GR (s) <min[nrang G(s), nrang GR < p.

Evident, acest rezultat este absurd si, ca urmare, necesitatea este dovedita.
Suficienta. Daca nrang G(s) = p , atunci existd, in mod particular, o matrice

M constantd, de dimensiuni mx p si rangM = p , astfel incat G(s)M este

patratica si nesingularda. De exemplu, o astfel de matrice este cea care colecteaza in
G(s)M toate coloanele liniar independente ale matricei G(s). In aceste conditii

este posibil sa se construiasca:
1
(al) Gr(s)=M[G(s)M| . (3.3)

Aceasta este o inversa la dreapta a matricei G(s), fapt verificabil folosind (3.1). O
Este evident cd inversa la dreapta a matricei G(s), conform relatiei (3.3), nu

este unicd, deoarece matricea M nu este unica. In general, M poate fi inlocuita cu
o matrice polinomiala sau cu elemente rationale. O astfel de inversd este pseudo-
inversa la dreapta (numita si inversa Moore — Penrose la dreapta):

(a2) G4 (s)= GT(S)[G(S)GT(S)TI. (3.4)
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Definitia 3.2
O matrice G;(s), de dimensiuni m X p, se numeste o inversa la stdnga a

matricei de transfer G(s) daca:
G, (s)G(s)=1, .0 (3.5)

Din aceastd definitie rezultd imediat cd existenta unei inverse la stanga a
matricei G(s) implica In mod necesarca m < p.

Teorema 3.2
Matricea de transfer G(s) are o inversa la stdnga daca si numai daca:

nrangG(s)=m . 0O (3.6)

Demonstratia este similara cu aceea a Teoremei 3.1.
Analog cu (al) si (a2), se pot construi urmatoarele doud inverse la stinga:

(b1) G.(s)=[NG(s)] ' N, (3.7)

in care N este o matrice constantd, de dimensiuni mx p si rang N =m, care

colecteaza in N G(s) toate liniile liniar independente ale matricei G(s).

(b2) G, (5)=[GT(5)G(s)]  GT(s). (3.8)

care este pseudo-inversa la stanga (numita si inversa Moore — Penrose la stinga).
In cazul solutionarii ecuatiilor matriceale pseudo-inversele sunt unice [8].

Exemplul 3.1

Se considera matricea de transfer de la Exemplul 1.4.2.

Sa se studieze existenta unei inverse.

Intrucat p =2 <m =3, rezulti ci este posibild numai existenta unei inverse

la dreapta. Intr-adevar, nrang G(s) =2 si conform relatiei (3.3) se poate scrie:

Gr(s) =M (G(s)M) ' = |

1 0 11 0 %1 0 s+l 0]
o 1 SJ; 1 (H)I(H Mo 1| =lst2 st2
0 oll|- 00 0 0
s+1 s+2 s+2
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3.2. Controlabilitatea functionala a iesirii

Definitia 3.3
A. Un sistem dinamic se numeste de iesire complet controlabila functional

daca existd o marime de intrare u(z), t € R, care genereazd o evolutie dorita a

marimii de iesire y(¢), t € R, oricare ar fi aceasta.
B. In caz contrar si in mod nuantat sistemul se numeste de iegire incomplet

controlabila functional sau de iesire necontrolabila functional. O

Teorema 3.3
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) Sistemul (I.4.1) este de iesire complet controlabila functional.

(if) G(s) are o inversa la dreapta.
(iii) nrangG(s)=p.
9. Conform Teoremei 3.1 rezulta (if) < (iii) .

Conditia (7) este echivalenta cu existenta unei solutii U(s) a ecuatiei (I.4.1)

oricare ar fi Y(s). Folosind inversa generalizata G 8(s) alui G(s), [8], se scrie:
U(s)=G2()Y(s)+]|G2(5)G(s)— 1, |U(s), (3.9)

care exista daca si numai daca pentru orice Y(s) are loc conditia de consistenta:
[G(s)Gg(s)—lp]Y(s)zo. (3.10)
U (s) € C™ este arbitrar, iar inversa generalizatd G £(s) se defineste prin:
G(s)GE(s)G(s)=G(s) . (3.11)
Pornind de la (3.1), si consistent cu (3.11), se adopta:
G8(s)=Gg(s). (3.12)
Inlocuind (3.12) in (3.9) se obtine solutia:
U(S):GR(s)Y(s)—l—[GR(s)G(s)—Im]U(s), (3.13)

care existad pentru orice Y(s). Aceasta deoarece conditia de consistentd (3.10) are

loc pentru orice (3.12) cu (3.1) si pentru orice Y (s). Urmeaza ca (i) < (ii). O
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Exemplul 3.2

Pentru sistemul de la Exemplu 1.1, cu b=c=0, si se analizeze
controlabilitatea functionala a iesirii.

Pentru b= ¢ =0 se obtin:

s+4 s+4 0

1 Y4 st4 0 |, detG(s)£0, Gp(s)=G1(s).

G(s)=—— s
(s+1)(s+4)
0 0 s+l

Ca urmare sistemul este de iesire complet controlabila functional. O

Observatia 3.1

Se reaminteste ca sistemul de la Exemplul 1.1, pentru cazul b=c =0, are
doua zerouri de decuplare — unul la intrare si unul la iesire. Conform Teoremelor
1.11 si 1.12 sistemul este de stare incomplet controlabila si incomplet observabila.
Acest fapt nu are vreo influentd asupra controlabilitatii functionale a iesirii. O

3.3. Observabilitatea functionala a intrarii

Definitia3. 4

A. Un sistem dinamic se numeste de intrare complet observabila functional
dacd pe baza cunoasterii evolutiei marimii de iesire y(¢), t€ R, se poate
determina marimea de intrare (unicd) u(z), t € R, , oricare ar fi aceasta.

B. In caz contrar si in mod nuantat sistemul se numeste de intrare incomplet

observabila functional sau de intrare neobservabila functional. O

Teorema 3.4
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) Sistemul (I.4.1) este de intrare complet observabila functional.
(if) G(s) are o inversa la stanga.
(iii) nrangG(s)=m .
). Conform Teoremei 3.2 rezultd (ii) < (iif) .
Conditia (i) este echivalentd cu existenta unei solutii (unice) U(s) a ecuatiei
(I.4.1) pentru un Y(s) dat (generat de U(s) ). S-a vazut ca ecuatia (1.4.1) are
solutia (3.9) daca si numai daca are loc (3.10), cu (3.11).
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Pornind de la (3.5), si consistent cu (3.11), se adopta:

GE(s)=G,(s). (3.14)

Urmeazi ci (i) < (if) . Intr-adevir, inlocuind (3.14) in (3.9) rezulti solutia:

U(s)=G(s)Y(s) (3.15)
(unica pentru G, (s) = G} (s), v. relatia (3.8)), care exista daca i numai daca:

[G(S)GL(S)—IP]Y(S)ZO. (3.16)

Conditia (3.16) rezultd din (3.10) si (3.14). Evident, ea este satisficutd deoarece
Y(s) nu este arbitrar, ci este generat (cauzal) de U(s) conform ecuatiei (1.4.1). O

Exemplul 3.3
Pentru sistemul de la Exemplu 1.1, cu b=c=0, si se analizeze
observabilitatea functionald a intrarii.

La Exemplul 3.2 s-a aritat ci existi G~ !(s). Urmeazi ci sistemul este de

intrare complet observabild functional. O

Observatia 3.2

Sistemul de la Exemplul 1.1 are doua zerouri de decuplare (la intrare si la
iesire), adica este de stare incomplet controlabild / observabild (v. Teoremele 1.11,
1.12). Acest fapt nu influenteaza observabilitatea functionala a intrarii. O

Observatia 3.3
Controlabilitatea functionald a iesirii i observabilitatea functionald a intrarii
sunt proprietati duale. Pentru a sustine aceastd afirmatie se defineste sistemul:

Ya(s)=GT()Us(s), us =L U ERP, yo = L UV} ER" (3.17)

care este dualul sistemului (1.4.1). Conform Teoremelor 3.1 si 3.2, se poate construi
o inversd la dreapta a sistemului (I.4.1) pe baza unei inverse la stinga a dualului
(3.17) si viceversa. Ca urmare se poate formula urmatorul rezultat. O

Teorema 3.5

Sistemul (I.4.1) este de iesire / intrare complet controlabild / observabila
functional dacd si numai dacad dualul sdu (3.17) este de intrare / iesire complet
observabila / controlabila functional. O
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Observatia 3.4
Simultaneitatea controlabilititii si observabilitatii functionale complete a

iesirii si respectiv intririi este echivalentd cu existenta inversei G~!(s), iar aceasta

implica in mod necesar m = p . O

Observatia 3.5

Intre controlabilitatea / observabilitatea stirii (partiale) si controlabilitatea /
observabilitatea functionald a intrarii / iesirii nu exista relatii de interdependenta.
Acest fapt a fost ilustrat in cadrul Exemplelor 3.2. §i 3.3. O

3.4. Conditii de inversabilitate

Conditiile de inversabilitate (3.2) si (3.6) sunt dificil de aplicat deoarece
G(s) este o matrice cu elemente rationale. O altd abordare, interesanta si teoretic,

se bazeaza pe reprezentarea de stare. Sistemul (I.4.1) are forma (1.2.1), (1.2.2), iar
inversul sau (la dreapta — (3.13) sau la stdnga — (3.15)) are reprezentarea:

t=Az+By, teR,, zeR", yeR?, (3.18)

u=Cz+D()y, ueR™. (3.19)
Matricea de transfer a acestui sistem are expresia:

G(s)=C(I;s — A) " 'B+D(s) . (3.20)

De exemplu, pentru inversa la dreapta are loc Gy(s)= G(s) si, totodati
trebuie sa fie satisfacuta (3.1) cu (1.4.2) si (3.20), adica:

[CU,s—4)'B+D(s)||[C(15— A) "B +D(s)|=1,,.

Se considera acum transpusa relatiei precedente si se obtine:

(BT (Iys— A7) 'CT + D (s)|[BT(I,s— A7) 'CT+ DT (s)|=1,,.
Aceasta relatie conduce la constatarea ca sistemul urmator:

Z'*:ZTZ*+5Ty*, teR ., z« eR”, y. €R™,

u*:ETZ*+5T(.)y*, u*ERp,
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care este dualul sistemului (3.18), (3.19), este in acelasi timp inversul la stanga al
sistemului:

)'C*:ATX*_FCTU*, tER+, X*GR”, y*GRP,
y* :BTX* +DT(')M*, y* ERm

Acesta, la randul sau, este dualul sistemului (1.2.1), (1.2.2).

Desigur cd se poate considera cd (3.20) este o inversa la stanga, dar
rezultatul la care se va ajunge este previzibil prin dualitate. Concluzia este cea deja
enuntata prin Observatia 3.3 si Teorema 3.5.

In situatia in care un sistem dat este cunoscut prin reprezentarea de stare
(1.2.1), (1.2.2), cu D(") = D = constant, cateva conditii de inversabilitate la dreapta,
echivalente intre ele, sunt cuprinse in rezultatul urmator. Conditii similare de
inversabilitate la stdnga se pot obtine prin dualitate.

Teorema 3.6
Pentru sistemul reprezentat prin ecuatiile (1.2.1), (1.2.2), cu D()=D =

constant, afirmatiile urmatoarele sunt echivalente:
(i) Sistemul este inversabil la dreapta (complet controlabil functional la iesire):

(i) rang®(4, B, C, D)= p(n+1), (3.21)
D CB CAB .. CA™B .. CA4*'B
0 D CB .. CA"B .. CA* B
®(4,B,C,D)=|0 0 D .. CA"3B .. CA**3B|.(3.22)
0 0 0 . D .. CA™B
(iii) rang¥(4, B, C, D)=(n+1)(p+1), (3.23)
-4 -B I, 0 0
C D 0 0 0
0 0 —4 -B I,
¥Y(4,B,C,D)2/0 0 C D 0 . (3.24)
—A4 —-B I,
C D
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l,s—A —B

(iv) nrang =n+p.0 (3.25)

C D

Pe baza relatiilor (3.21), (3.23) si (3.25) si pentru D=0 este posibila
obtinerea unor conditii aplicabile practic, mai putin laborioase sub aspectul
calculelor.

Se porneste de la faptul cd pentru rang B=m < n existd o matrice M , de

ordinul 7, nesingulara, astfel incat:

1

m

. (3.26)
0

BAMB=

Folosind transformarea x=Mx in (1.2.1), (1.2.2) se obtine sistemul

echivalent (1.26), (1.27) cu (3.26) si cu matricele:

. ‘:111 ‘:112 }m - - - -
A=MAM ' =| , C=CM =[C, C,|, D=0.327)
Ay Ay [fn—m m  n—m
—— ——
m n—m

Teorema 3.7
Pentru sistemul (I1.2.1), (I.2.2), care este echivalent cu (1.26), (1.27), cu
(3.26), (3.27), urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) Sistemul este inversabil la dreapta (complet controlabil functional la iesire).

(i1) nrang[él—|—(~72(1m7ns—;122)*11:121]:p. (3.28)

(iii) rang ®(A,y, Ay, C, C;)=p(n—m+1). (3.29)

(iv) rang ¥(4,,, A5, C,, C))=(n—m+1)(n—m+ p). (3.30)
Lyws—Ay  —Ay

(v) nrang . . |=n—-m+p.0O (3.31)
C2 Cl

Matricele ® si W au fost definite prin relatiile (3.22) si respectiv (3.24).
Conditii similare de inversabilitate la stinga se pot obtine prin dualitate.
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Exemplul 3.4
Se considera sistemul (1.2.1), (I.2.1) cu n=3, m=p =2 si:
1 1 3 1 -1
1 -1 0
A=1 5 1, B=|0 1|, C= , D=0
1 0 1
3 1 1 —1 0

Sa se afle daca este inversabil la dreapta (complet controlabil la intrare).
In conformitate cu (3.26) se poate scrie:

1 1 oft 1t 31 -1 o [-2 44
|

A=MAM~'=0 1 o1 5 1/0 1 oof=|0 411
e -
L1 13 1 =1 0 1] |0 425
m——y == J“l--l IIJI'--\
JeyRtey Ay} Ay
1o1oo] e R D22

3 1 -1 0 1 yo0 lvo]

1 0 1 2 21
11 1

- - s=510 =2
Lyms— Aoy 1 —dy -t —
nrang|—---z------ {---5-— =nrang| 0 ! 1 0 |=3
2 ! 1 |
' 12 2

Urmeaza ca sistemul considerat este inversabil la dreapta (complet
controlabil functional la iesire). In mod similar se poate arita ci sistemul este
inversabil la stdnga (complet observabil functional la intrare). O
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4.1. Realizari directe

S-a aratat la 1.4.1 ca problema obtinerii unei realizari a matricei de transfer
G(s), de dimensiuni pxm si cu elemente rationale, se reduce la determinarea

matricelor 4, B si C de dimensiuni respectivexn, nxm,si pxn astfel incat:
C,;s—A)'B=G's), 4.1)

in care GO(s) este partea strict proprie, unic determinati, a matricei G(s) (v.
relatia (1.4.7)). In ceea ce priveste partea polinomiald D(s) a matricei G(s), prin

transformarea inversa Laplace, corespondentul ei in (1.2.2) este D(").

utilitate sunt Teoremele 1.19 si 1.21 (v. paragraful 1.2.c). Conform relatiei (1.72),
G(s) este complet determinati de tripletul (222,32,62) al subsistemului de
stare complet controlabild si complet observabild. Restul subsistemelor (de stare
necontrolabild si / sau neobservabild) nu au nici o contributie in G°(s) . Consecinta

acestui fapt este ca problema (4.1) nu are solutie unicad. $i anume in sensul ca, pe
de o parte, ordinul # al realizarii (4, B, C) nu este unic si, pe de alta parte, pentru

n dat, conform Teoremei 1.20 (v. paragraful 1.2.c), existd o infinitate de triplete
(4, B, C), echivalente intre ele (prin relatii de forma (1.28)) care satisfac (4.1).

Desigur ca, 1n aceste circumstante, prima problema de rezolvat este aceea a
existentei unei realizéri (4, B, C) conform relatiei (4.1).

Teorema 4.1

Fiind dati matricea strict proprie G°(s), de dimensiuni pxm , existd o
realizare (A4, B, C) conform relatiei (4.1) cu »n adecvat ales.

). Se vor da doua demonstratii constructive. Fie:
q(s)=s"+a;s" ' +..+a,_s+a,

c.m.m.m.c. al numitorilor tuturor elementelor neidentic nule ale matricei G°(s) .
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Ca urmare, ¢q(s)G?(s) este o matrice polinomiala si se poate scrie:
= r 0.,
GOs)=q ()Y, GLs"*, 4.2)

in care G,?, k=1,r, sunt matrice pxm constante, unic determinate. Se va arita

in continuare cd pe aceastd bazd se pot construi doud realizédri conform relatiei
(4.1), cu n adecvat ales.
Prima demonstratie. Fie

—-al, - —a, I, —a,l, 1, (G)HT !
I, - 0 0 0 GHT
A=| : : : LB=|:i],C= : .(4.3)
0o - 0 0 0 G2 T
0 I, 0 i (GO
(mrxmr) (mr>xm) “pmr)

Cu acestea se calculeaza urmatoarea matrice de dimensiuni mr xm:
Z=U,,s—A)'B,

In acest scop se multiplica la stinga cu (I mrS —A) sl se obtine:
sZ—AZ=B8.

T N
Se inlocuiesc 4 si Z2[Z],...ZT|" (Z.k=1r,de ordinul m). Rezulta:

SZi+y a2y =1, $Zy—Z,=0, i=1r—1.
Mai departe, prin substitutii succesive, se obtin:

T
Z., Z,=q '\9I,.

Z=|s"1,,5"2,..1,| Z,

In aceste circumstante se poate scrie:

Cllys = A 'B=CZ=|G),G1,..Ga )]s Ly 2 ey -

=g ()Y, _,Gis"F=G%s).
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A doua demonstratie. Fie

—ay, 0 - 0 G 0
A=| : LB=| ¢ |,c=]:] . (4.4)
—a, I, 0 - I, GO, 0
—a,d, 0 - 0 GO 0
— —
rn) (Gram D

Cu acestea se calculeaza mai intai matricea de dimensiuni p X pr :
W=C,s—A)".

In acest scop se multiplici la dreapta cu (I pr$—A) sise obtine:
sSW—-WA=C.

Se inlocuiesc 4 si W £ [WI,WZ,...,W,} (Wk,kzl,_r, de ordinul p ). Rezulta:

SVVl +Z/};:1akVVk :Ip7 SVI/;LH _VVZ :0, izl,l"—l .
Mai departe, prin substitutii succesive, se obtin:

W=W,|s" ', s" 2.1, W,=q"'(s)],.

In aceast situatie se poate scrie:
B B _ _ T
C,.s—A) 'B=WB=¢q l(s)[sr ", s" le,...,lp][(G?)T,...,(GQ)T] —

=q7'(9)),_Gls"*=G%s).O

Relatiile (4.3) si (4.4) ofera posibilitatea obtinerii, de o manierd foarte
simpld, a unei realizari a matricei de transfer strict proprii (4.2). Din acest motiv
(4.3) si (4.4) se mai numesc si realizari directe. Proprietitile lor de controlabilitate
si observabilitate a starii se prezinta in rezultatele urmatoare.

Teorema 4.2

Fie matricea de transfer G%(s), pxm , strict proprie, cu g(s) c.m.m.m.c. al

numitorilor tuturor elementelor neidentic nule si g;(s) polinomul polilor lui G(s) .
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(al) Realizarea directd (4.3) este de stare complet controlabila.
(a2) Ea este de stare complet observabild daca si numai daca:

q6(s)=q"(s). (4.5)

(b1) Realizarea directd (4.4) este de stare complet observabila.
(b2) Ea este de stare complet controlabild daca i numai daca:

q6(s)=q?(s). (4.6)

2. (al) Conform Teoremei 1.2 (v. 1.1.a) se poate scrie:

I, X x x Ix
|
0o I, X X i X
i |
rang C(,_y),,; =rang| : | =mr, (4.7)
prose—— l
mrgﬁf(r;l”sfull)nrlrwrl] 0 UNES Im X : X
|
0 0 0 I, !x
mr coloane

unde X sunt submatrice determinabile, dar nerelevante in cadrul demonstratiei.
Este evident ca (4.3) este de stare complet controlabila.

(a2) Pentru analiza observabilitatii starii se au in vedere Teoremele 1.12 si
1.14 (v. 1.1.d). Mai intai se evalueazd polinomul caracteristic al matricei 4 .
Intrucat 4 din (4.3) este o matrice de tip Frobenius de submatrice, dupa calcule
relativ simple, bazate pe dezvoltarea dupa prima linie de submatrice, se obtine:

d(s)=det({,,.s—A)=q"(s). (4.8)
Intrucat q;(s) este polinomul polilor, rezulta ca

20,(s)=d(s)/ g5 (s) = g™ (5)/ q5(s) (4.9)

este polinomul zerourilor de decuplare la iesire. Motivul este ca realizarea (4.3) nu
are zerouri de decuplare la intrare deoarece este de stare complet controlabilad (v.
Teoremele 1.11 si 1.13 de la 1.1.d). Este clar ca, avand in vedere Teoremele 1.12 si
1.14 (v. 1.1.d), realizarea (4.3) este de stare complet observabila daca si numai

dacd z2(s) = g™ (s)/q(s) =1. Acest fapt este echivalent cu (4.5).
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4. Realizari ale matricei de transfer

(b1) Conform Teoremei 1.6 (v. 1.1.b) se poate scrie:

Ip o - 0 0
x I, - 0 0
: : : 0 0 || prlinii
rang &,_p,y =rang|x x - [, 0| =pr, (4.10)
— 7
dimensiuni: X X cee X i
pl(r—1) p+11x pr e 4
X X e X X

unde X sunt submatrice determinabile, dar nerelevante In cadrul demonstratiei.
Este evident ca (4.4) este de stare complet observabila.

(h2) In continuare se face uz de Teoremele 1.11 si 1.13 (v. 1.1.d). Matricea
A din (4.4) este o matrice de tip Frobenius de submatrice. Prin urmare, polinomul
caracteristic are expresia:

d(s)=det(,,s—A)=q"(s). (4.11)
In consecinta:

Zin () =d(5)/ 4 (s) = q 7 (5)/ 45 (s) (4.12)

este polinomul zerourilor de decuplare la intrare. Motivul este ca realizarea (4.4) nu
are zerouri de decuplare la iesire deoarece este de stare complet observabilad (v.
Teoremele 1.12 si 1.14 de la 1.1.d). Este evident ca, tinand seama de Teoremele
1.11 si 1.13 (v. 1.1.d), realizarea (4.4) este de stare complet controlabild daca si

numai dacd z0, (s) = q?(s)/qg(s) =1. Acest fapt este echivalent cu (4.6). O

Observatia 4.1

Proprietatile evidentiate de Teorema 4.2 justificd utilizarea urmaétoarelor
denumiri: (4.3) se numeste realizare directd de stare complet controlabild, iar (4.4)
se numeste realizare directd de stare complet observabila. O

Exemplul 4.1

Se considerd matricea de transfer de la exemplul 1.4.2.

Sa se determine realizarile directe (4.3) si (4.4) si sa se analizeze respectiv
observabilitatea starii si controlabilitatea starii.

Matricea de transfer de la Exemplul [.4.2 poate fi pusa sub forma:
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II. Controlabilitatea si observabilitatea sistemelor dinamice liniare

| 1 0 1 1 0 =2] [-2 0o 1
Gl )=5—F5—— s2 + s+ .
SH252—s—=21-1 1 1 30 0 —2 -1 -1

=q(s)

(a) Conform cu (4.3), pentru r =3, m=3, p=2 si mr =9, se scrie:

2 0 0!1 0 0!2 0 0 0 0 -
0 —2 0101 010 2 0 010 0 1
0 0 -210 0 110 0 2 00 1 11
10050005000 000 1 -3
A=/0 1 010 0 0!0 0 0,B=|0 0 0,C=|0 0
0 0 1100010 0 0 00 0 —2 0
0 0 0100000 00 0 -2 2
0 0 001 0i0 00 000 0 -1
0 0 0100 110 0 0 00 0 -1

De la exemplul 1.4.2 se stie ca polinomul polilor are forma:
ga(s)=(s—D(s+D(s+2)2.
Pe de altd parte polinomul caracteristic (relatia (4.8)) este
d(s)=q3(s)=[(s—D(s +D(s +2)]’.

Aceasta Inseamna ca polinomul zerourilor de decuplare la iesire are expresia:
s (8)=d(5)/ g () = (s =1)*(s +1)*(s +2).

Realizarea este incomplet observabila cu dimX',, =dimKer©@; =5.

(b) In conformitate cu (4.4), pentru pr = 6, se poate scrie:

2 0'1 0'0 0 10 1

0 —210 110 111

1 010 011 1 0 -2 1 00 0!0 0
A= o = o= S it

0 110010 3 0 0 0 110 0/0 0

2010 010 20 1

0 2100'0 2 -1 -1
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4. Realizari ale matricei de transfer

In acest caz polinomul caracteristic (v. relatia (4.11)) are forma:

d(s)=q2(s)=[(s = D)(s +1)(s +2)]".

Aceasta inseamna ca polinomul zerourilor de decuplare la intrare are forma:
Zhi($)=d(5)/qG(s) = (s =D(s +1).
Realizarea este incomplet controlabild cu dimX', =dimIm@; =4.0

Observatia 4.2

Se remarca faptul cd in realizdrile directe se pot introduce zerouri de
decuplare (la iesire — in realizarea directd de stare complet controlabila si la intrare
— 1n cea de stare complet observabild), care nu au, in mod necesar, corespondente
in structura sistemului real, reprezentat prin matricea de transfer consideratd. O

4.2. Realizari minimale

La exemplul 4.1 s-a vdzut ca pentru una §i aceeasi functie de transfer strict
proprie este posibild determinarea unor realiziri de ordine diferite. In mod firesc se
poate formula urmatoarea definitie.

Definitia 4.1

O realizare (4,B,C) a matricei de transfer G%(s), conform cu (4.1), se

numeste minimala dacd dim A= n este cea mai mica posibil. O

Teorema 4.3
O realizarea (4,B,C) a matricei de transfer G°(s), conform cu (4.1), este

minimald dacd §i numai dacad este de stare complet controlabild si complet
observabila.
9. Necesitatea se demonstreaza imediat folosind Teorema 1.19 (.v. 1.2.c).

Suficienta. Fie (A4,B,C) o realizare de stare complet controlabila si complet
observabili a matricei de transfer G°(s) , conform relatiei (4.1). Pentru
demonstratia prin reducere la absurd, fie (,21, B, é) o alta realizare de stare complet

controlabila a aceleiasi matrice de transfer cu dim A =/ < n. Evident ca:

CU,s—A)'B=C;s—A)'B. (4.13)
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II. Controlabilitatea si observabilitatea sistemelor dinamice liniare

Se utilizeaza in continuare dezvoltarile in serie:
-1 _ 0 il —i n-1_ o0 il —i
(Ls—A)'=>" " A7, (Lis—A)y'=) " A7 (4.14)

Ele sunt extinderi la cazul matriceal ale seriei geometrice: (1—x)~! = Z 21 X1

Din (4.13) si (4.14) se obtine:
CA™'B=CA'B, i=1,23,.... . (4.15)

In aceasta situatie se evalueaza produsul (€ 1in care se inlocuiesc (4.15):

C CB CAB - CA™'B
CA 2 ... n
oe-| € szlB C/f B : CAf B

B AB,..,A"'B|=

c4m™! c4 ’;*IB CA' "B C4 2;1*23
i ¢k - cimb) | ¢
%21% é/]:né = éfi B AB,.. A |=8,C,. (4.16)
CA™B CA"B --- CA*2B| |CA™!
Intrucat rang@ =n si rang© =n din (4.16) rezulta:
n:rang@@:rang(énén. (4.17)
Pe de alta parte, rang(én = rang(éﬁ =n<n, rangén = rangéﬁ =n<n.In
conformitate cu (4.17) si folosind inegalitatea Sylvester se obtine:
n= rang(én @:1 = rang(éﬁ @; < min(rang(éﬁ,rangéﬁ) =n.

Prin urmare n < 5, ceea ce este absurd deoarece s-a admis ¢cd n<n. O

Aceasta teorema statueaza unicitatea ordinului unei realizari minimale, dar
nu si unicitatea respectivei realizari minimale.

Teorema 4.4
Daci (A4,B,C) si (4,B,C) sunt realizari minimale ale matricei de transfer

GO(s), conform cu (4.1), atunci ele sunt echivalente.
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4. Realizari ale matricei de transfer

D.Din C(I,;s— A 'B= C~'(1ns — A)"'B, similar cu (4.15), rezulta ca:
CA'B=CA'B, i=0,1,2,... . (4.18)

Fie n=dim 4 = dim 4 si C, € matricele de controlabilitate ale celor doud

realizari definite conform cu (1.13). In aceste conditii din (4.18) rezulta:
CC=CC . (4.19)
Intrucat rang @ = rang@~ = n, se poate defini matricea patratica nesingulara:
S*IZ@éT[ééT]_l. (4.20)
Aceasta, utilizata adecvat in (4.19), conduce la:
cs'=cC. (4.21)

Fie acum ¢, @ cele doud matrice de observabilitate. in mod similar, din
(4.18) rezulta:

OB=0OB . (4.22)

Intrucat rang @ = rang(Q~ =n, se poate defini matricea patratica nesingulara:

S= [<§ r@ ]_1 97@. (4.23)
Aceasta, utilizata adecvat in (4.22), conduce la:

SB=B. (4.24)

In continuare, in conformitate cu (4.18) se poate scrie:

OC=0C, GAC=0AC, (4.25)
din care, conform cu (4.20), (4.23), rezulta:

SAS'=4. (4.26)

Pe de alta parte, din (4.20), (4.23) si prima relatie din (4.25) se obtine:

1

s =[ord] 'oreeeriecr| <|ord] \wrocereer| -1,

n
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II. Controlabilitatea si observabilitatea sistemelor dinamice liniare

Acest rezultat implica S=5. in atare situatie, din (4.26), (4.24) si (4.21)
rezulta (1.28), ceea ce confirma echivalenta celor doua realizari minimale. O

a. Ordinul unei realizdiri minimale

Desigur ca, 1n acest stadiu al analizei, o problema subsecventa este aceea a
determindrii ordinului realizirii minimale. In situatia determinirii efective a unei
realizari minimale, pentru o matrice de transfer datd, problema ordinului ei trebuie
solutionata Tnainte de orice tentativa de constructie a unei realizari minimale.

O primd indicatie este oferitd de gradul McMillan (v. Observatia 1.4.3),

respectiv de gradul polinomului polilor matricei G%(s) . Autenticitatea acestei

informatii se justifica prin faptul ca forma Smith — McMillan este ireductibila.
Utilizarea parametrilor Markov. O altd posibilitate de determinare a

ordinului realizarii minimale este sugeratd de demonstratia Teoremei 4.3.
Fie G(s) o matrice de transfer strict proprie, de dimensiuni pxm, si fie

dezvoltarea in serie in punctul s =00

GOs)=> " MysF, (4.27)

in care M, k=1,2,3,..., sunt matricele parametrilor Markov ai matricei G%(s) .
Se defineste matricea Hankel de submatrice:

M, M, .. M,

J
M, .. M, o
Hlj = . ;3 {“ eRPIM G j=12,. . (428)
M; M, .. Mi+j71

Teorema 4.5
Fie o, f >1 intregii cei mai mici astfel incat

r:clng’/‘-[(i\/’[B :rangH(ﬁi’Bﬂ, Lj=12,... (4.29)

Atunci oo =P =n, in care n este ordinul realizirii minimale a matricei G°(s).
9. Fie (4,B,C) o realizare minimald cu rangC=n si rang®@=n .
Folosind (4.1) si (4.14) rezulta:

GOs)=>_ " CA*'BsF, (4.30)
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4. Realizari ale matricei de transfer

ceea ce, cu (4.27), conduce la egalitatile:

M, =CA*'B, k=1,273,.... 4.31)
In continuare, din (4.28) si (4.31) se obtine:

CB CAB .. CA/'B C

CAB CA*B.. CA’B CA

HM = . . =| . ||B,4B,..,477'B|=¢C,,

—(C

-

CA™'B CA'B ... CA/=2B| |CA™™!

Lj=L2,.;

pa’Bé rang Ha%: rangQ &G =

Pa,p <N, pentru o, <n ]

Pa,p =1, pentru a,f >n

2 Mo
Potiprj = TangHyipy; =

i >1.

Pati,pt ;< 1, pentru o, <n
=rang ;G = s 1]

Patipr;= M pentru o,B >n
Urmeaza ca o. =3 = n sunt cei mai mici intregi pentru care are loc (4.29).0

Exemplul 4.2

Se considera matricea de transfer de la exemplul 1.4.2.

Se cere sa se determine ordinul unei realizari minimale.
Dezvoltarea in serie in punctul s = oo (relatia (4.27)) are forma:

—128 O 128 128 0 —160
128G(s) = sTl s+
128 —64 —64 128 32 32
—128 0 208 128 0 —232
+ s34 s
128 —16 —16 128 8 8
—128 0 244 128 0 —250 —128 0 253
+ s+ s+ s
128 —4 —4 128 2 2 128 —1 —1
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II. Controlabilitatea si observabilitatea sistemelor dinamice liniare

S-a inmultit G(s) cu 128 pentru eliminarea numitorului comun. De la

Exemplul 1.4.2 se stie cd gradul McMillan este grd p(s)=4 . Se construieste

matricea Hankel de blocuri de matrice H%, ,,, . Se face abstractie de factorul 128.

~128 0 641128 0 —160—128 0 208! 128 0 —232
128 —64 —641 128 32 321128 —16 —16] 128 8 8
128 "(_)"—_1_6_0' “128 0 208] 128 0 _l_z_s_zl 128 0 244
L | 128 32 321 128 —16 —161 128 8 8 | 128 —4 —4
717128 0 208 '_1_2_8_ 0 C232128 0 "iii 128 0 —250]
128 —16 —16. 128 8 8 128 —4 —4 1128 2 2
128 "6"—_2_3_2;15{;"6 T | _1_2_8_"6 _l_z_sb.—_ 128 0 253
128 8 81128 -4 —41128 2 21281 —1

Pentru calculul rangului acestei matrice, se elimina coloanele 7, 10, care sunt
identice respectiv cu 1, 4. Similar, se elimind coloanele 8, 11
In matricea ramasd, de dimensiuni (8x7)

— proportionale cu 5.
, se scade coloana 1 din 4, se adauga
coloana 6 inmultitd cu 2 la coloana 5, si se aduna coloana 7 nmultitd cu 2 la
coloana 6. Se obtine astfel o matrice cu coloanele 4-6 proportionale din care se pot
elimina coloanele 5 si 6. In acest fel pentru (4.29) rezulta:

128 0 64 256  —232
128 —64 —64 0 8
128 0 —160 —-256 244
B 28 32 32 0 -4
rangHy’, 4.1 = rang —128 0 208 256 —250|
128 —16 —16 0 2
128 0 —232 —256 253
128 8 8 0 -1

Se aduna linia 4 inmultitd cu 2 la linia 2, linia 6 Tnmultita cu 2 la linia 4, si
linia 8 inmultita cu 2 la linia 6. Apoi se aduna linia 5 la linia 7, linia 3 la linia 5 si
linia 1 la linia 3. Rezultd o matrice cu liniile 3, 5, 7 proportionale si liniile 2, 4, 6
identice. Evident, liniile 4-7 pot fi eliminate. Se obtine:
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4. Realizari ale matricei de transfer

—128 0 64 256 -—-232
38 0 O 0 0
ranng4 = rang”l—li‘{H,z‘Jrl =rang 0 0 o6 o 0 =4,

128 8 8 0 -1

In final rezultd ci n=o =B =4 deoarece acelasi rang se obtine, prin

calcule similare, si pentru matrice Hankel de forma Hﬁi 44 i,j=2,3....0

Utilizarea coeficientilor Taylor. in ipoteza cd G °(s) nu are poli in origine se

poate utiliza dezvoltarea in serie Taylor:

Gs)=>_ ) Tisk T, (4.32)
in care:
1 dk—l
= GO , k=12, 433
E T =)l dst (S)L_O (+33)

sunt matricele coeficientilor Taylor ai matricei G%(s) . Se defineste matricea

Hankel de submatrice:

LT, . T
T, Ty .. T, |

Hly,w]: : : ]+ ERlpx‘lma l’]:1’2’ (434)
Ti Ti+1 Ti+j71

Ca o generalizare a unui rezultat valabil pentru m = p =1, [92], se poate

demonstra, in mod similar cu Teorema 4.5, si urmatoarea asertiune:

Teorema 4.6

Fie G’(s), fara poliin s =0 . Fie a, p >1 intregii cei mai mici astfel incat
T T .
rangH, g=rangH, ., g, ;0 4,j=12,.... (4.35)
Atunci oo =B =n, in care n este ordinul realizirii minimale a matricei G°(s). O
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Exemplul 4.3
Se considera matricea de transfer:
1 1
G 0 _ s+1 s+1 ]
() ) )
s+1 s+2

Sa se determine ordinul unei realizari minimale.
In conformitate cu (4.32) se scrie:

1
T, = (—1)k1 L k=12,....
=D A

Utilizand (4.34) rezulta:
11 =1 -1 11 1 -1 —1 1.
1 27! L-1<—2*2i 1 273 j-—l -—2*4i-
R T T e T T
1 27201 273 i1 2t 2s L

rankH] 5,  =rang _1""I":r'—'l"'—'I'T:'f""f'”:'—'1'"1'1"5'-_
1 273 -1 —2741 1 275 11 26!
—————— to—————— t———————= 4= s —— === I——
-1 111 1 '—=1 =111 1 I
1 =241 275 1—-1 —26i1 27 i.
—.---—T-—iL-.— ------ T ------ . --Ji-T ------- i—.—

Liniile 3, 5, 7, ... pot fi eliminate deoarece sunt proportionale cu linia 1. Se scrie:

1 1 -1 1 —1
127t 272 27

r —1 —272 273 2t 27F
rankH, ;4. ; =rang 1 23 —27% 275 276

-1 —2=% 275 276 277

Se multiplica linia a 2-a cu 271, —272 273 274 . si se sumeazi respectiv la
liniile 3, 4, 5, 6... . Se procedeaza apoi similar pe coloane. Se obtine:
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4. Realizari ale matricei de transfer

1 1 1 -37. L1 10
1 220 0 0 - L1000
rangHT ‘gL ; =rang : 000 “:rangl 0 00 --|=3.
o+i,B+j 3 0 0 0 - 0 0 0.
7 0 0 0 - e

T

Rezulta rangHO{ p =rangH, ip.;

=3 pentru a=p=3, i,j=12,.... Urmeaza
ca ordinul cautat este » = o =3 =3, acesta fiind totodata si gradul McMillan. O

b. Determinarea unei realizdari minimale

Doua solutii imediate, [77], sunt urmatoarele:

Solutia 1: se obtine mai intai o realizare complet controlabild (de exemplu
(1.52), (1.53) sau (4.3) etc.) si apoi se aplicd procedura din demonstratia teoremei
1.18 (cu retinerea numai a partii de stare complet observabild).

Solutia 2: se obtine mai nti o realizare complet observabild (de exemplu
(1.61), (1.62) sau (4.4) etc.) si apoi se aplica procedura din demonstratia teoremei
1.16 (cu retinerea numai a partii de stare complet controlabila).

Prezentarea solutiei 1. Fie coloanele matricei G °(s)

ay;(s)
ik (s) | q1x(5) L
g,i(s): : =— : , k=1m, (4.36)
a1 ()| TE)|g ()
rpk(s)
in care
rE()=s" 4oy, 5"+ tagy, k=Lm, (4.37)

este c.m.m.m.c. al numitorilor din g, (s), si

—1

qij(s):Bij,njflsnj +Bij,nj72snj72+"'+Bij,0’ izﬁ, jzl,_m.(4.38)

G(s) poate fi realizati in urmitoarea formi canonici controlabila, [77]:
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: : : Biro Buet - Buicn,—
A=l 0 0 . 1 ||l P 1,(4.39)
BoroBokt Bk, -1

O O T Ok 1 1
4, 0 b, 0

A=| L B=| .| C=[C),..C,) (4.40)
0 4, 0 b,

Urmeaza ca din (4,B,C), complet controlabild, sa se separe partea de stare

complet observabila, conform cu demonstratia Teoremei 1.18.
Fie rang(® =n<n=dim4 . Prin urmare se pot selecta din matricea 9

liniile liniar independente w;,...,w, , cu ajutorul cdrora se constituie matricea:

T

S =\l pw] (4.41)

Se determina apoi matricea U astfel incat:

SU=1,. (4.42)

In aceste conditii realizarea minimala este data de matricele:

A=SAU, B=SB, C=CU . (4.43)

Exemplul 4.4
Sa se determine o realizare minimala a matricei de transfer:

1

4s+6 2543
s2+3s+2 )

GO(s) =
(s) L

Conform cu (4.36) — (4.38) se obtin polinoamele g¢,,(s)=4s+6 ,
421 =-2, q2()=25+3, gp(s)=—1, rf(s)=ry(s)=s>+3s+2 . Apoi cu
(4.39) si (4.40) rezulta:

0 1
-2 -3

o
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4. Realizari ale matricei de transfer

Lo, o o [3 2
2__2 _39 2 1= 2 _10’
0 110 0 010
2 —310 0 110 6 4'3 2
A=|—Z i —|, B=|---|, C= . :
0 010 1 010 2 0!—-1 0
0 0]-2 -3 01

In aceste conditii se obtine:

6 4 3 2
-2 0 -1 0
@=|-8 -6 —4 -3|.
0o -2 0 -1

CA depinde liniar de C . Rezultd ci si CA?, C4> depind liniar de C . Prin

urmare, rang® =n =2 <dim 4 =4 si, in conformitate cu (4.41) — (4.43), rezulta:

w| [6 4 3 2 1fo 20 o
S: = ’U:— .
wy| |=2 0 —1 0 8—4 6 0 0
1[-3 -1 4 2 10
4:_ :EZ :Q: .
2|-1 -3 00 01

Dimensiunea minima 2 a acestei realizari este confirmata de faptul ca polinomul
polilor, p(s)=s?+3s+2, este de gradul 2 (identic cu gradul McMillan). O

Prezentarea solutiei 2. Fie liniile matricei G°(s)

ap(s) A (S) 1 —
g,lc(s): _ 7= ; [qkl(s)....qkm(s)], k=1p, (444)
rr1(s) Tem(8) | 7 (s)
1 care
ri(s)=s"tay, 8" o ta,. k=Lp, (4.45)

este c.m.m.m.c. al numitorilor din g,lc(s), si
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1 —2 . .
4 ;()=Bijnas" +Bijn-2s" +.ABij0 i=Lp, j=1m (446
G(s) poate fi realizati in urmitoarea forma canonica observabila, [77]:

00 —oyg

A, = 10 B N Bk?o Bk’?’o , cp=[0---0 1].(4.47)
01—y, Brtnme—t " Brmun, 1
4, 0 B, (o 0

A= |, B=|:i|, c=| .| (4.48)
0 4, B, 0

In continuare din (4,B,C), cu (C, A) complet observabild, se separa partea
de stare complet controlabild, conform cu demonstratia Teoremei 1.16.
Fie rangC=n<n=dimA. Se aleg din € coloanele liniar independente

Vi,...,V, , cu ajutorul carora se construiesc matricele U si S dupa cum urmeaza:

U: VI’VZ’“' \% (449)

b ﬂ b
SU=1,. (4.50)
In aceste circumstante realizarea minimala este constituiti de matricele:
A=SAU, B=SB, C=CU.O (4.51)

Exemplul 4.5

Pentru G°(s) de la Exemplul 4.4 si se determine o realizare minimala.

Conform cu (4.44) — (4.46): q,,(s)=45+6, q,(s)=2s+3, g5, =-2,

Gr(s)=—1, rl(s)=r}(s)=s*+3s+2. Cu (4.47), (4.48) se obtine:

0 —2 6 3

Al:l _3, 31:4 2, 01:[0 1],
0 —2 2 -1

e N O P B U
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4. Realizari ale matricei de transfer

0 -210 0 6 3

Sl 30 0 14 20 [0 1100
0 010 —2f —2 -1/ 0010 1)
0 01 =3 0 0

0o 0 -2 -1

rangC =n=2<n=dimA4 =4 si conform cu (4.49) — (4.51) rezulta:

U:[Vl, Vz]:

b

32 -1 0
—4 -3 0 -1

0 —2 21 2 -3
A= , B= , C= .0
T I W =

4.3. Realizari echilibrate

r Joo -1 0
00 0 -1/

Este posibil ca o realizare minimala (A4, B, C) sa nu fie, satisfacator, de stare

complet controlabila si / sau complet observabild. Daca A este hurwitziana (v.
I11.1.2), calitatea acestor proprietiti este reflectata si de gramianii pe orizont infinit:

ML f OOOeATBBTeA g, (4.52)

N2 f O"CeA TtcTCed dn, (4.53)

obtinuti din (1.6) si (1.32) cu 1=¢,—6, t, =00 . 4 fiind hurwitziand (toate
valorile ei proprii au partea reald strict negativd), M si N existd si sunt finite.
Observatia 4.3
Spatiului stérilor este anizotrop dupa cum urmeaza:
o pentru controlabilitate: in sistemul de axe definit de vectorii proprii

ortonormati ai lui M , de hiperelipsoidul avand semiaxele egale cu valorile
proprii ale lui M ;
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II. Controlabilitatea si observabilitatea sistemelor dinamice liniare

o pentru observabilitate: in sistemul de axe definit de vectorii proprii
ortonormati ai lui N, de hiperelipsoidul avand semiaxele egale cu valorile
proprii ale lui NV .

Interpretérile energetice si semnificatiile calitative au fost prezentate la
Observatiile 1.4 si respectiv 1.8. O

In general, cele doud anizotropii ale spatiului starilor pot fi foarte diferite
deoarece cele doud sisteme de axe s§i, respectiv, cele doud hiperelipsoide nu
coincid. O astfel de situatie poate fi depasita utilizind urmatoarele rezultate.

Definitia 4.2
O realizare minimala (4, B, C) asimptotic stabila (cu A hurwitziana, v.

I1.1.2) se numeste echilibrata dacd gramianii de controlabilitate (4.52) si de
observabilitate (4.53) pe orizont infinit sunt egali si diagonali. O

Teorema 4.7

Pentru o realizare minimala (A4, B, C) asimptotic stabila exista o realizarea
echivalentd (4, B, C) echilibrat.

9. Fie transformarea ¥=Sx, x=S ¥, care conduce la realizarea
echivalentd 4= SAS -1 B=SB, C=CS"!. Se va arita ca pentru acest sistem
echivalent se pot obtine matricele diagonale egale:

M=SMST, N=(SHTNS. (4.54)

M este matrice simetrica si pozitiv definitd. Exista matricea U , a vectorilor
proprii ortonormati ai lui M (cu U r—y- ), astfel incadt M =UMUT, cu
M4 = diag{c,...,c,} , in care o, >...>c, >0 sunt valorile proprii. Folosind

transformarea Q = (M)~ "2U (similard cu S din (4.54)),din M si N se obtin:

M=0MQT =M PUMUTM"? =1 (4.55)

ne°

N=oHTNno™. (4.56)

N este matrice simetrica si pozitiv definita. Exista matricea V', a vectorilor

proprii ortonormati ai lui N (cu yT =y ), astfel incat N =VNgVT, cu
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4. Realizari ale matricei de transfer

Ny = diag{(,,...,¢,}, Incare {; >...>(, > 0 sunt valorile proprii. Folosind acum

transformarea R = (Nd)l/ 4V T (similara cu S din (4.54)), din M si N (v. (4.55) si
(4.56)) se obtin:

M=RMRT =NY* VTl Vv NY*=NY2, (4.57)
N=RHYINR'=N;V4yTy Ny TV NyV4 = N}2, (4.58)
M = N =diag{¢,"?,....¢ /2. (4.59)

In (4.57) — (4.59) valorile
g, <6< <G, ! (4.60)
sunt consumurile minime de energie de comanda pe directiile vectorilor proprii (v.

Observatia 1.3), pentru transferul din x =0 pe hipersfera de raza 1, ||x|=1.

Transformarea cautata este
S=QR=Ny"?UN/*VT.O (4.61)

Observatia 4.4
Tripletul (;1, f?, C ), cu A matrice hurwitziana, este o realizare echivalenta

echilibratd. Cu alte cuvinte, pentru sistemul minimal echivalent:
X=A%+Bu, (4.62)
y=Cx% (4.63)

anizotropia spatiului starilor este aceeasi atat pentru controlabilitatea starii cat si
pentru observabilitatea starii. Revenind la cele afirmate in cadrul Observatiei 4.3, se
constatd ca sistemele de axe si hiperelipsoidele asociate matricelor M si respectiv
N sunt identice. O

4.4. Realizari de ordin redus

Evident, si in cazul realizarii echivalente echilibrate (1:1, B,C ) este posibil

ca proprietitile de controlabilitate si de observabilitate, acum reflectate de
gramianii egali si diagonali (4.59), sd nu fie calitativ satisfacatoare. Si anume in
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II. Controlabilitatea si observabilitatea sistemelor dinamice liniare

sensul ca doar primele p, 1 <p <n, consumuri minime de energie (v. relatiile

(4.59), (4.60)), sunt sub un anumit consum admisibil £, ;; > 0. Se scrie:
G <6y < SCp < g - (4.64)
Ca urmare, gramianii (4.59) pot fi partitionati astfel:
M =N =diag{¢}'?,...c1/%, ¢13....c 2 (4.65)
In mod similar, transformarea (4.61) se exprima prin:
Suu i 51z dim$ 4.66
=I5, ts5) imS,;=p. (4.66)
|

Cu aceasta sistemul echilibrat (4.62), (4.63) se scrie sub forma:

. 12111 I"ZIIZ 31

¥=|=-d=-Z| ¥4+ |=—| u, (4.67)
Ay, ;Azz B,

y=[¢ 1 &z (4.68)

Conform cu (4.64) rezultd cd numai subsistemul (2111, l?l, @1) participa
semnificativ la transferul intrare — stare — iesire. Subsistemul (4,,, B,, C,) fiind

b

»mai greu” controlabil si observabil, poate fi neglijat. (ill,él,él) este o

realizare de ordin redus a matricei strict proprii G°(s) . Se utilizeazi aproximarea:
GU)=G)(5)=C\U,s—4,))'By, (4.69)

dar numai daca H GO(s)— GIO (S)H <eg,cuun g¢>0 dat, acceptabil de mic.

Similar, cvadruplul (12111, E’l, él, D(")) (v. relatia (1.4.7)) este o realizare

de ordin redus a matricei de transfer G(s) si se scrie:

G(s) =G (s)+ D(s) = G(s)= G/ (s)+ D(s) = C,(I, s— A1,)"' B, + D(s) .(4.70)
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Capitolul III
STABILITATEA SI STABILIZAREA
SISTEMELOR DINAMICE LINIARE

Stabilitatea este cea mai importanta proprietate a sistemelor dinamice, fiind
adesea, in mod implicit, una din conditiile lor de existentd si functionalitate. Este
de domeniul evidentei ca un sistem tehnic instabil nu poate realiza scopul pentru
care a fost proiectat. Prin urmare, un sistem proiectat in conformitate cu anumite
prescriptii tehnologice trebuie sa fie analizat si sub aspectul stabilititii Tnainte de a
fi realizat fizic si / sau utilizat. Daca proprietatea de stabilitate este asigurata, atunci
este posibil sa se inzestreze sistemul considerat si cu alte proprietati cum ar fi:
optimalitatea, fiabilitatea etc. In cazul in care cerintele de baza privind stabilitatea
nu sunt satisfacute, este necesard modificarea procedurii de proiectare, respectiv a
parametrilor §i / sau structurii sistemului pentru a indeplini cu prioritate cerintele de
stabilitate. In aceste circumstante, practica actuald a proiectirii sistemelor dinamice
se bazeaza pe analize teoretice aprofundate si pe verificari adecvate prin simulare,
ca etape premergitoare indispensabile si ca premise de realizare si a altor
proprietati, in plus fata de aceea de stabilitate.

1. Stabilitatea interna

1.1. Definitii

Fenomenologic si conceptual, stabilitatea internd a unui sistem dinamic este
direct legatd de echilibrul intern al sistemului (substantial si energetic). Acest
echilibru se caracterizeaza prin aceea ca vitezele tuturor marimilor sunt nule.

Definitia 1.1
Starea x =X = constant, solutie a ecuatiei intrare — stare x = Ax+ Bu (v.

ecuatia (II.1.1)), se numeste stare (punct) de echilibru (x =x = 0) daca

AX+Bu=0.0 (1.1)



I11.Stabilitatea si stabilizarea sistemelor dinamice liniare

Notiunile de stare de echilibru si de punct de echilibru sunt echivalente si
vor fi utilizate in functie de context.
Pentru u =0 din (II.1.1) se obtine ecuatia omogenad a starii:

x=Ax, teR_, xeR", (1.2)

+ﬂ
a carei stare de echilibru este x =0.

Observatia 1.1

Pentru orice alta stare de echilibru x = 0, care se obtine din (1.1) in cazurile
u =constant = 0 si / sau det 4 =0, se aplica schimbarea de variabild z=x—X .
Conform cu (1.1), din (II.1.1) se obtine ecuatia z = Az a carei stare de echilibru

baza, fara reducerea generalitatii, pe ecuatia (1.2) si pe studiul solutiei banale
(starii de echilibru) x =0 la care este reductibila orice alta stare de echilibru. O

Observatia 1.2

Pornind de la considerente intuitive, se spune ca starea de echilibru,
respectiv solutia banald x =0, a sistemului (1.2) este stabild dacd dupa ce a fost
perturbatd prin alocarea starii initiale x(0) = x,,, plasata arbitrar intr-o vecindtate a
lui x=0, starea x(¢), t >0 ramane in orice vecinatate, suficient de mica, a lui
x=0. Rezulta ca stabilitatea starii de echilibru este o problema de continuitate a
solutiei ecuatiei (1.2) In raport cu conditia initiald x(0) . O

Se disting urmatoarele patru notiuni de stabilitate internd, utilizabile pentru
caracterizarea sistemelor dinamice (atat liniare cat si neliniare).

Definitia 1.2

A. Starea de echilibru x =0 se numeste stabild daca pentru orice € >0
existd 8> 0 astfel incat || X || < implica || x(¢) || <g t>0.

B. Starea de echilibru x =0 se numeste global stabila (se spune ca sistemul

este stabil) daca este stabild pentru orice x, € R”. O

Definitia 1.3
A. Starea de echilibru x =0 se numeste asimptotic stabila daca aceasta este

stabild si lim,_, |x(1)]|=0.
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1. Stabilitatea interna

B. Starea de echilibru x =0 se numeste global asimptotic stabila (se spune

ca sistemul este asimptotic stabil) dacd este asimptotic stabila pentru orice
)CO € Rn .O

Definitia 1.4

A. Starea de echilibru x =0 se numeste instabila daca nu este stabila.

B. Starea de echilibru x =0 se numeste global instabila (se spune ca sistemul
este instabil) daca este instabila pentru orice x, € R"”. O

Un rezultat imediat este acela ca, in fiecare caz, globalitatea implicd, in mod
necesar, unicitatea starii de echilibru x =0, ceea ce, conform ecuatiei (1.1) cu
u =0, este echivalent cu det 4 =0.

Avand 1n vedere solutia Cauchy a ecuatiei (1.2):

x(t)=edlx,, t>0, (1.3)

in care x(0) = x, este starea initiald a sistemului, se trag urmatoarele concluzii:
(a) Stabilitatea asimptotica a solutiei unice x =0 este echivalenta cu stabilitatea
asimptotica a sistemului.
(b) Instabilitatea solutiei unice x=0 este echivalentd cu instabilitatea
sistemului.
Din Definitiile 1.2 si 1.3 rezulta ca stabilitatea asimptoticd implica stabilitatea.
Implicatia inversa nu este adevarata. Acest fapt prilejuieste urmatoarea nuantare.

Definitia 1.5

Starea de echilibru x =0 a unui sistem dinamic se numeste neutral stabila
daca ea este stabild, dar nu este asimptotic stabila. O

In cazul n=2 sistemul evolueazid in planul starilor, fiind posibili o
interpretare geometricd simpld a Definitiilor 1.2 — 1.4. Evolutia pentru ¢ >0 are
loc din cauza perturbarii starii de echilibru x =0 (in care se afla sistemul pana in
t=0) prin alocarea, la t =0, a stdrii initiale x,. Inegalitatile || x|| <0 si || x” <eg
(in norma euclideana, v. Anexa A) au ca imagini discuri marginite de cercurile
C¢, Cg, cu centrul in origine si de raze € §i respectiv 6.

Dacd x =0 este o stare de echilibru stabild, atunci oricare ar fi cercul Cg,

exista in interiorul sdu un cerc Cy, astfel incat orice traiectorie care porneste din

interiorul lui Cy rdméne 1n interiorul lui Cg — fig. I1.1.1.a.
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I11.Stabilitatea si stabilizarea sistemelor dinamice liniare

Daca x=0 este o stare de echilibru asimptotic stabild, atunci orice

traiectorie care porneste din interiorul lui Cy ramane in Cg si in plus ea converge,
in timp, cétre origine — fig. I1.1.1.b.

O comportare contrara aceleia din fig. III.1.1.a., respectiv existd un C; astfel
incat pentru orice Cg exista o traiectorie care porneste din interiorul lui Cy si iese
din interiorul lui C, arata cd starea de echilibru x =0 este instabild — fig. III.1.1.c.

O examinarea comparativa a definitiilor 1.2 — 1.5 conduce la constatarea ca
situatia cea mai avantajoasa (calitativ si practic) este starea de echilibru global
asimptotic stabild.

A X2 A X2 ‘ X2
C, / C. / C.
Xq P xo / X0
P d N X 70 LA .
0 0 0
Cs x(?) Cs x(?) Cs x(?)
a b c

Fig. 1Il.1.1. Definitiile 1.2 — 1.4, imagini geometrice; P — perturbarea starii de echilibru
x =0, la t =0, prin alocarea starii initiale X, ; Starea de echilibru este: a — stabila

(neutral), b — asimptotic stabild, c — instabila.

1.2. Caracterizari

Teorema 1.1

Starea de echilibru x =0 a sistemului (1.2) (respectiv (I1.2.1), (1.2.2)) este
stabila daca si numai daca toate valorile proprii ale matricei 4 au partea realda
nepozitiva si cele cu partea reald nuld sunt de multiplicitate geometrica egala cu
multiplicitatea algebrica; in acest ultim caz x =0 este neutral stabila.

2. Din (1.3) si (1.2.54), trecand la norme, rezulta:

EOIED Y 3B Sl ) splae
YOl i 202 0l |2yl %o

, t>0,(1.4)

in care s-a facut uz de majorarea:
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1. Stabilitatea interna

Este evident cé pentru orice € > 0 exista (g) > 0 astfel incat:
||x(t)|| <eg, t>0,pentru orice ||x0 || <d(g), (1.5)

dacd si numai daca Rei; <0, izl,_r , lar pentru acei i pentru care Rei; =0, au
. P S . [7,- . . -
loc k;; =1, j=1,p,;. Aceasta, in conformitate cu ijlk[j = ¢q;, este echivalentd

cu p; =q;.Inacest ultim caz lim,_,__ || x() || =0, ceea ce Inseamna cd x =0 este

neutral stabila. O

Teorema 1.2
Sistemul (1.2) (respectiv (1.2.1), (1.2.2)) este asimptotic stabil daca si numai
daca toate valorile proprii ale matricei 4 au partea reala strict negativa.

. Din (1.4) rezulta: lim,_, || x(1) || =0 daca si numai daca valorile proprii

ale matricei A4 satisfac conditia: A; € C_ = {seC;Res <0}, i= I,_r . In plus,
det 4= 0, ceea ce dovedeste ca starea de echilibru x =0 este unica si, ca urmare,
ea este global asimptotic stabila. O

Teorema 1.3

Starea de echilibru x =0 a sistemului (1.2) (respectiv (I.2.1), (1.2.2)) este
instabila daca si numai daca cel putin o valoare proprie a matricei 4 are partea
reala nenegativa si In cazul ca este nuld multiplicitatea ei geometrica este mai mica
decat cea algebrici (exista o submatricea canonica Jordan este de ordin > 2).

). Aceasta teorema se obtine prin negarea Teoremei 1.1. O

Relativ la Teorema 1.3 trebuie remarcat faptul ca globalitatea instabilitatii
este asigurata numai in cazul 1n care matricea 4 nu are valori proprii in s =0,
respectiv pentru det4=0 . Acest fapt este echivalent cu unicitatea starii de
echilibru x=0.

Observatia 1.3
Matricea 4 cu valorile proprii A, €C_, i :l,_r , respectiv polinomul
caracteristic d(s)=det(I,s — A) se numesc hurwitziene. Sistemul (1.2.1), (1.2.2)

este asimptotic stabil daca si numai dacd A, respectiv d(s) sunt hurwitziene. De
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Exemplul 1.1

Se considera sistemul (1.2) cu:

a—b b b
A=|-b+c at+b—-c b+c|.
c —C a+c

Sa se analizeze stabilitatea sistemului Tn functie de valorile parametrilor
a,bceR.
Polinomul caracteristic a matricei A are forma

d(s) = (s—a)°.

Matricea A arevaloareaproprie A, = a, de multiplicitate algebrica g, =3.

Pentru a< 0 sistemul este asimptotic stabil, Tn timp ce pentru a> 0 acesta
esteinstabil (stareade echilibru x =0 este unicd).

Pentru a=0 starea de echilibru x=0 nu este unica deoarece det A=0.
Pentru aevaluamultiplicitatea geometrica se utilizeaza (1.2.38) si se obtine:

b —b —b
p;=3—rang(l3 Ay —A)=3—ranglb—c —-b+c —b-c|=
~a-0 —C c —C
b —b b _pl |[Lb=0  c=0,
=3—rang|lb—c —b—c|=3—rang =12, b=c=0,c=b=0,
¢ —c —C ¢ |3 b=c=0

Rezultd ca pentru b, ¢ nenuli sau nesimultan nuli, starea x =0 este instabild
in timp ce pentru b=c=0, starea x=0 este neutra stabila. Pentru confirmarea
acestor ultime rezultate se utilizeaza (1.3) cu (1.2.54) pentru a=0 si p; =1 2, 3.

Pentru r =1, oy =3, p; =1, si implicit ky; =3, starea de echilibru x=0
este instabila deoarece din solutia

11 1.2 2.2 o1 3 2.3, .3 3
X(t) = (ViaWig + VWi + Vi Wiy + VWi [ 2tV Wiy + VWi ) X
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1. Stabilitatea internd
se obtine lim,_  |x(t)]|=oco.
Pentru p; =2, si (de exemplu) ky; =1 si kq, = 2, rezulta solutia:
11 1ol T2 | y2w?
X(t) = (Vi1Wig + VipWip + TViWip + VipWio) X -
Si Tn aceasta situatie sistemul esteinstabil deoarece lim,_ | x(t) | = +oo.
Tn schimb, pentru p; = 3 si, implicit, ky; = ky, = ky3 =1 se obtine:
X(t) = (VIWi; + Vi,Wi, + ViaWis) X, = constant # 0.

Tn acest caz starea de echilibru x=0 (neunica) este neutral stabild. O

1.3. Structura spatiului starilor

Consistent cu Definitia 1.3, se poate afirma cd starea initiala x, este

»asimptotic stabild” (adicd evolutia starii sistemului (1.2) are loc spre starea de
echilibru x =0 asimptotic stabild) daca si numai daca (1.3) satisface conditia:

lim,_ [ x@) | =lim_ | e[ = 0. (1.6)

Pentru a evalua toate conditiile initiale,,asimptotic stabile” ale sistemului (1.2)
se separd Tn polinomul caracteristic d(s) a matricel A doua polinoame: d —(s) si

d*(s) ale cdror zerouri sunt situate in C_ si respectiv C_ = C\C_. Este evident
ca polinomul caracteristic se poate factorizadupa cum urmeaza:

d(s) =d(s)d(3). (1.7)

Polinoamele d T (s), d ~(s) sunt relativ prime. Acest lucru este echivalent (v.

Anexa B.3) cu existenta polinoamelor c,(s) si c,(s) astfel Incét:
ci(s)d T (s)+c,(s)d ~(s) =1. 1.8)
Tnlocuind in (1.8) forma s cu A si inmultind ladreaptacu x € R" se obtine:
c(A)d T(A) x+cy(A)d —(A)x=X, xeR". (1.9

Dar conform teoremel Cayley — Hamilton (v. 1.2.2.b) se poate scrie;
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d(A)=d*(4A)d (4)=0.
Din aceasta rezulta ca pentru:
x €Im[c;(4)d T (A)], (1.10)
in care ImM este imaginea matricei M , se obtine:
d=(A)x=0. (1.11)
Din (1.10) (care arata ca x apartine nucleului Kerd ~(4)) si (1.11) rezulta:

Im[c,(A4)d *(A4)] C Kerd ~(A4). (1.12)

Pe de alta parte, pentru d (4)x=0 folosind relatia (1.9) se obtine
c(A)d T (A)x = x, adica:

Kerd ~(A4) CIm[c,(A4)d T (4)]. (1.13)

Cu (1.12) si (1.13) s-a demonstrat de fapt ca:

Kerd ~(A4) =Im[c,(4)d T (A)]. (1.14)

In mod similar se poate demonstra ca:

Kerd *(4) =Im[c,(4)d ~(4)]. (1.15)

Prin urmare, folosind (1.9), (1.14) si (1.15), spatiul starilor R” se poate
exprima ca o suma directa de subspatii:

R"=X"(A)@aXT(A). (1.16)
In aceastd sumi se disting subspatiile:

X (4)=Kerd (4), (1.17)
numit subspatiul conditiilor initiale ,,asimptotic stabile”, si

X1 (A)=Kerd T (4), (1.18)

numit subspatiul conditiilor initiale ,,neutral stabile sau instabile”.
Evident ca sistemul (1.3) este asimptotic stabil daca si numai daca
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1. Stabilitatea interna
X (4H=R".

Este relativ usor de aratat ca bazele de vectori ale subspatiilor X~ gi X'
sunt constituite din vectorii proprii asociati valorilor proprii care sunt zerourile

polinoamelor d ~(s) si respectiv d T(s) (v. relatia (1.7)), de grade n~ si n™ cu
n~+nt =n. Intr-adevar, daca VeV s vf,...,vnt sunt cele doud categorii
de vectori, asociate valorilor proprii simple Ay,..,A "~ €C_ si respectiv

W{,...,?»nt € C__, atunci au loc relatiile:
d- (S)_H (s=A7), dT(s)= H (S—%*),

d=()=T]",A-271), d*=T]" (4-2r1,),

A=\ L), =0,i=1,n", (A—AfL,)vi=0,i=Ln".
In aceste circumstante pentru (1.17) si (1.18) rezulta:
X (AD=p1,.v ), XA = {vf,...,v}}, (1.19)

in care s-a folosit conventia reprezentérii subspatiilor prin bazele lor de vectori.
Inlocuind acum (1.2.35) in (1.3), solutia sistemului (1.2) se scrie sub forma:

() =" viwre g + 30" viwiel txg, t€R.,  (120)

incare v, i=1n",si v, i=1, I’l+ constituie coloanele matricei modale V', iar

w, i=1,n", si wh, i=1Ln", sunt liniile corespunzatoare ale inversei matricei
modale W =V-1.
Evident ca pentru x, € X~ (4) din (1.19) si (1.20) se obtine:

x(t)= E viwie A i'xy, tER,, (1.21)

deoarece wix, =0, i=1, Lnt. Solutia (1.21) satisface (1.6).

Daca x, € X 7(4) din (1.19) si (1.20) rezulta:
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I11.Stabilitatea si stabilizarea sistemelor dinamice liniare

.
x(t)zzzq:lvﬁwl*ew’xo, teR,, (1.22)

deoarece w; x, =0, i=1,n" . Solutia (1.22) nu satisface (1.6).

In mod similar se poate arita ca rezultatele (1.19) — (1.22) rdman valabile
mutatis mutandis $i In cazul valorilor proprii multiple.

Exemplul 1.2

Se considera sistemul (1.2) cu matricea A4 de la Exemplul 1.2.2.

Sa se determine subspatiile X' T(A4) si X ~(A).

Se tine seama de rezultatele obtinute, pentru aceeasi matrice, la Exemplul

1.2.4. Folosind vectorii proprii ai matricei 4 (coloanele matricei modale V'), se pot
scrie relatiile:

X+(A):{v111, vfl}:{[l 2 2]",[0 -1 —2]T} pentru A, =3, ¢, =2;
o= ={2 =2 1"} pentruny =34, =1,
x(t)=edlx, = v111w111e3’x0 +(tv111 +v121)w121e3’x0 —i—vélw;le*”xo.
In ultima relatie s-au folosit liniile matricei W =V ~!:
11 2 1 1
w=—|5 4 =2|, w;=—6 3 —6|, wy, =—|2 =2 1].
1 9[ . wii 9[ [ way 9[
Pentru x, = avy, € X ~(4), a€R, se obtine:
x(t)=avye ™, lim,_|x(@)|=0,
d 1 _ 1.1 2. 2.1
eoarece wy X =0aw; v, =0, wijxg=ow; v, =0.
Pentru x, = (ot,v|, + o) €X' T(4), o,,a, €R,se obtine:
x() = agvyie? + oy vy +vie™, lim, | x(0) || = +oo,

1 _ 1.1 1.2 _
deoarece wy 1 xg = oyw, vy +a,w,y v =0.0
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1. Stabilitatea interna

1.4. Ecuatia Liapunov

Un rezultat foarte util in continuare este urmatorul v. Teoremele 4.7 si 4.13).

Teorema 1.4

Sistemul (I.2.1), (1.2.2) este asimptotic stabil dacd si numai dacd ecuatia
Liapunov:

ATP+PA=—-07Q, (1.23)

are o solutie P, matrice reald, simetrica si pozitiv definitd pentru orice Q astfel
ales Incat perechea (Q, A) este complet observabila.
9. Suficienta. Ecuatia (1.23) admite o solutie P, reald, simetrica si pozitiv

definita (v. Anexa C). Se considera functia Liapunov (v. metoda directa Liapunov,
subcapitolul V.3) asociata oricarei solutii a sistemului (1.2):

V(t)=xT (O)Px(). (1.24)

Derivata acestei functii in raport cu ¢, tindnd seama de (1.2) si (1.23), este:

V(e)=—xT(0)0T0x(t) = —| ox(0)[*. (125)

Inlocuind (1.3) in (1.25), cu ¢, = 0, rezulta:

V() =] 0ettxo| <0, 120, (1.26)

deoarece perechea (Q, A) este complet observabila.

Integrand (1.25) pe intervalul [0, 7], tindnd seama de (1.26), rezulta:
r 2
V(T)—V(O):—fo |ox(0)|ar<0. (1.27)

Intrucat V' (¢) (relatia (1.24)) este pozitiv definita rezultd ca V() >0 pentru
T >0, ceea ce, din (1.27), conduce la:

OSfOT”Qx(f)”zdeV(O)ngPxO, T>0. (1.28)

Dar din (1.25), (1.26) rezultd cid existd un u >0 (cea mai mica valoare

proprie a matricei pozitiv definite 070 ) astfel incat x’Q7Qx = Qx ||2 > x ||2 .
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In aceste conditii din (1.28) rezulta:
w2 < Pl o | < oo
ceea ce implica:
[ 1@ de < +oo, timp_ [ ] x0)]dr=0.

Intrucat solutia (1.3) este continui in ¢, din a doua relatie de mai sus rezulti
(1.6), ceea ce inseamna ca sistemul (1.2.1), (1.2.2) este asimptotic stabil.

Necesitatea. A este hurwitziand si trebuie sa se arate cd ecuatia (1.23),
pentru orice Q, cu (Q, A) complet observabila, are o solutie P, reald simetrica §i
pozitiv definita.

Se considera ecuatia diferentiala matriceala:

S=ATS+54, S0)=070. (1.29)
Este usor de ardtat ca solutia acestei ecuatii este:
S@t)=eA"'QTQe 4! . (1.30)

Se va arata ca
N _ [ 4o nT 40
P—fo S(e)de_fo e400T0e 1040 (1.31)

este solutia ecuatiei (1.23). Intr-adevir, intrucdt 4 este hurwitziani, matricea
(1.31) este bine definitd. Integrand (1.29) pe intervalul [0, co], tinand seama de

(1.30), (1.31) se obtine (1.23). Solutia (1.31) este reald si simetrica prin definitie.
Perechea (Q, A) fiind complet observabila, in conformitate cu Teorema 1.5 de la

I1.1.1.b rezultd ci P este nesingulara. In plus, inlocuind (1.31) in (1.24) se obtine:
—Tpy— [, T,4T0T 40 — [l o0,
V=x Pxffo x'e?PQ'Qe xdeffo HQe x” do>0.

Aceasta dovedeste ca P este pozitiv definita. O
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2. Stabilitatea externa

S-a aratat ca in relatia (I.3.12) componenta de regim permanent, yp(t),
constituie, de reguld, ratiunea de a fi a sistemului (1.2.1), (1.2.2). Totodata, y;(¢) —

componenta de regim tranzitoriu, desi indezirabild, este inerentd si ca atare
inevitabila. In aceasta situatie si intrucat yp(t) s yp(t) coexistd cronologic, este

de dorit ca ||u(t)|| < +o00 sdimplice ||yp(t) || <+o00, t€R, simultan cu
lim,_ |y @) =0 2.1)
astfel ca, de la un anumit moment ¢, > 0, finit i nu excesiv de mare, sa aibd loc

)= yp(t), t=>1. (2.2)
Din ratiuni practice, ¢, —numit §i durata componentei de regim tranzitoriu —
se defineste, conventional, prin inegalitatea || yr (t)” <eg pentru t >, cu 0 norma

adecvat aleasd; € > ( are semnificatia de eroare care justificd aproximatia (2.2).
Avand in vedere expresia (1.3.13) a componentei de regim tranzitoriu rezulta
ca prin conditia (2.1) se poate stabili o legatura simpla cu stabilitatea asimptotica a
sistemului (I.2.1), (I.2.2). In acelasi timp, conditiile de marginire ||u(t)|| <400,
|| (1) || <400, t€ R, se referd fard echivoc la transferul intrare — iesire. Aceasta

situeazd discutia intr-un context simptomatologic diferit de cel evidentiat in
subcapitolul 1, dar avand conexiuni, sub aspect structural, cu stabilitatea
asimptotica. In mod specific este vorba de conceptul de stabilitate BIBO (bounded
input — bounded output), utilizat incd de timpuriu 1n teoria sistemelor automate,
care se bazeaza pe conditiile de marginire mentionate mai sus.

Din analiza transferului decuplat (v. (1.3.21), (1.3.22) pentru A &€ P), si din

analiza transferului ,,rezonant” (v. (1.3.30), (1.3.27) cu (I.3.11), (I.3.31) si A, € P)

se trage concluzia ca sistemul (I.2.1), (I.2.2) este BIBO stabil daca si numai daca
multimea polilor, P, satisface conditia:

PcCC._. (23)

Aceasta concluzie ramane valabila si in cazul valorilor proprii multiple in
care, In afara aspectului multiplicitatii polilor, nu apar situatii semnificativ noi.



III. Stabilitatea si stabilizarea sistemelor dinamice liniare

Este evident ca dacd (2.3) nu are loc, atunci nu au loc nici (2.1), (2.2). Prin
urmare, u(t)=e*u,o(t) si A€P,ReA>0 implica ||yP(t)||—>oo. Pentru ReA =0,

L€ P in sistem se produc fenomene de rezonanti propriu-zise. In aceste situatii
sistemul este BIBO instabil.

2.1. BIBO stabilitatea

In cele ce urmeaza se are in vedere transferul exprimat prin (I.3.10) sau
(1.4.1) al sistemului (1.2.1), (1.2.2).

Definitia 2.1
A. Sistemul dinamic (1.2.1), (1.2.2) se numeste BIBO stabil daca pentru orice
marime de intrare marginita si x(0) =0, marimea de iesire este marginita.

B. In caz contrar sistemul se numeste BIBO instabil. O

Teorema 2.1
Sistemul (I.2.1), (1.2.2), reprezentat prin matricea de raspuns la impulsul
Dirac, g(¢), este BIBO stabil daca si numai daca:

| 0°°||g(t)|| dt < +o00. 2.4)
D. Suficienfa. Pentru (2.4) si |u(r)| <M, >0, cu M> 0, din (1.3.10) rezulta:

)< [ a0 [u@ao < [ [g@)]d0 < [ *[g©)] 0 <+oc.

Aceasta denota ca sistemul este BIBO stabil.

Necesitatea. Se foloseste norma matriceala: || g(t)|| =max Z:":l‘ g;;@®)|, n

care g, (1), i=1m, j:G , sunt elementele matricei de raspuns la impuls,
g(t) . Se presupune cd desi sistemul este BIBO stabil, conditia (2.4) nu este

satisfacutd. Aceasta inseamnd cd pentru orice k£ >0 existd un ¢, astfel incat:

fotk”g([) |ldt = fot"maxsznzl‘ g[j(t)‘dt > kmp .

Urmeaza ca cel putin pentru un element g, ;(¢) al lui g(¢) are loc:
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2. Stabilitatea externa

fotk ‘gij(t)‘dt > k = constant . (2.5)

Se alege acum u(?) =(Z,,);sgng; ;(t; —1), in care (/,,); este coloana j a

matricei /,,. Din (1.3.10), cu (2.5), pentru componenta i a lui y(¢), se obtine:
t t
i)l = [ &1t ~Orseng, ;6 ~0)d0= [ *[g;,0]dr>k.

Aceasta inseamna ca sistemul nu este BIBO stabil, contrar ipotezei. O

Teorema 2.2

Sistemul (I.2.1), (1.2.2) este BIBO stabil daca si numai daca toti polii
matricei sale de transfer au partea reald strict negativa, respectiv polinomul polilor
matricei de transfer este hurwitzian.

9. Conform cu (1.4.8), pentru u(t) =uyd(¢) si U(s)=u, (u, cu elemente

nenule si o =0, B =0 in (1.4.8)), matricea de raspuns la impulsul Dirac este

g(t)_Z:_lz_;ilﬁlfijfvi_jep’t(s(t)—i-D(')S(I), 2.6)
1 [a/ . .
i-f:(j—l)!{dsjl[(s_pi) G(s) }S_p[, i=Lv, j=Lv;,(27)

in care p;, i=1v , sunt polii matricei de transfer G(s)={g(¢)} avand

multiplicitatile v;, i =1,v (v. Teoremele 1.4.2,1.4.5, 51 I1.1.21).

In aceste circumstante este evident ci (2.4) este satisfacutd daci si numai

daca p; € C_, i=1,v, respectiv polinomul polilor este hurwitzian. O

Conform Teoremei 2.2, analiza BIBO stabilititii se reduce la studiul
localizarii in planul complex a radacinilor polinomului p(s) al polilor matricei de

transfer G(s). In acest scop se utilizeazi metode polinomiale (v. subcapitolul 3).
Se poate formula un rezultat asemandtor cu Teorema 2.1, dar referitor la

matricea de raspuns indicial (1.3.8).

Teorema 2.3
Sistemul (1.2.1), (1.2.2) este BIBO stabil dacd si numai dacd lim,_, ||h(t)||

exista si este finita.
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III. Stabilitatea si stabilizarea sistemelor dinamice liniare

). Se are in vedere (1.3.8) in care se trece la limita pentru ¢ — 400, tinand

seama si de (2.4). O

2.2. Relatii cu stabilitatea asimptotica

Teorema 2.2 oferd o prima indicatie privind relatia dintre BIBO stabilitatea
si stabilitatea asimptotica.

Teorema 2.4
Daca sistemul (1.2.1), (I.2.2) este asimptotic stabil atunci el este BIBO stabil.
2. De la Teorema 1.2 se stie ca stabilitatea asimptotica este echivalenta cu

localizarea valorilor proprii ale sistemului In C_. Multimea polilor este inclusa in

multimea valorilor proprii (v. relatia (I.3.35)). Rezultd ca, in conformitate cu
ipoteza teoremei, polii sistemului sunt localizati in C_ . Aceasta, in virtutea
Teoremei 2.2, implica BIBO stabilitatea. O

Din demonstratia Teoremei 2.2 rezultd ca BIBO stabilitatea nu implica
stabilitatea asimptotica deoarece , in general, multimea polilor nu coincide cu
multimea valorilor proprii. Legat de acest fapt se reaminteste si descompunerea
canonicd Kalman de la II.1.2.c. Toate acestea conduc la urmatoarele afirmatii.

Teorema 2.5
Daca sistemul (1.2.1), (I.2.2) este de stare complet controlabila si complet
observabila si BIBO stabil, atunci el este asimptotic stabil. O

Teorema 2.6
Daca sistemul (1.2.1), (1.2.2) este BIBO stabil, atunci partea sa de stare
complet controlabila si complet observabila este asimptotic stabild. O

Teorema 2.7

Daca sistemul (1.2.1), (1.2.2) este BIBO stabil si partile sale de stare
necontrolabild si / sau neobservabila sunt asimptotic stabile, atunci sistemul este
asimptotic stabil. O

Din Teoremele 2.4 — 2.7 rezultd ca stabilitatea asimptoticd este mai tare
decat BIBO stabilitatea, motiv pentru care stabilitatii asimptotice i se acordd, in
mod justificat, o atentie deosebita.
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3. Metode polinomiale

3.1. Criteriile Hurwitz si Routh

Pentru formularea unor rezultate utilizabile in legatura cu Teoremele 1.3 si
2.2, se defineste polinomul cu coeficienti reali:

A(s)=s" —i—als”_l —|—a2s”_2 +..+a,s+a,, se€C. 3.1

Dupi caz, A(s) este fie polinomul caracteristic, d(s), al matricei A, fie
polinomul (monic al) polilor, p(s), al matricei de transfer G(s). Stabilitatea

asimptotica (v. Teorema 1.2 si Observatia 1.3) si BIBO stabilitatea (v. Teorema
2.2) sunt echivalente cu faptul ca d(s) sirespectiv p(s) sunt hurwitziene.

Teorema 3.1
O conditie necesara ca polinomul A(s) sa fie hurwitzian este ca:

a;>0, i=1n. 3.2)

. Coeficientii lui A(s) sunt reali. Rezulta cd zerourile sale, s;, i :L_n,

sunt reale sau complexe (acestea sunt in perechi complex conjugate). A(s) fiind

hurwitzian, urmeaza ca Res; <0, i =1,n. Conform formulelor Viete se scrie:

ay=—(s;+s,+...+5,)>0,

a,=s15+515 +...+5,5, >0, (3.3)

ceea ce demonstreaza inegalitatile (3.2). O
Simplitatea conditiei necesare (3.2.) o face foarte de utild in aplicatii, ca prim
criteriu de sortare, mai ales In forma negata a Teoremei 3.1, care urmeaza.

Teorema 3.2
O conditie suficientd ca polinomul A(s) sd nu fie hurwitzian este ca cel

putin unul dintre coeficientii sai sa fie nul sau negativ. O



III. Stabilitatea si stabilizarea sistemelor dinamice liniare

Fie matricea Hurwitz (de ordinul 7 ) asociatd polinomului A(s):

ap 1 0 0 ... O
a; a, a; 1 ... 0

H,=las a, a3 a, ... 0]. 3.4)
o 0 0 0 .. a,

In (3.4) diagonala principald este formati din coeficientii lui A(s). Pe linii, la
stanga diagonalei principale, se scrie a;, =0 pentru toti k> n.

Fie schema Routh (de ordinul ») asociatd polinomului A(s):

s” or Yoz 703
sl o 3
"2 ry Fy I3
Sn—1+2 irl'*21\5 rifzj :’r[*2j+1\i (35)
s ity ety
sTTE Ty Tiji Tijn
SO rn]’

in care
}’01:1, r02:a2, I”03:a4,..., I’llzal, V12:a3, 7’132615,...; (36)

1 |Ti—21 Tic2j+1| . .
rp=- ,i=2,3,..,n, j=12,.... (3.7
Fict1|Ti—11 Ti—1j+1

Folosind (3.4) si (3.5) — (3.7) se pot demonstra urmétoarele teoreme, [175].

Teorema 3.3 (Hurwitz)

O conditie necesara si suficienta ca A(s) sa fie hurwitzian este ca:
detH, >0, k=1,n.0 (3.8)
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3. Metode polinomiale

Rezultate bazate pe determinanti de ordinul 2 din schema Routh sau pe
variatia totald a argumentului lui A(s) (v. Anexa F) sunt urmatoarele, [175].

Teorema 3.4 (Routh)
O conditie necesara si suficienta ca A(s) sa fie hurwitzian este ca:

>0, i=0,1,2,..,n.0 (3.9)

Teorema 3.5 (Cremer — Leonhard)
O conditie necesara si suficientd ca A(s) sa fie hurwitzian este ca:

T, O (3.10)

R
AGjo), ™ =3

3.2. Stabilitatea relativa

Matricea de tranzitie e At (v. (1.3)) sau matricea g(¢) de raspuns la impulsul

Dirac (v. (2.6), (2.7)) se utilizeaza pentru evaluarea calitatii stabilitatii (asimptotice
sau BIBO). Aceasta consta In determinarea ,,apropierii” unui sistem (asimptotic sau
BIBO) stabil de limita pierderii stabilitdtii (asimptotice sau BIBO). Evaluarea se

bazeaza pe abaterile elementelor (e4’); i

— _ jlms j Pls
i,j=Ln si respectiv (g(t)).., i=Lp, s X
_ t S4 X E O min
j=1,m, fata de limita nula citre care tind | 3
|
in mod natural pentru ¢ — oo. Abaterile 53 !
sunt cu atdt mai mari (si de duratd mai ! 0 Res
mare) cu cat zerourile polinomului A(s) i
(caracteristic sau al polilor), situate in C_, S5 x i
S2 >'K

sunt mai apropiate de axa imaginard

Res=0. _ . Fig. [I1.3.1 Stabilitatea relativi
Stabilitatea trebuie realizatd la un si gradul de stabilitate

nivel acceptabil de calitate. Pentru aceasta

trebuie sd se asigure incd din faza de proiectare o anumitd rezervd de stabilitate

(asimptotica sau BIBO). Aceasta este distanta minima o >0 a zerourilor

min

81,87,...,5, ale lui A(s) (situate in C_) fata de axa imaginard Res =0 — fig. I11.3.1.
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III. Stabilitatea si stabilizarea sistemelor dinamice liniare

Ea este o masurd de asigurare a unei calitati acceptabile si de prevenire a pierderii
stabilitatii (asimptotice sau BIBO) in urmatoarele situatii:
e deplasarea unor zerouri spre axa imaginara (spre dreapta) sub influenta
factorilor mediului ambiant sau prin imbatranirea materialelor;
¢ localizarea incerta a zerourilor deoarece parametrii sistemului se situeaza intre
anumite limite de tolerantd (admise in tehnicad prin norme si standarde), iar
estimarea acestor parametri este afectata de erori (sistematice si aleatoare).
In sprijinul acestor afirmatii pledeaza si dependenta zerourilor polinomului
A(s) de coeficientii sai (formulele Viéte, v. relatiile (3.3)). Variatii relativ mici ale

coeficientilor a;, i =1,n, (de pilda erorile de estimare) pot implica variatii relativ
mari ale zerourilor s;, i=1,n.

Gradul de stabilitate (asimptotica sau BIBO) este prin definitie distanta o
dintre axa imaginard a planului complex si zeroul lui A(s) cel mai apropiat — fig.
II.3.1. Inci din faza de proiectare, dar si ulterior — in timpul functionarii

sistemului, trebuie sa se asigure: o> o Aceasta In conditiile in care o nu

min *

poate fi determinat cu exactitate (datorita incertitudinilor parametrice) sau se poate

modifica sub influenta factorilor de mediu si datorita imbatranirii materialelor.
Rezerva de stabilitate si gradul de stabilitate definesc impreund stabilitatea

(asimptotica sau BIBO) relativa a respectivului sistem.

3.3. Polinoame interval si domenii parametrice de stabilitate

Din varii motive (tehnologice, de siguranta etc.) este necesar sd se cunoasca
intre ce limite se pot modifica parametrii unui sistem fara ca acesta si-gi piarda
stabilitatea sau sd i se reduca rezerva de stabilitate. In acest context se are in vedere
ca pe langa anumiti parametri influentati de mediu si de Imbatranirea materialelor,
sistemul are §i parametri ajustabili (prin dispozitive prevazute de proiectant) care
pot fi modificati de operatorul uman oricand este necesar.

a. Polinoame interval (criteriul Haritonov)

Fie .2 multimea polinoamelor interval de grad n de forma:
Ao(S) = boSn —&—blS"*l + ‘|‘ bnizsz ‘|’ bn—ls +bn . (31 1)
in care coeficientii sunt reali, incerti, dar se situeaza in intervale bine definite:
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3. Metode polinomiale
b;>b,>0, i=0,1,2,..,n. (3.12)

Teorema 3.6 (Haritonov))
Orice polinom din % este hurwitzian daca si numai daca urmatoarele patru
polinoame extreme sunt hurwitziene:

A(s)=b,+b, ;s+b, 157 +b, 353 +b, 4s*+b, 57 +b, (s +...,

Ay(s)=b, +b, ;5+b, 55> +b, 38> +b, 45 +b, 57 +b, ¢s°+..,
(3.13)
Ay($)=b,+b, 1S+b, 25*+b, 353 +b, 45" +b, 5 +b, ¢°+...,

Ay(s)=b,+b, ;s+b, 55> +b, 357 +b, 45*+b, 8 +b, ¢°+..0

Simplitatea remarcabila a testdrii naturii unei multimi infinite de polinoame
prin natura a doar patru polinoame explicd marea utilitate practicd a Teoremei 3.6
in caracterizarea robustetii stabilitatii (asimptotice sau BIBO) pe baza
polinoamelor interval.

In situatia in care multimea .%” nu satisface Teorema 3.6, intervalele (3.12) se
inlocuiesc cu

b, €eb;,eb,], £>0, b;>b,>0, i=012...n. (3.14)

I — =1

Parametrul ¢ oferd o posibilitate de determinare a intervalelor (3.14), ale
coeficientilor incerti b;, i=0,1,2,...,n, astfel incat Teorema 3.6 sd poatd fi

satisfacutd. Cu (3.14) se redefinesc noile polinoame extreme (3.13), dependente de
€, s se determina € ,,, astfel ca acestea sa fie hurwitziene. Evident, € ,,, este o

masurd a robustetii stabilitatii (asimptotice sau BIBO).

b. Domenii parametrice de stabilitate
Din Teoremele 3.3 si 3.4, pentru sistemele de ordin » <3, cu doi parametri

incerti §i / sau ajustabili, rezultd cd determinarea in planul parametrilor a
domeniului de stabilitate se poate face relativ simplu utilizand (3.8) sau (3.9).

In cazul sistemelor de ordin # >4, cu mai mult de doi parametri incerti si /
sau ajustabili, se pune problema rezolvarii unui sistem de » >4 inecuatii neliniare,

care adesea este o problema solutionabild prin calcule laborioase.
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III. Stabilitatea si stabilizarea sistemelor dinamice liniare

O posibilitate de simplificare a procedurii de determinare a domeniului
parametric de stabilitate constd in a evalua mai intdi acele valori ale parametrilor
pentru care polinomul A(s), initial hurwitzian, devine nehurwitzian ca urmare a
variatiei parametrilor sai. Intrucat zerourile polinomului A(s) depind continuu de
coeficientii sai (prin formulele Viéte, v. (3.3)), rezulta cd A(s) devine nehurwitzian
atunci cand unele din zerourile sale se deplaseaza din semiplanul complex stang
spre cel drept si cel putin un zero atinge axa imaginara.

Se poate demonstra cd A(s) devine nehurwitzian exact atunci cand, [175]:

=0

n

det Hﬂ—l = 0

(3.15)

Intr-adevir, a » =0 daca si numai dacad s =0 este un zero al lui A(s). De

asemenea, utilizand formula lui Orlando:

detH, | = (D", (sits)), (3.16)

in care s;, i=1,n, sunt zerourile polinomului A(s), rezultd ca detH, ; =0 este
echivalenta cu existenta unei perechi de zerouri imaginar conjugate.

Este evident ca ecuatiile (3.15) reprezinta frontiera dintre domeniile in care
A(s) este hurwitzian si respectiv non-hurwitzian. Pentru a determina efectiv natura
fiecarui domeniu se considerd un punct in unul dintre domenii. Corespunzator, se
particularizeaza coeficientii lui A(s), se aplica Teoremele 3.3 sau 3.4 si se trage o
concluzie privind natura intregului domeniu caruia i apartine punctul considerat.

Facand schimbarea de variabilda s =z—a se pot utiliza ecuatiile (1.15)

min
si pentru polinomul A(z—a ,;,). Se poate determina astfel domeniul de rezerva
de stabilitate (asimptotica sau BIBO) pentru o ,;, >0 dat.

Pe de alta parte, realizarea efectivd a unei rezerve de stabilitate (asimptotica
sau BIBO) date, o ,,;,, se poate verifica facdnd in A(s) aceeasi schimbare de

variabila, s=z—a

A(z—a

min » dupd care se aplica Teoremele 3.3 sau 3.4 polinomului

min) - Satisfacerea uneia dintre aceste teoreme este echivalentd cu
localizarea zerourilor polinomului A(s) in {s € C; Res < —a i} -
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4. Problema stabilizarii

4.1. Reactia dupa stare

Pentru sistemul dinamic liniar constant (1.2.1), (I1.2.2) se considera legea de

reglare cu reactie dupa stare:
u=Mv—Kx, xeR", u,veR™, 4.1)
in care K este matricea reactiei dupd stare, v este noua marime de intrare a

sistemului si M este o matrice constanti, adecvat aleasa. In fig. 1.3.1 legea (4.1) se
adaugi ca o conexiune stare — intrare. Inlocuind (4.1) in (1.2.1), (1.2.2) se obtine:

%= (A—BK)x+ BMv, (4.2)
y=(C—DK)x+ DMy . (4.3)

Este vizibil cd matricele K si M pot determina unele modificari
parametrice in sistemul (1.2.1), (1.2.2). Sub aspect structural se constatd insd o
anumitd proprietate de invariantd dupa cum rezulta si din urmatoarea teorema.

Teorema 4.1

Subspatiul controlabil al sistemului (I.2.1), (1.2.2) este acelasi ca si al
sistemului (4.2), (4.3) pentru orice K si detM =0.

). Se stie ca matricea de controlabilitate a sistemului (1.2.1), (1.2.2) este

(I1.1.13). Fie & matricea de controlabilitate a sistemului (4.2), (4.3). Subspatiile
controlabile ale celor doua sisteme sunt respectiv Im€ si ImCy . Fie vectorul
¥ €R, X =0, ortogonal pe €, care satisface conditia ¥ 7¢C = 0. Aceasta implic:
XTA'B=0,i=0,n—1.
Pe de alti parte, X' BM =0, ceea ce inseamni ci se pot scrie relatiile:

xT(A—BK)BM =xTABM —xTBKBM =0,

¥T(A—BK) BM =xT(A— BK)(A— BK)'\BM =0, i=1,n—1.



III. Stabilitatea si stabilizarea sistemelor dinamice liniare

Urmeaza ca spatiile ortogonale satisfac Im @KL O ImE -+, fapt echivalent cu:
Im€ D ImC; . (4.4)
Incluziunea inversa rezultd din aceea ci pentru x = 0 cu x Cy =0 are loc:
xT(A—BK)'BM =0, i=0,n—1.

Intrucat det M = 0 rezulti ca:

xT4A'B=0, i=0,n—1,

xT(4—BK)'BM = xT(4— BK)(A—BK)"'BM =

=xTAA—BK)'BM =...=xTA'BM =0, i=0,n—1.
Ca urmare,

Im€ CImC; . (4.5)
Din relatiile (4.4) si (4.5) rezultd Im€ =Im & . O

Exemplul 4.1
Se considera sistemul de la Exemplul I1.1.2 cu legea de reglare dupa stare de

forma (4.1) pentru n=3, m=1 §i M un scalar nenul. S& se arate ca subspatiul

controlabil al acestui sistem este invariant in raport cu legea de reglare (4.1).

De la Exemplul II.1.2 se stie ca:

1|10
ImC=41|,|1
(!

In conformitate cu (4.2) se scrie:

0 0 —1] [1 —k —ky, 11—k
A—BK: 1 0 —3 - 1 {kl k2 k}]: 1—k1 —k2 —3—k3 5
S S S

0 1 =3/ |0 =K 0 1 -3

BM=[1 1 oM=[M M o0



4. Problema stabilizarii

In aceste conditii matricea de controlabilitate a sistemului cu reactie este:
1 —(k+k) (ky +ky)? —ky —ky —1

Cy =1 —(kj+ky—1) (ky+hky)> —ky—2ky—hy—3|M .
0 1 —(ky +ky +2)

Matricea 3x3 de mai sus poate fi transformata prin operatii elementare, in
mod succesiv, dupad cum urmeaza:

1 —(k+ky) (ky +hy)? —(ky + k5 +1)
1 —(k1+k2—1) (k1+k2)(k1+k2—1)—(k2 +k3 +3) —
0 I —(ky +hy +2)

(1 —(k +ky)  —(ky+hky+1) 1 0 —(k,+ky+1) 1 00
1 —(k+k,=1) —(ky+ky+3) |1 3 —(ky+ky3+3)|—>|1 1 2.
0 1 -2 0 3 -2 0 1 -2

Aceasta inseamna ca

1110
ImC, =1{|1},|1|}=Im€ .O
011

a. Alocarea valorilor proprii

Desi proprietatea de controlabilitate a starii este invariantd in raport cu legea
de reglare (4.1), este posibil ca prin aceastd reactie dupd stare sa se produca
schimbdri parametrice esentiale in matricea 4 — BK , cu modificarea valorilor sale
proprii, dupa cum rezultd din urmatoarea afirmatie.

Teorema 4.2
Pentru sistemul (4.2), (4.3), cu rang B=m < n, existd o matrice K astfel

incat polinomul caracteristic al matricei 4 —BK si aibd toti coeficientii (reali)
arbitrari daca si numai daca perechea (A4, B) este complet controlabila.

Q). Necesitatea. Se presupune prin absurd ca perechea (4, B) este incomplet

controlabila. Conform Teoremei I1.1.16 rezulta ca relatiile (I1.1.52) si (I.1.53) pun
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III. Stabilitatea si stabilizarea sistemelor dinamice liniare

in evidenta partile de stare controlabild si de stare necontrolabild ale sistemului
(I.2.1), (I1.2.2). Cu matricea de transformare .S din (II.1.55) se mai obtine:

Folosind si (II.1.55), (I1.1.56), polinomul caracteristic al matricei 4 — BK este:

det[7,s — (4~ BK)|=det|I,s — (S~ '4S — S~ 'BKS)| =

= det

=det|1,s — (Ao, — B Ky)|det(l, s~ A,,).

det(I, ,s— A,.) nu poate avea coeficienti arbitrari. Ca atare det[l,s —(4— BK))]
nu poate avea nici el toti coeficientii arbitrari, fapt care contrazice ipoteza.
Suficienta. Se va arata cd daca perechea (A4,B) este complet controlabila,

atunci existd o matrice K astfel incdt matricea 4 — BK sa aibd un polinom
caracteristic cu toti coeficientii (reali) alesi In mod arbitrar.
Forma canonica controlabila (I1.1.79), (I1.1.80) se rescrie astfel:

A4, 0
ap b,
A=8S4S"'=| * |,B=SB=| | |,
A, 0
am bm

A; 0 . . :
unde a. | @i b.|’ b; au respectiv dimensiunile p; xn, Ixn p;xm, 1xm,si
I
A =[0piin ,0, Iui—l yevreen , 0,....... ,0],
— - — . S—
(H;=Dxn Z;ll p;+lcoloane ;I coloane H,, coloane
ai :[aio, a‘il’ aiz, ....... ,Otl-n_l], l:Lm

u;, i =1,m, sunt indicii de controlabilitate ai perechii (4,B),cu > ;":1 pn,=n.
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4. Problema stabilizarii

Cu transformarea bazati pe matricea S se introduce K = KS~!.

De asemenea se introduce matricea patratica de ordinul m nesingulara:

B :[b{,...,b,ﬂT,

m

in care liniile b;, i = I,_m , au fost definite implicit in B. Apoi se determina:

e _p AT T
R=B,K2[k/ ...k

in care k;,i=1,m, sunt liniile matricei K . In aceasta situatie se obtine:

A-BR = 4-BB,'K = 4] a] —k[, 4].a] —k]......4}

Fie dy(s)=s"+v,;s" ' +...+v, un polinom cu coeficienti reali arbitrari.

Elementele matricei K se determina din egalitatea:

det

]ns—(}i—élg)]:det

Ls—(A—K)|=s"4+ys" .4y, 5+7,,
dupa cum urmeaza:

ki=a,—[ Oy 0, 1, 0,.....0], i=Lm—1,
Qoreeverennenn 0y
Z_l/:1“j coloane (4.6)

A

km = ay +[Yn ’Ynfl""YI]'

Se verifica imediat ca:

0 1 0 0

0 0 1 0
<mtgs_ci_ékﬂ:da Is—| : : : Fll=

0 0 0 - 1

“VYn “Yu1t Va2 0 NI
=s" " 4,
=dg(s)

K=KS, K=B;'K.O (4.7)
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III. Stabilitatea si stabilizarea sistemelor dinamice liniare

Exemplul 4.2
Se considera sistemul de la Exemplul II.1.5. Se cere sa se aloce prin reactie

dupa stare urmatoarele valori proprii: A; = —1, i = l,_4

De la Exemplul I1.1.5 se stie ca forma canonica controlabila este data de:

o 1 0! o0 0 0 21 0 0

A=8A4S"1= 0 li 0 E—SB—O 0 S—1 000
—6 —11 =61 0 1L 37" jo 0o o0 1|

iﬁ’"a"'ﬁﬁfiz 01 00 1 0

in care se identifica
4, =[-6 —11 —6 0], ay=[-11 0 0 —4], by=[1 3], by=[0 1.
Pentru A(s) = (s +1)* =s* +4s3 +65% +4s+1, din (4.6) se obtine:

—6 —-11 -6
—11+1 0+4 046

~1
—4+44

-6 —11 -6 -1
10 4 6 0]

A

Conform relatiilor (4.7), cu S cunoscut de la Exemplul II.1.5, se obtine:

1
0

3
1

25 24 -1 -24
-16 —-10 O 6

_ — .0

e —11 —6 —1
10 4 6 0

b. Stabilizarea prin reactie dupa stare
Conform Teoremei 4.1, subspatiul controlabil al sistemului (I.2.1), (1.2.2)
este invariant in raport cu legea de reglare (4.1). Mai mult, In€ este (4— BK) —

invariant (pentru acest tip de invarianta v. I1.1.2.a), dupa cum se va arata mai jos.

Teorema 4.3
Existd o matrice K pentru a realiza un polinom caracteristic d . (s)

corespunzator subspatiului Im€ al sistemului (1.2.1), (I.2.2), cu proprietatea:

d . (A—BK)ImC =0, (4.8)

2. Conform Teoremei I1.1.16 pentru rangC=r<n existd o bazd de vectori

Vi,...,v, alui ImC si o pereche (4., B,.) complet controlabila astfel incat:

cc?
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4. Problema stabilizarii

(A—BE) ViV, | = [VseosV, [ (Aee — BeeK o) s (4.9)
ch = K[vl,...,vr] .

Intrucat perechea (4,,B,.) este complet controlabili, conform Teoremei

ce?

4.2, existd K, astfel incat s se realizeze:

det| 7,5 — (Age — BooK o)

= dcc(s)a

cu d .. (s) un polinom de gradul r, cu coeficienti reali alesi in mod arbitrar.

Conform teoremei Cayley — Hamilton (v. 1.2.2.b) rezulta:

doo(Ae — B K o) =0. (4.10)
Pe de alta parte din (4.9) se mai obtine:

(A= BK) [V, | = Ve, | (Age = BeeK o)y i=0,1,2,.... . (4.11)
Din (4.11) cu (4.10) rezulta:

dCC(A—BK)[vl,...,v,

= [v19""vr] dcc(;lcc _Bcckcc) =0,

ceea ce implica (4.8). O

Din teorema 4.3 rezultd ca nu toate valorile proprii ale unui sistem sunt
alocabile prin reactie dupa stare, ci numai acelea apartindnd subsistemului de stare
complet controlabila. Valorile proprii ale sistemului de stare necontrolabila
(zerourile de decuplare la intrare) sunt invariante in raport cu reactia dupa stare si
ele se regasesc neschimbate 1n structura sistemului (4.2), (4.3). Acest fapt rezulta
cu claritate din Teorema 1.6.9 si din demonstratia necesitatii Teoremei 4.2.

O problema cu implicatii practice importante este aceea a alocarii valorilor

proprii in C_ prin reactia dupa stare.

Definitia 4.1

Sistemul (1.2.1), (1.2.2) se numeste stabilizabil daca existd o matrice K
astfel ncat sistemul (4.2), (4.3) sa fie asimptotic stabil. O

Evident, conform cu Teorema 4.3, problema stabilizérii nu este echivalenta
cu problema alocarii valorilor proprii dupa cum rezulta din cele ce urmeaza.
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III. Stabilitatea si stabilizarea sistemelor dinamice liniare

Teorema 4.4

Daca sistemul (1.2.1), (1.2.2) este de stare complet controlabild, atunci el este
stabilizabil.

). Prin dualitate se stie ca (4,B) este controlabila dacd si numai daca

(BT,AT), respectiv (BT,—AT) este complet observabild. Aceasta este echivalentd cu

faptul ca urmatoarea matrice este simetrica si pozitiv definita (v. sectiunea II.1.1):
15
M(0,4,) = fol e 4B BTe=47040, 1>0.

Aceasta satisface egalitatea:
AM(0, 1) +M(0,4)4" =BBT — e AhppTe—A"n

care se verifica inlocuind M (0,¢) si integrand. Egalitatea se scrie si sub forma:
T
[4=BBTM (0, 4)|M (0, 4,)+ M (0, 4)[ A= BBTM =10, 1)| =

=—(BBT 4+ e 41BBTe4"0),

Alegand acum

K=BTM~Y0,¢) (4.12)
se obtine urmatoarea ecuatie Liapunov (v. sectiunea 1.4):

(A—BK)M (0,t,)+ M (0,4,)(A— BK)T = —(BBT + ¢ 41 BBTe~4"1)
Conform Teoremei 1.4, urmeaza cé sistemul (4.2), (4.3) este asimptotic stabil. O

Teorema 4.5
Sistemul (1.2.1), (I.2.2), de stare incomplet controlabila, este stabilizabil daca
subsistemul de stare necontrolabila este asimptotic stabil.

D. Fie rang€ = r < n . Din demonstratia Teoremei 4.2 rezulta ca:

det[1,s — (4 — BK)| = det

Is—(Ag = BoKy)|det (1, s — A, ).

Aceasta inseamnd cd prin K; valorile proprii ale matricei (4., — B K;) sunt

arbitrar alocabile (v. Teorema 4.4). Dacd subsistemul de stare necontrolabila este
asimptotic stabil, atunci sistemul (I1.2.1), (I.2.2) este stabilizabil. O
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Abordarea geometricad de la I1.1.3 conduce la urmatorul rezultat.

Teorema 4.6

Fie sistemul (1.2.1), (1.2.2) pentru care d *(s) este polinomul valorilor
proprii situate in C_ £ {s € C; Res >0} . Daca

Kerd *(4) Cc ImC,
atunci sistemul este stabilizabil. O

c. Utilizarea ecuatiei Liapunov

Solutia (4.12) a problemei de stabilizare este dificil de utilizat deoarece
necesitd cunoasterea matricei de tranzitie a sistemului (I.2.1), (I1.2.2). O solutie mai
simpla este urmatoarea.

Teorema 4.7
Fie sistemul (1.2.1), (1.2.2) de stare complet controlabila si fie

sup {xTAx, ||x|| < 1},
A,, =1sau (4.13)

sup{Z';,:l‘aij ,i= l,n}.

Atunci solutia problemei stabilizarii este

K=BTz71, (4.14)
unde Z este solutia urmatoarei ecuatii Liapunov:

(A+M)Z+Z(A+M )T =BBT (4.15)
pentru orice A > A, .

2. Pentru orice A > A, matricea —(4+A[,) este o matrice hurwitziana.
Intr-adevir, fie x(¢) orice solutie a ecuatiei: x(¢) = —(A4+Al,)x(t).

Atunci xT()x(t) = —xT(t)(A+A1,)x(t) sideci
%IIX(OII2 = =227 (O)(4+ AL, )x(0). (4.16)

In conformitate cu (4.13) din (4.16) rezulta:
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III. Stabilitatea si stabilizarea sistemelor dinamice liniare

d
E”x(t)”z <201 |x O, = @) <|x©0)F e 20, e R,

Aceasta inseamna ca pentru orice A > A, matricea —(4+A[,) este hurwitziana.

Ca atare, conform Teoremei 1.4, ecuatia Liapunov:
—(A+M)Z—Z(A+M,)T =—BBT

are o solutie Z, simetrica si pozitiv definitd. Evident ca din
(A+M,—BBTZYWZ +Z(A+M —-BBTZ "\ =—-BBT

rezultd cd A+ A, — BBTZ~! este hurwitziana. Intrucit completa controlabilitate a
perechii (A4,B) este echivalentd cu completa controlabilitate a perechii
(4+Al,,B) pentru orice A € C (v. Teorema I1.1.13), rezultd ca (4+Al,,B) este
stabilizabild prin K de forma (4.14). Intrucat A >X,, >0, valorile proprii ale
matricei (4— BK) sunt la o distantda A la stdnga valorilor proprii ale matricei
(A+Arl,—BK) . Ca urmare, (4—BK) este o matrice hurwitziana, ceea ce

inseamna ca legea de reglare (4.1) cu (4.14) stabilizeaza sistemul (1.2.1), (1.2.2). O

Exemplul 4.3
Se considera sistemul (1.2.1), (I.2.2) cu urmatoarele matrice:
6 -2 0
A= , B= .
-3 -1 -1

Sa se stabilizeze sistemul prin reactie dupa stare.
Intrucat rang(© =2, se poate utiliza (4.14). Este usor de verificat ci 4 nu

este hurwitziand si ca A,, =~ 6. Pentru A =8 ecuatia (4.15) este echivalenta cu:

1421 _222 :0
6z, +14z5=1 ,in care Z £
3zy+21z,—22;=0

SR

Zy Z3

In aceste conditii se obtine:

_
350

6 -2 O
7.281/23 —1.073/23|

1/3 7/3] _1.050

7 —1],A—BK:[
7/3 24 23
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4. Problema stabilizarii

4.2. Reactia dupa iesire

In cazul in care starea sistemului (I1.2.1), (I.2.2) nu este accesibild pentru
concretizarea legii (4.1) se poate utiliza legea de reglare cu reactie dupd iesire:

u=Mv—Ly, u,veR" yeR?, (4.17)
unde L este o matrice mx p constantd. In fig. 1.3.1 legea (4.17) se adaugi ca o
conexiune iesire — intrare. Din (1.2.1), (1.2.2) (cu D =0) si (4.17) rezulta:
x=(A—BLC)x+BMv, (4.18)
y=Cx. (4.19)
Comparand (4.18) cu (4.2) rezulta ca alegand
LC=K, (4.20)

prin LC se pot obtine aceleasi rezultate ca si prin K . Asadar problema se poate
formula in urmatoarea forma: fiind dat K , de exemplu conform Teoremelor 4.2 —
4.7, 1n ce conditii existd L care satisface ecuatia (4.20).

Pentru rezolvarea ecuatiei (4.20) se utilizeazd notiunea de inversa

generalizata a unei matrice. C8 este o inversa generalizatd a matricei C, [8], daca
ccec=cC.
Evident, orice matrice admite o inversa generalizata, care In general nu este unica.

Teorema 4.8
Pentru sistemul (4.18), (4.19) existd o matrice L astfel incat polinomul
caracteristic al matricei 4 — BLC sa aiba coeficienti reali arbitrari dacd si numai

daca exista K in conditiile Teoremei 4.2 si C & pentru care are loc:
K(CsC—-1,)=0. (4.21)
2. Pentru K in conformitate cu Teorema 4.2, ecuatia (4.20) are o solutie:

L=KC¥ + Ly (C5C—1,), (4.22)

in care L,y este o matrice arbitrard (de aceleasi dimensiuni ca matricea L), daca
si numai daca are loc conditia de consistenta (4.21) pentru cel putin un K si cel

putinun C&.0
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Verificarea conditiei de consistentd poate fi evitatd in cazul p=m <n, in

care este utilizabil urmatorul rezultat, [85].

Teorema 4.9
Ecuatia (4.20) are o solutie L, pentru p=m <n si rangC =m, daci si

numai daca
K
rang —C— =m.0O
Exemplul 4.4

Se considera sistemul de la Exemplul 11.1.5.
Sa se analizeze posibilitatea alocarii prin reactie dupa iesire a valorilor

proprii A; =—1, i=1,4.
De la Exemplul II.1.5 sunt cunoscute m= p=2 si C. La Exemplul 4.2 s-a

determinat K prin care se alocd valorile proprii A; =—1, i :l,_4. Cu acestea se

obtine:

Acest rezultat, conform Teoremei 4.9, arata ca este imposibil sd se aloce valorile
proprii specificate prin reactie dupa iesire. O

4.3. Estimatorul asimptotic de stare

Din Teoremele 4.8 si 4.9 rezultad ca nu intotdeauna este posibil ca, prin (4.17)
— reactia statica dupa iesire, sa se aloce arbitrar toate valorile proprii ale sistemului
(4.18), (4.19). Este insa posibila alocarea partiald a valorilor proprii, [60]. Aceasta
inseamna ca un numar de valori proprii ale sistemului (I1.2.1), (I1.2.2) (cu D=0),
altele decat cele din categoria zerourilor de decuplare, se regasesc neschimbate ca
valori proprii ale sistemului (4.18), (4.19).
statica dupd iesire de forma (4.17) pot fi eliminate dacd se utilizeazd reactia
dinamicd dupd iesire (v. Observatia IV.1.1). O analizd detaliatd in domeniul
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4. Problema stabilizarii

frecventelor a sistemelor cu reactie dupd iesire, inzestrate cu regulatoare de tip
dinamic, numite §i sisteme automate multivariabile, se va face in capitolul I'V.

S-a aratat la 3.1 ca utilizarea reactiei dupa stare (in conditiile Teoremei 4.2)
permite alocarea arbitrard a valorilor proprii ale sistemului in circuit inchis. In
cazul reactiei dupa iesire (v. Teoremele 4.8 si 4.9), o serie de restrictii limiteaza

Pe de alta parte, 1n aplicatii, se constatd ca nu toate componentele vectorului
de stare al unui sistem sunt direct masurabile sau daca ele sunt totusi masurabile,
numarul si costul traductoarelor necesare nu justifica utilizarea reactiei dupa stare.

In aceste circumstante si intrucit prin cunoasterea stirii este posibila
alocarea arbitrara a valorilor proprii, se are in vedere si posibilitatea aproximarii
starii pe baza cunoasterii marimilor de intrare si de iesire ale sistemului. Aceasta
solutie este sugeratd de Definitia I1.1.2 si este de asteptat ca valorificarea ei sa fie
in legatura cu proprietatea de observabilitate a starii sistemului considerat.

Evident ca marimea aproximanta X — numita in continuare starea estimatd —
poate fi utilizata pentru realizarea unei legi de reglare de forma (4.1) in care x se
inlocuieste cu x. Un sistem dinamic cu ajutorul caruia se obtine starea estimatd a
altui sistem se numeste estimator de stare. Este de la sine inteles cd marimea de
intrare a estimatorului de stare este formata din marimile de intrare si de iesire ale
sistemului a carui stare se estimeaza. In ceea ce priveste calitatea estimdrii starii, o
evaluare pertinenta a ei este posibild pe baza erorii de estimare:

X, 2x—x. (4.23)

€
In mod evident si fara a mai fi necesard o argumentare detaliati, este de dorit
ca Xx(t) — x(¢) , adica x,(t) — 0, pentru t — +oo . Dar x,(f) este eroarca de
estimare. In acest context, afirmatia ,, x.(t) — 0 pentru t — 400 ” este conditia de
anularea asimptotica a erorii de estimare. Un astfel de estimator se numeste

estimator asimptotic de stare, [75].

a. Estimatorul de stare de tip identitate

trateaza in continuare estimatorul de stare de tip identitate a carui stare proprie este
in acelasi timp starea estimatd x. Pentru sistemul (I1.2.1), (I.2.2) (cu D=0) un
astfel de estimator de stare este descris de ecuatia:
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III. Stabilitatea si stabilizarea sistemelor dinamice liniare

$=(A—LC)i+Bu+Ly, teR,, $€R", %0)=0. (4.24)
L este o matrice de dimensiuni nX p care se alege astfel incat:
lim,_, [x(t) — fc(t)] =lim, , _x.()=0. (4.25)

Se remarca faptul cd ordinul estimatorului este #, adica acelasi cu ordinul
sistemului (1.2.1), (I.2.2). De asemenea pentru simplificarea expunerii, in (1.2.2) s-a
considerat D =0. Dar D = constant = 0 nu influenteaza esential estimarea starii,
ci numai o serie de aspecte formale care conduc la asa-numitul estimator de stare
tare, [233].

Intrucat existenta matricei L este direct legata de conditia (4.25), pentru a se
vedea in ce mod poate fi ea determinata, se elimind x, y si x intre relatiile (I1.2.1),

(1.2.2) (cu D=0), (4.23) si (4.24) si se obtine ecuatia erorii de estimare:
X, =(A—LC)x,, x.(0)=x(0). (4.26)

In conformitate cu conditia (4.25) — de anulare asimptotici a erorii, matricea
L trebuie aleasa (daca existd) astfel incat matricea 4 — LC sa fie hurwitziana.

Din faptul ci, in particular, se poate lucra cu A7 —CTL” rezulti cu claritate
ca prin dualitate (v. Observatia 11.1.7 si Teorema I1.1.8) se ajunge la problema
alocdrii valorilor proprii, respectiv la forma duala a Teoremei 4.2.

Teorema 4.10

Pentru estimatorul de stare (4.24), cu rangC = p <n existd o matrice L
astfel incat polinomul caracteristic al matricei 4—LC sa aiba toti coeficientii
(reali) arbitrari dacd si numai daca perechea (4,C) este complet observabild. O

Demonstratia urmeaza, prin dualitate, o cale similara cu aceea de la Teorema
4.2. Mai mult, acea demonstratie fiind constructivd, ea poate fi utilizatd pentru
determinarea matricei L7 (in locul lui K ) pe baza matricelor 47 si CT (inloc de

A si B)sia polinomului d; (s) cu coeficienti reali arbitrari (in locul lui dg (s)).

b. Detectarea stirii

Prin analogie cu Teorema 4.3 (prin dualitate) se trage concluzia cé in cazul
unui sistem de stare incomplet observabilda nu toate valorile proprii ale
estimatorului (4.24) sunt alocabile prin matricea L. Ci numai acelea apartinand
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4. Problema stabilizarii

subsistemului de stare complet observabila. Valorile proprii ale sistemului de stare
neobservabild se regdsesc neschimbate in structura estimatorului (4.24).

O problema foarte importanta pentru aplicatii este aceea a existentei unui
estimator asimptotic de stare pentru un sistem dat.

Definitia 4.2

Sistemul (1.2.1), (I1.2.2) (cu D=0) se numeste detectabil daca existad o
matrice L astfel incat estimatorul de stare (4.24) sa fie asimptotic stabil. O

Este usor de observat ca problema detectarii starii nu este echivalenta cu
problema alocarii valorilor proprii ale estimatorului prin matricea L. Acest fapt

face obiectul urmatoarelor trei teoreme, care se obtin prin dualitate din Teoremele
4.4,45514.7.

Teorema 4.11
Daca sistemul 1.2.1), (1.2.2) (cu D=0) este de stare complet observabila,
atunci el este detectabil. O

Teorema 4.12
Sistemul (I.2.1), (I.2.2) (cu D=0) de stare incomplet observabild este
detectabil daca subsistemul de stare neobservabila este asimptotic stabil. O

Teorema 4.13
Fie sistemul (1.2.1), (I1.2.2) (cu D=0) de stare complet observabila si fie
A,, conform relatiei (4.13).

Atunci solutia problemei detectarii este

L=7"'CcT, (4.27)
unde Z este solutia urmatoarei ecuatii Liapunov:

(A+M)NZ+Z(A+0,)T =CTC (4.28)
pentru orice A >, . 0O

c. Estimatorul de stare de ordin minim

Estimatorul de stare (4.24) are dezavantajul ca este de ordinul »n, adica
acelasi ca ordinul sistemului estimat, care adesea poate fi neconvenabil de mare.

Trebuie sd se aibd Insa in vedere ca pentru rangC = p <n iesirea y

contine, sub forma a p combinatii liniare, informatii despre cele n componente
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III. Stabilitatea si stabilizarea sistemelor dinamice liniare

ale starii x. Urmeaza ca, utilizand adecvat iesirea y, dimensiunea estimatorului

poate fi redusa, dar astfel Incat starea estimatorului z € R"~7 sa asigure

z(t)

(@)

P

C

—

x(¢) pentru t — 400, (4.29)

in care P este o matrice de dimensiuni (n — p)xn, convenabil aleasa.
Se alege P astfel incat

T

rang[PT : CT] =n. (4.30)

T
Urmeaza ca [PT l cT } este inversabila si (4.29) poate fi scrisa si sub forma:

Pfl

C

z(t)

— x(t entru ¢t — +00. 4.31
o0 P (4:31)

Din (4.31) rezultda cd x(t) poate fi estimat din z(¢) si y(¢) cu conditia

definirii corecte a ecuatiilor intrare — stare — iesire ale estimatorului de stare. O
posibilitate in acest sens este reprezentatd de urmatorul set de ecuatii:

t=Az+By+Eu, teR,, zeR" P, z2(0)=0, (4.32)
$=Cz+Dy, 2eR", (4.33)

A A A

unde iesirea estimatorului, X, este starea estimata si 121, B, C, D, E sunt matrice de
dimensiuni adecvate, a caror determinare face obiectul celor ce urmeaza.

Daca sistemul (4.32), (4.33) satisface conditia (4.25), atunci acesta se
numeste estimator asimptotic de stare de ordin minim al sistemului (1.2.1), (1.2.2)
(cu D=0).

Teorema 4.14
Sistemul (4.32), (4.33) este un estimator asimptotic de stare de ordin minim
al sistemului (1.2.1), (I.2.2) (cu D=0) daca si numai dacd au loc urmatoarele
conditii:
(i) Matricea A este hurwitziana.
(i1) Exista o matrice P astfel incat:
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PA—AP=BC, (4.34)
E=PB, (4.35)
CP+DC=1,. (4.36)

). Pentru a gasi conditia ca z(z) — Px(t) pentru ¢t — +o00, se inmulteste

ecuatia (I.2.1) la stdnga cu P din care se scade apoi, membru cu membru, ecuatia
(4.32). Se obtine:

W= Aw+(PB—E)u+(PA— AP—BC)y, (4.37)
in care
wE Px—z (4.38)

are semnificatia de eroare partiald de estimare.

Este evident ca w(t) — 0 pentru t — +oo este echivalentd cu conditiile (i)
si (ii) — relatiile (4.34), (4.35).

Conditia (4.25), echivalentd cu (4.31), are loc dacé si numai daca w(¢) — 0
pentru f — +00.

Totodata, conform cu (4.33), tinind seama de (4.29) si de x — x, are loc:

care este echivalenta cu (i) — relatia (4.36). O

d. Determinarea unui estimator de ordin minim

In ceea ce priveste determinarea matricelor ,21, f?, é, ﬁ, E , bine cunoscuta
este metoda Gopinath, [118], In care P asigurd alocarea valorilor proprii ale
matricei 4. O altd posibilitate constd in a alege A (conform conditiei (i) din
Teorema 4.14) si B in mod adecvat, dupa care se determind é, 15, E si P din

(4.30), (4.34) — (4.36). Se prezinta 1n continuare metoda Gopinath.
Este usor de verificat ca (4.34) si (4.36) se pot scrie sub forma echivalenta:

P4

(4.39)
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T . 5 L "
Daca [PT : cT ] este nesingulard, asa cum s-a statuat deja prin conditia

(4.30), atunci din (4.39) se obtine:

(4.40)

Pentru P cunoscut matricele 121, l}, c R D se determind din (4.40), iar matricea E

se obtine din (4.35).
Alegerea matricei P nu este In intregime arbitrara, ci trebuie avutd in vedere

conditia (i) de la Teorema 4.14. In acest scop se procedeaza dupa cum urmeazi:
1° Se constituie o matrice C, , de dimensiuni (n— p)xn , astfel incat

urmatoarea matrice sa fie nesingulara:

(4.41)

2° Se utilizeaza S si S™' in transformarea de similitudine (I.1.28). Din

(4.41), cu partitionarile corespunzatoare aceleia din matricea S, se obtin matricele:

|
_ A ! Ay
A=545"" ===,
A21 : A22

N (4.42)

B
B=SB=|-—|, czcsflz[o | Ip].

BZ

3° Pentru sistemul echivalent (4.42) se determina estimatorul 1:1, Z?, C, [), E

folosind matricea:

P=[1,, | -L], (4.43)

unde L este o matrice (n— p)xn care se va alege in scopul alocarii valorilor

proprii ale estimatorului.
4° Pentru (4.42), (4.43) din (4.40), mutatis mutandis, rezulta:
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[
2 2 !
| R e B e e e W
oy I 0 117 A 0 11,
¢ip " L o T |
[
In acest fel se obtin:
E — "ZHL_LIZZIL_FA]Z —L;‘izzL,
4.44
0 1, ’
Se admite ca perechea (C, 2) este complet observabila. Atunci
C 0 1,
- | C4 Ay Ay
rang =|  |=rang| - -, |=n

~ ~ ~ 2
Ap Ay + A4y AyAp+ A4
CcA"! : :

Aceasta implicad independenta liniara a primelor n— p coloane din ¢ . Ca urmare,

perechea (221,2“) este complet observabila si A4 (v. prima relatie din (4.44))
poate avea orice valori proprii ca o consecinta a alegerii adecvate a matricei L.

5° Intrucat estimatorul 4, B, C, D, E se asociazi sistemului (4.42), rezulta

cd iesirea X se poate utiliza pentru estimarea starii sistemului (I.2.1), (1.2.2) (cu
D =0) deoarece S~'x(¢) — x(¢) pentru t — +o0c. Ca urmare estimatorul asociat

sistemului (1.2.1), (1.2.2) (cu D =0) este dat de matricele:
 B=B,C=5"C, D=S"'D, E—F. (4.45)

6° Se alege matricea L astfel incat 4= A= Ay, — LA, si aiba valorile
proprii prestabilite. Se pot folosi in acest scop procedurile din sectiunea 4.1.
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Exemplul 4.5
Se considera sistemul (1.2.1), (1.2.2) cu:
0 1 0 0
0 1 -1
A=|0 0 1], B=|0]|, C= , D=0
1 0 O
-1 -3 =3 1

Sa se determine un estimator asimptotic de stare de ordinul 1 avand valoarea
proprie —1.
1° Se alege C, = [0 0 l] sicu (4.41) se obtine:

0 0 1 010 1
Co| |-mooeeev - !
S=|---|=l0 1 -1, S7'=[1 11 0.
C l
1 0 O 1,70 O
2¢ Utilizand (4.42) rezulta:
-6 -3 -1 1
R -l — 0l1 0
A=845"'=|7 + 3 1|, B=SB=|-1,C=CS"'=| | )
: 0{0 1
111 0 0
3° Se adopta 132[1 | =l 1.
4° Utilizand (4.44) se obtine:
B=|-3-94 71211, —1,  —1—1,~71,1,—6l,—12],
1 I, 1,
C=|0|, D=|1 0|, E=1+I,
0 0 1

5° — 6° Alegand /, =—1 si [, =2 se ajunge, conform relatiilor (4.45), la

estimatorul asimptotic de stare de ordinul 1, descris de ecuatiile (4.32), (4.33) cu
matricele:
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0 0 1
A=—1, B=[-1 =2|, C=|1|, D=|0 2|, E=0.O
1 —1 2

e. Reactia dupa starea estimatd
In conditiile in care este posibild estimarea starii sistemului (1.2.1), (1.2.2)
(cu D=0)in locul legii (4.1) se poate utiliza legea de reglare:

u=Mv—Kx, xeR", u,veR™, (4.46)

in care v §i M au semnificatia din relatia (4.1).
Tinand seama de ecuatiile (4.32) si (4.33) ale estimatorului de ordin minim,
din (1.2.1), (I.2.2) (cu D=0) si (4.46) rezulta:

x=(A— BKDC)x+ BKCz + BMv, (4.47)
z=(BC—EKDC)x+(A— EKC)z + EMv, (4.48)
y=0Cx, (4.49)

care sunt ecuatiile subsistemului cu reactie dupa starea estimata, furnizata de un
estimator asimptotic de stare de ordin minim.

Teorema 4.15 (de separare)
Polinomul caracteristic al sistemului (4.47) — (4.49) (cu reactie dupa starea
estimatd datd de un estimator de ordin minim) se poate factoriza sub forma:

do(s) = det[I,s —(4— BK)]det[ln,ps - 21} . (4.50)

). Se defineste, conform relatiei (4.38), transformarea de stare:

|

|

|
Pi—]

care se aplica sistemului (4.47), (4.48). Tindnd seama de (4.34) — (4.36) se obtine:

X X BM

(4.51)

w 0
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Sistemul (4.51) este echivalent cu sistemul (4.47), (4.48). Avand in vedere
forma particulard a matricei sistemului (4.51), rezultd imediat cd polinomul siu
caracteristic are forma (4.50). O

Rezultatul exprimat prin Teorema 4.1, valabil si pentru estimatorul de stare
de tip identitate (4.24), este remarcabil prin faptul ca permite rezolvarea problemei
regulatorului (matricea K ) 1n intregime separat de aceea a estimatorului de stare
(matricele L si respectiv 121).

O consecintd a Teoremelor 4.2, 4.10, 4.14 si 4.15 este urmatorul rezultat
deosebit de important pentru sinteza sistemelor automate multivariabile.

Teorema 4.16

Pentru orice sistem dinamic liniar constant de ordinul n, de stare complet
controlabila si complet observabild, avand matricea de iesire de dimensiuni p xn
si de rang p <n, se poate realiza o reactie dupa iesire printr-un sistem dinamic
liniar constant de ordinul n— p astfel incat polinomul caracteristic de gradul
2n— p al sistemului in circuit inchis sa aiba toti coeficientii (reali) arbitrari. O

In legaturd cu demonstratia Teoremei 4.15, un alt aspect de natura structurala

este prezentat in rezultatul urmator.

Teorema 4.17

Estimatorul de stare de ordin minim din componenta sistemului in circuit
inchis (4.47) — (4.49) este de stare necontrolabila.

). Conform cu (4.51) (care este echivalentul sistemului (4.47), (4.48)), din

Teorema I1.1.16 rezultd cé subsistemul reprezentat prin vectorul stare w este de
stare necontrolabila. O
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Capitolul IV
SISTEME AUTOMATE LINIARE
MULTIVARIABILE

1. Analiza stabilitatii

Prin sistem automat multivariabil se intelege un sistem cu mai multe marimi
de intrare §i mai multe marimi de iesire si, fapt esential, cu mai multe conexiuni de
reactie negativa. Astfel de sisteme se Intilnesc tot mai frecvent 1n aplicatii.
Metodele clasice (elaborate pentru sisteme automate monovariabile — cu o singura
conexiune de reactie negativd) sunt inoperante in noul context. Ca urmare, sunt
necesare noi metode de studiu, dedicate sistemelor automate multivariabile.

Ceea ce este distinctiv in studiul sistemelor automate este faptul ca
rezultatele de stabilitate deliberat si special obtinute pentru astfel de sisteme in
domeniul frecventelor (de pilda criteriul Nyquist) permit caracterizarea sistemului
in circuit inchis, ca asimptotic stabil sau BIBO stabil, pe baza cunoasterii
sistemului in circuit deschis. Daca in analiza stabilitatii unui sistem automat acest
aspect pare a fi mai putin relevant, pentru sinteza lui el este foarte important.
Principalul motiv este acela ca sinteza unui sistem automat constd in determinarea
structurii §i / sau parametrilor unei parti a sistemului in circuit deschis (in spetd a
regulatorului) 1n scopul satisfacerii cerintelor impuse sistemului in circuit inchis.

In aceste circumstante extinderea utilizarii metodelor domeniului
frecventelor pentru abordarea studiului sistemelor automate multivariabile
reprezintd o evolutie fireascd, in care notiunea centrald, ca si in trecut, rimane
stabilitatea. Aceastd extindere s-a desfasurat pe doua directii: (1) s-a realizat o
generalizare a metodelor clasice (principiul argumentului, locurile de transfer
caracteristice, criteriul Nyquist generalizat); (2) s-au aplicat metode si rezultate din
analiza functionala si teoria operatorilor.

Acest capitol este dedicat expunerii principalelor rezultate obtinute in cadrul
primei directii In care se opereaza cu notiuni si procedee cunoscute si devenite
clasice 1n cadrul analizei si sintezei sistemelor automate monovariabile.



IV. Sisteme automate liniare multivariabile

1.1. Descrierea matematica

Structura unui sistem automat multivariabil cu reactie unitara este data in fig.
IV.1.1. Matricele de transfer G(s) si Gp(s), de ordinul m , reprezintd regulatorul
si partea fixatd (elementele de executie, instalatia automatizata si traductoarele).
v,y,u,w€ R™ sunt respectiv: referinta, marimea reglatd, abaterea $i comanda.
Controlabilitatea functionald completd a iesirilor si observabilitatea functionala
completa a intrarilor se asigura prin detG(s) #0, detG,(s) # 0 (v. subcap. 11.3).

Gr(s) > Gr(s) F=> Y

— regulatorul . . _ partea fixata
reactia negativa

Fig. IV.1.1. Structura de baza a unui sistem automat multivariabil

Conform fig. IV.1.1, ecuatiile de functionare a sistemului sunt urmatoarele:

Y(s)=Gr(s)W(s), (1.1)
W(s)=Gr(U(s), (1.2)
Us)=V(s)—Y(s), (1.3)

in care U(s),V (s),W (s),Y(s) sunt transformatele Laplace ale marimilor u,v,w,y.
Eliminand U(s) si W(s) intre ecuatiile (1.1) — (1.3) se obtine:

1y + Gp($)GR(5)]Y (5) = Gp(5)Gr(5)V (5). (1.4)

Din ecuatia (1.4) rezulta:

Y(s)=Gy(s)V(s), (1.5)
in care

Go(s) 21, +G(s)] ' G(s), (1.6)

G(5) 2 Gpo(5)Gp(s) (1.7)

sunt matricele de transfer ale sistemului automat (in circuit inchis) si sistemului in
circuit deschis (Intrerupt in P,cu v=0,cu u=0 si u=—y, v. fig. IV.1.1).
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1. Analiza stabilitatii
La explicitarea marimii Y(s) din ecuatia (1.4) s-a presupus cd matricea
F(s) =1, +G(s) (1.8)

satisface conditia det F(s)# 0, respectiv ca existi F~'(s). Semnificatia matricei
F(s) rezultd din fig. IV.1.1 1n urmatoarea situatie. Pentru sistemul in circuit
deschis (intrerupt in punctul P si cu V' (s) =0 ), marimile de intrare i de iesire sunt
intrarea in regulator, U(s), si iesirea din comparator,

U(s) = =Gp(s)Gr(s)U(s) -
Cu aceasta se evalueaza diferenta U(s) — U(s) . Folosind (1.7), (1.8) se obtine:

U(s)—U(s) = F(s)U(s).

Este clar ci diferenta U(s)—U(s) depinde de matricea F(s), care, din acest

motiv, se numeste matricea de transfer diferenta a reactiei.

Ca si 1n cazul sistemelor automate monovariabile si dupa cum se va arata in
cele ce urmeaza, matricea de transfer diferentd a reactiei contine informatii
esentiale privitoare la stabilitatea sistemului automat cu structura din fig. IV.1.1.

Pentru justificarea acestei afirmatii, sistemul 1n circuit deschis, descris prin
matricea proprie G(s), se expliciteaza prin reprezentarea de stare de ordinul »:

x=Ax+Bu, teR, , xeR", ucR", (1.9)
y=Cx+Du, yeR", (1.10)

in care A4,B,C,D sunt matrice reale constante de dimensiuni adecvate.

La (1.9), (1.10) se adauga ecuatia comparatorului (v. fig. IV.1.1, si (1.3)):
Uu=v—y. (1.11)

Dupa calcule relativ simple (se elimina # intre (1.9) — (1.11)), in ipoteza

det({,, + D) = 0, se obtine reprezentarea de stare a sistemului automat:
x=Apx+By, teR_, xeR", veR", (1.12)
y=Cox+Dyv, yeR", (1.13)
in care
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IV. Sisteme automate liniare multivariabile

Ay=A-B(,+D)"'C
By=B|l,, —(,+D)"'D|
Co=(,+D)"'C
Dy=(I,,+D)"'D.

(1.14)

Daca are loc det(/,, +D)=0, atunci sistemul automat nu poate realiza
functionalitatea pentru care a fost conceput.

Observatia 1.1

Relatiile (1.14) evidentiaza modificarile structurale si parametrice induse de

reactia negativd. Se remarca formula matricei 4, care aminteste de expresia
A—BLC (cu L= (I, +D)"") din problema reactiei liniare dupi iesire. Conform
celor prezentate in sectiunea II1.4.2, este posibil ca matricele 4, si 4 sd aiba
valori proprii comune. Evident, acest fapt este important in studiul stabilitatii
sistemului 1n circuit Inchis pe baza proprietatilor sistemului 1n circuit deschis.
Alocarea arbitrard a tuturor valorilor proprii ale matricei 4, este posibild
numai daca matricea de transfer G, (s) a partii fixate este ireductibild, [141], si, pe
de alta parte, dacd gradul McMillan al matricei G(s) a regulatorului este egal cu
min(uy —1, vy —1), In care up si vy sunt indicii de controlabilitate si de

observabilitate ai unei realizari minimale a partii fixate (v. sectiunea 11.1.3). O

1.2. Stabilitatea interna si stabilitatea externa

Se folosesc rezultatele de baza privitoare la stabilitatea sistemelor dinamice
liniare prezentate in subcapitolul II1.1. Pentru studiul stabilitatii sistemului automat
cu structura din fig. [V.1.1 trebuie sa se cunoasca polinomul caracteristic:

dy=det(l,s— Ay) (1.15)

al matricei sistemului automat cu reprezentarea (1.12), (1.13). Totodata trebuie sa
se cunoasca polinomul polilor p,(s) al matricei G,(s) (v. (1.6) si Teorema 1.4.5).

Teorema 1.1
Sistemul automat multivariabil cu structura din fig. IV.1.1 este asimptotic
stabil daca si numai dacd polinomul sdu caracteristic, d,(s), este hurwitzian. O
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1. Analiza stabilitatii

Teorema 1.2
Sistemul automat multivariabil cu structura din fig. IV.1.1 este BIBO stabil
dacd si numai daca polinomul polilor sdi, p,(s), este hurwitzian. O

Exemplul 1.1
Se considera sistemul automat cu structura din fig. IV.1.2. S se determine
valorile k£ > 0 pentru care sistemul este asimptotic stabil si respectiv BIBO stabil.

1

Gr(s)

»

Fig. IV.1.2. Structura sistemului de la exemplul 1.1

Pentru a se obtine o reprezentare de stare a sistemului in circuit deschis, se

definesc variabilele de stare x|, x,, x5 (fig. IV.1.2) si se scriu ecuatiile:

X,(6) === X,(0)
Hi(5) = Xy(s) + kU (s)

e =5v) i [
S Y, (s) = X,(s)+ X;5(s).

X5 =5U50)

Se trece la domeniul timpului si se obtin ecuatiile de stare in circuit deschis:

Xl [=1 1 o]lx]| [0 0

. url (vl 10 of*t| [0 Kk|u
u
ol o o ol |0 k2l PR P ) B D%
3 _T 3 ﬁ =C =D
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IV. Sisteme automate liniare multivariabile

Acestora li se adauga ecuatia comparatorului:

U 1 N

yz'

Uy V2

Sistemului in circuit deschis nu este asimptotic stabil deoarece polinomul

sdu caracteristic

d(s) = det(lys — A) = s*(s +1)

Utilizand (1.12) — (1.14) se obtin ecuatiile de stare in circuit inchis:

ol [-1 1 olx| [0 o

fp|=|—k KR |xg |k k)
i 0 —k —kixs| |0 k|72
- S
X1
yl . 1 —k —k ¥ O k Vl
vl 10 1 1|20 0][w]|”
X e —’
=Cy 3 =D,

Pe baza relatiei (1.15) se obtine polinomul caracteristic
dy(s) = det(lys — Ay) = s> + (—k* + k +1)s? +(—k? +2k)s + k2.

Matricea Hurwitz asociata acestui polinom are forma:

—k?4+k+1 1 0
Hy= k? —k2+2k —k?+k+1].
0 0 k2

Conform criteriului Hurwitz (v. III. 3) conditiile de stabilitate asimptotica sunt:

detH, =—k>+k+1>0,
det Hy = (—k? +k+1)(—k> +2k)— k2 >0,
det Hy = k*det H, > 0.

A treia inegalitate fiind echivalenta cu a doua, rezultd urmatoarele conditii:
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1. Analiza stabilitatii
— k2 +k+1>0, k(k3 —3k2 +2)> 0.

Solutia £ € (0,1) este domeniul de stabilitate asimptotica. Reactia negativa

are efect stabilizant: pentru £ >0 sistemul in circuit deschis nu este asimptotic
stabil, dar pentru k£ € (0, 1) sistemul in circuit inchis este asimptotic stabil.

Conform relatiilor (1.7), (1.8) si (1.6) se obtin:

1 1L 0 k i s2+s+k
G(s) = s+1 s _ s(s+1) | F(s) s(s+1) ’
1 k k k s+k
1 —llo & = = r
s s s s s
3 (_p2 24 (12 2
detF(s):S + (k" +k+1)s +(—k"+2k)s+k :do(s)’
s2(s+1) d(s)
1 s+k K
Fl(s)= *
(<) detF(s)| k sP+s+k |
s s(s+1)
k |—ks®> —(k—1)s+k s2(s+1)
Go(S): 5 .
dy(s) s(s+1) —(k—Ds*—(k—Ds+k

Din acest rezultat se obtine:
Po(s) = do(s) =8> +(—k> + k +1)s2 + (k> + 2Kk )5 + k2.

Aceasta inseamna ca sistemul este BIBO stabil pentru k€ (0,1) . Stabilitatea
asimptotica este echivalentd cu BIBO stabilitatea deoarece pentru & = 0 realizarea

adoptatd este minimala (de stare complet controlabila si complet observabild). O

Observatia 1.2
Polinomul caracteristic al sistemului in circuit deschis (1.9), (1.10) este

d(s) = det(I,s — A). (1.16)

La Exemplul 1.1 are loc det F(s) =d,(s)/d(s). Aceasta se poate utiliza in
studiul stabilitatii ca si in cazul sistemelor automate monovariabile (m =1). Se va

arata ca relatia dintre det F'(s) si d(s),d(s) este valabila in general. O
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IV. Sisteme automate liniare multivariabile

1.3. Rezultate bazate pe teorema Hsu — Chen

a. Determinantul matricei diferentd a reactiei

In continuare se examineazi proprietitile fractiei rationale detF(s) si

Teorema 1.3 (Hsu — Chen)
Intre det F(s) (v. (1.8)), dy(s) (v. (1.15))si d(s) (v. (1.16)) exista relatia:

detF(s)  dy(s)
detF(c0) d(s)’

(1.17)
in care det F(co) =det(/,, +D)=0.
. Intrucat (1.9), (1.10) este o realizare a matricei G(s), rezulti ci
G(s)=C(,s—A)"'B+D. (1.18)
In conformitate cu (1.8) si (1.18) se scrie:
det F(s) = det[],, + C(I,,s — A)'B+D]. (1.19)

Se foloseste o formuld Schur (v. Anexa E) si relatia (1.19) devine:

ILs—A! B
det F(s)=det({,s — A)~'det|==—=—- do——m- -
D T e 1, 4D
:d*l (s) |

Se tine seama de (1.16) si se face urmatorul artificiu de calcul:

1 1,  —B(,+D)”!
det F(s)= y

| I,s—A
det|-—--F----------- —|det
s) !

—C

0

m

—-r-—
|
|
: o]
|

=1

Dupa inmultirea determinantilor din membrul drept se obtine:

det F(s) :%)det l,s—A+B(, +D)*1C]det[lm + D]. (1.20)
S ]
=dy(s)
Tindnd seama de prima relatie din (1.14), de (1.15) si de faptul ca

det F(oo) =1lim_,detF(s)=det({,, +D) =0, din (1.20) rezultd (1.17). O
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1. Analiza stabilitatii

circuit inchis pe baza cunoasterii sistemului in circuit deschis.

b. Zerouri invariante i poli invarianti
Se examineaza In continuare situatiile in care polinoamele d(s) si d(s) pot
avea zerouri comune sau, cu alte cuvinte, daca sistemul in circuit deschis poate

avea valori proprii invariante 1n raport cu reactia dupa iesire conform fig. IV.1.1.

Teoremal. 4
Zerourile de decuplare ale sistemului in circuit deschis (1.9), (1.10) sunt
totodata zerouri de decuplare ale sistemului in circuit inchis (1.9) — (1.11),

respectiv sunt zerouri comune ale polinoamelor d(s) si dy(s).
. Utilizind descompunerea canonica Kalman (v. Teorema II.1.19),

conform cu relatiile (I1.1.73) — (II.1.75), pentru sistemul in circuit deschis se scrie:

d(s)=det(l, s— Ay)det(l, s — A;)det(, s — Az3)det(l, s — Agq) . (1.21)
_
p(s)=d,(s) =20(s)

unde p(s) si z%(s) sunt polinoamele polilor si respectiv zerourilor de decuplare.

Folosind acum (1.14), (1.15), (I.1.67), (I1.1.68), pentru sistemul in circuit
inchis se scrie:

dy(s)=det[I s — A+ B(I, + D)"'C]=det[I,s— A+ B(I,, + D) 'Cl=  (1.22)

= det[, s — Ayy+ By (1,,+ D)"'Cy]det (1, s — Ay )det (1, s — Az3)det (I, s — Ayy),
Po(8) =dy(s) =20(s)

in care p((s) este polinomul polilor sistemului in circuit inchis.

Evident, z°(s) este un divizor comun al polinoamelor d(s) si dy(s). O
Prin urmare, zerourile de decuplare ale sistemului in circuit deschis sunt

invariante in raport cu reactia dupa iesire. Se poate enunta acum urmatorul rezultat.

Teorema 1.5
Intre det F(s) (v. (1.8)), Po(s) (v. (1.22))si p(s) (v.(1.21)) exista relatia:

detF(s)  po(s)
detF(c0)  p(s)

(1.23)
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IV. Sisteme automate liniare multivariabile

In acest context se pune intrebarea dacid Po(s) si p(s) pot avea si ele
divizori comuni. Raspunsul este afirmativ. Se examineaza mai intdi doud exemple.
Exemplul 1.2

Se considera sistemul automat multivariabil cu structura din fig. IV.1.3. Sa

se studieze ce divizor comun au p(s) si p,(s) si ce origine are acesta.

: i: w1 X1 i N1
: 1 ;: » 1/s o,
i ii Gp(s) !
! x PARTEA FIXATA|
L Gr(s) i —e 1/(s—1) |
i REGULATORUL 11 X3 !

Fig. 1V.1.3. Structura sistemului de la Exemplul 1.2

Conform fig. IV.1.3 pentru sistemul in circuit deschis se scrie:

1 0 1 0 1 0
G(s)=Gp(s)Gr(s)= f 1= i nE p(s)=s%(s—1).

— 1llo 2| |—/— =

s—1 S s—1 S

Pentru sistemul 1n circuit inchis, conform relatiei (1.6), se obtine:

1 - 1

" I+5 0 % 0 s+1 0
Go(s)=[I, +G(s)] G(s)= | L1 2 1
PR B oy S (s—D(s+D?> s+l

Rezultd cd py(s) = (s +1)*(s—1) si divizorul comun este g(s)=s—1.

Pentru a afla originea acestui divizor comun se foloseste (1.23). Se obtine:

detF(s) (s+D2(s~=T  (s+1)?
detF(e0)  sief s
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1. Analiza stabilitatii

In acelasi timp, un calcul direct al det F'(s), conform cu (1.8), conduce la:

1+E 0 :(S+1)2
1 1 sz

s—1 1+§

det F'(s) =det[/, + G(s)] =det

adica, pe aceasta cale aparitia divizorului comun ¢g(s)=s—1 este imposibila.
Pe de altd parte, procedand la determinarea polinomului z(s) al zerourilor

de transmisie al sistemului in circuit deschis, conform Teoremei 1.4.6, rezulta:

0

D S €t - €))
2 s¥2(s—=1)  p(s)’

—_ | =

det G(s) =det z(s)=s—1.

s—1 s

Asadar g(s)=s—1 este si divizorul comun al polinoamelor z(s) si p(s) .

Datorita acestui fapt g(s) este divizor comun al polinoamelor p(s) si py(s). O

Exemplul 1.3
Se considera sistemul automat multivariabil cu structura din fig. I[V.1.1 si
3 1
| s+l s+1
G = ¢ 3(s—1)

s+l (s+1D)(s—2)

Sa se determine polinoamele p(s) si py(s) si eventualul divizor comun.

Conform Teoremei 1.4.5, p(s)=(s+1)(s—2). Dar, detG(s) =—3p~'(s).
Conform Teoremei 1.4.6, rezultd ca z(s) =1 si implicit g(s) =1. Pe de alta parte,
din (1.6) rezultd p,(s)= p(s), fapt confirmat de det F'(s) =1 (calculat cu (1.8)).
Motivul este ca reactia dupa iesire permuta polii intre ei: —1 trece in 2512 Tn—1. O

Se confirma faptul ca pot exista poli invarianti in raport cu reactia dupa iesire.

Teorema 1.6

Sistemul 1n circuit deschis (1.7) poate avea poli invarianti In raport cu reactia
dupa iesire a sistemului automat cu structura din fig. [V.1.1.
9. In general, pentru polinoamele monice z(s) (al zerourilor) si p(s) (al

polilor) ale lui G(s), avand c.m.m.d.c. (monic) ¢(s), se pot scrie relatiile:
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z(s) =q(s)Z(s), (1.24)
p(s)=q(s)p(s). (1.25)

z(s), p(s) (coprime) rezultd, dupa simplificari, direct din det G(s), adica:

detG(s) = k@, k = constant. (1.26)
p(s)

Se stie (v. Teorema 1.4.6) ca amplificand z(s), p(s) in (1.26) cu g(s) se

obtine:

HONSYOHONPEON (127)
p(s)  q(s)p(s)  p(s)

detG(s) =k

Pe de alta parte, prin calculul direct al det '(s) se obtine:

det F(s)= k pAO(S) =k r$)Pols) _ k Pols) k = constant, (1.28)

pis)  rs)ps)  pls)

unde p(s), p(s) sunt monice coprime, iar factorul »(s) este astfel ales incat:
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P(s)=7r(s)p(s). (1.29)
Substituind (1.29) in (1.25) rezulta:
p(s)=q(s)r(s) p(s). (1.30)

Inlocuind acum (1.23) si (1.25) in (1.28), cu det F(c0) = lg, se obtine:
Po(8)=4q(s)r(s) po(s) =4q(s)Po(s), Po(s)=r(s)po(s). (1.31)

Din (1.30), (1.31) rezultd cd p(s) si py(s) au divizorul comun g(s)r(s).O

Evident, relatiile (1.30) si (1.31) conduc imediat la urméatorul rezultat.

Teorema 1.7
Intre det F(s) (v. (1.23)), p(s) (v. (1.29))si Do(s) (v. (1.31)) exista relatia:

det F(s) _ Po(s) - (1.32)
detF(c0)  p(s) '

Urmand studiul intreprins la [.6.5 se demonstreaza si urmatorul rezultat.
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Teorema 1.8

Zerourile de transmisie ale sistemului in circuit deschis (1.7) sunt invariante
in raport cu reactia dupd iesire a sistemului automat cu structura din fig. IV.1.1.

). Prin calcul direct din (1.6) (cu (1.7), (1.8)) si (1.23), (1.27) se obtine:

detGO(s):detF—ldetG(s):ko*Mj 26) g FO) gk ket F-1(00) .0

Po(s)péffi OPO(S)’

c. Rezultate de stabilitate
In general, detF(s) poate si nu contini toate informatiile privitoare la

valorile proprii ale sistemului 1n circuit inchis. Cu toate acestea, det F'(s), obtinut

cu relatia (1.8), se poate folosi in analiza stabilitatii sistemului in circuit inchis pe
baza cunoasterii sistemului in circuit deschis. In acest sens, o cale de generalizare a
criteriului Nyquist consta 1n studiul functiei det /'(s) prin metoda frecventiala.

Teorema 1.9

Fie P, si Ry numdrul de poli ai sistemului in circuit deschis (fig. IV.1.1)

situati respectiv in {s €C; Res > O} si {s €C; Res = 0} . Sistemul automat

multivariabil este BIBO stabil daca si numai daca:
TS
argdet F(jo)| = =2nP, +1F). (1.33)

). Variatia totala argumentului functiei det F(jm) se obtine din (1.23):

. . AT .
argdet F(jo)|" . =arg po(jo)|__ —arg p(jo) . (134)

Conform criteriului Cremer — Leonhard (v. Teorema III.3.5), polinomul
Po(s) este hurwitzian dacd si numai daca:

N N RS
arg po(jo)|_ =2argpo(jo)|, " =mgrd po(s) =ngrd p(s). (135)
Aplicand pentru p(s) principiul argumentului (v. Anexa F), se scrie:
. \|To©
arg p(jo)| . = ngrd p(s)—2nP —1F. (1.36)

Inlocuind (1.35) si (1.36) in (1.34) se obtine in mod echivalent (1.33). O
Folosind Teorema I11.2.7 se formuleaza imediat si urmatoarea asertiune.
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Teorema 1.10

Subsistemele de stare necontrolabila si / sau neobservabila ale sistemului in
circuit deschis sunt asimptotic stabile.

Fie P, si Ry numdrul de poli ai sistemului in circuit deschis (fig. IV.1.1)
situati respectiv in {s €C; Res > 0} si {s €C; Res = O} . Sistemul automat
multivariabil este asimptotic stabil daca si numai daca are loc (1.33). O

Exemplul 1.4

Se considera sistemul automat multivariabil cu structura din fig. IV.1.3.

Sa se studieze stabilitatea asimptotica si BIBO stabilitatea sistemului.
Cu variabilele de stare x;,x, si x5, definite in schema din fig. IV.1.3, dupa

calcule simple, se obtin reprezentarile de stare in circuit deschis si in circuit inchis:

5] o 0 olx| [t oo, X
Hl=l0 0 ollxlelo 1M (=2 9 9,
. us|” v, 0 11
B0 0 T] (10 I
_ - B
X1l =1 0 ollx]| [1 0 x|
4
il=10 =1 —1fxy|+lo 1], =t O O
. V2 yz 0 1 1
i) -1 0 1yl 1o s
- v | \ | -
=4 =B, ‘

Ambele sunt de stare complet controlabild si complet observabila. Rezulta:
d(s)=dy(s)= p(s)=s2(s—=1), dy(s)=dy(s)= py(s) =(s+1*(s—1).

Urmeaza ca sistemul automat este instabil (intern) si BIBO instabil.
La Exemplul 1.2 s-a calculat direct det F(s) = (s +1)?>s~2, pentru care

argdet F(ju)| 7% = arg(jw+1)| £ —arg(jw)?| ¥ =27
Pe de alta parte, P, =1, P, =2 si conform cu (1.33) trebuie sa aiba loc:
argdetF(jw)‘jgg — 47 .

Evident, 27 = 47 si, prin urmare, sistemul automat este (BIBO) instabil. O
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2. Generalizarea criteriului Nyquist

2.1. Functiile de transfer caracteristice
Ideea de baza este de a utiliza valorile proprii ale matricei G(s) a sistemului
in circuit deschis si legétura lor cu functia rationala det F(s) . Pentru fiecare s€ C,

fixat, valorile proprii, y,(s), k = I,_m , sunt zerourile polinomului caracteristic:
A(g,s)= det[[mg(s) - G(s)] =g"(s)+ Otl(s)gm*1 ($)+...+a,(s), (2.1)

unde o;(s), i = 1,m, sunt functii rationale. Polinomul (2.1) poate fi explicitat prin:
Ag.) =T [ =14 (s)]- (2.2)
Pentru g(s)=—1 din relatia (2.2), cu (1.8), se obtine:
det F(s) =[] _ [1+74(s)]. (2.3)

Din (2.3) rezulta cd valorile proprii, y,(s), k :I,_m , contin aceleasi
informatii ca det F'(s), dar mai detaliate In ceea ce priveste structura sistemului

in circuit deschis. Aceasta sugereazid calea de urmat pentru generalizarea
criteriului Nyquist, [129]. Pentru a atinge acest scop este necesar sa se raspunda
mai intéi la urmatoarele doud intrebari:

1° v, (s), k= 1,m, fiind in general irationale, cum se poate utiliza (2.1)?

2° Cum se aplica principiul argumentului?
Se va raspunde la aceste intrebari, pe scurt si explicit, in cele ce urmeaza.

a. Definirea functiilor de transfer caracteristice
In general, polinomul in variabila g din (2.1) poate fi factorizat sub forma:

A(g,s) = det{lmg(s)— G(S)] = 61(g,s)62(g,s)...6n(g,s) , (2.4)

in care 98,(g,s), i= ﬁ, 1 <n <m, sunt polinoame in variabila g , de forma:

3:(g,9) =g () +an()g" " () +..+a, (), i=ln,  (2.5)
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cu Z?:lrl-:m. Entitdtile 6,(g,s), izl,_n, se numesc polinoame ireductibile

slj o

dacd a;;(s),j=1r; , sunt functii rationale in conditiile in care n are valoarea
maxima posibila.
Pentru fiecare s =5, € C, fixat, fiecare ecuatie ireductibila

8,(g,s)=0, i=1n, (2.6)

are r; solutii numite ramuri. Pentru s € C fiecare ecuatie ireductibila din (2.6)
defineste, implicit, cate o functie algebrica g;(s), r;-valenta, numitd functie de
-valente,

transfer caracteristica a matricei G(s) . Functiile g,(s), i:m , 7

formeaza setul functiilor de transfer caracteristice ale matricei de transfer G(s).

In virtutea r; -valentei, g;(s) se defineste pe o suprafatd Riemann R,
formatd din r; foi suprapuse care reproduc de r; ori planul complex C .
Conexiunile intre diferite foi ale suprafetei %2, se fac prin fdieturi practicate intre
punctele de ramificare ale lui g,(s) sau intre acestea si punctul de la infinit (prin

drepte paralele cu axa reald sau cu axa imaginard). Acest fapt este natural posibil
deoarece in punctele de ramificare cel putin doud ramuri au valori identice.

Principiul argumentului se aplicd pentru conturul Nyquist Cy, (v. Anexa F).

Pe fiecare foaie a lui %, se plaseaza cate un C), . Parcurgindu-le, ele se inlantuie

intr-o curbd inchisd pe 2, prin trecerea prin taieturi de la o foaie la alta.

Exemplul 2.1
Fie matricea de transfer:
1 s—=1 s-=2
Gl )=—— .
(+Ds+2)|s+2 s+l

Sa se determine functiile de transfer caracteristice si suprafetele Riemann
corespunzatoare, pe care se vor trasa contururi Nyquist.
Inlocuind G(s) in (2.1) se obtine polinomul caracteristic ireductibil:

2 2s n 3
(s+1)(s+2)g (s+D2(s+2)%°

Alg,s)=g
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2. Generalizarea criteriului Nyquist

G(s) are o singurd functie de transfer caracteristica (bivalentd). Expresia ei,

pentru fiecare s € 9, este data de cele doua valori proprii ale lui G(s):

_ 1 2
YI(S)_(S+1)(S+2)(S+ s 3)
g(s)= |
_ _ 42 _
Yz(S)—(S+1)(S+2)(s \s 3), sE€R.

Discriminantul D(s) = 4(s*> —3) se anuleazi in Sjp = ++/3 . Acestea sunt

punctele de ramificare ale functiei de transfer caracteristice.
Suprafata Riemann % are foile %, si contururile Nyquist Cy,, . Ele se

inlantuie prin tdietura intre punctele de ramificare — fig. [V.2.1.a, sau prin taieturile
intre un punct de ramificare si punctul de la infinit — fig. IV.2.1.b. O

Fig. IV.2.1. Foile suprafetei Riemann cu taieturi intre: (a) punctele de ramificare,

(b) un punct de ramificare si punctul de la infinit

Alegerea taieturilor pe foile suprafetei Riemann %2; nu este, in general,

unicd. Este insd necesar ca ele sd conecteze aceste foi de o asa manierda incat

functia g;(s) sa devina univalentd pe ;. Faptul ca %, are r; foi (corespunzator
r;-valentei lui g,(s)) si ca la intdlnirea unei taieturi (o conexiune intre cel putin

doua foi) se poate trece de pe o foaie pe alta conduce la constatarea ca fiecarui
punct s € %, i corespunde un singur punct g;(s) € C si numai unul.
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IV. Sisteme automate multivariabile

Inainte de a continua cautarea unor raspunsuri la intrebarea 2° de la inceputul
acestei sectiuni este necesard elucidarea a doud probleme si anume: cum se
determina polinoamele ireductibile si cum se determind punctele de ramificare.

b. Polinoame ireductibile
Obtinerea lor este legatd de forma canonica diagonala de blocuri Frobenius:

G(s) 2 diag{Fy,(5), Fy5(5).... Fsn(9)} 2.7)
0 0 - 0 —a;l(s)
L0 o 0 —a;, ()

Fs()Z0 1 - 0 —a; ()|

e i

(rixr) : :
0 0 - 1 —a;s)

Fj5;(s) este matricea Frobenius a polinomului §,(s)=det|/, g(s)— F5;(s)|, in
care /, este matricea unitate de ordinul 7;.

Evident, exista T'(s), matrice de ordinul m , cu det7(s) # 0, astfel incat:
G(s)=T"'(5)G(s)T(s) . (2.8)

Cu T(s) adecvat ales, din (2.8) se obtine forma canonica rationald
ireductibila a matricei G(s). Determinarea matricei 7'(s), ca procedeu practic, se

bazeaza pe urmatoarele considerente. Daca vectorii:

x, Gx, G2x,..,G*x, cu xeC™ (2.9)

sunt liniar independenti 1n timp ce vectorii x, Gux, G2x,...,G*1x, G*x sunt
liniar dependenti (v. Anexa A), atunci sirul (2.9) se numeste lant de lungime k al
lui G si x este conducatorul lantului. Lantul (2.9) se numeste de lungime minima
(maximd) dacd x € C™ a fost astfel ales incat £ este minim (maxim) posibil.
Procedeul de determinare a lui G(s) constd in construirea unor lanturi care
evidentiaza factorii invarianti ai lui G(s). Intrucat factorii invarianti sunt produse

ale polinoamelor ireductibile, rezultd cd obtinerea formei canonice necesitd
utilizarea unor lanfuri de lungime minima.

246



2. Generalizarea criteriului Nyquist

Practic, se procedeazd astfel: se alege x;, conducatorul unui lant de lungime
minima k,; se alege x,, conducatorul unui lant de lungime minima k&, , liniar
independent fatd primul; se alege x5, conducdtorul unui lant de lungime minima
k+, liniar independent fata de precedentele; se continud pana cand » k;=m .

T(s) din transformarea (2.8) se construieste dupa cum urmeaza:

T(s)=|x1, Gxp,.s G2y, 0y, Gty s GF 7y ij,...,G"f‘lxj] (2.10)

Dificultatea majora in aplicarea acestei proceduri este gasirea lanturilor de
lungime minima. In aplicatii insa, de regula, polinomul caracteristic al lui G(s)

este ireductibil, caz in care nu mai este necesara aplicarea procedurii de mai sus.

¢. Puncte de ramificare

Un s5,€C se numeste punct de ramificare al functiei de transfer
caracteristice definitd de ecuatia ireductibila (2.6) dacd s, este zero multiplu. Fie

ecuatia ireductibild (2.6) cu (2.5) (scrisd, pentru simplitate, fara indicele 7 ):
g +a(s)g" '+ +a,(s)=0. (2.11)
Aceasta ecuatie are o radacind multipld in s, daca discriminantul

2r—1 coloane

1 a ay e a_ a 00 0
1 a “ea. a, 0 0

: linii
0
0 0 0 1 a U e e e e a a
2 1 2 r—1 r

DOZo 0 o0 s ey e e e 2, 5 a 2212
0 0 0 r (r—Da, a_; 0

: ' 0 o[«

: linii
0 oo e a 0 0 0
r(r_l)a] ......... a, 0 0 0 0

care este un determinant de ordinul 2 —1 asociat lui (2.11), se anuleazd in s =s,.
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IV. Sisteme automate multivariabile

d. Locurile de transfer caracteristice

(v. Anexa F). Pentru o functie de transfer caracteristici g;(s), definitd pe o
suprafatd Riemann .%2;, variabila s parcurge o singurd data, in sens negativ, 7 -
plul contur Nyquist situat pe cele 7, foi ale lui #;, trecandu-se de pe o foaie pe
alta atunci cand se intalneste o taieturd. Imaginea g,(jo), ® € R a acestui contur
prin functia g;(s) se numeste locul de transfer caracteristic. Multimea locurilor

gi(jo),neR,i= ﬁ, ale Iui G(jw), este setul locurilor de transfer caracteristice
ale sistemului in circuit deschis. G(jw) se numeste matricea de raspuns la
frecventda a sistemului in circuit deschis. Locurile de transfer caracteristice se

traseaza grafic prin proceduri numerice de continuitate (v. Anexa D).

Exemplul 2.2
Se considera sistemul automat multivariabil cu matricea de transfer in circuit
deschis de la Exemplul 2.1. Sa se traseze locurile de transfer caracteristice.

A jIm

4 .
0=0 4" 7, (jo)

y— ~

Fig. 1V.2.2. Locul de transfer caracteristic la Exemplul 2.2
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2. Generalizarea criteriului Nyquist

Pentru g(s) de la Exemplul 2.1, cu s € C)y C & (adicd s = jo), se scrie:

L o+e’+3 .
o U0 = 5 S e Bo+j2-0?),
j =
. o—o?+3 _
1200 =Gy pog 0TI 0N) ek,

Pentru o€ {0,1,+/2,2,5,10,20} si folosind relatiile v,(—jw)=7v5(jo) ,
Y, (—jo) =7](jo), ((-)* simbolizeazi conjugarea numerelor complexe), locul de

transfer caracteristic este reprezentat in fig. [V.2.2. O

2.2. Aplicarea principiului argumentului

a. Functiile de transfer caracteristice ale matricei diferenti a reactiei
Se porneste de la polinomul caracteristic al matricei F(s):

Ap(f,s)=det[I, f(s)—=F($)|= " () +B1(s) " () ++-+B,,(5) ,(2.13)
in care B, (s), i=1,m, sunt functii rationale. Functiile de transfer caracteristice

fi(s), i= m , se definesc cu ajutorul factorizarii in polinoame ireductibile:

Ap(f.8)=det[L, f(5) = F($)|=w (/o)W 2(f,9)- W (f58),  (2.14)

in care polinoamele ireductibile au expresiile:

V(&)= )+ by () TN+t by (), =T, (2.15)

Fie ¢;(s) c.m.m.m.c., monic, al numitorilor functiilor b, ;(s), j =1,r,, din

sl

(2.15). In aceste conditii, polinomul (2.15) este echivalent cu

C;,.
ir;

Cio(s)’

ci(s)
Cio(s)

v (f.s)=f"(s)+ £ )+ i=lm, (2.16)

In care c;;(s)=c;o(s)b;;(s), j=Lr; . Fie c;o(s) si ¢y ($) coprime. f;(s) ,

definita prin y;(f,s) =0, este nula pentru ¢, (s) =0, iar pentru c;,(s) — 0 are
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IV. Sisteme automate multivariabile

loc f;(s)—oo . Ca urmare, c,,(s) si c;o(s) sunt polinomul zerourilor si
respectiv polinomul polilor functiei de transfer caracteristice f;(s) . Aceste
afirmatii sunt consistente si pentru c;,(s) si ¢, (s) non coprime. In acest caz un

zero al factorului lor comun este in acelasi timp zero si pol al lui f;(s) .

b. Variatia totald a argumentului

Polinoamele c;, (s) si c;o(s) fiind cunoscute, variatia totald a argumentului

Sunctiei f;(s) pe r;-plul contur Nyquist situat pe %; are forma (v. Anexa F):

cirl-(j('o)
¢io(Jjo)

+ 00

i=1,1. (2.17)

, 1
—o00

. +
A, =arg f;(jo)| 7 =arg

In acelasi timp, pentru functiile fi(s), i=1,m, variatia totala a argumentului

setului de functii de transfer caracteristice are expresia:

i (JO) |40 iy (JO) || 400
Ap, =51 Ap, =" arg—iZ = U A(2.18
7 Z’ZI 7. i=1 gcio(]w) - [ =lc;(jo) ||-oo (2-18)
Pe de altd parte, pentru f(s) =0 din (2.14) cu (2.16) se obtine:
_1\m o n ciri(s)
(=)™ detF(s)= 1 0(5) (2.19)

Din (2.18) si (2.19) rezulta ca variatia totald a argumentului setului de functii
de transfer caracteristice coincide cu aceea a functiei det F(s) adica

A, =det F(jw) . (2.20)
Relatia dintre f;(s) si g;(s), i :1,_1] , se obtine din (2.13) si (1.8). Se scrie:

det[1,,f(s)— I, — G(s)|=det[L,,(f(s)— 1) —G(s)]. (2.21)

Din (2.21), cu (2.1), urmeaza ca g(s)= f(s)—1 sirespectiv

fi(s)=1+g,(s), i=Ln. (2.22)
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2. Generalizarea criteriului Nyquist

Acest rezultat aratd ca prin trasarea locurilor de transfer g;(jo), i = 1,_11 , ale

matricei G(jw), se obtin simultan si locurile de transfer f;(jo), i:ﬁ , ale
matricei F(jo)=1, +G(jo), dar fata de un nou sistem de axe cu originea

translatd pe axa reala in punctul —1 . In aceasta situatie din (2.18) — (2.20) rezulta:
A, | =A@, =det F(jo) ", (2.23)

in care indicele g,—1 simbolizeaza faptul cé variatia totala a argumentului setului

g,(jo), i= ﬁ , se raporteaza la noua origine situata in punctul —1.

2.3. Criterii Nyuquist generalizate

a. Criterii pentru sisteme automate cu reactie unitard
Fie sistemul automat cu structura din fig. IV.1.1 (cu reactie negativa
unitara). Relatia (2.23) si Teoremele 1.9, 1.10 conduc la urmatoarele criterii Nyquist.

Teorema 2.1

Fie P, si Ry numdrul de poli ai sistemului in circuit deschis (fig. IV.1.1)
situati respectiv in {s € C; Res>0} si {s€C;Res=0} . Sistemul automat
multivariabil este BIBO stabil daca si numai daca

Ap, | =2mP, +nk. (2.24)
). Se inlocuieste (1.33) in (2.23) si se obtine (2.24). O

Teorema 2.2

Subsistemele de stare necontrolabila si / sau neobservabila ale sistemului in
circuit deschis (fig. IV.1.1) sunt asimptotic stabile.

Fie P_ si Ry numarul de poli ai sistemului in circuit deschis (fig. IV.1.1)

situati respectiv in {s €C; Res > 0} si {s €C; Res = 0} . Sistemul automat

multivariabil este asimptotic stabil daca si numai daca are loc conditia (2.24). O

Se constata ca si In cazul sistemelor automate multivariabile punctul —1 are
o semnificatie speciald. Se stie ca el se numeste punctul critic si cd marcheaza
trecerea, dupa caz, de la BIBO stabilitate la BIBO instabilitate respectiv de la
stabilitate asimptoticd la stabilitate neutrald sau instabilitate. Ca si 1n cazul
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IV. Sisteme automate multivariabile

sistemelor automate monovariabile, stabilitatea relativd (BIBO / asimptotica) se
apreciaza prin marginea de amplificare si marginea de faza [175]. Acestea pot fi
determinate pentru fiecare loc de transfer caracteristic g,(jm), fatd de originea

situatd in —1. Valorile minime pe setul locurilor de transfer caracteristice definesc
stabilitatea relativa in domeniul frecventelor, [175].
La evaluarea variatiei totale a argumentului setului de locuri de transfer

caracteristice, g,(jo), i = m, fatd de punctul critic, se procedeaza ca si in cazul

sistemelor automate monovariabile. Concret, se evalueaza variatia totala a
argumentului pentru fiecare loc de transfer caracteristic fatd de punctul critic dupa
care se face suma algebricd a respectivelor variatii totale ale argumentelor.
Stabilitatea unui sistem automat multivariabil se poate studia si in functie de
factorul de amplificare global k€ R\{0} al regulatorului. Noile forme ale

Teoremelor 2.1 si 2.2 se obtin inlocuind matricea de transfer G(s) a sistemului in

circuit deschis cu & G(s). Ca urmare relatia (1.8) se inlocuieste cu:
det F(s) = det[1,, + k G(s)| = k" det[k~'1,, + G(s)|.
Punctul critic este —k~! si relatia (2.23) se inlocuieste cu
A9, 1 =Ap, =detF(jo)| 7, (2.25)
in care indicele —k~! simbolizeazi raportarea la originea situati in punctul —k~!.

Corespunzator Teoremelor 2.1 si 2.2, se formuleaza urmatoarele rezultate.

Teorema 2.3

Fie P_ si £y numdrul de poli ai sistemului in circuit deschis (kG(s), k€R\{0}
in loc de G(s), fig. IV.1.1) situati in {sEC;ReS>0} si respectiv {SGC;ReS:O}.
Sistemul automat multivariabil este BIBO stabil daca si numai daca

APy 1= 2nP, +nh. O (2.26)

Teorema 2.4

Subsistemele de stare necontrolabila si / sau neobservabila ale sistemului in
circuit deschis (fig. IV.1.1 cu G(s) inlocuit cu kG(s), k€ R\{0} )) sunt

asimptotic stabile.
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2. Generalizarea criteriului Nyquist

Fie P_ si Fy numarul de poli ai sistemului in circuit deschis situati respectiv
in {seC;Res>0} si {s€C;Res=0} . Sistemul automat multivariabil este
asimptotic stabil daca si numai daca are loc conditia (2.26). O

Exemplul 2.3

Pentru sistemul automat cu structura din fig. IV.1.1 si G(s) de la Exemplul
2.1, folosind Teorema 2.3, sa se determine k& pentru care sistemul este BIBO stabil.

Locul de transfer caracteristic este reprezentat in fig. [V.2.2. Punctele 4, O si
B impart axa reald in patru intervale in care se poate situa punctul critic —k~!
atunci cand k variaza de la —oo la +00. Punctele 4 si B corespund pulsatiilor
©==4~2 siau coordonatele [(1—~/5/2)/3, jO] si [1+~/5/2)/3, jO].

Cu P, =0, P, =0, conditia (2.26) din Teorema 2.3 impune Apg ;1=0.

Avand in vedere fig. IV.2.2, punctul critic se poate situa dupa cum urmeaza:

I. -k 'e (—oo, (1—\/%)/3)u((1+\/%)/3, +oo). Locurile de transfer
caracteristice nu inconjoara punctul critic, respectiv are loc A g k1= 0. Aceasta
inseamnd ci pentru k € (2—+/10, 2++/10) sistemul automat este BIBO stabil.

L —k~'e((1=~/572)/3, 0)U(0, 1++5/2)/3) si —k'=(1F+5/2)/3.
Locurile de transfer caracteristice inconjoard de doud ori in sens negativ si

respectiv trec prin punctul critic. Conditia A, _, 1 =0 nu are loc. Urmeaza ca

pentru k €(—o00, 2—/10]U[24+/10, + c0) sistemul automat este BIBO instabil. O

b. Criterii pentru sisteme automate cu reactie neunitard
Structura sistemului automat din fig.IV.1.1 are particularitatea cd reactia

negativd este unitard. In general reactia se realizeaza printr-o matrice G, (s), a

traductoarelor, de ordinul m, cu detG,(s) # 0, fig. IV.2.3.

w

A '4

Gp(s) Gr(s) b=—> ¥

Gr(s)

Fig. IV.2.3. Structura sistemului automat multivariabil cu reactie neunitard
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IV. Sisteme automate multivariabile

Matricea de transfer a sistemului in circuit inchis (fig. IV.2.3) are forma:

Go(s)= F1(5)Gy(s), (227)
in care

G, (5)= Gy (5)Gy (5) (2.28)
este matricea de transfer a caii directe intrare — iesire,

F(s)=1,+G(s) (2.29)
este matricea de transfer diferentd a reactiei, $i

G(s) = Gp(5)Gr(s)Gy (s) (2.30)
este matricea de transfer a sistemului in circuit deschis (in punctul P).

Cazul reactiei neunitare nu este esential diferit de cel al reactiei unitare
deoarece din relatia (2.27), trecand la determinanti se obtine:

det Gd (S) — dci (S)

detFo= detGy(s)  dyy(s)’

(2.31)

in care d(s) si d.;(s) sunt polinoamele caracteristice ale sistemului in circuit

inchis si respectiv in circuit deschis.

Cel de al doilea semn de egalitate din relatia (2.31) aminteste de Teorema
1.3 (Hsu — Chen) si de rolul functiei det F(s) in studiul stabilitatii. Teorema 1.3
ramane valabild si in cazul reactiei neunitare. Demonstratia este relativ simpla si se
bazeaza pe utilizarea unor reprezentdri de stare adecvate pentru matricele G, (s) si
Gr(s), [121].

In aceste conditii toate rezultatele obtinute pentru cazul reactiei unitare
(Teoremele 1.9, 1.10, 2.1 — 2.4) se extind in mod corespunzator si in cazul reactiei
neunitare. In demonstratiile respectivelor rezultate se utilizeaza functia rationala
det F(s) (v. (2.29)) si matricea de transfer G(s) (v. 2.30)) a sistemului in circuit

deschis.
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3. Sisteme diagonal dominante

Primele cercetari privind stabilitatea sistemelor automate multivariabile (fig.
IV.1.1) au avut in vedere utilizarea elementelor matricei G(s) a sistemului in

circuit deschis si nu a functiilor de transfer caracteristice ale lui G(s). Aceasta

abordare era justificatd de necesitatea cunoasterii unei relatii Intre stabilitatea
sistemului in circuit inchis si elementele matricei G(s). In acest fel elaborarea

rezultatelor de stabilitate a sistemelor automate multivariabile a avut in vedere

obiectivele sintezei matricei G(s) a regulatorului. In fond, de dorit ar fi ca,
folosind un Gy(s) adecvat, matricea G(s) sd devind diagonald. Astfel sistemul

automat multivariabil s-ar transforma in m sisteme automate monovariabile total
decuplate. Practic insa o astfel de solutie radicald, care implica utilizarea unui
regulator complicat, poate fi inlocuitd cu una mai realistd bazata pe realizarea doar
a unei dominante diagonale in matricea G(s), [142].

3.1. Dominanta diagonala in domeniul frecventelor

O matrice Q, patraticad de ordinul m , se numeste diagonal dominantd daca

elementele ei, g; o L= I,_m, satisfac cel putin unul din urmatoarele trei seturi de

inegalitati:
‘qll‘>R[LéZ;€n:1’k¢[ q[kﬂ lzl,_’”a (31)
‘qll‘>RlC éZ::l,kii‘qki’ lzl)_m’ (32)

3

1 .
au|> RES(RE+RE), 0=, (33)

Se spune ca matricea O este diagonal dominanta pe /linii — relatia (3.1), pe
coloane — relatia (3.2) si in medie — relatia (3.3). O consecintd a dominantei
diagonale este faptul ca matricea Q este nesingulara, adicd detQ=0.

O proprietate remarcabila a matricelor diagonal dominante, de utilizat in

continuare, se prezintd in rezultatul urmator, [174].



IV. Stabilitatea sistemelor automate liniare multivariabile

Teorema 3.1
Daca matricea Q este diagonal dominantd (pe linii sau coloane) atunci

existd inversa Q! £ (c}i j) si sunt Indeplinite inegalitatile:

‘qu’—éﬁl <®/R", i=Lm, (34)
sau
“L’:’_‘?ﬁl <ORS, i=1m, (3.5)
in care
L_ L .
D; —ﬁljglji(Rj /‘qjj‘), i=1lm, (3.6)

CI)l.C = ;’rljliii(RJC/‘qjj

), i=Lm.O (3.7)

Pentru o matrice cu elemente functii rationale, Q(s), s € C, dominanta

diagonald se referd la un contur din planul complex, de exemplu la conturul
Nyquist Cy (v. Anexa F). In acest context rezultatul fundamental pentru cele ce se

vor prezenta in continuare este urmatorul, [143].

Teorema 3.2
Daca matricea Q(s), de ordinul m , este diagonal dominantd pentru s € Cy,

detO(s) nu are nici un zero, si g;;(s), i = 1,m , nu au nici un pol pe C, , atunci:
argdet Q(jo)| £ = D1 arg g, (joo)| 12 (38)
9. Fie Q(s) diagonal dominanta pe linii pentru s € Cy . Atunci:
‘q,-l-(s)‘ >RE(s), s€Cy, i=1Lm, (3.9)

unde R,-L (s) se calculeaza cu o relatie similara (mutatis mutandis) cu (3.1).

Pentru a utiliza (3.9), se expliciteaza detQ(s) dupa cum urmeaza:

H:nzl%i(s)

in care matricea O(s) are elementele extradiagonale de forma qix(8)/q;;(s) st

det O(s) = det O(s), (3.10)

toate elementele diagonale egale cu 1.
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3. Sisteme diagonal dominante

Discurile Ghersgorin, [26], asociate (pe linii) matricei O(s) sunt:

Di(s) 2 {3(s) e C:

g(s)—1|< (R}(s)/‘qi,-(s)‘)}, seC, i=Lm.(3.11)

Fie q;(s), i —1,m, valorile proprii ale matricei O(s). Discurile Gersgorin
(3.11) au proprietatea:

{71(5),25(8), s @ (5)} CU D;(s), s€C.

O(s) este diagonal dominanta (pe linii) pentru s € Cy . Rezulta ca discurile

(3.11), toate cu centrul in punctul 1 al planului g(s), au razele Rl.L(s)/ ‘qii(s)‘,

i =1,m , subunitare. In consecinta, ele nu contin originea planului g(s).

Fie D, discul de diametru maxim dintre discurile D;(s) , s€Cy ,

X
i=1,m . Pentru s€ Cy valorile proprii g;(s), i=lLm, parcurg segmente ale
hodografelor functiilor caracteristice ale matricei O(s) (v. subcapitolul 2). Aceste

hodografe sunt curbe inchise situate in intregime in D,,, . Dar D, nu contine

X
originea planului g(s) . Urmeazd cad hodografele functiilor caracteristice ale

matricei O(s) nu inconjoara respectiva origine. Din acest motiv se poate scrie:
argdet Q(jco‘fgg =0. (3.12)
Pe de alta parte, din (3.10) rezulta:
im0 — N )| oo O( )|+
argdet Q(]oo)‘_oo = Zi:l argqil-(joa)‘_oo + argdetQ(]oo)‘_OC .

Din aceasta, Tnlocuind (3.12), se obtine (3.8).

Pentru dominanta diagonala pe coloane / in medie se procedeaza similar. O

Conform Teoremei 3.2, dominanta diagonald in Q(s) pe C, permite sd se
considere cele m elemente diagonale din totalul de m? elemente ale lui Q(s).
Acest fapt se valorificd 1n studiul stabilitatii sistemelor automate multivariabile,
[143]. Se considera dominanta diagonala in F(s)=1,+G(s) sau 1in
F(s)G'(s)=1,+G '(s) , pentru care se formuleazi metodele ariei Nyquist

directe §i respectiv a ariei Nyquist inverse. Se prezintd in continuare prima metoda.
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IV. Stabilitatea sistemelor automate liniare multivariabile

3.2. Criterii de BIBO stabilitate

Se considera sistemul automat multivariabil cu structura din fig. IV.1.1 (v. si
relatiile (1.1) — (1.8)) si discurile Ghersgorin (pe linii):

D)= {16 eCs [y - gu@| <1, )

},sE(C,izl,_m, 3.13)

asociate matricei de transfer G(s) a sistemului in circuit deschis. Dacd s € Cy
(parcurs in sens orar), atunci fiecare D,(s) se deplaseaza in mod corespunzator in

planul y(s) acoperind o banda in respectivul plan. Multimile

B, =Uce, Dy(s), i=Lm, (3.14)
se numesc benzile Ghersgorin directe pe linii ale matricei G(s). Imaginea lor

grafica se numeste aria Nyquist directa pe linii a sistemului in circuit deschis.
In mod similar se definesc discurile Ghersgorin, benzile Ghersgorin, si
ariile Nyquist directe pe coloane $i in medie ale sistemului in circuit deschis.

Exemplul 3.1
Fie sistemul automat multivariabil cu structura din fig. IV.1.1 si
1 1
G(s) = s+1 s+3 ‘
1 1
s+3 s+42

Sa se reprezinte ariile Nyquist directe.
Matricea G(s) fiind simetrica, rezultd ca aria Nyquist directd pe linii este

identica respectiv cu ariile pe coloane sau In medie. Pe baza expresiilor
gu(jo)=1/(jo+1) , RY(©) =|g,(jo)=1No?+9 , gxn(jo)=1/(jo+2)
R;“(a)) = |g21(j03)| = 1/\/0)2—4-9 , calculate pentru valorile ® = {0, 1/2,2,3, 10} ,
in fig. IV.3.1 s-au reprezentat cateva discuri ale ariei Nyquist directe. O

Teorema 3.3
Fie P, numdrul de poli ai sistemului in circuit deschis situati in

{s €C; Res > 0}. Sistemul automat multivariabil cu structura din fig. IV.1.1 este
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3. Sisteme diagonal dominante

BIBO stabil daca benzile Ghersgorin directe ale sistemului in circuit deschis
inconjoard punctul —1 1in sens pozitiv, in total, de P, ori. O

Fig. IV.3.1. Benzile Ghersgorin la Exemplul 3.1

2. Benzile Ghersgorin directe (pe linii) ale matricei G(s) inconjoara
punctul —1. Urmeaza cd matricea G(jo), ®€ R, este diagonal dominantd in

raport cu punctul —1. Conform fig. IV.3.2, se scrie:

,i=Lm. (3.15)

‘1 + gii(jm)‘ >R} (jo)= Z::l, kii‘gik(jm)
Pe de alta parte:
det F(s) = det [lm + G(S)] = H 21:1[1 + g”(s)]det G(s), (3.16)
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IV. Stabilitatea sistemelor automate liniare multivariabile

unde G(s) are elementele extradiagonale de forma g2ix(8)/(1+g;;(s)) si toate

elementele diagonale egale cu 1.

Fig. IV.3.2. Pentru ilustrarea geometrica a relatiei (3.15)

Conform cu (3.15), cu Teorema 3.2 si cu faptul cé benzile Ghersgorin directe

inconjoara punctul —1 de P, ori, in sens pozitiv, din (3.16) rezulta:
argdetF(joa)‘J_rgg = er_n:larg[l + gl-l-(joa)} X =2nP_.

Intrucat G(s) are P_ poli in {s€C;Res>0} si B =0 poli in
{S € C;Res = O} , conform Teoremei 1.9, rezulta ca sistemul este BIBO stabil.

Se procedeaza similar pentru benzile Ghersgorin pe coloane / in medie. O

Exemplul 3.2
Fie sistemul automat multivariabil cu structura din fig. IV.1.1 si
1 a
G)=|"T1 T3 4 her.
b 1
s+3 s+2

Sa se determine domeniul parametric de BIBO stabilitate in planul (a, b)
folosind Teorema 3.3 si criteriul Hurwitz (Teorema I11.3.3).

Pentru a = b =1 benzile Ghersgorin sunt reprezentate in fig. IV.3.1. Intrucat
ele nu Inconjoard punctul —1 si P, =0, rezultd cd, in acest caz, sistemul automat
este BIBO stabil.
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3. Sisteme diagonal dominante

Pentru a=1 si b=1, conform Teoremei 3.3, conditiile pentru ca benzile
Ghersgorin directe (pe linii) sd nu contind punctul —1 sunt:

L N L N
jco+l|>|jco+3|’ jm+2|>|jm+3|’

neR.

‘1 + ‘1 +
Dupa calcule simple din aceste inegalitati se obtin conditiile:

2
|a|< inf \/(0) +4)(® +9) ~ 4,56,

weR

o’ +9

0eR \J0? + 4
Pentru benzile Ghersgorin pe coloane, dupd calcule similare, se obtin

conditiile |a|<4,47 si |b|<4,56 . Rezultd ci o conditie suficientd de BIBO

~4,47.

stabilitate este:

< 4,56 si |b| < 4,56, adica interiorul patratului din fig. IV.1.3.

Ab.

ab <27 )

BIBO stabilitate 10 -

conform criteriului 4,56
Hurwitz

456

BIBO stabilitate
conform
Teoremei 3.3

Fig. IV.3.3. Domeniile de stabilitate BIBO la Exemplul 3.2
Se calculeaza G (s) (v. (1.6)) si apoi, conform Teoremei 1.4.5, se obtine:
Po(8)=(s+2)[s>+9s> + (27— ab)s +27 +ab].

Matricea Hurwitz a polinomului dintre parantezele drepte are forma:

9 1 0
Hy=|27—ab 27—ab 9
0 0 27—ab

Conform Teoremei 3.3 BIBO, stabilitatea este echivalentd cu ab <27 .
Domeniul, delimitat de hiperbola ab =27, il include pe cel anterior, fig. [V.3.3. O
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IV. Stabilitatea sistemelor automate liniare multivariabile

In aplicatii este util s se analizeze BIBO stabilitatea in functie de factorii de
amplificare ky,k,,....k,, € R\ {0} ai circuitelor cu reactie negativi. In acest caz se

inlocuieste G(s) cu KG(s), K £ diagik,, k,,....k,,} . Relatia (3.16) devine:
det F(s) = det I, + KG(s)] = det K det| K~ + G(s)| =
" (3.17)
=det K", [k + g,4(5)|det G(s),
unde G(s) are eclementele extradiagonale g;;(s) [(ki'+g;:(s)) si toate

elementele diagonale egale cu 1. Dominanta diagonald (3.15) se inlocuieste cu

k' + g1 (jo)| > Ri(jo), i=1Lm, (3.18)

ceea ce inseamnd cd se raporteaza, pe linii, la punctele critice —k;~ Li=Lm.

Dominanta diagonala pe coloane se formuleaza in mod similar.

Teorema 3.4

Fie P_ numirul de poli ai sistemului in circuit deschis situati in
{s € C; Res > 0}. Sistemul automat multivariabil conform fig. IV.1.1 in care G(s)
s-a inlocuit cu diagik, k,,....k,,}G(s) sau G(s)diagik,, k,,....k,} , este BIBO
stabil daca benzile Ghersgorin directe (pe linii sau coloane) ale lui G(s) inconjoara

respectiv punctele —kfl, i= I,_m , in sens pozitiv, in total, de P, ori. O

9. Din (3.17), cu (3.18), Teorema 3.1 si faptul ca benzile B;, i=1,m,

inconjoara respectiv punctele —k; !, i = 1,m , in sens pozitiv de P, ori implica
N _ R
argdetF(]a))L:;3 = Z;n:l[k,- "'+ g,:(jo)] = 2nP, .

Conform Teoremei 1.9 sistemul automat este BIBO stabil.

Demonstratia este similard in cazul dominantei diagonale pe coloane. O

Remarcabil n acest rezultat este faptul ca fiecarei linii sau coloane a lui
dominantei diagonale, mai ales in sinteza regulatorului. Acum se poate lucra cu m
puncte critice care pot fi plasate pe axa reald conform cu necesititile sintezei. O
astfel de inlesnire nu este posibila in cazul functiilor de transfer caracteristice decat
dacd G(s) satisface anumite conditii particulare, [152].
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Capitolul V
SISTEME DINAMICE NELINIARE

1. Preliminarii

Studiile experimentale evidentiaza faptul ca, de regula, sistemele dinamice
reale sunt neliniare (nu satisfac conditia de liniaritate (I.1.25)). Clase relativ largi
de sisteme dinamice reale au particularitatea ca pot fi descrise de modele
matematice liniare obtinute prin idealizdri, simplificari si aproximatii ale
fenomenelor reale. In majoritatea situatiilor rezultatele care se obtin in astfel de
conditii sunt satisfacatoare, in sensul unei concordante acceptabile intre modelele
matematice si respectiv observatiile si rezultatele experimentale obtinute in cadrul
sistemelor reale.

In acelasi timp, exista situatii in care pentru obtinerea unui model matematic
liniar ar trebui sd se facd aproximatii importante. Astfel de aproximatii pot fi
inacceptabile atat principial cat si datoritd unor neconcordante evidente intre sistemul
real si rezultatele de simulare a modelului matematic liniar. lata de ce, in atare situatii,
studiul trebuie sa se bazeze pe modele matematice neliniare adecvate de forma (1.1.13),
(I.1.5). Faptul ca nu existd proceduri generale pentru determinarea solutiei unui astfel
de model a avut ca urmare dezvoltarea unor metode calitative de analiza si de sinteza a
sistemelor dinamice neliniare, in parte bazate si pe idei si proceduri cunoscute din
studiul sistemelor dinamice liniare. Majoritatea acestor metode au ca scop sau pot
fi adaptate pentru studiul stabilitatii interne i pentru sinteza unor sisteme cu
anumite proprietati de stabilitate fara cunoasterea solutiei ecuatiei (I.1.13).
liniare (v. subcapitolul IIL.1), se are in vedere in primul rand evolutia internd a
sistemului sub influenta stdrii interne initiale, respectiv a acumuldrilor interne de
substant, energie si informatie existente initial in sistem. In acest context, actiunea
externd nefiind esentiald in acest demers, pentru marimea de intrare se adopta
u(t)=0, t € R . Totodata, se va considera ca functia f din ecuatia (I.1.13) a

sistemului dinamic neliniar nu depinde explicit de timp. Aceastd ipoteza



V. Sisteme dinamice neliniare

simplificatoare nu reduce generalitatea tratarii, deoarece oricand este posibil sa se

completeze vectorul de stare x cu o noua componenta x, ; =7 si ecuatia de stare
(L1.13) cu x,, =1.

Ca urmare, se are in vedere clasa sistemelor dinamice neliniare autonome:
x=f(x), teR ,xeR", (1.1)

cu starea initiald
x(tg)=xg, tgeR, xg €R", (1.2)

in care f are proprietiti care asigurd existenta si unicitatea solutiei problemei

Cauchy (1.1), (1.2) (v. Teorema 1.1.2).

Ca si in cazul sistemelor dinamice liniare, stabilitatea interna a unui sistem
dinamic neliniar este direct legatd de notiunea de stare de echilibru (v. Definitia
II.1.1), in care vitezele componentelor vectorului de stare sunt nule. Pentru
simplitatea tratarii se considerd cd x = 0 este o solutie a ecuatiei (1.1).

Definitia 1.1
Starea x =0 se numeste stare (punct) de echilibru a sistemului (1.1) daca
f(0)=0.0 (1.3)

Observatia 1.1
Pentru orice alta stare (punct) de echilibru x = a = constant = 0, solutie a
ecuatiei (1.1) cu x=a=0, f(a)=0, se aplicd in (1.1) schimbarea de variabila

z=x—a . Se obtine ecuatia z':f(z) , cu f(z)éf(z—i—a) , a carei stare de

poate intemeia, pentru orice altd stare de echilibru x =a =0, pe rezultatele de
stabilitate a starii de echilibru x =0. Acestea se aplicd insa sistemului z = f (2),

in general diferit de sistemul (1.1). O

S-a aratat la Observatia II1.1.2, ca stabilitatea starii (punctului) de echilibru
este o problemad de continuitate a solutiei ecuatiei (1.1) in raport cu conditia initiala
(1.2). De asemenea, s-a mentionat ca notiunile de stabilitate internd introduse prin
Definitiile III.1.2 — III.1.5 sunt utilizabile si pentru caracterizarea sistemelor
dinamice neliniare.
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2. Metoda planului starilor
Solutiile sistemului (1.1) sunt invariante in raport cu translatiile temporale
(v. Definiti 1.1.6). Aceasta Inseamnd ca pentru o solutie x(¢) avand domeniul

I CR sicodomeniul X; =x(/) CR” si pentru orice translatie T € R are loc:
x(t+1)=flx(t+7)], t+1€l,1€R. (2.1

In plus, daci pentru fiecare pereche initiala [Zg,x(ty)] € Rx X, ecuatia (1.1)
are o solutie unica, atunci toate solutiile pe /x X, se obtin prin translarea in timp a

uneia dintre solutii. R X R” este divizatd In submultimi si in fiecare submultime
toate solutiile se obtin prin translarea conform relatiei (2.1). Se formeaza o familie
de solutii, complet caracterizata de orice solutie din familie.

Exemplul 2.1.
Sa se determine submultimile R x X, si comportarea familiilor de solutii in

vecinatatea starilor de echilibru ale sistemului dinamic autonom:

¢ = (x> —1 .
x=(x )/2, teR, xeR , 1)
Punctele de echilibru ale sistemului
sunt x=—1 st x=1. 1
Separand variabilele x si ¢ in ecuatia | 0 X
de mai sus, dupd integrare, se obtine: o ' 1 2
x(t)—1 x>0—F—x<0——x>0

=Ce!, teR, xeR, C= const.

x(t)+1
-1 0 1 X

Spatiul stdrilor este dreapta reald.

Conform semnului fractiei din membrul dreapta de stare
stang al solutiei rezultd cd existd trei

o Fig. V.2.1.Pentru Exemplul 2.1
submultimi RxX; , cu X]1 =(—o00,—1),

X, =(LD si X =0+ o0). Cu ajutorul graficului functiei f(x)=(x>—1)/2

se demonstreaza ca familiile de traiectorii de pe dreapta de stare au sensurile de
evolutie 1n timp conform semnului vitezei x = f(x) a starii, fig. IV.1.1.
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Se observa cd intre sensurile traiectoriilor de stare si natura punctelor de
echilibru exista o relatie directd. Punctul x = —1 este atractor (asimptotic stabil)
deoarece traiectoriile de stare converg catre acesta. Punctul x=1 este Insa
repulsor (instabil) deoarece traiectoriile de stare sunt divergente. O

Acest exemplu evidentiaza esenta metodei planului starvilor. Ea oferad
informatii despre proprietatile interne ale sistemului §i 1n special privitoare la
stabilitatea punctelor de echilibru. Intrucit aplicarea efectivi se bazeazi si pe
reprezentari grafice, utilizarea metodei planului starilor este naturald si comoda in
primul rand in cazul sistemelor dinamice autonome de ordinul unu si doi.

2.1. Portretul de stare

Fie sistemul dinamic autonom de ordinul doi

xp = fi(x1,x3)

. (2.2)
Xy = fo(x1,X,), tER, (x,x,) € R
Pentru f,(x,,x,)= 0 din cele doua ecuatii (2.2) se obtine
dx,
- 2.
dxl f(x17x2)7 ( 3)

unde dx,/d x;= (d x,/di)[(d x,/dt)=(d x,/ W)W x) [ (p.x2)2f5(x1,%) ] fi(xp%2)
ceea ce este echivalent cu eliminarea timpului intre ecuatiile (2.2).
In ipoteza ca f (x1,x,) este continud si lipschitziana (v. Teorema I.1.2),

ecuatia (2.3) admite o solutie unica (traiectorie de stare in planul (x,x,)):
X1 2
xy=xa0+ [ fxxp)dx (rigixa) €R?, 2.4)
10

care satisface conditiile initiale x,(¢() = Xy, X,(¢g) = X5, g ER.

Din punctul de vedere al analizei stabilitatii sistemului (2.2), bazatd si pe
reprezentarea grafica a solutiei (2.4), este necesar sa se parcurga urmatorii pasi.

(1) Se determina punctele de echilibru (a;,a,) € R?, solutii ale sistemului:
fi(al,az):(), fz(al,az):() (25)

266



2. Metoda planului starilor

e traseaza traiectoriile (2. entru unele stari (x;,,x apropiate starilor
2) Set a traiectoriile (2.4) pent le st 10>X20) apropiate stdril

de echilibru si se indica sensul de parcurgere pentru ¢ crescator.
(3) Se stabileste natura fiecarei stiri de echilibru in functie de sensurile de

parcurgere a traiectoriilor aflate n vecinatate.

Definitia 2.1
Imaginea grafica obtinuta conform punctelor 1 si 2 se numeste portretul de
stare al sistemului (2.2). O
Realizarea pasului (2), care de reguld este mai dificild, este posibila prin
urmatoarele trei procedee:
(a) Integrarea ecuatiilor (2.2) sau a ecuatiei (2.3), finalizate cu obtinerea unei
solutii explicitate analitic.
(b) Integrarea ecuatiilor (2.2) sau a ecuatiei (2.3) prin metode grafo-analitice.
(c) Integrarea ecuatiilor (2.2) sau a ecuatiei (2.3) prin metode numerice.

Exemplul 2.2
Fie sistemul dinamic neliniar

. 2
X;=2x;—x;

Sa se determine portretul de stare al sistemului.

Exista doua stari de echilibru, (0,0), (2,0), solutii ale sistemului de ecuatii
2x — x12 =0
—XZ + X1x2 = 0

Facand raportul ecuatiilor diferentiale ale sistemului (v. (2.3)), rezulta:

dx, —X,+XxXx,

2
dx, 2x; —x;

, X =0, x;,=2.

Aceasta este o ecuatie diferentiala cu variabile separabile, din care se obtine:

dx, 1[ 11
s __ = +—
X, 2\x;—2 X

dxy,

a cdrei solutie este
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V. Sisteme dinamice neliniare

-1
x% :A‘xl(xl—Z)‘ , x; =0, x; =2, A=const.

Pentru x; =0 si x; =2 din cea de a doua ecuatie a sistemului se obtine:

X1:2

‘xz‘:Be_t ’ ‘xz‘:Ce’, B,C = constant.

X2

planul
starilor

PR | QI

Portretul de stare, conform
solutiilor obtinute, are imaginea din
fig. V.2.2. Sensurile de parcurgere a
traiectoriilor rezultda din semnele

functiilor f;(x, x,) si f5(x;, x5)
pentru (x,x,) € R?, respectiv din
semnele derivatelor x; si x, . Pe

stabili
ale

baza se
de

variabilelor x; si x,. De exemplu,

aceastd pot

intervalele monotonie

pentru  x, >0,x; €R  situatia
Fig. V.2.2. Pentru Exemplul 2.2 sensurilor este urmatoarea:
X1 € (—OO, O) (Oa 1) (17 2) (2: +OO)
X Xy | X, <0, x,<0 | x;,>0,x,<0 | x,>0,x,>0 | x;,<0, x,>0
X15 X2 Xl xp xiT,xy 0 xi T, x 1 xpl X7

Pentru x, <0, x; € R se schimba adecvat numai semnele derivatei x,.

Evident, punctele de echilibru x =0 si x =2 sunt instabile, dar ele nu sunt

nici atractori si nici repulsori (asa cum sunt cele de la Exemplul 2.1). O

2.2. Sisteme dinamice liniare de ordinul doi

Analiza nuantata a portretelor de stare necesitd un studiu topologic adecvat.

Se incepe un astfel de studiu in cazul sistemelor liniare de ordinul 2, pentru care se

pot aplica, in paralel, rezultatele de stabilitate cunoscute din sectiunea de la I11.1.2.
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Fie un sistem dinamic liniar autonom de ordinul doi descris de ecuatia:

X1 apn an||*1

, tER, (x;,x,)ER?, (2.6)

X2 djry dxl||X*2

incare a;y,...,a,, € R sunt elementele matricei 4 a sistemului.

Fie A;,A, valorile proprii ale matricei 4. Prin transformarea de similitudine

J =V~14V (v. sectiunea 1.2.3) se obtine una din urmitoarele forme canonice:
A Ao O

0 A

7\’0
0 A

pentru A; = A,, ; pentru Ay = A, = A, sau 2.7

2

Definitia 2.2
A. Sistemul (2.6) se numeste simplu daca det 4=0.
B. Daca det 4 =0, atunci el se numeste nesimplu. O

Un sistem (2.6) simplu admite o singura stare de echilibru si anume (0,0) .
Natura acestuia depinde de localizarea in planul complex a valorilor proprii A,

), . In acest context se disting mai multe cazuri.

a. Sistem simplu, valori reale i distincte

Folosind y =V ~!x, sistemul (2.6) se transformi in forma canonici:
Ay O
0 A,

Y1
V2

1

, 1ER, (3, 1) ERL A, ER, Ay =1y . (2.8)

V2

Componentele y;,y, se numesc variabilele proprii, iar spatiul corespunzator

are axele proprii Oy,,0y, (de reguli se iau rectangulare). In acest caz pentru

a
V:

, ad —bc=0, (2.9
c d

din x =¥y =0 rezultd urmdtoarele ecuatii ale axelor Ox,,0Ox, ale sistemului initial:
(Ox,) ay,+by,=0; (Ox;) cy,+dy,=0.

In aceste conditii Ox,,0x, pot fi trasate 1n sistemul rectangular de axe Oy,;,0y, .
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V. Sisteme dinamice neliniare

Integrand in (2.9) se obtine solutia generala:

yi(0) = yio et 010
yo(t)=yy0€™!, t>0; yg,9 = constant. '

Pe de alta parte, facand raportul celor doua ecuatii din (2.9) se obtine:
dy, _ MYy
Ay My

din care se obtine ecuatia generald (in axele proprii) a traiectoriilor de stare:

Yy = Cl(yl)(xz/xl), C, =constant. (2.11)

(al) Daca 1, <0, atunci, pentru t — oo, din (2.10) rezulta: |y, [— 0 si

| ¥, = 0. Traiectoriile de stare (2.11) sunt parabole care converg cétre punctul de
echilibru (0, 0), fig. V.2.3.a. Sistemul este asimptotic stabil si punctul de echilibru
se numeste nod atractor sau nod stabil.

(a2) Daca A, >0, atunci, pentru f — oo, din (2.10) rezulta: | y; [— oo si
| ¥, | = 0o . Traiectoriile de stare (2.11) sunt parabole care diverg de la starea de
echilibru (0, 0), fig. V.2.3.b. Sistemul este instabil si punctul de echilibru se
numeste nod repulsor sau nod instabil.

(a3) Daca A, <0< A, atunci, pentru ¢ — oo, din (2.10) rezulta: | y; |— oo
si|y,|— 0. Cala(al) si (a2) axele Oy, si Oy, sunt traiectorii. In acest caz insd
sunt singurele care trec prin punctul de echilibru (0, 0) si se numesc separatoare

(Oy, — stabild si Oy, — instabild). Traiectoriile de stare (2.11) sunt hiperbole si

tind asimptotic la separatoare, fig. V.2.3.c. Sistemul este instabil si, datorita formei
traiectoriilor, punctul de echilibru (0, 0) se numeste sa.

b. Sistem simplu, valori proprii complex conjugate

Fie Aj,=a+xjB,cu a€R si f>0. In acest caz variabilele proprii y;,

¥, sunt complex conjugate. Folosind transformarea:
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2. Metoda planului starilor

(x2) 0
A (xl)
(1) %)
Vi Y1 B4
Y A

(x1) (1)

X

a b c ?

Z A 22
a>0 a=0 (x1)
Z 1
(x1)
e (x2) f (x2)

2
J —matrice
A=A, <0 diagonala
N
A
g

»nA J — matrice M
TN Jordan o

i J

Fig. V.2.3.Portrete de stare ale sistemului liniar de ordinul doi simplu:
a — nod atractor; b — nod repulsor; ¢ — sa; d — focar atractror; e — focar repulsor;
f— centru; g, 1 — nod atractor; h, j — nod repulsor
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V. Sisteme dinamice neliniare

sistemul (2.8) se aduce la urmatoarea forma echivalenta:
o P
B o

Z Z

, tE€R, (z,2,) ER2. (2.12)

Z Zy

Ecuatiile axelor Ox; si Ox, ale sistemului initial, tindnd seama si de (2.9),
au expresiile
{Zl Rea_Zzlma:O (OxZ)

z1Rec—z,Imec=0 (Ox)).

Féacand raportul ecuatiilor scalare din (2.12) se obtine

dzy Pz +az

. (2.13)
dz; oz —PBz,
Aceasta se integreaza folosind coordonatele polare
z; =rcos0
) (2.14)
Z, =rsin0.
Dupa calcule relativ simple din (2.13) si (2.14) rezulta:
dr o
—_— 7 R
do B
a cdrei solutie este
%o
r=C,eP , C,=constant. (2.15)

(bl) Daca o <0, atunci, pentru ¢ — oo, din (2.10), (2.11) rezulta: |z, |— 0

si |z, |— 0, respectiv r — 0. Traiectoriile de stare (2.15) sunt spirale care converg

catre punctul de echilibru (0, 0), fig. V.2.3.d. Sistemul este asimptotic stabil si
punctul de echilibru se numeste focar atractor sau focar stabil.
(b2) Dacd a.> 0 atunci, pentru ¢ — oo, din (2.10), (2.11) rezulta: |z, |— oo

sl |z, | = 00, respectiv » — oo . Traiectoriile de stare (2.15) sunt spirale care diverg
de la punctul de echilibru (0, 0), fig. V.2.3.d. Sistemul este instabil si punctul de

echilibru se numeste focar repulsor sau focar instabil.
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2. Metoda planului starilor

(b3) Daca o =0 atunci » = C, pentru orice 6 € R, respectiv pentru orice

teR . Sistemul este simplu stabil, variabilele z; , z, sunt functii periodice
sinusoidale de perioadd 27/, iar traiectoriile de stare sunt curbe inchise (cercuri),
fig. V.2.3.f. Punctul de echilibru se numeste centru.

c. Sistem simplu, valori proprii reale §i egale

In acest caz matricea A a sistemului este asemenea cu matricea J , de forma

a doua sau a treia din (2.7).
(c1) Daca matricea J este diagonald, atunci, conform cu (2.11), in care

A =M, =A( = 0, traiectoriile de stare sunt descrise de ecuatia:
Vo =Cy. (2.16)

(cl1) Dacd Ay <0 atunci, pentru t — oo, din (2.10) rezultd: |y, |— 0 si

| ¥, = 0. Traiectoriile de stare (2.16) sunt drepte care converg cdtre punctul de
echilibru (0, 0), fig. V.2.1.g. Sistemul este asimptotic stabil si punctul de echilibru
este un nod atractor (nod stabil).

(c12) Daca A, >0 atunci pentru ¢t — oo, din (2.10) rezulta: |y, |— oo si
| ¥, | 0o . Traiectoriile de stare (2.11) sunt drepte care diverg de la punctul de

echilibru (0, 0), fig. V.2.3.h. Sistemul este instabil si punctul de echilibru este un
nod repulsor (nod instabil).
(c2) Daca J este de tip Jordan, atunci forma canonica a sistemului (2.6) este

A 1
0 2

0

y
', 1R, (n,yy) ER2. 2.17)
i)

Y2
Integrand acest sistem se obtine

WO =(C+Cyn ™!
, tER, (34 =constant. (2.18)

() = Cye™'!

Eliminand ¢ intre aceste ecuatii se obtine

1 C 1
=|C: +—1In , C == _ —In|C,|. 2.19
N 5 » | v2 |32 5 Ci Mo | Cy ( )
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V. Sisteme dinamice neliniare

(c21) Daca A, <0, atunci, pentru ¢t — oo, din (2.18) rezulta: |y, |— 0 si

| ¥, |— 0. Traiectoriile de stare (2.19) converg cétre punctul de echilibru (0, 0), fig.
V.2.2.1. Sistemul este asimptotic stabil si punctul de echilibru este un nod atractor
(nod stabil).

(c22) Daca A, >0, atunci, pentru ¢t — oo, din (2.10) rezulta: | y, |— oo si

| ¥ |—= oo . Traiectoriile de stare (2.18) diverg de la punctul de echilibru (0, 0), fig.

V.2.3,j. Sistemul este instabil si punctul de echilibru este un nod repulsor (nod
instabil).

d. Sistem nesimplu, valori proprii reale
In acest caz det 4 <1. Sistemul (2.6) are cel putin o valoare proprie nula. Ca
urmare sistemul de ecuatii
a;x, +a12x2 =0

(2.20)
arXxy + aAypXy = 0,

in afard de solutia banalad x; =0, x, =0, admite si solutii nebanale.

(d1) Pentru rang 4 =1 sistemul (2.20) are o simpla infinitate de solutii, toate

situate pe o dreapta care trece prin origine. Pe aceastd dreaptd existd o simpla

infinitate de puncte de echilibru. Pentru (de exemplu) A, =0, acestea sunt simplu
stabile daca A, <O si instabile dacd A, >0 . Pentru A, =0 cu J=V"'4V

matrice Jordan (forma a treia din (2.7)), punctele de echilibru sunt instabile.

(d2) Pentru rang4 =0 , respectiv A, =A, =0 cu J=V"'4V matrice
diagonali, sistemul (2.20) admite o dubli infinitate de solutii. In acest caz toate
punctele din planul starilor sunt puncte de echilibru simplu stabile.

Din cele expuse in aceasta sectiune rezultd ca in cazul unui sistem dinamic
liniar de ordinul doi simplu, punctul de echilibru (0, 0) poate fi de urmatoarele
patru tipuri calitative principale: atractor (sistemul este asimptotic stabil), centru
(sistemul este simplu stabil), repulsor si sa (sistemul este instabil in ambele cazuri).

In mod corespunzitor toate tipurile de portrete de stare se reduc de asemenea
la patru tipuri principale, aflate intr-o stransa corelatie cu cele patru tipuri calitative
principale de puncte de echilibru. Se va arata cd aceastd topologie este
semnificativa si pentru sistemele dinamice neliniare autonome de ordinul doi.
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2. Metoda planului starilor

2.3. Sisteme dinamice neliniare de ordinul doi

a. Sisteme calitativ echivalente

Fie x, € R? si » > 0. Multimea definita prin discul

V:{xERZ; x—x0||<r}

se numeste o vecindtate a punctului x; .

O parte a portretului de stare a unui sistem cuprins intr-o vecinatate J a lui
X se numeste restrictia la V' a portretului de stare.

In cazul sistemelor dinamice neliniare de ordinul doi se utilizeaza frecvent
restrictii ale portretului de stare global. O astfel de restrictie, care poate fi oricat de

mica, se numeste portret de stare local in X, .

Definitia 2.3

Doua sisteme dinamice de ordinul doi se numesc calitativ echivalente daca
intre portretele lor de stare existd o bijectie continud care conserva sensurile de
parcurgere a traiectoriilor de stare. O

Fie o restrictie a portretului de stare la vecindtatea /' a originii in cazul
sistemului liniar simplu (2.6). Existd o vecinatate }''CJV astfel incét restrictia
portretului de stare la vecinatatea V' a originii este calitativ echivalentd cu
portretul de stare global al aceluiasi sistem. Aceasta echivalentd calitativa justifica
de fapt afirmatia ca tipul calitativ al portretului de stare este determinat de tipul
calitativ al punctului de echilibru. Aceasta a fost concluzia la care s-a ajuns la
sfarsitul sectiunii 2.2.

Sistemele dinamice neliniare de ordinul doi pot avea mai mult de un punct
de echilibru. In astfel de cazuri portretele de stare locale nu determina intotdeauna
portretul de stare global.

b. Utilizarea sistemelor liniarizate
Fie (a;,a,) € R? un punct de echilibru al sistemului (2.2). Folosind formula
lui Taylor si tindnd seama si de (2.5), functiile scalare f,(x;,x,) si f5(x;,x,), in

ipoteza ca sunt derivabile, pot fi exprimate dupa cum urmeaza:

fi0am)=(0f/0x), | (ra)+{0f/0xs), | (rmay) + R, xg), i =1,2.221)

q q
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V. Sisteme dinamice neliniare

Resturile R;(x,x,) satisfac conditiile:

. 1/2
lim, o R;(xy,x,)/r=0, i=12 cu ”:[(Xl —a)? +(x; —az)z]

Se introduc 1n continuare coordonatele locale:
N =xX1—a
Yy =Xy —ay.

Inlocuind (2.21) in (2.2) se obtine:

n=apytapy, + Ry +ap,y, +a,)
. (2.22)
W =any tany, +Ry(y +ay,y, +a,),
in care coeficientii
aij = (aﬁ/axj)al’az ) l’] = 1,2 5
se utilizeaza pentru a forma matricea 4 =(a;;).
Sistemul
n=apytapn
. (2.23)
Yy =asy+any

se numeste partea liniara a sistemului (2.22).

Definitia 2.4
Punctul de echilibru y, =0, y, =0 al sistemul (2.22) se numeste simplu

daca partea sa liniard (2.23) este un sistem simplu, respectiv dacd det A =0 . Daca
det 4 =0 punctul de echilibru se numeste nesimplu. O

Teorema 2.1 (a liniarizarii)

Fie sistemul (2.2) cu punctul de echilibru simplu (0, 0). Atunci intr-o
vecinatate a originii portretul de stare este calitativ echivalent cu portretul de stare
al partii sale liniare, cu conditia ca pentru partea liniard punctul de echilibru sa nu
fie centru. O

Acest rezultat, [120], std la baza analizei stabilitatii sistemelor dinamice
neliniare cu ajutorul partilor lor liniare.
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2. Metoda planului starilor

bl. Puncte de echilibru hiperbolice.

Tipurile de puncte de echilibru pentru care Teorema 2.1 este adeviratd se
numesc puncte de echilibru hiperbolice (atractor, repulsor si sa). Echivalenta
calitativd, In cazul punctelor de echilibru hiperbolice, intre un sistem dinamic
neliniar si partea sa liniard permite sa se extinda topologia punctelor de echilibru
introduse la 2.1.3 in cazul sistemelor dinamice liniare simple, si pentru sistemele
dinamice neliniare. Aceastd proprietate a punctelor de echilibru hiperbolice
decurge din caracterul special al bijectiei din Definitia 2.3, in sensul ca pentru
vecinatati suficient de mici ale punctului de echilibru, respectiva bijectie este foarte
apropiata de aplicatia identica.

Exemplul 2.3

Se considera sistemele
. 2, .2 . 2, .2
Xy =—x) +x(x; +x3) Xp=—X, —x1(x; +x3)
. 2 2 . 2, .2
Xy =xp—x(x; —x3), Xy =xp—x(x) +x3).

Sa se construiasca portretele de stare locale si sd se compare cu portretele
partilor liniare corespunzatoare.
Punctul de echilibru al ambelor sisteme este (0, 0). Folosind coordonatele

polare x; =rcos0, x, =rsin6 cele doua sisteme se aduc la formele 7 = 3, 0=1

si respectiv 7 = —r3, 0 =1. Portretele de stare ale acestor sisteme sunt reprezentate

in fig. V.2.4. Evident, ele nu sunt

calitativ echivalente. A x, X2
Utilizand formula Iui Taylor

se constatd ca ambele sisteme au -\ X X

aceeasi parte liniara:

3‘51 =% a b
Xy =X.
Fig. V.2.4. La Exemplul 2.3
Punctul de echilibru al partii a— focar repulsor; b — focar atractor
liniare este centru, fig. V.2.3.f
adica situatia exceptati de Teorema 2.1. In acest caz, pe baza partii liniare, nu se

poate afirma nimic privitor la punctul de echilibru al sistemului dinamic neliniar. O
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V. Sisteme dinamice neliniare

Pentru stabilitate, pe baza Teoremei 2.1 se pot face urmatoarele afirmatii.

Teorema 2.2

Punctul de echilibru y; =0, y, =0 al sistemului (2.22) este asimptotic stabil
daca si numai daca partea sa liniara descrisa de (2.23) este asimptotic stabild. O

Teorema 2.3

Punctul de echilibru y; =0,y, =0 al sistemului (2.22) este instabil daca si

numai daca partea sa liniara (2.23) este instabila. O

b2. Punct de echilibru de tip centru

In cazul in care punctul de echilibru (0, 0) este un centru al partii liniare,
Teorema 2.1 nu permite sd se facd vreo afirmatie despre natura punctului de
echilibru al sistemului (2.22). In acest caz se foloseste notiunea de indice de
stabilitate, care se calculeaza dupa cum urmeaza:

(1) Pentru sistemul (2.23), avand valorile proprii A, ==+/B, >0, si

originea punct de echilibru de tip centru (v. 2.2.b), se determind matricea

in care V' este matricea modald a sistemului (2.23) (v. sectiunea 1.2.3). Se
realizeaza transformarea (v. si 2.2.b)

B0 0 B
0 —JB —B 0

in care A4 este matricea sistemului (2.23) si &3 sunt valorile sale proprii.

= J Jo1

1 1

P*lAP:l
2

b

(2) Se transforma sistemul (2.22) folosind schimbarea de variabile de stare:

N Z

=P

Y2 22
si se obtine:
rl =2Z(2),27)

zy =725(z1,2;).
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2. Metoda planului starilor

(3) Se calculeaza indicele de stabilitate:

1 1 2 2 1,2 o1l
IZB(Zm"‘Zm +Zi1 +2222>+211211_211212+

2.2 2,2 11 152
+Z0 2+ 2502 — 252y — 25l

in care
2 7 3

7! :L(oo) A :L(OO) i,j, k,m=12
Jjk 8ZjaZk Vs “ikm 82‘/8Zk82m sY)s s Ss IV I

Teorema 2.4

Daca punctul de echilibru (0, 0) al sistemului (2.23) este centru si / <0,
atunci punctul de echilibru (0, 0) al sistemului (2.22) este asimptotic stabil. O

Teoremele 2.2, 2.3 si 2.4, bazindu-se pe partea liniard a sistemului dinamic
neliniar, furnizeazd numai rezultate locale (pentru o vecinatate a punctului de
echilibru). Comportarea sistemului poate fi studiata folosind portretul de stare local.

02 [}
5<0 |4 8=af—40,=0
focar 3 focar
\ repulsor atractor /
3>0 2 5>0
| \\ Vi / |
nod \ 1 / nod

repulsor N_ | atractor Oil
-4 3 -2 -18>0sal 2 3 4

Fig. V.2.5. Clasificarea in planul (o;,0.,) a tipurilor de puncte de echilibru
ale partii liniare (2.23) a sistemului (2.22).
Se are 1n vedere ca polinomul caracteristic al sistemului (2.23) are forma:
A(s)=s>+as+a,,
unde o= —(a;+a,,) §i 0,=a1a,,—a,a,; . Natura zerourilor lui A(s) depinde
de discriminantul & = a12 —4o,, si de semnele coeficientilor o, a, . Este posibil

studiul, in planul (o, a,) , al punctelor de echilibru ale sistemului (2.23) si implicit
ale sistemului (2.22), in conditiile Teoremelor 2.2 — 2.4, conform fig. V.2.5.
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V. Sisteme dinamice neliniare

Teorema 2.1 permite si clasificarea notiunii de separatoare introdusa la
2.2.(a3). Separatoarea este o traiectorie care intra intr-un sau iese dintr-un punct de
echilibru si este tangent la o directie radiala fixa.

Tangentele la separatoarele partii liniare in punctul de echilibru sunt de
asemenea tangente la separatoarele sistemului neliniar corespunzétor.

Exemplul 2.4
Se considera sistemul

xlle+4X2+€xl—1
Xy =—X,—X,e"! teR, (x;,x,)€R?
2 — 2 2 s ’ 1>42 .

Sa se determine separatoarele in portretul de stare al partii liniare si apoi in
portretul de stare al sistemului.

Punctul de echilibru al sistemului este (0,0). Partea liniard a sistemului este
descrisd de ecuatiile:

Acesta are valorile proprii A, ==+2 . Punctul de echilibru este de tip sa si

portretul de stare este reprezentat in fig. V.2.6.a. Separatoarele sunt chiar axele
proprii ale sistemului (v. paragraful 2.2.(a3)). Ecuatiile axelor proprii sunt definite

de V~'x=0,1n care VV este matricea modali a matricei partii liniare. Intrucét

1 -1 1 1

V= si V1=

b

1 1

rezultd cd ecuatiile separatoarelor sunt x; +x, =0 (stabild) si x, =0 (instabild).

Separatoarele sistemului neliniar sunt, in general, traiectorii curbe. In cazul
de fata dreapta x, =0 este de asemenea separatoare instabild. Cealaltd

separatoare, de aceasta datd stabila, este o curba tangenta in origine la dreapta
X, +x, =0, si situatd sub ea. Ultimul fapt rezultd din aceea cad dx,/dx, > —1

pentru x; <0 si dx,/dx; <—1 pentru x; >0 . Portretul de stare local al
sistemului neliniar, In punctul de echilibru (0,0), este reprezentat in fig. V.2.6.b. O
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b3. Sistem nesimplu

Daca punctul de echilibru y; =0, y, =0 al sistemului (2.22) este nesimplu

atunci partea sa liniara (2.23) are o simpla infinitate de puncte de echilibru situate
pe o dreaptd, sau o dubld infinitate de puncte de echilibru situate in tot planul
starilor. In acest caz intre portretul de stare al sistemului neliniar si portretul de
stare al partii sale liniare pot exista diferente calitative foarte mari. Ceea ce este
caracteristic pentru sistemele cu puncte de echilibru nesimple este faptul cd in
portretul de stare apar intotdeauna curbe ale punctelor de echilibru nesimple.

X2 A x

Fig. V.2.6. Portretele de stare la Exemplul 2.4: a — partea liniard, b — sistemul neliniar

Exemplul 2.5
Sa se determine portretul de stare al sistemului:
X =x5(xy —x12)
Xy =—x1(x, —xlz), teER, (x,x,)€R2,
Sistemul are o infinitate de puncte de
echilibru situate pe parabola x, = xl2 . Se face
raportul celor douad ecuatii si se obtine ecuatia:
dey X

2
P Xy #= Xy, X, %0,
X1 X2

Prin integrarea acestei ecuatii rezulta solutiile: Fig. V.2.7. Portretul de stare la

E. lul 2.5.
x{ +x3 =C, C=constant xemplu

care sunt cercuri. Portretul de stare este reprezentat in fig. V.2.7. Sensurile de
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V. Sisteme dinamice neliniare

parcurgere a traiectoriilor se obtin din urmdtoarele: pentru x, > xl2 rezultd x; >0,

in timp ce pentru x, < xl2 st x, >0 rezultd x; <0; pentru x, <0 rezulta x; > 0.

Conform portretului de stare, punctele de echilibru de pe arcul de parabold din
dreapta, inclusiv originea, sunt simplu stabile, iar cele din stinga sunt instabile. O

c. Cicluri limita

S-a vazut la 2.2.(b3), fig. V.2.3.f, cd portretul de stare poate contine
traiectorii curbe inchise. Ele corespund unor solutii periodice ale sistemului. in
cadrul acestui paragraf se va aborda prin metoda planului starilor atat existenta, cat
si natura solutiilor periodice ale unui sistem dinamic neliniar de ordinul doi.

Fie C, o curbi inchisd in R?. Multimea W , de formi inelard, care contine

curba C,, se numeste vecindtate inelara a curbei C.

Definitia 2.5
O traiectorie inchisad C; din portretul de stare se numeste ciclu limita daca

existd o vecindtate a ei, ' , care nu mai contine alte traiectorii inchise. O

In conformitate cu aceasti definitie traiectoriile inchise care inconjoara un
punct de echilibru de tip centru nu sunt cicluri limitd in situatia in care oricat de
mica ar fi vecindtatea inelara /W ea mai contine cel putin incé o traiectorie inchisa
(v. fig. V.2.3.9).

Exemplul 2.6
Sa se arate ca sistemul urmator are un ciclu limita.

1—,/x12—i-x22
1—,/)612—i-)c22

Introducand coordonatele polare x; =rcos0, x, =rsin0 , din ecuatiile

X1 =X, +x1

Xy =—X +x2

sistemului se obtin: »=r(1—r), 6=—1. Evident r(t)=1, 6(t) = —t este o solutie
periodica a sistemului corespunzdtoare traiectoriei inchise C,, :xl2 +x 5 =1.

Aceasta traiectorie este un ciclu limitd deoarece pentru 0 < r <1 rezultd 7 > 0, iar

pentru » >1 rezulta 7 <0. Urmeaza ca atat traiectoriile din interiorul, cat si din

282



2. Metoda planului starilor

exteriorul lui C, sunt spirale convergente la C,, fig. V.2.8.a. C, este singura
traiectorie inchisd in planul starilor. Avand in vedere caracterul traiectoriilor din

vecindtatea lui C, se poate afirma ca ciclul limitd C, este stabil. O

Definitia 2.6

Un ciclu limitd C;, se numeste stabil sau atractor dacd traiectoriile din
vecinatatea sa, din ambele parti, tind la C, pentru t — 0o . Pe C, starea realizeaza
oscilatii limita stabile numite autooscilatii. O

Definitia 2.7

Un ciclu limitd C, se numeste instabil sau repulsor daca traiectoriile din

vecindtatea sa, din ambele parti, se indeparteaza de C, pentru ¢t — oo . O

Definitia 2.8

Un ciclu limitd C, se numeste semistabil daca traiectoriile din vecindtatea sa,
pe o parte tind la C;, si pe cealalta parte se indeparteaza de C,, pentru t — oo. O

Notiunile introduse prin Definitiile 2.6 — 2.8 sunt ilustrate in fig. V.2.8.

Va! v (TN
O O KD

Fig. V.2.8. Cicluri limita: a — stabil, b — instabil, c — semistabil

X1

In cazul existentei unui ciclu limita stabil (instabil) se poate determina o
vecindtate W astfel incét toate traiectoriile de stare, cu exceptia ciclului limita,
intrd n (ies din) W pentru ¢ — oo . Aceastd proprietate, consecintd directa a
Definitiilor 2.6 si 2.7, conduce la urmatorul rezultat.

Teorema 2.5 (Poincaré-Bendixson)

O traiectorie de stare a sistemului (2.2), corespunzitoare unui punct initial
dat, continutd in intregime intr-o multime marginitd D C R? pentru ¢ >¢,, tinde
pentru ¢ — oo fie la un punct de echilibru, fie la un ciclu limita. O

Un rezultat utilizabil frecvent in aplicatii este urmatorul.
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V. Sisteme dinamice neliniare

Teorema 2.6 (Liénard)
Fie un sistem dinamic descris de ecuatiile:

)‘Cl =Xy

. (2.24)

Xy =—g(x)— fx)x,

X X

si fie F(x,)= f ) ' f(x)dx, G(x,)= fo ' g(x)dx . Daci au loc conditiile: (i) f(x,)
este functie pard, cu F(x;) <0 pentru x; € (0,a) si g(x,) este functie impard cu
x,2(x;)>0 pentru x; =0 ; (i) ‘F(xl)‘—> 0o pentru ‘xl‘ —o00 si G(x;)— 00
pentru x; — oo ; (iif) F(x;) are numai zerourile x; =0 §i x;=a >0 si este
monoton crescatoare pentru x; >a, atunci sistemul considerat admite exact un
ciclu limita stabil in interiorul ciruia se afla originea care este focar instabil. O

Exemplul 2.7 (oscilator electronic RC)
Se considerd un amplificator electronic cu reactie RC, fig. V.2.9.
Amplificatorul este afectat de saturatie care este satisfacator descrisa de:

u,=ku; —k3ul.3 , k|, ky sunt constante. (a)

Amplificatorul are rezistenta de intrare R; =400 si rezistenta de iesire
R, =0. Sa se determine conditiile in care sistemul genereaza autooscilatii.

Conform fig. V.2.9 au loc:

t
u, = (1/C1)f0 idt+ Rji+ Ryig, (b)

. t.
up=Ryig = (UCy) [ [icdt,  (0)

Fig. V.2.9. Oscilator electronic RC

Introducand notatia u; =x si

eliminand u,, i, i si i Intre ecuatiile (a) — (d) se obtine ecuatia Van der Pol:
¥+, +ax)i+o2x=0, (e)
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2. Metoda planului starilor

o — 1 :R1C1+R2C2 +R2C1—k1R2C1 o — 3k3 (f)
" \/R1R2C1C2 ’ 2\/R1R2C1C2 ’ R]C2 ‘

Ecuatia (e), cu x; = x, x, = x, este echivalenta cu (2.24) in care:

(1) f(x))=2Co, +ax], F(x)=200,x +ax; /3,

F(x;)<0,pentru £<0, 0<x1<a:\/w;
g(x))=w2x;; x;g(x;)>0 pentru x; =0.
(if) |F(x1)|—>oo si G(x)zoaﬁxf/Z—»oo pentru |x1|—>oo.
(iii) F(a)=0 si F'(x;)>0 pentru x, >a.

Conform Teoremei 2.6, pentru { <0, existd autooscilatii (un ciclu limita

stabil). Conform celei de a doua relatii din (f), conditia £ < 0 este echivalenta cu:
ky>ko=1+R /Ry, +C,/C,.O
La fel de util este si urmatorul rezultat de non-existenta a ciclurilor limita.

Teorema 2.7 (Bendixson)
Fie D o regiune simplu conexi din R? in care pentru sistemul (2.2) are loc:

Ofi(x1,x5)  Ofa(x,x,)
+
Ox, 0x,

= semn constant. (2.25)

Atunci sistemul nu are nici o traiectorie Inchisa complet continuta in D .
D. Pentru P(x,x,), O(x;,x,), cu derivate partiale continue in D, simplu

conexd, marginita de o curba C, simplu inchisa, folosind formula Stokes, se scrie:

fCOdel +Qdx, :ffD

Se admite prin absurd cd C, este un ciclu limita. Pentru orice (x,x,)€ C,

80 oP

dx,dx,. 2.26
ox, o, x1dx; (2.26)

are loc fi(xy,x,)dx, — f5(xy,x,)dx; =0.Din (2.26) cu P=—f,, O = f| rezulta:
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V. Sisteme dinamice neliniare

o o

dxldX2 == 0 N
Ox, Ox,

Sgcofldxz—fzdxl = ffD
=0

ceea ce este 1n contradictie cu (2.25). Urmeaza ca teorema este adevaratd. O

Exemplul 2.8
Se considera sistemul:

. 2 2
Xy =—x;+x,(l1—ax; —bx;).
Sé se determine parametrii a,b € R astfel Incat sd nu existe nici un ciclu

limitd in R? si sa se afle natura punctului de echilibru.

Conform relatiei (2.25) trebuie sd aiba loc 1— ax12 - 3bx§ = semn constant
pentru orice (x;,x,) € R?. Se observi ci pentru a <0, b <0 conditia (2.25) este

satisficutd. Conform Teoremei 2.7, nu exista nici un ciclu limitd in R?.

Sistemul are punctul de echilibru unic x; = x, = 0. Partea liniara

V1=,
Vo=—y1+y2,
are polinomul caracteristic A(s) =s2—s+1, cu o; =—1,0., =1 si discriminantul

0=-3<0. Conform fig. V.2.5, x; =x, =0 este focar repulsor. Deoarece nu

exista cicluri limita, punctul de echilibru, unic, este global instabil. O

d. Cazul neliniaritdtii de tip releu
Releul este o solutie simpld de automatizare. Se ilustreaza mai jos aplicarea
metodei planului starilor pentru un sistem automat cu regulator de tip releu.

Exemplul 2.9 (sistem automat de pozitionare cu regulator de tip releu)
Se considera sistemul automat cu schema din fig. V.2.10, in care regulatorul
(neliniar) este de tip releu bipozitional ideal. Cu notatiile din figura se poate scrie:

-1, x>0,

X(s
(<) +1, x <0,

:LU(S), u=—bsgnx, sgnx £
s(Ts+1)
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2. Metoda planului starilor

in care sgn este functia signum. In domeniul timpului se obtine ecuatia diferentiala:

Tx+x=—kbsgnx.

Introducand noile variabile x = x,, x = x,, din ultima ecuatie se obtin:

x, =—(kbsgnx, +x,)/T, . bF— " U k X
I || | s(Ts +1)

dx, kbsgnx, +x, —

dx, Tx,

Fig. V.2.10. Sistem automat de

Prin operatii elementare I i
pozitionare cu regulator de tip releu

ultima ecuatie se aduce la forma:

X2
=T Tkhb—— .
dx, dx, + kbx2+kbsgnx1 sgnx,

Prin integrare, pentru x; <0 se obtine:

X, =—Tx,—Tkbin(—x, +kb)+C,, x, <kb, (F)
si, procedand asemandtor, pentru x; > 0 rezulta:

x,=—Tx,+Tkbln(x, +kb)+C,, x, >—kb. (Fo)

Releul comuta atunci cind x; schimbd de semn. Rezultd ca pentru x; <0
starea evolueaza pe o traiectorie din familia (F_), iar pentru x; >0 pe o traiectorie

din familia (F;). Urmeaza ca planul stérilor este format prin alipirea semiplanelor

x; <0 si x; >0, fiecare cu familia sa de traiectorii. Axa x; =0 este dreapta de

comutare. Pe ea se trece de pe traiectoriile (F_) pe traiectoriile (F) si viceversa, in
mod succesiv atunci cand releul comuta, fig. V.2.11.a. Sensul este indicat de sageti:

x, este descrescator pentru x; =x, <0 si x; este crescdtor pentru x; =x, >0.

Se poate demonstra ca (F_) si (F.) au proprietatea ca sirul OA, OB, OC, OD, OE,....
(fig. V.2.11.a) este monoton descrescator. Rezultd ca orice traiectorie initiatd in

domeniul |x2| < kb converge spre origine. Daca se defineste si sgn0=0, atunci

originea este punctul de echilibru care este un focar atractor (stabil).
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dreapta de comutare

Fig VI.2.11. Portretul de stare la Exemplul 2.9; a — cu dreapta de comutare x; = 0;
b — Reducerea oscilatiilor prin rotirea in sens antiorar a dreptei de comutare

Evolutiei starii catre origine este nesatisfacdtoare calitativ deoarece numarul
de oscilatii este prea mare. Reducerea acestui numar se realizeaza prin rotirea in
sens pozitiv (antiorar) a dreptei de comutare. Se poate ardta cd, in acest fel, sirul
OA’, OB’, OC’, OD’,..... (fig. V.2.11.b) converge mai repede la zero.

Fie ecuatia noii drepte de comutare

x| +k,x, =0 sau echivalent x+k x=0,

in care k,>0 este o constantd adecvat aleasd. Pentru realizarea efectiva a

comutarii pe aceastd dreaptd, sistemul trebuie sa fie guvernat de ecuatia
diferentiala:

Tx+x=—kbsgn(x+k,x).

—(x+k,x)
" bd— |lu k x
TRy —1-5 - s(Ts+1)

|

Fig. V.2.12. Servosistem cu regulator PD si de tip releu

Aceasta inseamna ci pe calea directd a sistemului, Tnainte de releu, trebuie sa
se introducd un regulator PD cu functia de transfer G.(s) =1+k,s, fig. V.2.12. 0
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3. Metoda directa Liapunov

3.1. Functii Liapunov

In cadrul acestui subcapitol se au in vedere sisteme dinamice de forma (1.1)
cu conditia initiald (1.2) si punctul de echilibru x =0 conform Definitiei 1.1.

In esentd metoda directd Liapunov, [167], se bazeazi pe generalizarea
notiunii de energie pornind de la observatia cd o stare de echilibru (asimptotic)
stabild corespunde unui minim energetic local.

Se asociaza sistemului (1.1) o functie scalard V' : R” — R cu proprietatile:

1° Derivatele 0V /0x;, i = I,_n , unde x; sunt componentele vectorului x,
existd si sunt continue pentru | x| <K, K >0.

2° V(x) este pozitiv definita: V(0)=0 si V(x)>0, || x||[<K, x=0.

3° V(x) este negativ semidefinita: V(0)=0 si V(x) <0,

X || <K, x=0.
Proprietatea 3° se poate inlocui cu urmatoarea, mai tare.
4° V(x) este negativ definita: V(0)=0 si V(x) <0, | x| <K, x=0.

Prin V(x) se intelege derivata temporala in virtutea sistemului (1.1):

roy= e 4+ s lgrad, 7(v)] i =[grad , v(0)|' f(v), (3.1)
axl 8)6”
in care
grad [V (x)= o o (3.2)
x,  Ox,

este vectorul gradient al functiei scalare V' (x) (derivata lui /' in raport x).

Definitia 3.1
O functie V'(x) care satisface 1° — 3° se numeste functie Liapunov slaba. O

Definitia 3.2
O functie V'(x) care satisface 1°, 2°, 4° se numeste functie Liapunov tare. O
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3.2. Caracterizari
a. Conditii de stabilitate si de stabilitate asimptoticd

Teorema 3.1 (Liapunov)

Punctul de echilibru x =0 al sistemului (1.1) este stabil daca exista o functie
Liapunov slaba.

2. Se presupune prin absurd cd, desi exista o functie Liapunov slaba,

punctul de echilibru x =0 nu este stabil. Cu alte cuvinte, pentru || x0|| < d existd

un t; > t, astfel incét |x(t1)|| >¢€ cu £>0 dat.

In virtutea ipotezelor 1° — 3° existi o functie @(r) (7= (x7 +...+x2)/2
este lungimea razei vectoare in R”) cu urmatoarele proprietati: (a) ¢(0) =0 si (b)
0<r <r, <K implicd ¢(r)) <@(r,), dar astfel incat

V(x)>o(|x])- (3.3)

Fie x astfel ales incat sa aiba loc simultan
||x0||<6:8, Vixg)<o(e). 3.4)

Acest lucru este posibil pentru x, suficient de apropiat de origine deoarece
o(€)>0, ¥(0)=0 si V(x) este continui. Intrucdt ¥ <0 , urmeazi ca
V(x(t))) <V(x,) pentru t; >¢,. Tinand seama de (3.4) se obtine:

Vix(t)) <o(e). (3.5)

Dar pentru ¢, >¢, are loc " x(tl)”za si din (3.4) rezultd V(x(¢))) >
> (p(” x(tl)”) > ¢(€) ceea ce contrazice (3.5). O

Teorema 3.2 (Liapunov)

Punctul de echilibru x=0 al sistemului (1.1) este asimptotic stabil daca

existd o functie Liapunov tare.
2. x =0 este stabil (v. Teoremei 3.1). Se arata ca daca are loc proprietatea

4° (v. Definitia 3.2) atunci lim,_, _||x(¢#)| =0 pentru orice x, cu ”xO” <3d.
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3. Metoda directa Liapunov

Se presupune prin absurd ca lim, ||x(t)||¢0 desi V(x) este negativ

definitd. Cu alte cuvinte, existd un g, € (0, €) (& din Definitia III.1.2) astfel incét
|x@)> €1, t>1,> 1. (3.6)

Intrucat —V(x) este pozitiv definita, existd o functie y(r) cu proprietatile:

(@) w(0)=0 si(b) 0<r <r, <K implica y(r) < wy(r,), dar astfel incat

V(x) <=y (). (3.7)

Cu (3.6) si cu —y(r) strict descrescatoare, din (3.7) rezulta ca

V(x(0) < —y(e), t>1,. (3.8)

Se integreazd (3.8) pe [f;,7] . Rezulta V(x(¢)) <V (x(t,)—w(e)(t—1),
t>t,. Urmeaza ca pentru ¢ >t +V(x(t;))/y(e,) are loc V(x(t)) <0, ceea ce

contrazice faptul cd V(x) este pozitiv definitd. Conform ipotezelor 2° si 4°,
V(x(t)) este pozitivd si descrescitoare, astfel ca pentru ¢t — co ea are o limitd
nenegativa. In consecinta, lim,_, V(x(t)):O, dar intrucat V(x) este negativ
definitd, aceasta are loc numai dacd lim,_, ||x(t)|| =0.0

O interpretare geometricd in
planul starilor (n=2, x=[x;x,]7 ) a grad Ve, x0)  hxa Vo, x2) =21
Teoremei 3.2 se prezinta in fig.V.3.1.

Y o Zy <21
Conform Teoremei 3.2 are loc
P\ =X 73 =0
V(x1,%)>0,V(x,x,) <0 x|

pentru x=0, | x| <K si &w -

7(0,0)=0, 7(0,0)=0.

In consecinta functia z=V(x,x,) Fig. V.3.1. Interpretarea geometrica
poate fi reprezentata in planul starilor a Teoremei 3.2
prin curbe de nivel z =constant, fig.

V.3.1, care au dimensiuni din ce in ce mai reduse pe masurd ce z scade. Fie y o
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traiectorie de stare oarecare din vecindtatea originii. Pentru un punct P de
intersectie cu o curbd de nivel constant are loc V(x;,x,) <0. Aceasta conditie,

conform relatiei (3.1) in care se expliciteaza produsul scalar, conduce la

; T
Vi(xy,x,)= (gradx V(x)) x=

1/2
=[@v/0x)2 +@V 10x,)2] " (37 +53) T cosa <0, (39)

unde o este unghiul dintre vectorul gradient (normal la curba de nivel constant n
P), si viteza x a starii in P de pe traiectoria v . (3.9) implicad a€(n/2,3n/2). Adica
vectorul x este permanent orientat spre interiorul oricarei curbe de nivel constant.
Urmeaza cd, pentru ¢ — oo, traiectoria y converge spre originea planului de stare.
Aceasta implica faptul ca originea este punct de echilibru asimptotic stabil.

Pentru cazurile in care V' (x) este functie Liapunov slaba, dar V(x)=0

numai pe traiectorii banale din | x| <K (cum ar fi puncte de echilibru izolate sau

unele axe ale spatiului starilor), este util urmatorul rezultat.

Teorema 3.3 (Barbagin — Krasovski)

Daca exista o functie Liapunov slaba dar astfel incat J'(x) nu este identic
nuld pe orice traiectorie nebanald a sistemului (3.1), atunci punctul de echilibru
x =0 este asimptotic stabil. O

Metoda directd Liapunov produce in principiu numai conditii suficiente de
stabilitate sau stabilitate asimptoticd pentru regiuni definite prin |x||<K . In
aceste circumstante se spune ca Teoremele 3.1 — 3.3 sunt rezultate de stabilitate
(asimptotica) in mic.

Desigur cé din punct de vedere practic este de dorit ca starea de echilibru sa
fie global asimptotic stabild. Pentru aceasta trebuie sd fie satisfacutd o conditie
suplimentara, dupa cum rezultd din afirmatia urmatoare.

Teorema 3.4
Punctul de echilibru x =0 al sistemului (3.1) este global asimptotic stabil

daca el este asimptotic stabil si daca exista o functie Liapunov cu proprietatea:
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Exemplul 3.1
Se considera sistemul

. 3 2
Xy =—x] —2x1x;

Xy = x12x2 - xg.
Folosind functia pozitiv definitd si derivabila V(x,x,)= x12 +x12 x§ —i—xg
sa se studieze natura punctului de echilibru x;, =x, =0.

Punctul de echilibru este unic. Se aratd ca V'(x) este o functie Liapunov tare.

Se calculeaza derivata functiei ' (x) pentru sistemul dat. Se obtine:
V(x,x,)=(2x, +2x1x§))’c1 +(2x12x2 +4x§)5c2 = —2xl4 —4x12x§ —2x12x§ —4x;5 ,

care este negativ definitd. In plus V' (x,x,) satisface si conditia (3.10). Asadar
punctul de echilibru considerat este global asimptotic stabil. O
b. Conditii de instabilitate

In lipsa unor conditii necesare si suficiente de stabilitate (asimptoticd) sunt
deosebit de utile in aplicatii si rezultate de instabilitate, [S], [167].

Teorema 3.5 (Liapunov)

Fie o functie V(x) cu V(0)=0 si cu derivatele partiale de ordinul intai
continue. Daca existd o vecindtate care contine originea, in care V' (x) este pozitiv
definita si V(x) (pentru sistemul (1.1)) este pozitiv definita, atunci punctul de
echilibru x =0 al sistemului (1.1) este instabil. O

Teorema 3.6 (Cetaev)

Fie o functie V' (x) cu V(0)=0 si cu derivatele partiale de ordinul intai
continue. Daca V(x) =0 pe frontiera unei regiuni X, care are originea ca punct
de frontierd si dacd V(x) si V(x) (pentru sistemul (1.1)) sunt ambele pozitiv

definite in X, atunci punctul de echilibru x =0 al sistemului (1.1) este instabil. O

Teorema 3.7
A. Fie o functie V' (x) cu ¥ (0)=0 si cu derivatele partiale de ordinul intai

continue. Daca existd o vecinatate care contine originea in care V' (x) <0 in unele
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puncte si dacd V(x) (pentru sistemul (1.1)) este negativ semidefiniti, atunci
punctul de echilibru x =0 al sistemului (1.1) este asimptotic stabil.

B. Daci V(x) (pentru sistemul (1.1)) este negativ definita, atunci punctul de
echilibru x =0 al sistemului (1.1) este instabil.

C. Daca V(x) si V(x) (pentru sistemul (1.1)) sunt ambele negativ definite,
atunci punctul de echilibru x =0 al sistemului (1.1) este complet instabil. O

Exemplul 3.2

Se considera sistemul

.2 2

Folosind functia V(x,,x,) = 3x1x22 —xl2 , sd se studieze natura punctului de
echilibru x; =x, =0.

Punctul de echilibru este unic. Exista puncte in vecinatatea originii, de pilda
x;=1, x,=05, pentru care V(x;,x,)<0 . In plus, pentru orice
(x1,%,) € R2\{0,0} , 7 (x1,x5) = (3x5 — 3x7 )% +6x1x,%, = —3(x] +x3)% <0 .
Conform Teoremei 3.7.B punctul de echilibru considerat este (global) instabil. O

c. Utilizarea aproximantului liniar
Fie un sistem dinamic neliniar de forma:

x=Ax+g(x), teR_, xeR", (3.11)

in care A4 este o matrice patraticd de ordinul 7, termenul Ax este partea liniara a
sistemului si g(x), cu g(0)=0, este o functie vectoriald neliniard a carei

dezvoltare in serie Taylor contine numai termeni de grad mai mare sau egal cu doi.
Sistemul (3.11) are punctul de echilibru x=0.
Se asociaza sistemului (3.11) aproximantul liniar:

x=Ax, teR_ , xeR", (3.12)

Prin Teorema II1.1.4 s-a aratat ca sistemul (3.12) este asimptotic stabil daca
si numai daca ecuatia Liapunov:
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ATP+P4A=-07Q (3.13)
are o solutie P, matrice reald, simetrica si pozitiv definitd (v. Anexa C) pentru
orice Q astfel ales incat perechea (Q, A) este complet observabila. Utilizand acest
rezultat, pentru sistemul (3.11) se pot formula urméatoarele teoreme.

Teorema 3.8

Punctul de echilibru x =0 al sistemului (3.11) este asimptotic stabil daca el

este asimptotic stabil pentru aproximantul liniar (3.12).
. Fie functia pozitiv definitd si derivabila:

Vix)=xTPx, (3.14)

in care P este solutia pozitiv definitd a ecuatiei (3.13). Derivand in raport cu
timpul 1n (3.14) se obtine:

V(x)=xTPx+xTPx=xT(ATP+ PA)x+2gT(x)Px=—xT0TOx+2gT(x)Px.
Intrucat g(x) contine termeni de grad mai mare sau egal cu doi rezulti ci
termenul g’ (x)Px contine termeni de grad mai mare sau egal cu trei. Urmeaza c4,

pentru x suficient de apropiat de origine, V(x) <0, adici V'(x) este o functie

Liapunov tare. Conform Teoremei 3.2, starea de echilibru x =0 a sistemului (3.11)
este asimptotic stabila. O
In situatia in care (3.12) este instabil se demonstreazi urmitoarea afirmatie.

Teorema 3.9
Punctul de echilibru x =0 al sistemului (3.11) este instabil daca el este
instabil pentru aproximantul liniar (3.12). O

3.3. Existenta si constructia unei functii Liapunov

Pentru aplicarea Teoremelor 3.1 si 3.2 trebuie sd se raspundd mai intai la
urmatoarele doud intrebari:

(1) In ce conditii existd o functie Liapunov?

(2) Dacai exista o functie Liapunov, cum poate fi ea determinata?

Un raspuns la prima intrebare, a carui demonstratie este data in [160], este
urmatorul.
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Teorema 3.10
Daca punctul de echilibru x =0 al sistemului (1.1) este asimptotic stabil,

functia f(x) este derivabila si matricea jacobiana

oh .. 9%
Ox, Ox,

J(x) 2| : (3.15)
. .

este continud intr-un domeniu X;; CR”, atunci existd pe X o functie Liapunov

tare pentru sistemul (1.1). O
In legatura cu cea de a doua intrebare se vor prezenta in continuare cateva
metode de constructie a unei functii Liapunov.

a. Metoda Krasovski
Fie B o matrice simetrica pozitiv definitd (v. Anexa C), cu elemente reale
constante. Cu B si J(x) (v. relatia (3.15)) se construieste matricea simetrica:

M(x)=2[JT(x)B+BJ(x)]/2, x€ Xy, (3.16)
a carei cea mai mare valoare proprie este p(x).

Teorema 3.11

Daca existd o matrice B astfel incat p(x) <—c, ¢>0, pentru orice x € X,
atunci punctul de echilibru x =0 al sistemului (1.1) este asimptotic stabil. Daca
p(x) < —c are loc pentru orice x € R”, atunci x =0 este global asimptotic stabil.

). Partile reale ale valorilor proprii ale matricei BJ(x) sunt cuprinse intre
valorile proprii cea mai mica si cea mai mare ale matricei M (x), respectiv sunt

mai mici decat —c. Urmeaza ca pentru x € X, are loc |detBJ (x)| >c", ceea ce

inseamna cd functia w(x) = |det J (x)| are un minimum pozitiv o pe X . Functia
V(x)= fT(x)Bf (x) (3.17)

este pozitiv definita si
V(x)=xTJT@)Bf (x) + fT(x)BJ (x)5 = 21 T(x)M (x) £ (x)
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3. Metoda directa Liapunov

este negativ definitd. Ca urmare, x =0 este asimptotic stabil. Pentru a arata ca are
loc si (3.10), se porneste de la d f = w(x)dx > adx care prin integrare conduce la:

fdf2afdx.

Asadar, pentru f = (f;) si||x|— oo cel putin un f;(x) creste nemarginit.

Are loc (3.10), respectiv punctul de echilibru x =0 este global asimptotic stabil. O

Exemplul 3.3

Se considera sistemul descris de ecuatiile:
Xj= =X+ X 9(0)=0
Xo=—@1(x)) —9(x3), [9,(0)=0.

Sa se determine ¢, si ¢, pentru care punctul de echilibru x; = x, =0 este

asimptotic stabil.
Inlocuind B=1 in (3.16) se obtine:

-1 [1—¢(x)]/2

M(x)=
[1—(x)]/2 —¢(x,)

M (x) este negativ definita (v. Anexa C) daca si numai daca:

9,(x5)>[1—9,()¥/4, (x,x,)€R?.

Aceasta este o conditie suficientd de stabilitate asimptotica. Ea poate fi
sensibil imbunatatita prin cautarea unei matrice B adecvate. O

b. Metoda Ingwerson
Folosind jacobianul (3.15) al sistemului (1.1) se parcurg urmatorii cinci pasi.
(1) Se rezolva ecuatia matriceald de tip Liapunov:

JT(x)P(x)+ P(x)J(x)=—R, (3.18)
unde R este matrice reald, constanta, simetricd, pozitiv (semi)definita (v. Anexa C).
(2) Cu matricea simetrici P(x)£ ( Di j(x)) astfel obtinuta se determina

. . e = A [ — - o
matricea simetricd P(x)= ( Dij(x;,x j)) dupa cum urmeaza:
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V. Sisteme dinamice neliniare

[_71]()61,)6]):ﬁ]l(xl,xj):plj(o,...,o, xi,o,...,o, xj,O,...,O), i,jzl,_n.(3.19)

(3) Se formeaza componentele vectorului gradV (x) (inca necunoscute):
g0 =grad V(0| 232" [V P (xxpdxg i=Tn, (3.20)

in care [-]; este componenta i a vectorului [-].

Se stie ca un vector este gradientul unei functii scalare daca si numai daca:

og; 9g; .. — . |
_’:_’ I :Ln, 1= 7. 3.21
o an J (3.21)

] 14
Inlocuind (3.20) in (3.21), cu (3.19), se constata ca (3.21) este satisfacuta.
(4) Se determind ¥ (x) integrand [grad V(x)]”dx pe o curba din R”. In

acest caz rezultatul nu depinde de curba aleasa. Solutia cea mai simpla este:
X1 X2
V(x)= fo g,(x1,0,...,0)dx, +f0 g5 (x1,X5,0,...,0)dx, +...

xﬂ
...—i—fo g,(X1,X0,..,x,)dx,, . (3.22)

(5) Se aplica, dupa caz, Teoremele 3.1 —3.7.

Exemplul 3.4
Se considera sistemul:

.72:1 =Xy
X, =—ax, —xl2 —bx,, a>0,5>0.
Sa se construiasca o functie Liapunov si sé se determine natura punctului de
echilibru x; =x, =0.
Ecuatia (3.18) are in acest caz forma:

0 1
—2xy—a b

0 —2x,—a
1 —b

0 0
0 -2b

Pt P2
P12 P2

P11 P2
+
P2 P2

b

in care R s-a ales pozitiv semidefinitd (v. Anexa C). Solutia corespunzitoare este:

P(x) = P(x) = diag{2x,, 1}.
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3. Metoda directd Liapunov

Conform relatiei (3.20) componentele vectorului gradient sunt:
*1 2 2
glzj;) (2xy+a)dx; =x{ +ax, gzzj;) dxy, =x,.

Pentru acestea, conditia (3.21) este satisfacuta. In continuare, cu (3.22), se obtine:
X1

Vipx)= [ (xf+ax1)dx1+f0x2x2dx2:xf/3+axf/2+x§/2,

care este pozitiv definita intr-o regiune suficient de mica care contine originea.
Intrucat

. . . 2
V(xp,x5) = g% + 82X, =—bx)

este negativ semidefinitd, dar x, =0 nu este una din traiectoriile sistemului,

conform Teoremei 3.3, punctul de echilibru x; = x, = 0 este asimptotic stabil. O

c. Metoda Schultz — Gibson
Conform Definitiilor 3.1 sau 3.2, V(x) de forma (3.2) trebuie sa fie negativ

(semi)definita. In aceste circumstante se defineste gradientul:

gl allxl+a12x2 +...+a1”xn
g a21x1+a22x2 +...+(12 X
grad V(x) 2| 7% & : M, (3.23)

g, an1x1+an2x2+"‘+annxn

In care a;; sunt functii de xy,...,x,. Acesti a;; urmeaza sa se aleagd astfel incat:

J
(i) V(x) si fie negativ (semi)definita.
(if) V(x) sa fie gradientul unei functii scalare, fapt echivalent cu (3.21).
(iii) a

;> Tespectiv g; fiind cunoscute, V(x) se determind cu (3.22).

Exemplul 3.5
Se considera un reactor atomic descris de ecuatiile:

X|=—0Xx,/1

iy = (e —1Ye,
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V. Sisteme dinamice neliniare

unde P(f)=e*(!) este puterea instantanee, x, — temperatura, o. >0 — coeficientul

de temperatura, € >0 — capacitatea calorica, si T > (0 — viata medie a unui neutron.
Sa se determine natura punctului de echilibru x; =x, =0.

Pentru g, =a 1 x; +a;px, $1 g5 =a,;x; +a,x, sescrie:

V(x)=—oaa, lxlxz/r—ocalzxzz/r—i-aZ](exl —Dx/e+ay(e™ —1x,/e.

Cu a;=1(e""=1)/(sax)),ar,=la,=a,=0 reltd g,=t(e"'—1)/(ca),

g, =x,, (0g,/0x,)=(9g,/Ox,)=0. Urmeazi V(x;,x,) =0, (x;,x,) € R2.

Folosind acum (3.22) se obtine:

V(xy,x,)= foxl (e —1)/(ea)dx, +f0x2x2dx2 =1(e™ —x, —1)/(80L)+x22/2 ,

care este pozitiv definitd. Conform Teoremei 3.1 starea de echilibru este stabild. O

3.4. Domenii de stabilitate
a. Preliminarii
Definitia 3.3
Sistemul (1.1), cu f:R_ — R” continud, are una din proprietatile A sau B:
A. Netezime slaba
(al) Exista o vecinatate deschisd S C R” a punctului x = 0, astfel incat:
(i) sistemul (1.1), cu x(0) = x, € §, are solutie unicd x(¢) = ¢(#;0,x,);
(if) solutia x(#) = ¢(#;0,x,) este continud in (#;x,) €1y xS, unde [y CR
este subintervalul maxim de existentd a solutiei.
(a2) Pentru fiecare x(0)=x,<c(R"\S) , fiecare solutie x(z)=o(t;0,x,) a
sistemului (1.1) este continud in ¢ € /.
B. Netezime tare

(bl) Sistemul (1.1) are proprietatea de netezime slaba.
(b2) Daca vecinatatea deschisa S este marginita (frontiera JS este nevida),

atunci pentru fiecare x, € dS si pentru fiecare solutie x(z) = (#;0,x,) a
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3. Metoda directa Liapunov
sistemului (1.1) initiatd in x(0) = x, are loc:

inf e, | x() ]| =inf,c; | (t:0.x0)|>0. 0

Definitia 3.4
D, CR" se numeste domeniu de atractie al punctului de echilibru x =0

(punct numit atractor) al sistemului (1.1) daca:
(a) Pentru fiecare £>0 existd un moment 7' = 7(x,,&) €[0,400) astfel Incat

solutia x(¢) = @(#;0,x) satisface conditia:
x| = ” (p(l;O,xO)” <&, x, € D, pentru orice ¢ € (T,+0c0).
(b) Multimea D, este vecinatate a punctului x=0.0

Definitia 3.5
D, CR" se numeste domeniu de stabilitate al punctului de echilibru x =0

al sistemului (1.1) daca:
(a) Pentru fiecare € € (0,4-00) solutia x(¢) = ¢(#;0,x,) satisface conditia:
|x(®)]| = || (p(t;O,xO)” <&, xy € Dy(¢) pentruorice f€R .
(b) Multimea D,(g) este o vecindtate a punctului de echilibru x =0 pentru
fiecare € € (0,4-00) .
(@) Dy= Use(0,+oo)Ds(8) =

Definitia 3.6
D CR" se numeste domeniu de stabilitate asimptotica al punctului de

echilibru x =0 al sistemului (1.1) daca:
(@ D=D,NDy.
(b) D este o vecindtate a punctului x=0. 0O

Observatia 3.1
D, =& inseamna ca punctul de echilibru x =0 nu este punct atractor.

D, =R" dacd si numai dacd x =0 este punct atractor global.
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D, = & inseamna ca punctul de echilibru x =0 este instabil.

D, =R" daca si numai daca x =0 este global stabil.
D = @ inseamna ca punctul de echilibru x =0 nu este asimptotic stabil.

D =TR" daca si numai daca x =0 este global asimptotic stabil. O
Relatiile intre notiunile definite prin Definitiile 3.4 — 3.6 sunt clarificate in
cadrul rezultatului urmator.

Teorema 3.12
Daca punctul de echilibru x =0 al sistemului (1.1), avand proprietatea de
netezime slaba (v. Definitia 3.3.A), are domeniul de stabilitate asimptoticd D = &

si domeniul de atractie satisface D, C§, atunci D,, D si D sunt in relatiile:
D,CD,, D=D,.
D. Fie xy€D,. D, CS implicd x,€S. D=0 si D=D,(1D, implica
Dy =@ . Totodatd, max g [[x(2)|| = max (R, || (p(t;O,xO)” =¢£€(0,+00), adica
xo € Dy(e)=xy €Dy si D, CD;.Cum D=D,(\Dg,urmeazdi D=D,.0

b. Metoda Zubov

Se va ardta mai intdi ca se pot determina subdomenii ale domeniului de
stabilitate asimptotica prin utilizarea unor functii Liapunov adecvate.

In cazul sistemului (1.1), cu punctul de echilibru x =0, fie ¥(x) o functie

pozitiv definitad intr-o regiune X C R” si fie ¥ o hipersuprafata inchisa, continuta
in Intregime in X , cu urmatoarele proprietati:
(1) Originea este in interiorul lui X.
(2) V(x) =0 pentru x€X.
(3) Pentru x=0 au loc: V(x)<0 dacd x este in interiorul lui X; V(x)>0
daca x este in exteriorul lui X ;
(4) Hipersuprafata V(x) =c = constant , inchisd prin ipoteza, se gaseste in
intregime in interiorul lui X .
Atunci V(x)<c defineste un subdomeniu al domeniului de stabilitate
asimptotica al punctului de echilibru x =0 deoarece pentru orice punct x;, cu

V(xq)<c,are loc Teorema 3.2.
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3. Metoda directa Liapunov

Daca X este constituitd in intregime din traiectorii de stare ale sistemului
(1.1), atunci ¥ este frontiera domeniului de stabilitate asimptotica al punctului de
echilibru x=0.

Aceste rationamente au condus la o metoda de constructie a unei functii
Liapunov, [178], care permite determinarea exacta a domeniului de stabilitate
asimptotica.

Definitia 3.7

O multime M CR se numeste conexa daca nu existd M;,M, C M astfel
incat M =M, UM, si M{(\M,=M,NM, =2, in care ]\71,2 sunt inchiderile

submultimilor M, ,. O

Se considera sistemul (1.1) si multimea X CR” simplu conexa care contine
o vecindtate a originii. Rezultatul urmétor este o conditie suficientica X =D .
Teorema 3.13 (Zubov).
Fie V(x) si W(x) doua functii scalare cu urmétoarele proprietati:
(i) V(x) este definita, continud si pozitiv definitd pe X si satisface inegalitatea
0<V(x)<1 pentru xe X, x=0.
(if) W(x) este definitd pentru orice x € X finit, continua si pozitiv definita.

(iii) Pentru x € X are loc:

V(x) =W @)1=V @1+, - (3.24)

(iv) Daca x€ X tinde la frontiera lui X (sau pentru X nemarginita
| x(@)|| — o0), atunci ¥ (x) —1.
Atunci X este exact domeniul de stabilitate asimptotici D al punctului de
echilibru x=0.
9. Ipotezele (i) — (iii) asigurd stabilitatea asimptotici a punctului de

echilibru x =0 . Se introduce o noud variabild independenta prin relatia:

ds = \1+| /)| dz1, (3.25)

unde ds este lungimea elementului de arc de traiectorie. Aceasta nu schimba

natura punctului de echilibru x =0 . Din (3.24) si (3.25) rezulta:
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dV
%z @[V @),

care prin integrare conduce la egalitatea:

s(t)
Wx(s(t))lds

1=V [x(s(1)] = [1 - V(xo)] ef 0 (3.26)

Daca x, =X, atunci lim,_,_ x(#) =0. Daca x, ¢ D, atunci pentru ¢ — 0o

exponentiala din (3.26) creste nemarginit, deoarece f Ot W(x(t))dt este nemarginita.

Urmeaza ca 1 —V[x(s(t))] — 400, contrar ipotezei (i). Asadar X =D .0

O consecintd imediata a este posibilitatea determinarii exacte a lui D .

Teorema 3.14
Fie W(x) in ipotezele Teoremei 3.13 si V(x) pozitiv definitd, cu

0<V(x)<1 pentru x € X si

2
[gradV ()] T £ (x) = =W (x)[1= V()1 +] £ )] - (3.27)
Atunci frontiera multimii de atractie este definita de ecuatia:
V(x)=1.0O (3.28)

Exemplul 3.6
Se considera sistemul dinamic

)&1 :_xl +2kx12x2
x2 == _xZ,

in care k€R este un parametru. Sd se determine domeniul de stabilitate
asimptotica al punctului de echilibru x; =x, =0.
Conform ecuatiei (3.27), in care ultimul factor din membrul drept poate fi

omis dacd solutia sistemului este definitd pentru € R |, si pentru
g2, 2
W(xlax2) - 2(x1 +x2) )
se poate scrie:
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3. Metoda directa Liapunov

oV

~—(—x; + 2k x{x,) +8—V(—x2) = 2(x] +x)[1-V()].
X Ox,

Solutia acestei ecuatii este

X
V(xl,_xz):l_ei(p(xl’XZ), (P(xlsz):—l —i—x%
1—kxx,

Folosind ecuatia (3.28) se obtine
kxl.X2 — 1, (xl,.xz) S Rz N
care este frontiera domeniului de stabilitate asimptotica D . O

¢. Metoda Grujic

Se prezinta in continuare o posibilitate de studiere a stabilitatii ca problema
de determinare exactd si directd, prin conditii necesare si suficiente, a functiei
Liapunov si, totodata, a domeniului de stabilitate asimptotica, [158], [159].

In acest scop se defineste o functie v:R” — R , candidat de functie
Liapunov, cu proprietatea ca este derivabila superior la dreapta in sens Dini in
virtutea a sistemului (1.1). Aceasta derivata are forma:

vx(t+0)]—v[x(®)]

D, v[x(t)] £ limg 4 sup o . (3.29)

Se defineste familia de functii P(p: f), asociatd lui f', dupa cum urmeaza.

Definitia 3.8
P(p:f),cupe(0,+x), este familia functiilor p: R” — R pozitiv definite
pe bila inchisa By £ {x € R";|| x| < 8}, care satisfac conditiile:
@) p(x)eC (Ep) (multimea tuturor functiilor continue pe Es ).
(i) p(0)=0.
(#ii)) p(x)> 0 pentru orice x € Ep \ {0}, pentru care exista u = pu(p; f) >0, astfel

incét pentru ecuatia:

D v[x(t)]=—plx(6)], cu w(0)=0, (3.30)
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existd solutia v, definitd si continud pe bila inchisa Eu 2 {xeRY|x||<p}, de-a
lungul traiectoriilor sistemului (1.1). O

Teorema 3.15
Pentru ca starea de echilibru x=0 a sistemului (1.1) cu proprietatea de
netezime tare (v. Definitia 3.3.B) sa aibd domeniul de stabilitate asimptoticd D si
pentru cateva vecinatati NC R” sd aiba loc N = D este necesar si suficient sa fie
indeplinite conditiile:
(a) N este o vecinatate deschisa si conexd a punctului x=0 si NCS.

(b) f(x)=0 pentru x € N daca si numai daca x=0.
(c) Pentru p € (0,400), ales arbitrar astfel incat Epé {xeR";

x|<prc N,
pentru o functie arbitrard p € P(p; f) existd functia v — solutie unicd de-a

lungul traiectoriilor sistemului (1.1) a ecuatiei:

D;rv[x(t)] =—w[x(¢)], cu v(0)=0, (3.31)
in care
p(x), xe Ep,
w(x) = (3.32)

p ! x|l p(px]| x|, x€(S\B,); B, 2 {xeR"||x|<p}.

Functia v are urmatoarele proprietati:
(7)) Este pozitiv definitd pe N .
(i1) Daca ON = @, atunci v(x) — +oo pentru x — N, x € N, in care ON
este frontiera lui N . O
Observatia 3.2
Rezultatul precedent asigurd determinarea exactd a functiei v §i a
domeniului D pentru o alegere arbitrara a functiei pozitiv definite p pentru care

problema (3.30) are solutie. In cazul in care f(x)e C(S) se poate alege functia
pozitiv definita p(x)=|/(x)]>.

Nu este necesar ca N sa fie specificatd de la inceput. Ea se determina

folosind functia v — solutie a problemei (3.31) pentru p € P(p; f) si p € (0,+00).

Nu este necesar ca v(x) — 400 de indata ce || x| — +oo, x€D. O
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In situatia in care se inlocuieste ipoteza netezimii tari cu aceea a netezimii
slabe (v. Definitia 3.3.A) rezultatul corespunzator este urmatorul.

Teorema 3.16
Pentru ca starea de echilibru x=0 a sistemului (1.1) cu proprietatea de
netezime slaba sd aiba domeniul de stabilitate asimptoticd D si pentru N C S si
aibd loc N = D este necesar si suficient sa fie indeplinite urmatoarele conditii:
(a) Multimea N sa fie vecinatate deschisa si conexd a punctului x =0.
(b) f(x)=0 pentru x € N daca si numai daca x =0.

(c) Pentru p €(0,+00), ales arbitrar astfel incat Ep C N, si pentru o functie

arbitrara p € P(p; f) exista functia v — solutie unicd de-a lungul

traiectoriilor sistemului (1.1) a ecuatiei:

D, 'v[x(t)] = —w[x(t)], cu v(0) =0, (3.33)

p(), x€B,,
X)= 1 . (3.34)
p- ||x||p(px||x|| ), xG(R”\Bp).

Functia v are urmatoarele proprietati:
(i) Este pozitiv definitd pe N .
(i) Daca ON = &, atunci v(x) — +oo pentru x — IN, xe N.O

Observatia 3.3

Daca functia v, determinatd conform conditiei (c), are proprietatea (i) dar nu
si (ii), atunci punctul de echilibru x=0 al sistemului (1.1) cu proprictatea de
netezime slaba este asimptotic stabil dar N = D . Daca acest rezultat este verificat
pentru orice NC S ,atunci D¢ S.0O

Pentru a obtine numai un rezultat de stabilitate asimptotica se modifica in
mod adecvat Teorema 3.14.

Teorema 3.17

Pentru ca starea de echilibru x =0 a sistemului (1.1) cu proprietatea de
netezime slaba sd fie asimptotic stabild este necesar si suficient ca pentru orice
&€ (0,+00) si orice functie p € P(&; f) sa existe functia v — solutie unica de-a

lungul traiectoriilor sistemului (1.1) a ecuatiei:
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D*v(x)=—p(x),cu v(0)=0, (3.35)
in care v(x) este pozitiv definita intr-o vecinatate deschisa si conexa a punctului de
echilibru x=0.0

Exemplul 3.7
Se considera sistemul dinamic:

x=x(x?—1), teR,, xeR.

Sa se determine domeniul de stabilitate asimptotica.
Punctele de echilibru sunt: x=—1, x=0, x=+1.

Aceste puncte de echilibru sugereazid urmatoarele alegeri: p < (0,1) ,

S = (—1,+1), pe care sistemul are proprietatea de netezime tare, si p = x2.

Se aplica Teorema 3.15 si conform ecuatiei (3.32) se scrie :
2
X5, X€& [_pa p]a
w(x)= {
p|X|, X € (_ 1’_p]U[p’ 1)

In ecuatia (3.31) se inlocuieste:

awwm=§wwmn=%x:%ﬂm=%hu%®L

astfel cd se obtine ecuatia:

—x2, x|€[0,p],
x(xz—l)ﬂ:[ [x|€L0.p]

dx |—plx, |x|€lp.D.

Solutia unica a acestei ecuatii, cu v(0) =0, este:

—3ln(=x2), x| €101,
v(x) =
Blnw_lln(l_ 2

po). |x|€lp,D).
2" xhd+p) 2 I+
Functia v(x) este pozitiv definitd pe N=S=(—1L+1) si v(x) — +o©
pentru x — IN ={—1+1}, x€(—1,+1) . Aceasta inseamnd cd domeniul de

stabilitate asimptotica al punctului de echilibru x =0 este D=S=(—1,+1). 0O
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4.1. Hiperstabilitatea

a. Structura sistemului automat neliniar multivariabil
Fie sistemul automat cu schema bloc structurald din fig. V.4.1, in care

v,y,u,wER™ sunt referinta, marimea reglatd, abaterea si reactia, G(s) — matricea
de transfer, mxm, a partii liniare si F'(¢,)) — o functie vectoriald neliniara.

Fie o realizare minimala a matricei rationale proprii G(s) (v. subcap. I1.4):

x=Ax+Bu, teR, , xeR", ucR"™, 4.1)

y=Cx+Du, yeR", (4.2)
pentru care se precizeaza conditia initiala x(¢z,) = x,,cu t€R,, xo € R".

Neliniaritatea w = F'(¢, y) satisface inegalitatea de tip Popov:

n(tg.t) = ftlyT(t)w(t)dt > —y(z) pentru toti £, > ¢, (4.3)

to

unde v, =7v,(¢y,xq) este o constantd.

Ecuatiile sistemului sunt: v u y
G(s) F=

Y(s)=G(s)U(s), (4.4 +

u=v—w, 4.5) w F

w=F(,y). (4.6)

Fig. V.4.1. Schema bloc a sistemului

Hiperstabilitatea este un concept - ittty
automat neliniar multivariabil

.....

in care sistemul considerat este liber, adicd v=0. Daca v =0, dar cunoscut, prin

schimbarile w=w—v si F(t,y)=F(t,y)—v, ecuatiile (4.5), (4.6) devin:
U=—w 4.7)
Ww=F(t,y). (4.8)

In acest fel se obtine sistemul liber (4.4), (4.7), (4.8).



V. Sisteme dinamice neliniare

b. Definitii §i caracterizari
Conceptul de hiperstabilitate introdus in [170] se concretizeaza 1in
urmatoarele doud definitii.

Definitia 4.1
Sistemul automat cu structura din fig. IV.4.1 se numeste hiperstabil daca are
o stare de echilibru global stabild pentru orice neliniaritate (4.6) care satisface
inegalitatea (4.3). O
Definitia 4.2
Sistemul automat cu structura din fig. IV.4.1 se numeste asimptotic
hiperstabil daca are o stare de echilibru global asimptotic stabild pentru orice
neliniaritate (4.6) care satisface inegalitatea (4.3). O
Intrucat conditiile de hiperstabilitate si hiperstabilitate asimptotica pretind ca
partea liniard a sistemului cu structura din fig. [V.4.1 sé fie inzestratd cu anumite
proprietati, in continuare se formuleaza doud definitii in acest sens.
Definitia 4.3
Matricea pitratici G(s) = (G, ;(s)) se numeste real pozitiva daca:
(i) Niciunelement G, ;(s) nu are poli in semiplanul {s € C; Res > 0}.
(if) Daca G, (s) au poli de pe axa imaginara, ei sunt simpli §i matricea R=(r, )
a reziduurilor corespunzatoare este hermitiana si pozitiv semidefinita.
(iil) Gy (jo) 2[G(jo)+ GT(—j®)]/2 este hermitiana si pozitiv semidefiniti (v.

Anexa C) pentru acei @ € R care nu sunt poli ai luit G (jw). O

Definitia 4.4
Matricea pétratici G(s) = (G, ;(s)) se numeste strict real pozitiva daca:

(i) toate elementele G, ;(s) au toti polii in semiplanul {s € C; Res <0}.

(ii) Gy (jo)=[G(jo)+GT(—jw)]/2 este hermitiand si pozitiv definitd (v.
Anexa C) pentru toti @€ R. O

Cu aceste definitii pregéatitoare se pot enunta urmatoarele rezultate, pentru
ale caror demonstratii se recomanda consultarea lucrarii [170].

Teorema 4.1
O conditie necesara si suficientd ca sistemul automat cu structura din fig.
IV.4.1 sé fie hiperstabil este ca matricea de transfer G(s) sa fie real pozitiva. O
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Exemplul 4.1
Fie sistemul automat neliniar cu structura din fig. V.4.3 si cu partea liniara:

I a
G(s)=|5t! |, abeRr.

s+3

Sé se determine a,b astfel incat sistemul automat sa fie hiperstabil.
G(s) are un element care are polul simplu s=0, pe axa imaginara.

Matricea corespunzatoare a reziduurilor elementelor lui G(s) are forma:

0 a
0 o

rez,_o(s+1)"! rez,_os !
R=rez,_,G(s)= 5= $=0

rez,_ob rez,_o(s +3)7!

Aceasta este hermitiand si pozitiv semidefinita pentru @ = 0 . In continuare,

L b
2

Gy (jo) =[G(jo) + GT (—j)]/2 =| b“ §
5 ®?+9

trebuie sd fie hermitiand si pozitiv semidefinitd pentru orice m &€ R . Aceasta
conditie are loc pentru b=0. 0O

Teorema 4.2
O conditie necesara si suficientd ca sistemul automat cu structura din fig.
V.4.1 sé fie asimptotic hiperstabil este ca matricea de transfer G(s) s fie strict real

pozitiva. O
Exemplul 4.2
Fie sistemul automat neliniar cu structura din fig. V.4.3 si cu partea liniara:
1 a
Gis)=| 5 +1 st; acR.
s+2  s+1

Sa se determine a astfel ca sistemul automat sa fie asimptotic hiperstabil.
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Matricea hermitiana

1 2a
Gy (jo) =[G(jo)+GT (- jw)]/2= 03222-1 (,)214_4
o +4 o?+1
este pozitiv definitd daca si numai daca |a|<minﬂ_ lim o’ +4 1

oeR 22 1) o—toc2(@® +1) 2°
Sistemele hiperstabile au proprietatea remarcabild ca la conectarea lor in
paralel sau intr-o structurd cu reactie negativd se obtin de asemenea sisteme
hiperstabile. Aceastd proprietate nu are loc la conectarea in serie a sistemelor

hiperstabile, [170].
Folosind realizarea minimala (4.1), (4.2) se obtin urmatoarele doud rezultate.

Teorema 4.3 (Kalman — Jakubowich — Popov)
O conditie necesara si suficientd ca sistemul automat din fig. IV.4.1 sa fie
hiperstabil este sd existe matricele P — pozitiv definitd si L, V' — arbitrare astfel ca:

PA+ATP=—LLT, (4.9)
LV=CT -PB, (4.10)
D+DT=vTy .o (4.11)

Teorema 4.4

O conditie necesara si suficientd ca sistemul automat din fig. IV.4.1 sa fie
asimptotic hiperstabil este sa existe matricele P — pozitiv definitd si L,V —
arbitrare, cu L patratica nesingular, astfel ca sa aiba loc (4.9) — (4.11). O

In termenii Teoremei 4.3 se poate obtine o conditie de tip inegalitate pentru
partea liniard a sistemului automat. Tindnd seama de (4.1), (4.2), se scrie succesiv:

ST @ = %xT(t)Px(t) P [ (Cx+ DuyTu— 5T Pt =

= %xT(t)Px(t) 2) +% ft " [T (PA+AT P)x+2x7(CT— PByu+u™ (D + D")u|dt =
0

dr 2—%XT(1‘0)PX(10),

= %xT ()P x(t)

| Y X
o =~ [ YT, T
t0+2j;0[x u]M\u
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in care P este pozitiv definita si M 2[LT V]T[LT V] este pozitiv semidefinita.

Conform cu (4.3), (4.5) si v=0, rezulta ca partea liniara satisface conditia:

—%XT(IO)PX(IO)S [T ouwdi <yl 1>, (4.12)
0

4.2. Sisteme autoadaptive hiperstabile

O aplicatie remarcabild a teoriei hiperstabilitatii o constituie sinteza comenzii
de autoadaptare a unui sistem automat pe baza erorii dintre starea unui sistem cu
parametri ajustabil §i starea unui model de referinta, fig. V.4.2.

a. Procedeul de autoadaptare
Pentru explicarea schemei bloc structurale din fig. V.4.2 si implicit a
procedeului de autoadaptare se porneste de la ecuatia modelului de referinta:

x,=A,x+B,u, tcR, , xeR", (4.13)
si a sistemului cu parametri ajustabili:
x=A(e,t)x+ B(e,t)u, tecR,, xeR", (4.14)

in care e este eroarea intre starea modelului si a starea sistemului ajustabil:

—Xx. (4.15)

dispozitiv de

K(s) >y autoadaptare

Fig. V.4.2. Structura sistemului autoadaptiv hiperstabil
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In aceast situatie ecuatia diferentiala a erorii are expresia:
e=A,e+[A4,, —A(e,t)]x+[B, —B(e,t)]u. (4.106)
Conditia de stabilitate asimptotica globala

lim, , e(t)=0,

care trebuie sa aiba loc pentru orice e(0), orice 4,, — A(e,t) si orice B,, — B(e,t),
implica faptul ca pentru u = 0 trebuie sd aiba loc x =0 si x,, = 0. De aici rezulta

ca mecanismul de autoadaptare trebuie sa contind elemente integratoare care si
memoreze A(e,t) si B(e,t) pentru e(t) = 0. In virtutea acestui fapt se poate scrie:

A(e,t) = A(0,0)+ j:)tq)l[t,y(r)]dt +O,[t,y(®)], t >0, (4.17)

B(e,t) = B(0,0)+ fot‘l’l[t,y(t)]dr +¥,[t,y()], t >0, (4.18)

unde @, si ¥, realizeazd memorarea si ®, si ¥, se anuleazd pentru y=0.
Functiile matriceale ®;, ®, si ¥, ¥,, deocamdata necunoscute, urmeazd sa se

determine pe baza conditiei de hiperstabilitate asimptotica a intregului sistem.
Marimea y este iesirea unui element corector liniar cu matricea de transfer

K(s). Acesta se introduce pentru a asigura ca matricea de transfer a partii liniare
sa indeplineasca conditiile de reald pozitivitate strictd cerute de Teorema 4.2.

b. Sinteza comenzilor de autoadaptare

Pentru realizarea sintezei se parcurg urmatorii trei pasi.

Pasul 1. Se transfigureaza schema bloc structurald din fig. IV.4.2 astfel incat

sd se puna in evidentd, conform schemei bloc structurale din fig. IV.4.1, partea
liniara §i partea neliniard. Acest lucru este posibil introducand functia:

u(t)=1[4,, — A(e,t)]x +[B,, — B(e,t)]u.. (4.19)
In aceste conditii partea liniara a sistemului este descrisa de ecuatiile:
e=A4,e+u,

(4.20)
Y(s)=K(s)E(s).
Partea neliniard, tindnd seama de (4.17) si (4.18), este descrisa de ecuatia:
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w(t) = {folq)l £, y(v)]dT+ @, [t,y(t)]+A(0,0)—Am}x(t)+

(4.21)
t
+ {j; ¥, [t y(v)]dt+ ¥, [t, ¥(2)]+ B(0,0)— B,, }u(t).
Reactia se realizeaza conform urmatoarei relatii:
Uu=-w. (4.22)

Schema bloc structurald conform cu (4.19) — (4.22) este data in fig. [V.4.3.

» K(s)

v
<

Gk(s), partea
niara

partea
neliniara u

________________________________________________

Fig. V.4.3. O forma echivalenta a sistemului cu structura din fig. V.4.2

Pasul 2. Se determinad elementele neliniare (marcate cu ? in fig. V.4.3)
rezolvand inecuatia (4.3), cu w(¢) dat de (4.21). Pentru a determina @, ®, si

Y, ¥, se descompune inecuatia integrala (4.3), cu ¢,=0 si (4.21), in

urmatoarele patru inecuatii integrale partiale:

fo h VT (1) { fo tcpl [t, y(v)]dT+ A(0,0)— 4, }x(t)dt >—y 12 , (4.23)

fo VT (0D, [t y(O)x(0)dt > —y 2, (4.24)
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fot‘ yT(t){j;t\Pl [t,y(r)]dH—B(0,0)—Bm}u(t)dt > —y§ , (4.25)

fotl VT (O, [t y(O)]u(t)dt > -7, (4.26)

cu conditia ca yf—l—y%—{—yg—l—yi §y§.

Pentru o autoadaptare simpla se cauta pentru (4.23) — (4.26) solutii de forma:

®,[t, (D] =M 4 (DN 4 x(O]", (4.27)
[,y (0] =M py(O[Npu()]", (4.28)
D,[t, (O] = Py y(O[Q4x(O]", (4.29)
o, y(O)] = Py ([ Qgu()]" (4.30)

unde M ,, N,, My, Ny si P, Q,, P, Op sunt matrice constante adecvat alese.
Inlocuind (4.27), (4.29) si (4.28, (4.30) respectiv in (4.17) si (4.18) se obtin
comenzile de autoadaptare:

A(t,e):A(O,O)—i—MAj;)ty(r)xT(r)drNAT—i—PAy(t)xT(t)QAT, t>0, (4.31)

B(t,e)=BO,0)+ My || YU (D)dTNT + Pyt u (105, 1>0. (4.32)

Conform relatiilor (4.31), (4.32), se spune cd autoadaptarea este de tip PL.
Se mai poate arata ca inecuatiile integrale (4.24) si (4.26) admit si solutiile:

D,[t, y(O)] = [sgn ¥ (][O, x()]", (4.33)
¥t y(0)] =[sgn y(O)1[Qpu(n)]”, (4.34)

in care sgn este functia signum. Cu acestea comenzile de autoadaptare devin:

A(e,t) = A(O,O)—i—MAfOty(t)xT(r)dtMAT —i—[sgny(t)]xT(t)QAT, t>0, (4.35)

B(e,t) = B(0,0)+ M fo uT(t)diM & +Iseny()uT(0)0F, t>0. (4.36)

Avand in vederea forma relatiilor (4.35), (4.36) se spune ca s-a realizat o
autoadaptare de tip RI (releu + integrator).
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Pasul 3. Se determina elementul de corectie K(s) astfel incat partea liniara a

sistemului cu structura din fig. V.4.3, descrisa de matricea de transfer
GK(S):K(S)(IS_Am)ila (437)

sa fie strict real pozitiva (Teorema 4.2 si Definitia 4.4).
In final, se observi ci este posibil ca eroarea e si se obtina prin compararea

numai a catorva componente omoloage ale vectorilor x,, si x. In acest caz, e este

de dimensiune mai mica decat x,, (sau x), asa cum se aratd in exemplul urmator.

Exemplul 4.3 (sistem automat de pozitionare asimptotic hiperstabil)
Se considera sistemul automat de pozitionare cu schema bloc structurald din
fig. V.4.4, in care T este constanta de timp, k, este parametrul variabil in functie

de perturbatiile externe si k, este parametrul ajustabil care trebuie modificat astfel
incat k, k, ~1 si sistemul in ansamblu sa fie asimptotic hiperstabil.

Se adopta un model de

referinta cu functia de transfer: u & X
— > ke v >
1 + s(Ts+1)
G,(s)=—5—— (438) —
Ts“+s+1
si se auto-ajusteazd k, pentru a Fig. V.4.4. Sistem automat de
pozitionare

realiza k k,~1.
Functia de transfer a sistemului automat cu parametrul ajustabil &, este

ky K, o kk
Ts? +s+kk, Ts®2+s+1

Gy(s) = (4.39)

k

. | suficient de mare.

in care aproximatia k, k, ~1 este posibild pentru

A A - .
Eroarea e = x,, — x in transformata Laplace are expresia:

1—k k,

—X [(s).
Ts? +s+1 )

E(s) = X,,(5) = X (5) =[G,,(5) = Gp(s)]U (5) =

In domeniul timpului eroarea este descrisi de ecuatia diferentiala:
Te+e+te=(1—k.k,)u.
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Comanda de autoadaptare are forma:
t
kekyo = ko ko + [P (0)1dT (4.40)

in care se considerd k,, = constant pe durata procesului de auto-ajustare.

Introducand variabila
u(t) = (1—ky kyo)u(r)

si tinand seama de (4.3) cu w= —u, se ajunge la inecuatia:
t t 2
fo u(t) () fo W[t, ()] + koo kyo—1|dt > =72, 1>0.
Cea mai simpla solutie a acestei inecuatii integrale este

e, ()] = ko u(t) y(1), kg > (ko ko — D /(273).- (4.41)

In aceste conditii din (4.40) si (4.41) rezulta:

_ ko 1t
kx_konra fo u(t)y(r)dr. (4.42)

Partea liniara a sistemului este descrisa de functia de transfer

Gy (s)=———K(5). 4.43
k() T ts11 (s) (4.43)

Adoptand

K(s)=a+bs, (4.44)

din conditia Re G (jw) >0, &R, se obtine:

a+(b—aT)w?
(1-To?*)? + w?

>0, oeR.

Aceastd inegalitate este Indeplinitd pentru orice &€ R dacd si numai daca
b>aTl, a>0.

Se remarca in final ca legea de autoadaptare (4.42) si elementul de corectie
(4.44), de tip PD, se obtin exact in aceeasi formd dacéd se aplicd o procedurd de
sinteza bazatd pe metoda directd Liapunov. O
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5.1. Evolutia restrictionata a sistemelor dinamice

a. Preliminarii
Obiectul de studiu al teoriei invariantei de flux este fluxul (flow in .

englezd) de traiectorii x(t) e XCR", t€[fy, 1], 1, >1, , generat de un sistem
dinamic X in spatiul stdrilor X . Aceste traiectorii pornesc din starile initiale
x(ty) = xy € X s1, corespunzator, ajung in starile curente x(t) € X . Matematic,
este vorba de operatorul de evolutie sau fluxul ®,:X — X al sistemului . Fluxul

este aplicatia care transformd multimea starilor initiale in multimea stérilor curente
si sistemul X este reprezentat prin x(z) = ®,(x,). Notiunea de flux si viziunea

bazatd pe studiul aplicatiei @, si prin intermediul lui @, oferd instrumente mult

mai rafinate pentru analiza calitativd a unor aspecte subtile privind structura si
parametrii sistemelor dinamice. Folosind totodata si conceptul clasic al invariantei
se deschide un nou domeniu de cercetare in teoria sistemelor. Foarte interesant si
fertil, in acest cadru se studiaza existenta unor multimi invariante la flux X CX

(nu in mod necesar invariante si n timp). Acestea au proprietatea ca pentru orice
xo € X areloc x(¢) € X pentru fiecare 7 €1, ¢,].

Acest subcapitol este dedicat principalelor rezultate obtinute prin metoda
invariantei de flux, prezentate sintetic in [249], cu trimiteri bibliografice adecvate.
Pentru completarea cu alte rezultate se recomanda consultarea lucrarilor incluse in
lista din finalul bibliografiei acestei carti, dedicatd metodei invariantei de flux.

b. Definitia si caracterizarea evolutiei restrictionate
Se considera sistemul dinamic neliniar continuu in timp:

X=f(@t x,u), tcR,, xeR", ucR™, (5.1

in care u este marimea de intrare si x este starea; f este o functie continua i
local lipschitziana in x, ipoteza prin care se asigura existenta si unicitatea solutiei

problemei Cauchy (5.1) cu x(¢y) = x, .

Se considera cd u apartine unei multimi de intrari admisibile definita prin:
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uz{ueéo; u(t)eU®t) C R™, te']I‘}, (5.2)

in care C° este multimea functiilor continue pe portiuni (discontinue la stanga intr-
un numar de puncte) pe intervalul de timp:

si U(t) este o submultime compacta (inchisa i marginitd) dependenta de timp.
Corespunzdtor acestor restrictii impuse marimii de intrare, se considera ca
starea x(f) apartine unei anumite submultimi compacte dependente de timp

X(@)CR".
In aceste circumstante problema evolutiei restrictionate a sistemului dinamic

(5.1) pe TxUx X este consistentd §i poate fi tratatd prin metoda invariantei de
flux pornind de la urmatoarea definitie.

Definitia 5.1
Evolutia sistemului dinamic (5.1) se numeste evolutie restrictionata pe
TxUxX dacd pentru fiecare 7, € T si fiecare

x(tg) =x9 € X(tg), (5.4)
fiecare u € U si fiecare ¢ € T starea sistemului satisface conditia:
x(t)eX(@), t>t,.0 (5.5)

In conformitate cu [222], evolutia restrictionatd pe Tx U x X a sistemului
(5.1), in ipoteza ca problema Cauchy are solutie unicd, este echivalenta cu
invarianta de flux a submultimii X (¢) CR” pentru fiecare u € i pe T . Aceasta

inseamna ca rezultatele generale formulate in [220] pot fi utilizate pentru a
caracteriza evolutia restrictionata pe TxU X X . Acestea se exprimd in termenii

sub-tangentei explicitata cu ajutorul distanfei d(v;V’) de la un punct ve R” la o

submultime V' C R”.

Teorema 5.1
Sistemul dinamic (5.1), cu f continua si local lipschitziand in x, are o

evolutie restrictionatd pe T x U x X daca si numai daca este indeplinitd conditia:
limy, inf A= (v+ h f(t,v,u(t)); X (t 4+ h)) =0, V(t,u,v) € TxUx X .O(5.6)
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Acest rezultat general se poate utiliza atat pentru analiza cat si pentru sinteza
sistemului dinamic (5.1), pentru f si T, {, X date sau determinabile. In acest

1o, oy

instrument usor utilizabil i, totodata, relevant pentru aplicatii. Una dintre ele, in
care calculul distantei d(v;}') este foarte simplu, consta in a defini submultimea

X(¢) sub forma unui hiperinterval In R” . Aceasta asigura evaluarea dinamicii
sistemului prin componentele x,(¢), i = 1,1, ale vectorului de stare x(2) .

c. Evolutia restrictionati pe componente [234]
Pentru o formulare concisd a urmatoarelor rezultate se introduc o serie de

notatii si definitii. Fie v,we€ R*, cu v£ (v;),w= (w;). Prin |v|£ (|v;]) se noteaza
vectorul cu componentele luate in valoare absoluta. Se definesc v <w (v < w) sau
v>w(v>w) cu semnificatia de inegalitati vectoriale pe componente, adici
v; <w; (v; <w;) respectiv v; >w; (v; >w;).

Fie ¥ CR”" o multime compacti, g:¥ —R", cu g=(g;), o functie
continud, si z €V un punct dat, cu z = (z;) . Se noteaza prin & ‘Z} operatorul care

fixeaza pe g(v) in z de o manierd diagonala i anume:
C‘“'vz{g(v)}é[gl(zl,vz,...,vn),...,gl-(vl,...,zl-,...,vn),...,gn(vl,...,vn_l,zn)]T.(5.7)

Se noteazd cu exty € {g(v)} vectorul ale carui componente sunt
exty g;(Vi,....Z;,...,V,) » I care «ext» poate fi «min» (minim) sau «max» (maxim).

Fie functiile diferentiabile ¢:T—R" , a:T—R", cu a(t)<a(t), si
functiile continue 5: T — R™, b:T — R™, cu b(t) <b(r). In mod obisnuit atat x
cat si u trebuie sd satisfacd anumite restrictii prescrise care in mod frecvent se

refera la componentele celor doi vectori. Astfel de restrictii pot fi luate in
considerare respectiv cu ajutorul urmatoarelor hiperintervale:

X2 {veRa@)<v<am}, teT, (5.8)

U(t)é{wew;lg(t)gw§5(z)}, teR. (5.9)
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V. Sisteme dinamice neliniare

Acestea se asociaza sistemului (5.1), ceea ce conduce la conceptul pragmatic
de evolutie restrictionata pe componente (pe scurt, evolutie RC). O astfel de
evaluare este mai subtild si mai nuantata comparativ cu evaluarea globala bazata pe
norma vectoriala. In acelasi timp, submultimea (5.8) permite o conversie expliciti a
conditiei de sub-tangenta (5.6) dupa cum se va arata in continuare.

Teorema 5.2, [234]
Sistemul dinamic (5.1), cu f continud si local lipschitziana in x, are o
evolutie RC pe X (¢), dat prin (5.8), si pe U(¢), dat prin (5.9), daca si numai daca

min g [CEOL f 1t v,u (0]} —a(6)]> 0, (5.10)

maxp, g, x [CF { fltvu )]} —a(6)]< 0.0 (5.11)

Conditiile de tip inegalitate (5.10) si (5.11) indica faptul ca trebuie avute in
vedere anumite clase de sisteme carora li se asociazd submultimile X (¢), U(¢) .
Intr-adevir, pentru (5.8) si (5.9) date, inegalitatile (5.10) si (5.11) pot furniza, pe de
o parte, clase de solutii f'(¢,x,u) si, pe de alta parte, deschid abordarea evolutiei
RC ca o forma practica si practicabild de evolutie restrictionatd pe T, U, X .

d. Sisteme dinamice liniare constante
Pentru a obtine formule simple, utilizabile in aplicatii, se considera sistemul:

x=Ax+Bu, teR_ ,xeR", ucR", (5.12)
in care 4,B sunt matrice constante de dimensiuni adecvate. T=R_ si in (5.8) si
(5.9) se au in vedere si urmatoarele particularizari:

—a(t)=a(t) 2 a = constant > 0, teR, . (5.13)
—l_?(t):l;(t)ébzconstant>0, teR . (5.14)

In acest fel &/ si X sunt simetrice fatd punctele u =0 si respectiv x =0 .
Problema abordata este de evolutie restrictionatda pe componente prin constante (pe
scurt, evolutie RCC), care se exprima cel mai simplu prin:

[x(1)|<a,

u(t)|<b, teR ., (5.15)

pentru fiecare x,, si fiecare u € C?, ambele compatibile cu (5.15).

322



5. Metoda invariantei de flux

Pentru formuldri concise se adoptd notatii suplimentare. M este o matrice
reald. |M| este matricea cu toate elementele lui M luate in valoare absoluta si M

— matricea in care numai elementele extradiagonale sunt luate n valoare absoluta.

Teorema 5.3
Sistemul dinamic (5.12) are o evolutie RCC daca si numai daca

Aa+|B|b<0.0 (5.16)

Din (5.16) rezulta ca evolutia RCC implicda in mod necesar ca toate
elementele diagonale ale matricei 4 (ca si ale matricei A) sa fie strict negative.

5.2. Stabilitatea asimptotica pe componente

a. Sisteme dinamice neliniare

u(t) =0 . In aceste circumstante ecuatia (5.1) se inlocuieste cu
x=f(x), teR, , xeR". (5.17)
In ipoteza
f(t0)=0, teR (5.18)

rezulta ca sistemul (5.17) are starea de echilibru x =0 . Se poate asocia sistemului
(5.17) hiperintervalul simetric dependent de timp:

XY(t)é{veR";

v[<v(}, teR, (5.19)
in care y:R, — R" este diferentiabila si y(1)>0,r€R, . Privitor la
comportarea asimptoticd a lui x(#) urmatoarea proprietate joaca un rol esential:

lim, .. y(t)=0. (5.20)

Definitia 5.2
Starea de echilibru x =0 a sistemului (5.17) se numeste asimptotic stabila
pe componente in raport cu y(t) (pe scurt, asimptotic stabila Cvy ) dacd pentru

fiecare ¢, > 0 si fiecare x,, cu |x0| <y(ty), sistemul (5.17) satisface:

x| <y(), t>1t,.0 (5.21)
(@) 0
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V. Sisteme dinamice neliniare

Trebuie remarcat faptul ca, sub conditia (5.20), inegalitatea (5.21) are loc
numai daca starea de echilibru x =0 este asimptotic stabila.
Urmeaza ca stabilitatea asimptotici Cy implica stabilitatea asimptotica.

Exceptdnd anumite clase de sisteme, implicatia inversd nu are loc. Aceasta

deoarece in Definitia 5.2 conditia ,.fiecare x, cu |x0|§y(t0) ” corespunde, in

Definitia II1.1.2 a stabilitatii, cazului particular ¢ =3 . Evident, aceasta egalitate
este de fapt premisa necesara de realizare a invariantei de flux. In Definitia II1.1.2
stabilitatea este formulatd in termenii (g, 0) . Aceasta implicd Tn mod necesar
€ <0. Urmeaza ca pentru € =0 se considerd un caz particular de stabilitate, care
nu este realizat de toate sistemele care se Incadreaza in Definitia I1I.1.2.

Caracterizarea stabilitatii asimptotice Cy se poate obtine direct din Teorema
5.2 pentru u(t) =0 si X7 (¢) definit prin (5.19).

Teorema 5.4
Starea de echilibru x =0 a sistemului (5.17) este asimptotic stabila Cy daca si

numai daca

max g |y/<y () @fvm{if(;,v)}_y(t)]go. 0 (5.22)

Inegalitatea (5.22) este o conditie suficientd de stabilitate asimptotica a starii
de echilibru x =0 si multimea

Xzsé{veR”;

v| <maxp y(t)}

este una dintre regiunile de stabilitate asimptotica. Avantajul stabilitatii

asimptotice Cy este subliniat prin (5.22), care este o conditie necesara si suficienta.
Definitia 5.3
Se inlocuieste y(¢) In Definitia 5.2 cu py(z), In care p>1. Starea de
echilibru x =0 a sistemului (5.17) se numeste global asimptotic stabila Cy (pe

scurt, GASCy ) daca ea este asimptotic stabild Cy pentru toti p>1. O

Teorema 5.5
Starea de echilibru x =0 a sistemului (5.17) este GASCy daca si numai daca

@ (t){:lzf(l,v)} —py (t)] <0.0 (5.23)

max

120, |v[<py (1), p=1
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5. Metoda invariantei de flux

Acest rezultat este totodatd o conditie suficientd de stabilitate asimptotica
pentru toti p>1.

b. Sisteme dinamice liniare constante

In continuare se prezintd o ilustrare a aplicirii Teoremei 5.5 in cazul
sistemelor dinamice liniare constante.

Pentru analiza stabilitatii se considera u(f)=0 . In aceste circumstante

ecuatia (5.12) devine:
x=Ax, teR , xeR", (5.24)

Teorema 5.6, [226], [227]
Starea de echilibru x =0 a sistemului (5.17) este GASCy daca si numai daca:

max g, |Ay(0)—7(t)|<0.0 (5.25)
A1) =70 <0 (5.26)
in raport cu y(¢#) conduce la urmatoarele rezultate.

Teorema 5.7

Starea de echilibru x =0 a sistemului (5.17) este GASCy daca si numai daca:
Y= T (,), 121,>0.0 (527)

Teorema 5.8
O conditie necesara si suficientd de existentd a lui y(¢) astfel incét solutia

x=0 asistemul (5.24) si fie GASCy este ca matricea 4 si fie hurwitziana. O

5.3. Stabilitatea exponential asimptotica pe componente

Fie I' semigrupul abelian al solutiilor inecuatiei (5.27) cu A hurwitziana.

Urmeaza ca pentru oricare doud functii y,,y, €' afirmatiile ,,x =0 este GASCy,”

si ,, x=0 este GASCy,” sunt echivalente. In acest context si avand in vedere
membrul drept din (5.27) se va studia dacd in multimea I' pot exista functii
exponentiale simple.
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V. Sisteme dinamice neliniare
Fie
v =ae P 4> >0, (5.28)
in care o= [0,0,,...,0,]7 >0 si B> 0 (scalar).

Definitia 5.4
Starea de echilibru x=0 a sistemului (5.1) se numeste exponential
asimptotic stabila pe componente (EASC) daca exista o> 0 si B> 0 astfel incat

pentru fiecare ¢, > 0 si fiecare x, cu |x0| < a, sistemul (5.17) satisface:

()| <ae P >4 0 (5.29)

Definitia 5.5
Se inlocuieste a in Definitia 5.4 cu pa, in care p >1. Starea de echilibru

x =0 a sistemului (5.17) se numeste global EASC (GEASC) daca ea este EASC
pentrutoti p>1.0

Teoremele 5.4 si 5.5 cu (5.28) conduc la urmatoarele rezultate.

Teorema 5.9
Starea de echilibru x =0 a sistemului (5.1) este EASC daca si numai daca:

@St} =10)]20, y(=ae "7, 121,20. 0 (530)

max;~ov|<y()

Teorema 5.10
Starea de echilibru x =0 a sistemului (5.1) este GEASC daca si numai daca:

. —B(t—t
MaX o <pyn.pt| €3 T E LN} —p1O]0, v()=ae P, 20, 0 (5.31)

Pentru cazul liniar (5.24) se adopta notatii suplimentare. Fie matricea reald
M=E(m;;). M>0(M>0) semnifica m;;>0 (m;;>0) pentru toti i,;j .

Pentru (5.24) se noteazd: A,=[a;]'4[a,;] , cu [ai]édiag{al,...,ocn}>0;

Gi(A,) = 1s eG, ‘S — an" < (1/0%)2‘/:1,7 al./‘ocj },i —1,n — discurile Ghersgorin
j=i

asociate matricei A4, ; A4, k =1,n —minorii principali diagonali ai matricei 4 .
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5. Metoda invariantei de flux

Teorema 5.11, [234]
Pentru sistemul liniar constant (5.24) urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) Starea de echilibru x =0 a sistemului (5.17) este GEASC.

(2) Aa<—Bo.

(3) 0<p<min, (—a,.l. L) DT |a,.j|aj).
(4) Aa<0.

(5) —A este 0 M-matrice, [6].

(6) A este hurwitziana.

(7) Ui:fn Gi(Ay) C{s€C;Res<0}.

(8) (~)*4x >0, k=1n.

(9) det 4= 0, (—2)71 >0.

(10) Starea de echilibru x =0 a sistemului (5.17) este GASCy. O
GEASC este un tip special de stabilitate exponential asimptotica. Ea depinde

de baza de vectori din R” 1n care este exprimat sistemul. Cu ale cuvinte, existd o

bazd in R” in care un sistem asimptotic stabil este si GEASC. In cazul matricei A4,
este o proprietate a liniilor in care existd o anumitd dominantd diagonala si, in mod
necesar, elementele primei diagonale sunt strict negative (v. Teorema 5.11 (3)).

Exemplul 5.1

Se considera sistemul (5.12) cu matricele
-1 2 1

A= , B= .
-1 -3 -1

Sa se arate cd sistemul este GEASC si sa se determine o si B pentru care

are loc (5.29). Apoi, pentru a = o sa se determine b din (2.16).
Se utilizeazd Teorema 5.11. Conditia (8) conduce la: —1<0,3—2>0,

ceea ce inseamna ca sistemul este GEASC. Din conditia (4) se obtin inecuatiile:

{—ocl—l—Z(xz <0

o —3o, <0,
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V. Sisteme dinamice neliniare

din care rezultd o /o, =1 € (2, 3). Totodatd, din (3), dupa calcule relativ simple,

se obtine: 0<P <Py = max, oz min{l—2n7", 3-n}. Din 1-2n~"=3-n

rezulta M max :(1+\/§)€(2’ 3) si Bmax :1_2n?nlax :3_nmax :2_\/5'

e . A .
Conform conditiei (2.16), pentru a =[a, a,], aj, =0y ,, se scrie:

—o;+2a,+b<0
oy —30,+b<0.

Se obtine 0 <h <b_, = a,max ne2,3min{n—2,-—M+3}. Din -2 =—n+3 rezultd

N max= (al /a2)max: 2,5€(2,3) si bmax: OLz(nmax_z) = OLZ(_nmax"H)’) = 0,50(2 -0

Inegalitatile (5.30) si (5.31) permit alte doud noi abordari in studiul
stabilitatii. Pe de o parte este posibila realizarea unei robusteti naturale a stabilitatii
exponential asimptotice pe componente. Rezultate In acest sens sunt prezentate in
[198] — [200]. Pe de alta parte, este posibila caracterizarea in sensul stabilitatii
exponential asimptotice pe componente a unor clase de sisteme: cu matrice de tip
interval [181], [199], [208], [213], cu incertitudini, [206], [210], cu intdrziere si 2D
discrete, [184], retele neuronale, [190], cu neliniaritati, [202] — [206], etc.

Pornind de la observatia ca Definitia 5.4 poate fi formulatd folosind norma
Holder (v. Anexa A), cu p = oo, utilizarea unui p oarecare a condus la notiunile
mai generale de stabilitate exponential asimptotica invarianta, [215], de stabilitate
diagonala generalizata si la echivalenta acestora, [217].

5.4. Stabilitatea absoluta pe componente

Forma de inegalitate a conditiei (5.31) si Teorema 5.11 sugereaza si o alta
abordare, la fel de naturala, pentru urmatoarea clasa de sisteme dinamice neliniare:

x=F(t,x)x, t€R,, xeR". (5.32)

In aceastd clasd se includ clase de circuitele electric, sisteme economice, biologice,
ecologice, farmacocinetice etc. Abordarea in cadrul GEASC are in vedere clasa de
matrice F(¢,x) marginite in sensul urmator: existd o matrice reald constantd A4 si

existai >0 (a€R”) si B3>0 (scalar) astfel incat are loc inegalitatea pe

componente:
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5. Metoda invariantei de flux

ey {Fpve P <d, 1>0,|v|<o, p>1. (5.33)

(04

A + .o o . . e < <
In acesta (2, se aplica fiecarei coloane a matricei F(¢,x). Se poate arata ca

exista o clasd & de matrice continue care satisfac (5.33). Corespunzitor, sistemul

(5.24) se numeste C-majorantul liniar pe elemente al sistemului (5.32) cu F € 7.

Definitia 5.6
Sistemul dinamic neliniar (5.32) se numeste absolut stabil pe componente
(AbSC) daci starea de echilibru x =0 este GEASC pentru toti FF € &. 0

Teorema 5.12
Sistemul dinamic neliniar (5.32) este AbSC dacad si numai dacd starea de
echilibru x =0 a sistemului (¢-majorant liniar pe elemente (5.24) este GEASC

(echivalent: 4 este hurwitziana sau (—1)% Ar > 0, k= I,_n ). O

5.5. Detectarea si stabilizarea pe componente

a. Detectarea exponential asimptotici pe componente, [211], [233]
Se considera sistemul dinamic liniar constant:

x=Ax+Bu, tecR_ , xeR", ucR™, (5.34)
y==Cx, yeR?, (5.35)

cu x(0)=x,, in care 4,B,C sunt matrice reale de dimensiuni adecvate.

S-a aratat in sectiunea I11.4.3 ca folosind estimatorul de stare:

f=(A—LC)i+Bu+Ly, teR,, S€R", (5.36)
cu x(0)=0, se poate obtine o estimare x a starii x. L se alege astfel incat

X 2x—%, (5.37)

numita eroarea de estimare, sa tinda la zero, cat mai repede posibil, pentru ¢ — oo .
Se utilizeaza Teorema 5.11 (2) pentru determinarea lui L. Fie X, multimea
marginita a tuturor starilor initiale posibile x, respectiv x,(0) = x(0) — x(0) = x,,.

Se determini apoi X* £ {v eR”",

v|§a, 0L>O},astfelincﬁt Xy C X<,
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V. Sisteme dinamice neliniare

Definitia 5.7
Estimatorul de stare (5.36) se numeste exponential asimptotic stabil pe

componente in raport cu a si B>0 (pe scurt EASCaf) dacd pentru fiecare

x¢(0)=x, € X% eroarea de estimare (5.37) satisface conditia:

\xg(z)\gae*ﬁf, t>0.0 (5.38)
Conform relatiei (I11.4.26) ecuatia erorii de estimare are forma:

X, =(A—-LC)x,, teR . (5.39)
Pe baza acestei ecuatii si a Teoremei 5.11 (2) se obtine urmatorul rezultat.

Teorema 5.13
Estimatorul de stare (5.36) este EASCa3 daca si numai daca exista cel putin
o matrice L astfel incat:

(4-LC)a<—Pa.O (5.40)

O solutie universald, in care (5.40) urmeaza sa fie indeplinitd pentru orice

a.> 0, consti in a determina matricea L (daci existd) pentru care F = 4—LC are
formi diagonald, F, 2 diag{f,,,.... f,,} cu f;; <—P, i=Ln.

Pentru formularea concisa a unui rezultat in acest sens se considera ecuatiile:
Chzi=aly, z €RP, i=1Ln 5.41
% = Uiy Zi »1=Ln, (5.41)
in care C(l.T) si a({) se obtin eliminind linia c,-T din C7T si respectiv elementul a;;
din coloana al-T a matricei 47 .

Teorema 5.14
Existd o matrice L; astfel incat 4—L,C = F,; <—B/, dacd si numai daca:

T .
rankC = rank[c(f), a(lf)], i=Ln, (5.42)
fiiéinfziEZi(aii_ciTzi)S_B’ i=1n, (5.43)
unde Z; CR?, i= 1,n, sunt respectiv multimile de solutii ale ecuatiilor (5.41). O
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Evident, solutiile L; pentru care 4—L,C=F; <—p1, sunt:
LTe {[z1 Zaeenzy| € RPN, €2, i = 1 max,_iinf, ¢ 5 (a,— ¢ 2) < B} (5.44)

Multimea £ a matricelor L care satisfac (5.40) este convexd, [232]. Pe
aceasta cale se ajunge la problema de optimizare a functiilor convexe:

fidH=a;'al (@] —CT1]y, 1T eRP, i=1n, (5.45)
in care a2 (a;) si a;,l;,(a;—1,0), izl,_n , sunt liniile matricelor A4, L ,
respectiv (A —LC ) . Folosind (5.45) se pot formula urmatoarele rezultate.

Teorema 5.15
Multimea £ este nevida daca si numai daca

max _—min, p, fi(z;)<-p.0 (5.46)

i=l,n

Definitia 5.8
Sistemul (5.34), (5.35) se numeste detectabil EASCof3 daca existd o matrice
L si a>0 si B> 0 astfel incat estimatorul (5.36) sa fie EASCa3. O

Teorema 5.16
Sistemul (5.34), (5.35) este detectabil EASCa3 daca si numai daca

max min _ p, f(z;)<0.0 (5.47)

i=l,n

O solutie L € L se poate determina prin tehnici de minimizare.
Folosind convexitatea functiilor f;(z;), i =1,_n, [233], rezultd ca multimea

punctelor de minim este identica cu multimea solutiilor ecuatiilor:
0€0fi(z), i=ln, (5.48)
o) 2z e RP: £ ()~ fiw) S (2= w) 77 weRP L, i=T,n,(5.49)

in care Of;(z;) este multimea subgradient a functiei f;(z;) in R”, [253].
Conform cu (5.45) si (5.49), ecuatiile (5.48) sunt echivalente respectiv cu:

ol (a] —CTz)<a(a] —CTw,), Yw, eR?, i=1n, (5.50)
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. .o .. . T .
din care se determind punctele de minim z; € R”, respectiv /; =z;, i=Ln.

O altd posibilitate de determinare a unei solutii L, [211], se bazeazd pe
faptul cd membrul stang din (5.40) se poate exprima prin masura de matrice, [188]:

In+§S‘1(A—LC)SHOO—1

by 2limy g a—l( :“01,,+5—1(A—LC)SHOO—G,(S.SU

in care S =diag{a,...,a,}, ||, este norma oo (v. Anexa A) si 6=E"1>>0

este o constantd (arbitrard) foarte mare, aleasa astfel incat diagonala matricei
ol, +S (A—LC)S si fie strict pozitivd. Se poate enunta rezultatul urmitor.

Teorema 5.17
Sistemul (5.34), (5.35) este detectabil EASCay daca si numai daca

w, <—B.0 (5.52)
Matricea L se poate determina pe baza minimizarii functiei de cost:
J(L)=|ol,+ S (4- LC)S”OO— c (5.53)

prin proceduri numerice adecvate, pentru o >0 si / sau >0 impusi (fixati sau

situati In intervale date), §i cu eventuale restrictii privind elementele matricei L .

Exemplul 5.2
Se considera sistemul (5.34), (5.35) cu
1 4 0
1 1 0
A=l -3 Ij, C= .
1 0 1
1 -2 -4

Si se determine un estimator EASCaf3 pentru oo =[2 1 1]7 si p=—1,5.

Pentru aplicarea Teoremei 5.14 se identificd mai intdi urmatoarele:
1 0 4 11 T T 1
]’ O oo \—2]’

0 1 0 0 1
pentru care au loc (5.42). Ecuatiile (5.41) au solutii unice cu care se obtine:
4 0 -2
0 1 3

1
1

1 1
1 0

T

_ T
24y =

()

T _ T _
Coy= s Ay =

Ll =

] , A—L,C=diag{—3,—3,~7} <—Bl; =—1,5I,
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Inecuatia (5.40) este satisfacuta pentru orice o > 0.
Pe de altd parte, se pot folosi si inecuatiile (5.50) scrise In forma scalara:

201 2y — 213) +[4— 2y |+ |z S 20— wy —W12)+‘4—W11‘+‘W12

21— zy) — zpp| =3 = zp; |1 — 23| S 21— Wy — wip| = 3=y + [ = s,

2|1—z31 —Z32|—|—|—2—Z31|—4—Z32 §2|l—w31 —w32|—|-|—2—w31|—4—w32.

Cu restrictiile |z;| <4 acestea trebuie sd aib loc pentru orice |w;| < 4. Se obin:

4 4 -7 0 4
L=|4 -3|,F=4-LC=| 0 -7 4|, max,min, f;(/])=
-3 4 0 0-8 =max{-5-3,-8=-3<B=-1,5.

Pentru functia de cost (5.53), folosind procedura de optimizare fmincon
(MATLAB Optimization Toolbox) se obtine acelasi L si J,;, =—3, [210]. Daca

este posibil [1,8 0,9 0,9]"<a <[2,1 L1 11]7, rezultd Jpin=—4<-PB=-15,
[210], adica se obtine o rata de anulare a erorii mai mare ca in cazul precedent. O

b. Stabilizarea exponential asimptotica pe componente
Fie sistemul (5.34), (5.35) cu reactia dupa stare:

u=—Kx+v, veR™, (5.54)
unde v este noua marime de intrare si K este matricea regulatorului dupa stare.
Inlocuind (5.54) in (5.34) se obtine noua ecuatie de stare:
x=(A—BK)x+ Bv. (5.55)
Fie X, multimea tuturor starilor initiale posibile ale sistemului (5.55). Se

defineste hiperintervalul X* £ {v eR”;

v| < oc} astfel incat X* D X, . in acest
context se aplica sistemului (5.55) Teorema 5.11 (2) si se obtine rezultatul urmator.
Teorema 5.18
Sistemul (5.55) este EASCa3 daci si numai daca exista K astfel incat
(A—BK)oa<—Ba.O (5.56)
Ca si in cazul estimatorului de stare EASCaf, o solutie radicala, in care
(5.56) urmeaza sa fie satisfacuta pentru orice o > 0, constd in a determina matricea
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K, (daci existd) pentru care H=A—-BK, are formd diagonali,

H, = diag{h,,....h,,} cu h; <—B, i=Ln.

Pentru formularea concisa a unui rezultat in acest sens se considera ecuatiile:

Byw,; = a(i), w,eR™ i=ln, (5.57)
in care B si aé) se obtin elimindnd linia b; din B; si respectiv elementul a;;
din coloana a; a matricei 4.

Teorema 5.19
Existd o matrice K; astfel incat 4 — BK,; = H,; < —[/, daca si numai daca:

rank B ;) = rank[B(i), a(‘lf)}, i=1n, (5.58)
hii éinfwie)/vi(aii_biwi)g_ﬁa i=1n, (5.59)

unde W, CR™, i= 1,7, sunt respectiv multimile de solutii ale ecuatiilor (5.57). O

Evident, solutiile K; pentru care 4—BK,; = H; <—BI, sunt:

Kde{[wl W)sees WH}ER’”X”, W,eEW;, 1 = 1n; max,_—

1,n

inf,, ey (@, —bw) <= B} . (5.60)

Definitia 5.9
Sistemul (5.34) se numeste stabilizabil EASCo3 daca existd o matrice K si
o >0, B> 0 astfel incat sistemul (5.55) sd fie EASCaf5. O

Ca si in cazul estimatorului de stare EASCa3, multimea K a matricelor K
care satisfac (5.56) este convexd. Pe aceasta cale se ajunge la o problema de
optimizare. Determinarea unei solutii K se bazeaza pe faptul ca membrul stang
din (5.56) se poate exprima prin masura de matrice ([187], [216]):

I, +&S7(4— BK)S| 1

Mg 2limy & ( = o1, + 54— BK)S| _—0.(5.61)

unde S £ {a,,...,a,}, |||, este norma oo (v. Anexa A) si 6=E"1>>0 este 0

constanta (arbitrara) foarte mare, aleasa astfel ca elementele diagonale ale matricei

ol, +S~1(4—BK)S si fie strict pozitive. Se poate enunta rezultatul urmator.
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Teorema 5.20
Sistemul (5.34) este stabilizabil EASCaf3 daca si numai daca

g <—B.O (5.62)
Matricea K se poate determina pe baza minimizarii functiei de cost:
J(K)=|ol,+S~"(4=BK)S| —o (5.63)

prin proceduri numerice adecvate, pentru o >0 si / sau f >0 impusi (fixati sau

situati in intervale date), cu eventuale restrictii privind elementele matricei K .

5.6. Sinteza comenzii alunecatoare

a. Conditii de alunecare
Fie sistemul dinamic neliniar continuu in timp:

x= f(t, x, u(t,x))éF(t, x),teR , xeR", ueR", (5.64)

in care x = (x;) este starea si u(,x) este o lege de reglare dupi stare, discontinua,

avand ca domeniu de comutare hiperplanul:
s {xeRr"x, =0}. (5.65)

Realizarea migcarii alunecatoare (engl. sliding motion) a starii x pe

hiperplanul S catre un punct de echilibru iIn R” consta in aplicarea unei comenzi

u(t,x), sintetizata astfel incat sa fie satisfacute urmatoarele trei conditii:

(a) Conditia de atingere. Pentru fiecare stare initiald x(¢,) = x,, satisfacand

(g, xo) ER | x(R"\S) , starea x(¢) , pe parcursul intervalului finit de timp

[ty, ), T>1,, ajunge intr-un punct de atingere al hiperplanului S . Acesta se

numeste procesul de atingere.
(b) Conditia de miscare alunecatoare ideald. Din momentul atingerii, T, a

hiperplanului S, starea sistemului evolueazd numai in hiperplanul S. Aceasta se
numeste miscare alunecdtoare ideald si S se numeste domeniu de alunecare ideal.
(¢) Conditia de stabilitate a miscarii alunecatoare ideale. Miscarea de

alunecare ideala trebuie sa fie asimptotic stabila catre un punct de echilibru (uzual
si conventional x =0 ) apartinand lui S.
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Cronologic, conditiile (a) si (b) trebuie sa aiba loc succesiv, in timp ce (b) si
(c) — simultan. Cu alte cuvinte, pentru fiecare (fy, x,) € R x(R"\S) evolutia

sistemului (5.64) catre punctul de echilibru x =0 acopera doua intervale de timp

concatenate: primul — [#,, t] finit, conform conditiei (a), si al doilea — (t, #,] finit

sau nu, conform conditiilor (b) si (c). Concatenarea procesului de atingere cu
procesul de miscare de alunecare ideald — care trebuie sd urmeze imediat — este
esentiala si totodata naturala pentru evolutia sistemului catre punctul de echilibru.

b. Rezultate pregdtitoare
Aceastd concatenare se trateaza unitar folosind adecvat Teorema 5.2. In

acest scop, fie F:R, XxR" —R" (v. (5.64)), continua si local lipschitziana.
Pentru fiecare (¢, xo) € R, x(R"\§) sistemul (5.64) are o solutie unicd x(¢), cu
x(ty) = X, , definitd pe un interval maximal de timp (z,,#,) CR _, cu #t, €(1,, ;).

Solutiile x~(¢#) = x(2), t €(t,, ty] , si xT(t)=x(¢),t €[ty 1,) , se numesc
respectiv solutia la stanga (sau negativa) si la dreapta (sau pozitiva) prin (,, x,) .

Definitia 5.10

O multime X () CR”,t€ R, se numeste negativ sau pozitiv invarianta (de
flux) pentru sistemul (5.64) daca pentru fiecare (¢, xo) € R, xRR” au loc respectiv
conditiile x ~(¢) = x(t) € X(¢), t €(t,, t,] sau x T (1) =x(t) € X(¢), t €[ty, 1,). O

Teorema 5.21

X(¢) este pozitiv invariant pentru sistemul (5.64) dacd si numai daca
R”\ X(¢) este negativ invariant pentru acelasi sistem. [

Pentru X(¢) definit de (5.8), cu a = (g,-(t)) si a2 (5,- (t)) , §i sistemul

(5.64), cu F = (F,), prin aplicarea Teoremei 5.2 se obtine rezultatul urmétor.

Teorema 5.22
X (t) definit de (5.8) este pozitiv invariant pentru (5.64) daci si numai daca

F;’(t:xl5"axj—1agi(t)axi-i,-]a“axn) ZQ,(t)a

. (5.66)
Fi(t, x50 1,a;(8),X; 1,00, X,) < @;(2), V(t,x) € R x X(2),i=1,n.0
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c¢. Structura de flux indusa de migcarea alunecdtoare
Cu Teoremele 5.21, 5.22 se evalueaza invarianta de flux a sistemului cu
structura variabila (5.64), constituit din doud subsisteme comutante, de forma:

) F=(t,x), xeS—,
i= (5.67)
F*(t,x), xeS*t, teR_,
in care ST2{xcR"; x, <0}, STE{xeR"; x, >0} sunt submultimile de
functionare si F T :R | xR" — R” sunt continue si local lipschitziene.

Pentru evaluarea structurii de flux se considera si sistemele distincte:

x=F"(t,x), (t,x)e R xR", (5.68)

x=F7*( x), (t,x)eR, xR", (5.69)
numite subsistemele S-adiacente ale sistemului (5.67).

Definitia 5.11

Suprafata de comutare S este un domeniu de miscare alunecdtoare ideala al
sistemului (5.67) dacd S nu contine segmente de traiectorie ale sistemelor
adiacente (5.68), (5.69) si pentru orice € >0 si orice x* €5 existd o vecinatate

V* a lui x* astfel incat pentru fiecare x, €V *\S§ starea sistemului (5.67)

evolueazi in interiorul domeniului S, = {x € R"; x,| <&} pentru ¢ €[, +00). O

Teorema 5.23
Daca sistemele S-adiacente nu au segmente de traiectorii pe S atunci pentru
sistemul (5.67) urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(a) S este un domeniu de migcare alunecatoare ideala.
(b) Fiecare submultime de functionare este negativ invariantd pentru propriul
subsistem comutant.
(c) Complementara fiecarei submultimi de functionare este pozitiv invarianta
pentru subsistemul comutant al respectivei submultimi de functionare.

(d) limy, g inf h~'d(x +hF (t,x); S US ) = 0, ¥(t,x) € R, x (SUS F) . (5.70)

F(t,x,....,x,_1,0) >0,

@) . | (5.71)
F(t,x1,..,%,.1,0) <0, Y(¢, [x],...,x, ] )eR . xR".00
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Conditiile (c) si (d) evidentiaza structura de flux a sistemului (5.67) indusa
de miscarea alunecatoare ideald. Totodatd, folosind conditia necesara si suficienta
(e), formulata pe hiperplanul S, se rezolva problema miscarii de alunecare ideale
si a sintezei comenzii de alunecare u(z, x). Aceasta spre deosebire de conditiile

suficiente clasice care trebuie sa fie satisfacute intr-o vecindtate a lui S, [222].
d. Procesul de atingere — precursor in flux al migcarii de alunecare ideale
Procesul de atingere poate fi caracterizat cu ajutorul Teoremei 5.22 asa cum
se sugereaza in Teorema 5.23 (b).
Teorema 5.24
Pentru fiecare (f),xy) € R, x(R"\S) starea sistemului (5.67) atinge
domeniul de alunecare ideala S dacé si numai daca exista o functie diferentiabila
r:R, — R, dependenta de (,,x,), care satisface urmatoarele conditii:
(a) Exista t € (¢),+00) astfel incat r(1)=0.
Daca x,, <0, atunci x,, > r(t)),

(b) 3 ' . (5.72)
Daca x,, > 0, atunci x,, <r(%); Xy, = X,(%)-

Daca x,,< 0,atunci F, (¢,x,,..,X,_;,) > F, (5.73)

(©)

Daca x,,> 0,atunci £, (¢, x;,..,x,_{,7) <7, V(t,[x..x,17) €[ty,TIx RO

Teorema 5.24 este consistentd cu conditiile (5.71) deoarece pentru r(z) =0

in (5.73) se obtine (5.71). Conditiile (5.71) sunt echivalente cu existenta unui
domeniu de alunecare ideala. Rezultd cd Teorema 5.24 include miscareca de
alunecare ca o parte cronologic subsecventa a procesului de atingere. Pentru sinteza
comenzii de alunecare u(z,x), trebuie sa se caute o functie de atingere r(t) care sa

permita, Intr-o anumitd masura, prescrierea vitezei procesului de atingere.

e. Comanda alunecatoare a unui sistem dinamic liniar perturbat
Se considera sistemul dinamic liniar constant:

x=Ax+bu+Dz, tcR ,xeR", ucR,zeR?, (5.74)

unde starea x este direct masurabild, u este comanda scalara, si z este perturbatia;

A= (a; )b =0 > D £ (d, ;) sunt matrice reale constante de dimensiuni adecvate.
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Se asociaza sistemului (5.74) hiperplanul de comutare:

Scé{xeR”;séch:O}, (5.75)
in care ¢ =[c,...c, ; 117 € R”. Se foloseste in continuare transformarea:

Infl ! 9
1

¥&[x..x, 51" =Px, P2| 77T

R (5.76)
NON

in care [, ; este matricea unitate de ordinul n—1 si ¢, eR"! se obtine

eliminand ¢, =1 din c. Cu (5.76) sistemul (5.74) devine:
X(ny = EX(yy +aG0ys + byt + Dy (5.77)

s=>. _—cT(af —c,af)x; +clats+cTbu+c Dz, (5.78)

i=l,n

in care £ £ (a;;—a;c;)€ RO=Dx(n=1) D, se obtine eliminand linia a n-a din

D; a; estecoloana i alui 4; x(n),a(cn),b(n) se obtin eliminand componenta a 7 -
arespectiv din x, a;, b.

Conform Teoremelor 5.23 si 5.24, urmeaza cd pentru sinteza comenzii se

utilizeaza numai (5.78). Pentru ¢”h = 0 comanda de alunecare se alege astfel:
u=—u,(s)—uy(x,) —u, (X)), (5.79)

in care u,(s), ug(x,)) si u,(x,)) comanda respectiv procesul de atingere,

migcarea de alunecare ideala si rejectia perturbatiei z . Acestea au expresiile:

8y, s<0,
u,(s)=ps+9,, 8,=1 0, s=0, (5.80)
-8, s>0,
X8 <0
5= gt =] J2{iedln-1ke @i~ caf)=0} , (5.81)
Py o, X8>0

Bo, S<O,

“z(x(m)—{%’ §50. (5.82)
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P, 8y, a;, B; ((€J), 0y, By sunt parametri ajustabili. Acestia se determina
utilizand conditia (5.71) pentru ecuatia (5.78). Se obtine urmatorul rezultat.

Teorema 5.25
S este domeniul de alunecare ideald pentru sistemul (5.74), (5.79), cu

c¢Th=0, dacd si numai daci
ac’h >cl(af —caf), BeTb<cl(af —caf), i€, (5.83)
agc b >sup, e Dz(t), PBocTb<inf,cTDz(r). O (5.84)

Pentru a realiza procesul de atingere ca precursor al miscarii de alunecare
ideale, se alege functia de atingere:

|50 [ +8)e =10 —|sgn(s), t € [1y, T,

H= (5.85)
0, te(tty),

cu s = s(xy) = s(x(ty)) s1 6>0,A>0,1>1, — parametri precizabili. Conditiile (a)
si (b) din Teorema 5.24 au loc pentru r(t)=0, t=1¢,+A"! 1n(1—|—| S0 |/8) > 1)
Folosind (5.73) pentru (5.80) — (5.82) se formuleaza rezultatul urmator.

Teorema 5.26

Pentru fiecare (fy,x)) € R x(R"\S) starea sistemului (5.74), (5.79), cu

c¢Th =0, atinge domeniul de alunecare ideald S daca si numai daci

pcTb>cla¢+x, dy,c’b<clat.O (5.86)

Relatiile (5.79) — (5.82) si (5.83) — (5.86) definesc comanda de alunecare
ideald astfel Incat sa aiba loc conditiile de alunecare ideala (a) si (b) (v. 5.6.a).
Solutia ecuatiei s =0 (cu (5.78)) se inlocuieste in (5.77) si se obtine:

Xy = A'x) + D'z, (5.87)

in care matricele 4!,D! rezultd din calcule. Daci rankb = rank[b, D], atunci
D' =0 si rejectia perturbatiei z este asigurata.

Stabilitatea sistemului (5.87) depinde numai de 4! si poate fi imbunatitita
printr-o reactie dupd stare (v. II1.4.1). In acest fel, din orice Xo € R"\S starea
sistemului evolueaza cu viteza prescrisa catre S si apoi, asimptotic, citre x=20.
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Capitolul VI
CONDUCEREA OPTIMALA A SISTEMELOR
DINAMICE

1. Indici de calitate

In aplicatiile de conducere a sistemelor dinamice se pune frecvent problema
determindrii unei astfel de comenzi incat, dintr-un anumit punct de vedere, s se
realizeze o comportare optima (in latind, optimus ~ cel mai bun). Ca masurd a
optimalitatii (prin care se precizeaza punctul de vedere amintit) se utilizeazd un
indice de calitate J . Acesta se mai numeste functie de calitate, functie de
performantd sau functie de cost $i se exprimd matematic printr-o functionala reala.
De regula, aceasta este o integrald definita dependenta de marimile de comanda si /
sau de stare. Evident, o comportare optima in raport cu un anumit indice de calitate
nu asigura o comportare similard In raport cu un alt indice de calitate.

Comportarea optima a unui sistem consta in aceea ca sub actiunea comenzii
optimale, pe un interval de timp, are loc extremizarea (fie minimizarea, fie
maximizarea) indicelui de calitate J si realizarea anumitor conditii privind starea
sistemului la limitele acelui interval de timp. Cu alte cuvinte, conducerea optimala
este o problemd de sintezd a sistemelor dinamice. Solutionarea ei constd in
determinarea comenzii care asigura extremizarea indicelui de calitate si realizarea
transferului starii sistemului intre starea initiala si starea finala.

1.1. Exemple de indici de calitate

a. Problema timpului minim
Pentru un sistem dinamic dat s se determine o comandad optimald u*(¢)
astfel Incat tranzitia din starea initiald xo = x(t) la starea finala x, =x(0) sa se

faca in timpul minim posibil. Indicele de calitate de minimizat are forma:

0
J:fl_ dt=0-1=T. (1.1)
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b. Problema stdirii finale
Pentru un sistem dinamic dat si se determine o comanda optimald u*(¢)

astfel incét starea finald efectiv realizatd x(8) = x, sa fie cat mai apropiata de o
stare finald dorita x,(0), libera sau fixata. Indicele de calitate de minimizat este:

J =[x (0) = x(0)]" M[x,(0) — x(0)], (1.2)
in care

e(t) = x4 (1) = x(1) (1.3)

este eroarea dintre starile dorita si curentd si M — matrice simetrica, pozitiv definita
(v. Anexa C), de ponderare a componentelor lui e. Daca M =1, , (1.2) devine:

J=|le®)|’. (1.4)

¢. Problema efortului minim
Pentru un sistem dinamic dat sd se determine o comandad optimald u*(¢)
astfel incét tranzitia din starea initiald x( = x(t) la starea finala x, = x(0) sa se

facd cu un efort total de comanda minim. Este cazul consumului minim de
combustibil, u# fiind debitul de combustibil. Indice de calitate de minimizat este:

0 m
J= [ O3 @|dr, (1.5)
in care u; sunt componentele lui u si 7, >0 sunt coeficienti de ponderare.

d. Problema energiei minime
Pentru un sistem dinamic dat sd se determine o comandd optimala u*(¢)
astfel incét tranzitia din starea initiald xy = x(t) la starea finald x, = x(0) sa se

facd cu un consum total de energie de comandda minim. Ca indice de calitate de
minimizat se utilizeaza integrala unei forme patratice:

J:fteuT(t)Ru(t)dt, (1.6)

in care R este o matrice reald, simetrica, pozitiv definitd (v. Anexa C), de pondere
a componentelor lui u . Inlocuind R =1, , (1.6) devine (v. si Observatia II.1.1):
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J:fre |u)|*d. (1.7)

e. Problema urmdririi
Pentru un sistem dinamic dat s se determine o comandd optimala u*(¢)

astfel incét, pe parcursul tranzitiei din starea inifiala xy = x(t) la starea finald
x, = x(0), starea x(¢) a sistemului sd urmareasca o stare dorita x,(f) cu o eroare

patratica medie minima pe [t, 0]. Ca indice de calitate de minimizat se utilizeaza:

J = [ 0= X007 Ol (0)— ¥ (1.8)

in care O este o matrice reald, simetrica, pozitiv definitd (v. Anexa C), de

ponderare a componentelor erorii (1.3). Daca O=1

. » tinand seama de (1.3),

indicele (1.8) devine:
0 2
J= [ lew|dr. (1.9)

f- Probleme combinate
In afara problemelor specializate prezentate mai sus, se pot formula si
probleme combinate. De exemplu, in problema urmaririi (indicele (1.8)), comanda

optimala u*(¢#) poate avea componente de valori prea mari, dificil de realizat

practic. Indici de calitate prin care se pot elimina aceste dificultati sunt urmatorii:

J:fte{eT(t)Qe(t)+Z:n:1ri u,.(f)|}dt, (1.10)
J:f:){eT(t)Qe(t)+uT(t)Ru(t)}dt, (1.11)
J:eT(e)Me(e)+f:){eT(t)Qe(t)+uT(t)Ru(z)}dt, (1.12)

care, cu notatia (1.3), reprezintd combinatii intre (1.5) si (1.8), (1.6) si (1.8), sau
respectiv (1.2), (1.6) si (1.8).

De asemenea, trebuie subliniat ca toate problemele si indicii de mai sus pot
fi definiti si pentru marimea de iesire y(¢#) (inlocuind x cu y si ficand toate

adaptarile necesare).
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1.2. Forme generale ale indicelui de calitate
Rolul indicelui de calitate J este de a agrega conditii privitoare la comanda
u(t), la starea x(¢), la momentul final 0 si la starea finald x - Momentul initial t

si starea initiald x, fiind, de reguld, fixate si cunoscute, nu se includ, in J .
Evident, x(¢#) depinde de u(¢#) conform ecuatiilor de stare ale sistemului dinamic.

Dupa forma indicelui de calitate se disting urmatoarele trei cazuri:

Problema Lagrange

Pentru un sistem dinamic dat sa se determine o comanda optimala u*(¢) care

sa extremizeze functionala:
0
J(u):fT F(t, (1), u(t))d . (1.13)

F este o functie scalard suficient derivabila prin care se precizeaza conditii
privind atat evolutia starii cat si a comenzii pe intervalul [z, 0].

In aceasta problemi se incadreaza indicii (1.5) si (1.11).

Problema Bolza

Pentru un sistem dinamic dat sa se determine o comanda optimala u*(¢) care

sa extremizeze functionala:
0
J(u) = G(e,xf)+fT F(t, (1), u(t))dt. (1.14)

F, G sunt functii scalare suficient derivabile care includ conditii privind
starea si comanda pe intervalul [, 0], precum si starea finala.

In aceasta problemi se incadreaza indicele de calitate (1.12).

Pentru G =0 indicele Bolza (v. (1.14)) devine indicele Lagrange (v. (1.13)).

Problema Mavyer

Pentru un sistem dinamic dat sa se determine o comanda optimala u*(¢) care

sa extremizeze functionala:

Jw)=G(O,x,). (1.15)

Acest indice este un caz particular al indicelui de tip Bolza (cu F =0 in
(1.14)). in problema Mayer se incadreaza indicii de calitate (1.2) si (1.4).
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2. Rezultate fundamentale

Starea x(¢#) a unui sistem dinamic depinde de comanda u(¢) prin ecuatiile

de stare. De aici rezultd ca sinteza conducerii optimale pe baza unui indice de
calitate este o problemd de extremum cu legaturi, in care legaturile sunt insesi
ecuatiile de stare ale sistemului (dupa cum se va vedea in sectiunile 3.1 si 3.2).

La legaturile prin ecuatiile de stare se pot adduga si alte tipuri de legéaturi,
numite legaturi suplimentare. Este vorba de legaturi punctuale si / sau de legaturi
globale. Legaturile suplimentare punctuale se referd la evolutia sistemului in
anumite domenii 1n spatiul comenzilor si respectiv in spatiul starilor. Legaturile
suplimentare globale se refera la evolutia sistemului astfel incat sa se asigure
invarianta In medie §i / sau marginirea In medie a anumitor indici de calitate.

Problemele cu legéturi suplimentarea vor fi studiate in sectiunea 3.3.

2.1. Definitii

Calculul variational are ca obiect studiul extremelor functionalelor de forma
(1.14). In acest capitol se au in vedere functionale definite dupa cum urmeaza:

J:Q—R, (2.1)

in care Q) este un spatiu de functii, liniar, normat. u € Q este o functie continua de

timp u:[t, 0] — R™, cu 0> 1> 0, care satisface conditiile la limite liniare:
Dolu(D]l=vyo, I' f[u®)]=7v,, (2.2)
incare I'y, '/ s1 vy, v, sunt functii liniare si respectiv constante cunoscute.

Definitia 2.1
Functia u € QQ se numeste admisibila daca satisface conditiile (2.2). O

Definitia 2.2
Daca u si u+ 6u sunt functii admisibile, atunci

AJ(u,du)=Ju~+dou)—J(u) (2.3)

se numeste cresterea functionalei J(u) . Functia du € QQ se numeste variatia

functiei u. O
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Conditiile la limite liniare (2.2), induc pentru 6u conditiile la limite omogene:
Loldu(v)]=0, I',[du(8)]=0. (2.4)

Definitia 2.3
Cresterea functionalei J(u) se exprima sub forma:

AJ(u, du)=23J(u, du)+ g(u, 6u)||6u

: (2.5)

unde &J este partea liniara in ou si g(u,Su)”Su || — partea neliniard in ou , in care

|| este norma pe spatiul de functii Q. Daca functia g(u,du) satisface conditia:
limg, o g(u,du)=0, (2.6)
atunci J(u) se numeste diferentiabild in raport cu u .
dJ se numeste variatia (intdia a) functionalei J(u). O
Ca urmare, pentru ||6u|| suficient de mic are loc |g(u,6u)|<|8J(u,8u)|. in
aceasta situatie, cresterea (2.5) se poate aproxima prin variatia 6.J astfel:
AJ(u, du)=8J(u, du). 2.7
Definitia 2.4
Functionala J(u) are pentru u =u*, admisibila, un extrem relativ J(u*),
dacd exista un &>0 astfel incat pentru orice u=u*+0u , admisibila si

satisfacand H u—u*

<e,cresterea AJ(u*, du)=J(u)—J(u*), are acelasi semn.

Daca
AJw*, du)=Jwu)—Ju*)>0, (2.8)

atunci J(u*) este un minim relativ.

Daca
AJw*,du)=Jw)—Jwu*)<0, (2.9)

atunci J(u*) este un maxim relativ.

Daca pentru orice € >0 au loc fie (2.8), fie (2.9), atunci J(u*) este un
minim absolut, respectiv un maxim absolut.
Functia admisibila u#* se numeste extremala a functionalei J(u). O
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2.2. Conditii necesare
a. O conditie necesard de extrem

Teorema 2.1

Fie J(u) o functionald diferentiabila. O conditie necesara ca u* sa fie o

extremald a lui J(u) este ca pentru orice du , cu || du || <eg, >0, sd aiba loc:
dJ(u*,d0u)=0. (2.10)

). Prin ipoteza u* este extremald a lui J(u). Pentru u=u* si €>0

suficient de mic, conform cu (2.7), cresterea lui J(u) se aproximeaza prin:

AJ(u*, 0u)=dJ(u*, du),

|6u|<e. (2.11)
Se presupune, prin absurd, ca (2.10) nu are loc. Fie de pilda
0J(u*,du)>0. (2.12)
Din (2.11) si (2.12) rezulta:

AJ(u*,0u)>0. (2.13)

Considerand acum variatia —du , care satisface || —ou || <&, (2.11) devine:

AJw*, —du)=dJ(u*, —du)=—-3J(u*, du), |—8u||<8. (2.14)
In aceste conditii, din (2.14) si (2.12) se obtine:
AJ(u*,—du)<0. (2.15)

Relatiile (2.13) si (2.15) aratd cd AJ(u*,+0u) nu are acelasi semn. Acest
rezultat contrazice faptul cd u* este extremald a functionalei J(u). Demonstratia
pornind de la presupunerea ca d8.J(u*, 6u) <0 (in loc de (2.12)) este similara. O

Observatia 2.1

Pentru a aplica aceastd teoremi se calculeaza cresterea AJ(u*, Su). In acest

scop se dezvolta functionala J(u) in serie Taylor in u*, cu |u* —u”: [[Sul <e

(e>0). Se extrage apoi termenul liniar in variatia du , care de fapt este 6./ . 0O

347



VI. Conducerea optimala a sistemelor dinamice

Exemplul 2.1
Pentru urmatoarea functionala:

J(u) = fteF(u(t))dt, (2.16)

cu 1< 0 fixati, sd se determine variatia dJ(u*,0u) si sa se aplice Teorema 2.1.
Pentru u =u* +0u, se expliciteazd du = am. n este functie admisibilad si

o € R este variabila in care se dezvolta J(u) in serie Taylor. Se scrie:

AJu*, du)y=Ju" +an)—Ju"),

AJ(u*,Su):J(u*—l—om)‘q_o—FM o+
= do u—0
T
1d?J(u*+an) 5
= = a4 - T,
2 do? a0 M
* 2 *
AJ(M*’SM):M lw a4, (2.17)
da 00 2 da 00

Termenul liniar In du = an, respectivin o este variatia cautata:

* 0

8J(u*,8u):dj(u +an) f dF(u) dt f OF(u) du _
do T ou dOL =0

:feaF(u*—i-om)d(u*—i—(xn)dt oc:feaF(u*)oc dt
T ou da, u— T Ju
in rezultatul de mai sus s-a notat:
a_Fé(graduF)Té 8—F,...,8—F (2.18)
ou ou, ou,,

si grad, F' este vectorul gradient, in raport cu vectorul u, al functiei scalare F .

Prin urmare
0 T
6J(u*,5u):ﬁ[graduF(u*)] Sudt, (2.19)
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adicad variatia 8J a functionalei (2.16) se obtine derivand integrala din (2.16) in
raport cu vectorul » si inmultind integrandul cu variatia du .

Pentru (2.16), din (2.10), (2.19) rezulta conditia necesara de extremum:
0
[ [erad,, F )| sudi =0, Yeueq.o (2.20)

Faptul ca indicele de calitate (2.16) depinde numai de u a permis
determinarea relativ simpla a variatiei 6./ . Pentru indicele general (1.14) se va tine
seama de legdtura dintre x §i u prin ecuatia sistemului (v. sectiunile 3.1 si 3.2).

Observatia 2.2

Simplitatea conditiei necesare (2.10) este doar aparentd. Acest fapt este
imediat vizibil din rezultatul (2.20) a carui utilizare nu este posibild imediat. Pentru

a transforma conditia necesard de extremum (2.20) Intr-un rezultat mai simplu,
utilizabil in aplicatii, se foloseste rezultatul din paragraful urmator. O

b. Lema fundamentali a calcului variational
Pentru aplicarea Teoremei 2.1 se va utiliza urmatorul rezultat.

Teorema 2.2

Fie functia continua ¢:[t, 6] — R” . Daca

0
|- e"0du(di=0 (221)

pentru orice functie continud du :[t, 0] — R™ , atunci

¢()=0, telr, 0]. (2.22)

2. Vectorul du este arbitrar. Rezultd ca ipoteza (2.21) are loc si pe
componentele vectorului ¢ . Aceasta reduce demonstratia la cazul scalar (m =1).

Se presupune, prin absurd, ci existi un ¢ €[t,0] pentru care ¢(c)>0. In
virtutea continuitatii, ¢(¢) >0 pentru ¢ €[c—¢g, 6 +¢], € > 0. Pentru o functie

(t—oc+e)l(t—oc—¢)?, t€[o—¢, o+l
du(t)=

0 , td[o—g,0+¢],

care satisface conditia de continuitate, se obtine:
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0 o+e
[ omsutydr= [ osutrydr >0.

Acest rezultat contrazice ipoteza (2.21). La o contradictie similard se ajunge
presupunand ¢(¢) <0, t E[c—eg, c+¢€]. Urmeaza ca (2.22) este adevarata. O

Exemplul 2.1 (continuare)
Se revine la conditia necesara (2.20). Tindnd seama de Teorema 2.2, o

conditie necesara ca u *(¢) sa fie o extremald a functionalei (2.16) este ca
grad, F(u*)=0, t€[t,0].0 (2.23)

Observatia 2.3

Pentru a evalua daca J(u™*) este un minim / maxim relativ, se studiaza
semnul cresterii AJ (v. Definitia 2.4). Din (2.17) se observd ca, pentru |a]
suficient de mic, semnul cresterii AJ(u*,5u) este dat de (d2J/da?),_g ,
respectiv de matricea hessiand 0*F[u*(t)]/Ou?.

In aplicatii, de reguld, se alege o functionala J (local) convexd / concavi
astfel Incat sa se asigure din start existenta unui minim / maxim (relativ). O

Exemplul 2.2
Se considera indicele de calitate
0 2
_ ot 2
J(u)_fo (u)—e~")" +u()|dt,

in care >0 este fixat si cunoscut si u:[0, 0] — R este continua. J(u) fiind
convexa, sa se determine extremala u* care minimizeaza functionala J(u).

Pentru F(u)= (u—e~")% +u?, aplicind conditia necesari (2.23), rezulti:
OF[Ou=2u*—e"")+2u*=0,
w*(y=e~'/2, t€[0, 0].
Intrucét pentru >0 are loc d2F/du®=4>0, rezulta ca
Ju*)= foe(e-zf 12)dt = (1—e29)/4
este valoarea minima a indicelui de calitate. O
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3. Sinteza comenzii optimale

3.1. Formularea problemei

a. Formulare preliminara
Fie un sistem dinamic descris de ecuatia vectorialad de stare:

)'c:f(t,x(t),u(t)), te[t,0]CR,, xeR", ueQ, 3.1

cu momentul initial T fixat, starea initiala x fixatd si conditia la limita initiala:
x(1) =x,. (3.2)
Se admite ca ipoteza ca problema Cauchy (3.1), (3.2) are o solutie unica.

Se cere determinarea unei extremale u *(¢), care extremizeazd functionala

(1.14) (Bolza) si care transferd starea x(¢) din momentul t i starea x,, cu (3.2),

pana in momentul final © si starea finala x , , cu conditia la limita finala:
x(0)=x. (3.3)

Observatia 3.1
Conditia (3.3) comportd urmatoarele precizari:
1° Privitor la momentul final 6, se disting urmatoarele doua cazuri:
a. Orizont finit fixat. 0 este fixat i cunoscut.
b. Orizont finit liber: 8 nu este precizat explicit; indicele de calitate contine
informatii despre 0 ; exemplul tipic este cel al minimizarii duratei
T =0 —1 atransferului (v. paragraful 1.1.a).

2° Privitor la starea finala xy , se disting urmatoarele doud cazuri:
a. Starea finald fixata: x, este fixat i cunoscut.
b. Starea finala liberd: x, nu este precizat explicit; indicele de calitate
contine informatii despre x ; exemplul tipic este cel al minimizarii erorii

finale (v. paragraful 1.1.b).
3° Evident, in cazul in care 0 si x, sunt fixati, termenul G(6, x,) din indicele

de calitate (1.14) este o constantd cunoscutd si independenta de extremala
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u*(t) . In aceasta situatie este firesc si se adopte de la inceput G(6, x )=0.
Pentru 0 si / sau x, liberi, prin G(6, x,) se pot preciza conditii implicite
suplimentare pentru 6 §i x,. O

In acest context, problema conducerii optimale este o problemi de
extremum cu indicele de calitate (1.14), cu legaturi prin ecuatia diferentiala (3.1) si
cu conditiile la limite initiala (3.2) si finala (3.3).

b. Indicele de calitate extins

Aplicarea conditiei necesare (2.10) pentru indicele de calitate (1.14) este
dificila deoarece in el apare si variabila x. Aceasta nu este independentd, ci depinde
de u prin ecuatia de stare (3.1).

Daca s-ar cunoaste analitic solutia problemei (3.1), (3.2), atunci x ar putea fi
eliminat din (1.14) si s-ar aplica conditia necesara (2.16).

Pentru a rezolva problema in cazul general (fard eliminarea lui x ), se
defineste indicele de calitate extins, de forma:

J,(u) = G[6,x(6)]+ fl_ G{F(t,x(t),u(t))+ PO/ (Lx(@).u®) (1)}t , (3.4)

in care necunoscuta p € R" este vectorul adjunct sau vectorul multiplicatorilor

Lagrange. Acesta urmeaza sa se determine in mod adecvat.

Observatia 3.2

Pentru extremala u*(¢) , traiectoria optimala x*(z) satisface (3.1), (3.2).
Urmeaza cad noul termen introdus in integrandul din (3.4) se anuleaza oricare ar fi
p . Aceasta deoarece f(¢,x,u)—x(¢)=0. Pentru u =u*, din (3.4) si (1.14) rezulta:

J,(u*)=J(u*)=extremum, Vp € R". (3.5

Aceasta Tnseamna ca pentru u = u ", vectorul adjunct p poate fi ales in mod
arbitrar. Urmeaza in mod firesc, dupa cum se va arata in continuare, ca pentru p se

poate adopta solutia contextuald cea mai simpla. O
Se introduce acum functia Hamilton:

HIt,x(t), p(t),u(t)] 2 F(t,x(t),u(t)) + pT(t)f(t,x(t),u(t)) . (3.6)
Din (3.4), prin integrarea prin parti a termenului p7(¢)x(¢) , cu (3.6) se obtine:
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Jo(u)=G(0,x,)— pT(t)x(t)‘i + fr e{H(:,x(t), PO.u(t)+ pT(Ox(t)fdt . (3.7)

In acest nou context, solutionarea problemei conducerii optimale consta in
determinarea pentru sistemul (3.1) a unei extremale u*(¢f) care si extremizeze
functionala (3.7) si care sa satisfaca conditiile la limite (3.2) si (3.3) (v. Observatia
3.1). Evident, pentru a determina comanda optimala u*(¢) se aplicd indicelui

J,(u) conditia necesard de extremum (v. Teorema 2.1). Se are in vedere legdtura

(3.1) si se determina traiectoria optimala a starii x*(¢) si vectorul adjunct p*(¢).

3.2. Ecuatiile Hamilton

a. Problema cu orizont finit fixat si stare finaldi fixata
Teorema 3.1
O conditie necesara de existentd a unei extremale u *(¢) pentru indicele de

calitate (3.7), asociat sistemului dinamic (3.1) in problema cu orizont finit fixat si
stare finala fixata, este ca sa aiba loc:

i+ =grad , H(t, x*(t), p*(t), u* (1)) (3.8)
pr=—grad H (t, x*(1), p*(), u* (1)) (3.9)
grad, H (t, x*(¢), p* (), u* (1)) =0, t€[r, 6], (3.10)

cu conditiile la limite:
x*()=x, 3.11)
x*(0)=x. (3.12)

). Prin ipotezd u*(z) este o comandd optimald. Atunci x*(z) este o
traiectorie optimala. Perechea u*(¢), x*(¢) satisface ecuatia (3.1) si conditiile la
limite (3.2) si (3.3). Dar (3.1), cu u =u*, x=x"*, este echivalentd cu (3.8). Intr-

adevar, derivand (3.6) in raport cu p pentru situatia optimala se obtine:
H T
%—(t,x*,p*,u*)z(grade(t,x*,p*,u*)) = fT(t,x*u*). (3.13)
P
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Inlocuind (3.13), transpusi, in (3.8) rezultd (3.1) cu u =u*, x = x*.
In continuare se calculeazi variatia 8.J,(u*,8u) si se aplicd Teorema 2.1. Se
are in vedere cd lui du 1i corespund variatiile dx, 6 p, &1, dx, 86, dx ’- Dar

T, X, 0, x, fiind constante (v. Observatia 3.1, 1°a, 2°a), rezulta ca:
dt=0, dox,=0, (3.14)
60=0, dx,=0. (3.15)

Urmeaza ca variatia functiei G(6,x,) este nula ceea ce permite sd se considere

G =0 in (3.7) chiar la formularea problemei. in acest context pentru (3.7) se scrie:

8J,(u*,0u)=—8pT x*

p*T6x|?+
- -

=0

—8 +—8 —i-g—HSu—i-Sp x*+ p*T8x|dt, (3.16)

oA

in care H depinde de ¢, x*, p*,u™ (au fost omise pentru simplitatea scrierii).
Féacand uz de identitatea:

J0_ (od
T_fdt(Sp x*)dt

din (3.16), dupa regruparea termenilor, se obtine:

Splx

8J,(u* 5)—f dt+

OH .
[ p*T

OH
O0x—+—2odu
ou

+f |_5p+5p di(SpTx*) dt,  (3.17)

K

in care s—a tinut seama ci Sp’x* = x*T8p (produsul scalar este comutativ).

Din (3.17), cu conditia necesara de extremum (v. Teorema 2.1), rezulta:

0
é;Je(u*,zsu):fT \[8—Z+p*T]8x+%—H8u

dt=0. (3.18)
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Vectorul adjunct p poate fi arbitrar (v. Observatia 3.2). Ca urmare, p se

alege astfel incat sa satisfacd ecuatia (3.9). Inlocuind (3.9) in (3.18) se obtine:

. 00H
8J,(u ,Su):fr =, dudr=0. (3.19)
Folosind acum Teorema 2.2 se obtine ecuatia (3.10). O
Asadar, s-a aratat ca ecuatiile (3.8) si (3.1), cu u =u*,x = x*, coincid. Ecuatia
(3.9), numita ecuatia adjunctd, este conforma cu afirmatia finald din Observatia
3.2. Ecuatia (3.10) este conditia necesara de existentd a extremalei u *(¢) .

Ecuatiile diferentiale neliniare (3.8) — (3.10), numite si ecuatiile Hamilton,
cu conditiile la limite (3.11), (3.12), se rezolva, de regula, numeric. Daca (3.10) se

poate rezolva analitic 1n raport cu u*, se expliciteazd u* =u*(t, x*,p*) si se
inlocuieste in (3.8) si (3.9). Acestea formeaza un sistem de 2n ecuatii diferentiale
scalare cu 2n functii necunoscute: x* si p*, cu conditiile la limite (3.11) si
(3.12). Se rezolva (analitic sau numeric) acest sistem si se obtin x* =x*(¢) si
p* = p*(t), cu ajutorul carora se obtine in final u* =u*(¢t, x*,p*).

Se poate demonstra ca la Teorema 3.1 ca, oricare ar fi conditiile la limite,
conditia necesard de existentd a unei extremale u *(¢) este reprezentata de ecuatiile

(3.8) — (3.10). Astfel de rezultate vor fi prezentate in continuare fard demonstratie.

b. Problema cu orizont finit fixat i stare finala liberd

Teorema 3.2
O conditie necesara de existentd a unei extremale u *(¢) pentru indicele de

calitate (3.7) asociat sistemului (3.1) in problema cu orizont finit fixat i stare
finala libera, este ca sa aiba loc (3.8) — (3.10), cu conditiile la limite (3.11) si

p*(0)=grad ,G(6, x*(0)). O (3.20)
(3.20) are semnificatie geometrica si se numeste conditia de transversalitate.

Cazul A. Pentru F', f independente de ¢ se scrie:

OH_oF . oF . f0f. Of | .o
o ox oul [ax”auu]” /=
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rof

r9f
Ox ou

Z[(gradxF)T+p

a‘c+[(graduF)T +p ]u +plf=

=(grad, H) u+(grad H) " x+pTf,

oH . .
E:(graduH)Tu%—((gradxH)T+pT>f.

Cu (3.8) 51 (3.9) din rezultatul precedent se obtine:
0

—H(x*@), p*(t), u*(t))=0, t€[r, 0],

S H O, p 0,00 0) [, 0]

H(t,x* p*u*)=F(t,x*,u*)+p*T f(t,x*,u*)=const., t€[1,0], (3.21)
din care rezulta dependenta lui p*(¢) de F(¢, x*,u™) si f(¢t, x*,u*). O

c. Problema cu orizont finit liber i stare finald fixatd

Teorema 3.3

O conditie necesara de existentd a unei extremale u *(¢) pentru indicele de
calitate (3.7) asociat sistemului (3.1) In problema cu orizont finit liber si stare finala
fixata, este ca sd aiba loc (3.8) — (3.10), cu conditiile la limite (3.11), (3.12) si

H (6, x*(0), p*(0), u*(9)>+%G(9, x*(0))=0.0 (3.22)

Cazul B. Pentru F, f,G independente de ¢, din (3.21) si (3.22), rezulta:
H(t,x* p*u*)=Ft,x*u*)+p*T f(t,x*,u®)=0, t €[1,0]. O. (3.23)

d. Problema cu orizont finit liber si stare finald libera

Teorema 3.4

O conditie necesara de existentd a unei extremale u *(¢) pentru indicele de
calitate (3.7) asociat sistemului (3.1) in problema cu orizont finit liber si stare
finald liberd, este ca sd aiba loc (3.8) — (3.10), cu conditiile la limite (3.11) si
(3.20), (3.22). O

Particularizari adecvate in Teorema 3.4 conduc la precedentele trei teoreme.

In plus, sunt posibile si urmitoarele particularizari pentru starea finala libera.
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e. Problema cu orizont finit liber si stare finali pe o traiectorie datdi
In acest caz momentul final si starea finald nu mai sunt complet libere, ci

x*(0)=x,4(0), (3.24)
unde x, :[t, 0] — R”, cu derivata continua, este o traiectorie data.

Teorema 3.5

O conditie necesara de existentd a unei extremale u *(¢) pentru indicele de
calitate (3.7) asociat sistemului (3.1) in problema cu orizont finit liber si stare
finala pe o traiectorie datd x,(¢), este ca sd aiba loc (3.8) — (3.10), cu conditiile la
limite (3.11), (3.24) si

H(0, x*(0), p*(6), u*(e))+%G(9, x*(0))+

T
+[grade(e,x*(e))—p*(e)} %,;(0)=0.0 (3.25)

- Problema cu orizont finit fixat i starea finala pe o suprafatd dati
Nici In acest caz starea finald nu mai este complet liberd, ci trebuie sa
apartina unei suprafete date. Aceasta suprafata este definita prin functiile scalare:

g (x)=0, k=1r, 1<r<n-1, (3.26)

in care functiile g, :R" — R, kzl,_r , au derivatele partiale de ordinul intai

continue. Evident, starea finala x*(0) trebuie sa satisfaca urmatoarele conditii:

g (x*(0))=0, k=1r. (3.27)

Teorema 3.6

O conditie necesara de existentd a unei extremale u *(¢) pentru indicele de
calitate (3.7) asociat sistemului (3.1) in problema cu orizont finit fixat i stare
finald pe suprafata datd (3.26), este ca sa aiba loc (3.8) — (3.10), cu conditiile la
limite (3.11), (3.27) si

grad ,G(0,x*(0))— p*(1) =\ _ o grad g, (x*(0)), (3.28)

in care o, k=1,r, sunt constante determinabile. O
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8. Problema cu orizont finit liber i starea finali pe o suprafati dati

Teorema 3.7

O conditie necesard de existentd a unei extremale u *(¢) pentru indicele de
calitate (3.7) asociat sistemului (3.1) in problema cu orizont finit liber i stare
finald pe suprafata datd (3.26), este ca sa aiba loc (3.8) — (3.10), cu conditiile la

limite (3.11), (3.22), (3.26), (3.27) si (3.28), in care a;, k=1,r, sunt constante

determinabile. O

h. Aplicatii
Se considera un servomotor descris de ecuatiile de stare:

.)271 =Xy
Sa se determine comanda optimald u* pentru urmatorii indici de calitate:

2) J:(I/Z)f;uz(t)dt,

cu starile initiald i finala: x;(0) =x,(0)=0, x,(3)=4, x,(3)=1.

b) J=(1/2)

2 2 3
(1@ =4) + (-1 + [0,
cu starea initiald x,(0) = x,(0) =0, momentul final 6 =3 i starea finala

(x1(6), x,(6)) libera.

0
) J= (1/2)[0 u?(t)dt
cu starea initiala x;(0) = x,(0) =0, momentul final 0 liber si starea finala

(xl(e), x2(9)) situatd pe traiectoria x;;(t) =10¢, x,;,(t)=10.

d) J:(1/2)f03u2(t)dt,

cu starea initiald x,(0) = x,(0) =0, momentul final 6 =3 i starea finala

(xl(G), xz(e)) situatd pe dreapta x, +4x, =12.

358
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Solutii
Functia Hamilton si ecuatiile Hamilton au expresiile:
H=(1/2)u®+ pyxy — pyxy + pou,

i =x; pi=0

iy =—xy+ut,  |py=—pi+py ui=-p)
Se inlocuieste #* Tn primul sistem si se obtin solutiile generale:
x{=c te(l—e tes(—t—e/24e'/2)+c,(l—e'/2—e'/2)

X3 =cre ey(—lre /2 +e! 1) feye!/2-e'2),

*

by =¢3

py=cs(1—e)+cye’, u*=-—cj(l—e')—cye’.
a) cy,...,c4 se determind din conditiile la limite (Teorema 3.1):
x/(0)=0 x (3)=4
x5(0)=0, x;3)=1.
b) c,,...,c4 se determind din conditiile la limite (Teorema 3.2):
x;(0)=0 pi3)=x/(3)—4
x5(0)=0, p,(3)=x53)—1.
¢) €yq,...,c4 $1 0 se determind din conditiile la limite (Teorema 3.5):
x;(0)=0 x;(8)=106
x5(0)=0, x5(0)=10.
(1/2)u*2(0)+[p (6)— p3(O)]x3(0) + p3(B)u*(0) —10p(0) =0.
d) cy,...,c4 si a se determind din conditiile la limite (Teorema 3.6):
x/(0)=0 N NOET

x;0)=0,  x;3)+4x,(3)=12, —piB3)=a.
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3.3. Sisteme dinamice cu legaturi suplimentare

Fata de formularea din sectiunea 3.1, problema de sintezd a comenzii
optimale poate fi insotitd de conditii suplimentare (legdturi) privind evolutia
comenzii optimale si starii optimale.

a. Legdturi punctuale
Fiind datd ¢:RxR"xR™ — R* | functiille u*(¢) si x*(¢) trebuie sa

satisfaca legaturile punctuale:
(p(t, x*(t), u *(t)) =0, t€[r,9]. (3.29)
Similar cu (3.4), se defineste un nou indice de calitate extins:

Jo(u) = G(0,x )+ fr e{F(z,x,u) +pTlf txu) — 51+ g o x.w) }dt , (3.30)

in care g € R* este o noud necunoscutd (un nou vector al multiplicatorilor
Lagrange). Evident, pentru (3.1), (3.29) si conform Observatiei 3.2, are loc:
J(u*)=J(u*)=extremum, Vp € R", Vg€ RM!. (3.31)
Similar cu (3.6), se defineste o noud functie Hamilton:
H(t, x, p,q,u) = Ft,x,u)+plft, x,u)+qTo, x,u). (3.32)

Cu aceasta noul indice de calitate extins devine:
T 0 0 - T
Je@)=G(®, x;)—pT (0)x(1)|_ + fT {H(t, x, p,q.u)+ pTx}dt . (3.33)

Noile ecuatii Hamilton se obtin aplicand conditia necesard de extremum
(2.10) (utilizand procedeul de la demonstratia Teoremei 3.1). Rezulta:

i+ =grad , H (t, x*(t), p*(t), q*(6), u*(2)) (3.34)
pr=—grad H(t, x*(t), p*(t), " (). u*(t)) (3.35)
grad , H (t, x*(t), p*(t). g*(£), u*(£)) =0 (3.36)
grad,, H (1, x*(0), p*(0), 4" (1), u* () =0, relt,0].  (3.37)
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Evident, se pot enunta rezultate similare cu Teoremele 3.1 — 3.7, cu
mentiunea cd acum, 1n locul ecuatiilor (3.8) — (3.10), se folosesc ecuatiile (3.34) —
(3.37) si (3.29). in acelasi timp, conditiile la limite, corespunzitoare problemei de
solutionat, rdiman neschimbate.

b. Legdturi globale

In acest caz u*(¢) si x*(¢) trebuie si satisfacd legaturile globale:

0
L y(t, x* (0, u*(0))de =c (3.38)

unde y:RxR”xXR™ — R si ¢ € RV este un vector constant.

Se introduce o nouad variabila (necunoscuta):
2= [ "y (t, x(0), u(c))do . (3.39)
’t b b
Evident, z*(¢) satisface ecuatia:
z¥ =y, x*,u*), te[r,0], (3.40)
cu conditiile la limite:
z*(1)=0, z*(0)=c. (3.41)

Procedand ca in sectiunea 3.1, noul indice de calitate extins are forma:
0 T .
o) =GO, xp)+ [ {F(tx.u)+p" [/t xu)— ]+
+rT [yt x,u)—z2]}dt,  (3.42)

in care »r € RV este o noud necunoscutd (un nou vector al multiplicatorilor
Lagrange). Fireste, cu (3.1), (3.39), (3.40) si Observatia 3.2, are loc:
J,(u*)=J(u*)=-extremum, Vp € R", Vr e R". (3.43)
Similar cu (3.32), se defineste o noua functie Hamilton:
H(t, x, p,ryu) 2 F(t, x,u)+ pT f(t, x,u)+ rTy(t, x, u). (3.44)

Cu aceasta noul indice de calitate extins, dupa calcule relativ simple, devine:
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T O r 9
Je)=G®,x,)—pT (x| —rTO)z(0)] +

+fT9{H(t, x, po o)+ plx + Tz} dt. (3.45)

Noile ecuatii Hamilton (care vor inlocui ecuatiile (3.8) — (3.10)) se obtin prin
aplicarea conditiei necesare de extrem (2.10) (utilizdnd procedeul la demonstratia
Teoremei 3.1). Rezulta:

)'c*:grade(l‘,x*(t),p*(f),”*(f)au*(t)) (3.46)
2* = gradrH(t, x*(t), p*(t), r*(t), u*(f)) (347
pr= —gradxH(t, x*(0), p*(@), r*(1), u*(f)) (3.48)
7 =—grad . H (t, x*(t), p*(), r*(1), u* (1)) = 0 (3.49)
grad,, H (t, x* (1), p*(©), r*(6), u* (1)) =0, teln 0l (350

Este usor de observat ca ecuatia (3.47) coincide cu ecuatia (3.40) si ca din
(3.49) rezulta:

r*(¢t) = constant .

Si 1n acest caz se pot enunta rezultate similare cu Teoremele 3.1 — 3.7, cu
mentiunea ca, in locul ecuatiilor (3.8) — (3.10), se folosesc ecuatiile (3.46) — (3.50).
In acelasi timp, conditiile la limite, asociate problemei de solutionat, riman
neschimbate, dar de fiecare data se adauga si conditiile la limite (3.41).
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4. Sinteza comenzii optimale pentru sisteme
dinamice liniare

4.1. Ecuatia Riccati

Acest subcapitol este dedicat sintezei comenzii optimale pentru sisteme
dinamice liniare. Dupd cum se va vedea 1n cele ce urmeaza, in acest caz este
posibila, in general, generarea in timp real a comenzi optimale pe baza reactiei
dupa starea sistemului.

Fie sistemul dinamic liniar variant in timp, descris de ecuatia de intrare —
stare:

x=A(t)x+B(t)u, tc[1,0]CR,, xeR", ucR", 4.1
cu starea initiald (3.2), cunoscuta fixatd, si starea finald fixata sau liberd (3.3) (v.
Observatia 3.1).

Se cere sa se determine o comanda optimald u*(¢) care minimizeaza indicele

de calitate:
J()=(1/2)xT(0) M x(8)+(1/2) L e{xf(t)Q(t)x(t)+uT(z)R(z)u(z)}dz ,(4.2)

in care M si Q(¢) sunt matrice reale pozitiv semidefinite si R(¢) este o matrice
reald pozitiv definitd pentru ¢ €[, 8] (v. Anexa C). Aceste matrice pondereaza
contributia componentelor vectorilor x(0), x(¢) si respectiv u(¢) in indicele (4.2).

Pentru indicele de calitate (4.2), prin comparatie cu (1.12), se poate da
urmatoarea interpretare fizica: se doreste ca prin minimizarea indicelui de calitate
J(u) starea x(¢) sa fie cat mai apropiatd de origine (traiectoria doritd este

x;(t)=0; v. indicele de calitate (1.12) cu (1.3)) si consumul de energie de

comanda sa fie limitat.
Functia Hamilton, conform definitiei (3.6), are expresia:

H (t,x(0), p(t),u(t)) = 1/ 2)xT (1) Q1) x(t) + 1/ 2)u T (HR(1)u(t) +

+ pT ()] A1) x(t) + B(t)u(1)]. 4.3)
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Teorema 4.1
O conditie necesara de existentd a unei extremale u *(¢) pentru indicele de

calitate (4.1), asociat sistemului dinamic (4.1) este ca sa aiba loc:

x*=A{)x* +B(t)u* (4.4)
pr==00x*—AT()p* (4.5)
R(t)yu*+BT(t)p* =0, telr, 0], (4.6)

cu conditia initiald (3.11) si, dupa caz, cu una din conditiile finale:
(7) pentru orizont finit fixat, stare finala fixata: (3.12);
(if) pentru orizont finit fixat, stare finala libera:

pr(0)=Mx*(0); (4.7)
(iif) pentru orizont finit liber, stare finala fixata: (3.12) si
xT(0)0(0)x(0) +u*T(O)Ru*(0)+2p *T(E))[Ax*(e) + Bu *(9)] =0; (4.8

(iv) pentru orizont finit liber, stare finala liber: (3.12), (4.7) si (4.8).
9. Ecuatiile (4.4) — (4.6) se obtin din (4.3) si (3.8) — (3.10). Conditiile (i) —

(iv) se obtin respectiv din conditiile la limite de la Teoremele 3.1 —3.4. O
Din (4.6) se obtine comanda optimala:

u*=—RIOBT(t)p*. 4.9
Inlocuind (4.9) in (4.4), aceasta devine:
x*=A)x* —BORY()BT(t) p*. (4.10)

Ecuatiile (4.10) si (4.5) formeaza un sistem de 2# ecuatii omogene cu 2n
necunoscute scalare, a carui forma vectorial matriceala este:

I
o e e -|. (.11)
i

Solutia acestui sistem de ecuatii, cu conditii la limite adecvat formulate,
oferd posibilitatea de a se determina atat comanda optimald, cat si traiectoria
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4. Sinteza comenzii optimale pentru sisteme dinamice liniare

optimala ale sistemului. Trebuie remarcat cd in acest caz u *(¢) se obtine ca functie

de timp. In aplicatii aceasta trebuie sintetizata si utilizati ca o comanda in circuit
deschis, ceea ce poate implica dificultati de realizare si utilizare.

Un procedeu mai simplu de realizare a comenzii «*(¢) constd in utilizarea
reactiei dupa stare. In acest sens se poate arata cd existd o matrice K(¢), n

dimensionala, simetrica, astfel incat
pr=K(@)x". (4.12)
In aceasta situatie comanda optimal are expresia:
u*=—RYOBT()K(t)x*. (4.13)

Aceasta Inseamna ca este posibild comanda optimald a unui sistem liniar de
forma (4.1) utilizand reactia dupd stare. Aceasta solutie este ilustrata in fig. V1.4.1

(v. si fig. 1.3.1), in care s-a introdus si comanda externa v € R,
Pentru a determina matricea K(¢) se elimind x*, p*, u* intre ecuatiile
(4.4), (4.5), (4.12) si (4.13). Se obtine ecuatia diferentiald Riccati:

K+ KA+ AT (0)K —K B()R ' ()B(H)K +0(t) =0, t€[t, 0], (4.14)

careia i se adaugd conditiile la limite. De pildd, pentru problema cu orizont finit
fixat si stare finald libera (v. Teorema 3.2), ecuatiilor (4.4) — (4.6) li se adauga
conditiile initiala (3.11) si finala (3.20).

* + )
+ u + 0 *
v B(t) oLl X
_ + +
Alt) K=

R'\0)BT (1)K (1) g——=

Fig. V14.1. Comanda optimala prin reactie dupa stare

Conditia finala (3.20), concretizata prin (4.7), este semnificativa pentru solutia
ecuatiei Riccati (4.14). Comparand (4.7) cu (4.12) (pentru ¢ = 0 ) se obtine:
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VI. Conducerea optimala a sistemelor dinamice

K@©)=M . (4.15)

Ecuatia (4.14) cuprinde n(n+1)/2 ecuatii diferentiale scalare de ordinul 1,

cu tot atitea necunoscute. Ea poate fi rezolvatd numeric si integrarea are loc
regresiv, de la 1 =0, cu conditia (4.15), catre t =t.

In cazul problemei cu orizont finit fixat si stare finali fixatd termenul
xT(0)M x(0)/2 din (4.2) este o constantii cunoscuti si independenti de comanda

optimala u*(¢). In aceast situatie, in mod firesc, se adopta M =0.

4.2. Ecuatia algebrica Riccati

Din ecuatia (4.14) rezultd ca, in general, chiar atunci cand matricele
A, B, O, R sunt constante, solutia K(¢) este varianta in timp.

Un caz particular interesant, In special pentru aplicatii, este acela al
sistemelor dinamice liniare invariante in timp descrise de ecuatia:

x=Ax+Bu, tcR _, xecR", ucR", (4.16)

cu conditia initiala (3.2), cu t=0, i cu orizont infinit i stare finala fixatd x, =0.

Indicele de calitate (4.2) se particularizeaza sub urmatoarea forma:
J(u)=(1/2) f 0°°{x (0 0x(0) +u (1) Ru(n)}d1, (4.17)

unde O = QIT O, si R sunt matrice constante, cu O, matrice de acelasi rang cu Q.

Solutia K(¢) a ecuatiei (4.14) este dependenta de timp si in cazul 4,B,0,R
matrice constante. Daca (4,B) si (Q,;,4) sunt complet controlabila si respectiv
complet observabild, se poate demonstra ca matricea K(¢) are proprietatea:

lim K@) =K,. (4.18)

t—00

K, este constantd, simetrica si pozitiv definita (v. Anexa C). Pentru /—o0 se obtine:
K()=Ky,=0. (4.19)

Urmeaza ci pentru ¢ — oo, cu (4.18) si (4.19), ecuatia diferentiald Riccati
(4.14) devine o ecuatie algebricd. Ea este cunoscutd sub numele de ecuatia
algebrica Riccati si are forma:
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KoAd+ATK,— K BR'BTK,+0=0. (4.20)

Ipoteza observabilitatii complete a perechii (Q,,4) asigurd ca fiecare

componenta a starii x a sistemului (4.16) sa aiba o contributie in J(u).

Conform cu (4.13), reactia dupa stare pentru sistemul (4.16) cu (4.17) are
expresia:

u=—RBTKx. (4.21)

Teorema 4.2

Reactia (4.21), cu K solutie a ecuatiei (4.20) pentru (4,B) complet
controlabild si (Q,,4) complet observabild, realizeaza stabilizarea sistemului (4.16).

. Intr-adevir, inlocuind (4.21) in (4.16), se obtine:

x=(A—BR'BTK )x. (4.22)

K, este simetrica si pozitiv definitd. Pentru functia Liapunov (v. I111.1.4):

Vix)=xTK,x 4.23)

se poate demonstra ca V(x) este negativ definita. Intr-adevir, se scrie:

V(ix)=x"Kyx+xTKyi=
=xT(A—BR'BTK)TKyx+xTKy(A—BR'BTK )x=
=xT(ATK )~ KBR'BTK,+KoAd— K BR'BTK)x=
=xT(—Q+KBR'BTK,—2K,BR'BTK)x,

V(x)=xT(~0—K,BR'BTK)x.

R~ este pozitiv definitd si Q este pozitiv semidefinitd (v. Anexa C). V(x)

este negativ definitd i (4.23) este o functie Liapunov tare. Conform Teoremei
V.3.4 sistemul cu reactie dupa stare (4.22) este global asimptotic stabil. O

Existd numeroase metode de rezolvare a ecuatiei (4.20). Una dintre aceste
metode consta 1n calculul vectorilor proprii ai matricei de ordinul 2 :
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Aceasta apare 1n ecuatia (4.11) si este particularizata pentru sistemul (4.16).
Se poate demonstra ca cele 2n valori proprii ale matricei L sunt simple si
simetrice doua cate doud fatd de axa imaginard si nici una nu este situatd pe

respectiva axa. Fie vectorii proprii asociati valorilor proprii situate in C _,

_lgr T\t i _71,
ci—[di Kz ] , i=Ln,

in care d;, e; sunt vectori n dimensionali corespunzatori partitiei din L. Solutia

ecuatiei algebrice Riccati (4.20) are expresia:
Ky=[dy, dy, ..., d,][e. e, ..., en]fl.
Exemplul 4.1
Se considera sistemul liniar
x=ax+bu, tcR ,xeR, ucR, acR, becR\{0},
si indicele de calitate (4.2)cu M =0,0=¢>0,R=r>0,1=0 si 0 fixat.
Sa se determine comanda optimala u*(¢) care transfera starea sistemului
intre x(0) = x, si x(8) = x , libera, si care minimizeaza indicele J(u).
Comanda optimala (4.13) se obtine cu ecuatia diferentiald Riccati scalard
k=b2rk?2 —2ak—q,
care este o ecuatie cu variabile separabile. Cu £(0) =0 (v. (4.15)), solutia este:

20.(t— 0)

_ l—e _[2 2, .1
k(t)_klkzkz—klezo‘(tfe)’te[o’e]’ cua=qa-+b=gr— >0,

in care k), =b ~2r(a=+ o) sunt radicinile polinomului b2r k2 —2ak —q .

Pentru 0 = oo se obtin: kg =k, =b2r(a+a), u*(t)=—-b ' (a+a)x*(t).
Sistemul cu reactie dupé stare (v. (4.22)) este descris de: x=—ax . Pentru o >0

acest sistem este global asimptotic stabil, fapt care are loc pentru ¢ > 0. O
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5.1. Probleme de conducere optimala cu restrictii

La formularea problemei de sinteza a comenzii optimale (v. paragraful 3.1)
s-a precizat ci x€R" si ueR"™, ceea ce, implicit, inseamni ci pentru functiile
x(¢) si u(f) nu s-au formulat conditii de marginire. In conditii reale insa aceste
functii trebuie sd satisfacd anumite restrictii determinate de limitele admisibile de

functionare a sistemelor dinamice reale. Tipice Tn acest sens sunt restrictiile de
forma:

|u, (0] Sujo, 1€[1.0], i=Lm, 5.1

in care u,, i=1,m, sunt componentele comenzii u . Limitele admisibile ale

1 9
mdrimii de intrare, u, se precizeaza prin constantele cunoscute u;, >0, i=1Lm.

Ele sunt dependente de puterea disponibild a marimii de intrare, de palierele de
saturatie, de restrictiile impuse de siguranta in functionare etc.

In aceste noi circumstante conditia necesari de extrem din Teorema 2.1
trebuie sa fie Tn mod adecvat generalizata. Teorema 2.1 a fost formulatd pentru
mdrimea de intrare admisibild u :[t, 0] — R™, careia nu i s-au prescris nici un fel
de restrictii.

Pentru generalizarea Teoremei 2.1 se introduce notiunea de functie
admisibila relativ la restrictii in conformitate cu consideratiile de mai sus. Se au in
vedere functionale de forma (2.1), J : Q — R. Un element u € (2 este o functie de

timp, u:[t, 0] = U CR"™, cu [, 1] C[0, co), continud pe portiuni, cu valori intr-o
multime (inchisa si marginitd) U C R” (de pilda definitda prin (5.1)) si care
satisface conditiile la limite liniare (2.2).

Definitia 5.1
O functie u € Q, admisibila conform Definitiei 2.1, se numeste admisibila

relativ la restrictii daca

ueQ, é{ cQ; u(t)eU CR™, t€]r, 0], U — Inchisa si marginita } .0
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5.2. Generalizarea conditiei necesare de extrem

Evident, orice functie admisibila relativ la restrictii este si admisibila.
Dupa cum s-a aratat in Definitia 2.4, comanda optimald u* realizeaza, de
exemplu, un minim relativ al functionalei J(u) daca

Jw)—Jw*)=AJ >0 (5.2)

pentru orice comanda admisibild u suficient de apropiatd de u*.
S-a aratat in Definitia 2.3 c&, pentru u=u*-+0u , cresterea AJ a

functionalei J(u) poate fi pusa sub forma:
AJw*, du)=0J(u*, du)+ termeni de ordin superior . (5.3)

Daca u* este suficient de indepartatd de frontiera lui U, atunci o conditie
necesard ca u* sd fie o comanda optimald este o0J(u*, du)=0 pentru orice

variatie du suficient de micad In norma (v. Teorema 2.1).

A u@®

*e,

'117.“
u*+ou

o,
%
N H
ey

regiune
admisibila

T N t 0

Fig. VI.5.1. Comenzi admisibile relativ la restrictii

Daca pentru un interval [¢,, ,] C[1, 0], u*(¢) apartine frontierei lui U (ca
in fig. VL.5.1), atunci existd o variatie ou , astfel ca u* +du sa fie admisibila
relativ la restrictii. Dacé se considerd numai variatiile du pentru care u* + du este

admisibila relativ la restrictii, atunci o conditie necesard pentru ca u* sd minimi-
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5. Principiul minimului

zeze functionala J(u) (v. (5.2), (5.3)) este AJ(u*,0u)>0 . Pentru
t e[, t,]U[t,, 0], pentru care u*(#) nu apartine frontierei lui U , o conditie

necesard de minimum este dJ(u*, 6u) =0, pentru orice variatie du suficient de

mica In norma.
In concluzie, avand in vedere toate comenzile u , admisibile relativ la

restrictii, astfel ca semnul cresterii AJ sa fie dat de variatia 6./, se ajunge, pentru
problema de minimum, la urmatoarele generalizari ale Teoremelor 2.1 si 3.1 —3.7.
Teorema 5.1
Fie J(u) o functionald diferentiabild In care comanda u este admisibila

relativ la restrictii. O conditie necesard ca u* sa minimizeze J(u) este:
8J(u*,6u)>0,¢t€[r, 0] a.p.t. (aproape peste tot) . O (5.4)

Teorema 5.2 (Pontriaghin)
O conditie necesard de existentd a unei comenzi optimale u*(t) €U

(admisibila relativ la restrictii conform Definitiei 5.1), care minimizeaza indicele
de calitate extins (3.7), asociat sistemului (3.1), este ca sa aiba loc:

i =grad , H (t, x*(¢6), p*(t), u* (1)) (5.5)
p*=—grad H(t, x*(6), p*(t), u*()) (5.6)
H (1, x*(0), p*(0), u(@) > H (b, x*(), p* (0, u* (1)), (5.7)

Yu@®)eU, u*(t)eU, t€[r, 0]ap.t.,
si dupa caz, conditiile la limite conform Teoremelor 3.1 —3.7.
). Demonstratia conditiilor (5.5) — (5.7) este similara cu aceea a Teoremei
3.1, exceptand utilizarea conditiei necesare (2.10), care se inlocuieste cu (5.4). O
Observatia 5.1

Principiul minimului (Teorema 5.2) prin care se asigurd minimizarea
functionalei J(u) poate fi reformulat, schimband J(u) cu —J(u) , pentru

problema maximizarii functionalei —J(u) . Corespunzator, in (5.4) si (5.7), se

inlocuieste ,,>"cu ,,<”. In acest caz se vorbeste despre principiul maximului. O
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5.3. Problema timpului minim

Acesta este una din problemele cele mai interesante de aplicare a
principiului minimului. Pentru ilustrare se considera sistemul dinamic liniar
invariant Tn timp, cu restrictiile de comanda (5.1), descris de:

X=Ax+Bu, teR_, xeR", ueU cR™, (5.8)
Ué{ueRm;‘ui‘guio,uio>O, i:],_m}, (5.9)
ncare u;,u;q i =1,m, sunt componentele lui u, respectiv ale restrictiei date u,.

Sistemului (5.8) i se asociaza indicele de calitate:
J(u)—fe dt=0 (5.10)
T J=0"" " 7 '
4 se determine o comanda u*, conforma restrictiilor (5.9), care transfera
sistemul (5.8) din orice stare initiala x(0) = Xy = 0 n starea finala x(6) =x; =0
ntimpul cel mai scurt posibil, respectiv se realizeaza minimizarea indicelui (5.10).

Teorema 5.3

O conditie necesara de existentd a unei comenzi optimale u*(t) eU

(admisibila relativ la restrictii conform cu (5.9)), care minimizeaza indicele de
calitate (5.10) asociat sistemului (5.8) este ca sa aiba loc:

p*=—ATp* (5.12)
p*T (®)Bu(t) —u*(t)| >0, (5.13)

vu(t) cu | u; ()] < ujp, u* () cu‘ui*(t)‘guio,i:],_m, t<[0,6] apt.,

cu conditiile la limite:

X*(0) = X, (5.14)
X*(0)=0, (5.19)
1+ p*T(0)Bu*(0)=0. (5.16)
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5. Principiul minimului

D. In acest caz G=0, F=1 (v. (3.4)). Functia Hamilton (v. (3.6)) are forma:
H(t, x, p,u) =1+ pT(Ax+ Bu). (5.17)

Conditiile (5.4) — (5.7) aplicate functiei (5.17) conduc imediat respectiv la
(5.11) — (5.13). Conditiile la limite (5.14) — (5.16) sunt conforme respectiv
conditiilor similare de la Teorema 3.3. O

Conditia (5.13) poate fi pusa si sub forma:

SO b)) —ui (1)) 20, (5.18)

V], (0] Suio, [uf @) Sujg, i=Lm, €[0,0] apit.,

in care b;, i =1,m, sunt coloanele matricei B.

Se definesc urmatoarele functii scalare:

s{(0) = p ()b, =b] p*(1), i=1m. (5.19)

Se observad ca solutia u*(¢) cu ‘u;‘(z)‘guio, t€[0,0] ap.t., izl,_m, se

obtine 1n sensul satisfacerii inegalitatii (5.18) pentru orice |ul-(t)| <u;y, t€[0,0]

a.p.t., i=1,m,daca
ul ()= —uysgns,(t), i=lm. (5.20)

Aceasta este comanda optimald cautatd si ea implicad utilizarea unui
regulator neliniar de tip releu format din m relee bipozitionale ideale, cate unul

pentru fiecare componentd a comenzii u . Fiecare releu este comandat de un s, (%)

si realizeazd comutarea comenzii u; (¢) intre —u;, si +u,, atunci cdnd semnul
functiei s,(¢) se schimbd. Din acest motiv s;(t) se numesc functii de comutare.

Functiile de comutare se detaliaza folosind solutia ecuatiei (5.12):

P =e"1p*(0). (5.21)
Inlocuind (5.21) in (5.19) si (5.20) rezulta:

sy =b]e A1 p*(0), i=1m, (5.22)
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ui () =—uysgnlb] e p*(0)], i=Lm. (5.23)
0 rezulta din (5.15), iar p*(0) din (5.16) cu (5.21), (5.23). Se scrie:
p*T(O)e*AeBdiag{sgn[blTe*ATep*(O)],....,sgn[b,ﬁe*ATep*(0)]}u0 =1.

Este posibil ca pentru anumiti / si anumite intervale de timp sa aiba loc
s;(1)=0. Urmeazd cid pe acele intervale de timp u; (¢) este nedeterminat si se

spune ca problema timpului minim este singulara. In caz contrar ea este
nesingulard. Se poate arata ca singularitatea se elimind in urmatoarele conditii.
Teorema 5.4

Dacad perechile (4, b;), i=1,m, sunt complet controlabile atunci problema

timpului minim (5.11) — (5.13) este nesingulard. Comanda optimala este (5.23). O
Relativ la numarul de comutari ale releelor ideale care realizeaza comanda
optimala (5.23) se poate demonstra urmatorul rezultat.

Teorema 5.5 (Feldbaum)
Daca valorile proprii ale matricei 4 sunt reale si perechile (4, b;), i = I,_m ,

sunt complet controlabile, atunci in problema timpului minim (5.11) — (5.13)
fiecare componenta a comenzii optimale (5.23) comuta de cel mult n—1 ori. O

Exemplul 5.1
Fie un sistem dublu integrator descris de urmatoarele ecuatii:

xl:.X2, X2:bu, tZO, u|§u0

Sa se determine o comanda optimala ‘u *

<u, care realizeaza transferul din
orice stare x;o = 0, x,y =0 instarea x;, =0, x,, =0, in timp minim.
Functia Hamilton (v. (5.17)) are expresia: H =14 px, +bp,u .

Conform Teoremei 5.3, conditia necesara de extrem se exprima prin:

X =x; py =0
x;=bu*, |p5=-pj, bpz(u—u*)EO,VMguo, u*|<u,, t€[0,0].

Din ecuatiile in p si respectiv din inecuatia in u se obtin:
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5. Principiul minimului

piO)=c|, p5t)=—cit+c,, u*(t)=—-uysgns(r),

in care s(t) =bp;(t) este functia de comutare. p, (¢) fiind liniard in timp, rezulta
cd s(¢) are cel mult un zero in intervalul [0, 6].
Integrand ecuatiile sistemului pentru u = $-u, se obtin ecuatiile:

buyx,(t) = £x3(t)/2+c3, pentru u” = Fu.

Acestea sunt doud familii de parabole ale caror imagini se dau in fig. VI.5.2
(F+, F-). Daca traiectoria care porneste din (x;(,x,,) trece prin origine, atunci nu

este necesard nicio comutare, sistemul evoluand natural spre origine.

Cq > 0
Fig. VI1.5.2. Traiectoriile de stare ale sistemului dublu integrator

Daca traiectoria care porneste din (x;,,X,y) nu trece prin origine, comutarea

trebuie sd aiba loc la intersectia acestei traiectorii cu acea traiectorie din cealalta
familie, care trece prin origine, fig. VI.5.3.

Prin urmare, curba de comutare este formata din doud ramuri, care trec prin
origine, una din familia F; si una din familia F_. Ecuatia curbei de comutare este:

X ==8(xy) & = (bug) " x, |x,| /2.

Comanda optimala se realizeaza cu ajutorul unui releu bipozitional ideal, iar
comutarea acestuia are loc dupa urmatoarea lege:

u*(t) =uysgn[—x; —S(x;,)].

375



VI. Conducerea optimala a sistemelor dinamice

Ax2 | o)
(X105 X20) x*pt. wr=—u,
* *: —
- F, ca= 0 x*pt.u U
~ ~
S~ o R T~ / curba de
0\\ Q comutare
O N -
P X1 Mo X1
~
curba de S
SNo - F+, oy = 0 S o
comutare \o
x*pt. u*=+u, x*pt. u*=+u, (x10, X20)

Fig. VI1.5.3. Comutarea optimala
Rezultd ca u*(¢) se poate realiza prin doua conexiuni de reactie negativa:
up=—x;—Xx3, x3==5(x),
una liniard dupa x, si cealaltd neliniard dupa x,. Structura sistemului se prezinta in

fig. VI.5.4, iar caracteristica elementului neliniar are forma din fig. VL.5.5.

+ | X20

y

i ©at

IO

X3 S(x2)

X1

_ _l_iiagl_ll_a:[(zr_(zgt_lrll? 1 _J Fig. VI.5.4. Structura sistemului optimal

Momentul optim al comutdrii poate
X3 =8(x,) =(buy) 'x ‘x ‘/2 . A

3 2 0 2|"2 fi determinat cunoscidnd punctele de
A intersectie P si respectiv Q, fig. VI.5.3.

Caracteristica neliniard (fig. V1.5.5)

= X2 poate fi aproximatd prin segmente de
dreaptd. In acest caz comutarea nu mai are

loc in momentul optim. Se spune ca
Fig. V1.5.5. Graficul elementului neliniar procesul de comutare este suboptimal. O
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6. Programarea dinamica

6.1. Principiul optimalitatii

In continuarea problemelor cu restrictii tratate in subcapitolul precedent, o
altd posibilitate de generalizare a conditiei necesare de extrem (Teorema 2.1)
porneste de la ideea conform careia orice traiectorie optimald este formata din
segmente care sunt de asemenea traiectorii optimale.

Pentru ilustrarea conversiei acestei idei intr-un principiu aplicabil practic, se
considera un sistemul dinamic descris de ecuatia de stare (3.1), in care comanda u

este admisibila relativ la restrictii (v €Q, , v. Definitia 5.1). Se cere sd se

a °
sintetizeze o extremald u*(¢) , admisibila relativ la restrictii, care minimizeaza
functionala (1.14) (Bolza) si care transfera starea x(z) din starea initiald (3.2) pana

in momentul final O si in starea finald

x s, conform conditiei finale (3.3). X,
. X,
Presupunand problema rezolvata, D B
-~
fie u*(¢) o comanda optimalad si x*(¢) X, c 7 S=

x*(6)

traiectoria optimald a sistemului (3.1) —

fig. VI1.6.1. In aceasta situatie are loc: ¥ ()

Jw*)=J,p =minim. (6.1)

X (1) — sistem (>
* *
Fie C, de stare x*(¢'), t'€[r, 0], u* (1) x*(2)
un punct intermediar al traiectoriei Fig. VI1.6.1. llustrare la Teorema 6.1

optimale de la A la B. Cu referire la
traiectoria ACB se poate demonstra rezultatul urmator.

Teorema 6.1

Dacda ACB este o traiectorie optimald de la A la B a sistemului (3.1), atunci
CB este o traiectorie optimala de la C la B.

). Prin ipoteza traiectoria ACB este optimala. Conform cu (6.1) se scrie:
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Se presupune ca traiectoria CB nu este optimald. Urmeaza ca existd o alta
traiectorie, de exemplu CDB (v. fig. VI.6.1) pentru care

Jepp <JcB -

Adunand ambilor membri ai inegalitdtii de mai sus valoarea J,, se obtine:
*

Jac tJeps = Jacpp <Jac T/ =Ja-

Aceasta inseamna ca

*
JacoB <Jap>

ceea ce aratd ca traiectoria ACDB este optimald. Acest rezultat este absurd,
deoarece prin ipoteza traiectoria ACB este optimala. O

Din Teorema 6.1 se deduce cd in orice moment t'e[t, 9} comanda u(t")

trebuie astfel aleasd incat traiectoria dintre starile x*(¢') si x*(0) s fie optimala,

oricare ar fi starea initiald. Aceasta fiind calitatea esentiald a comenzii optimale, se
poate formula urmatorul rezultat fundamental.

Principiul optimalitatii (Bellman)

Fie sistemul (3.1) si comanda optimald u*(¢), ¢t €[t, 6] care determina
traiectoria optimald x*(¢), t €[t, 0] . Fie x*(¢'), t'€[7, 6] o stare intermediara
determinata de u *(¢), ¢ €[, t"]. Comanda optimala are proprietatea ca pentru orice

t' siorice x*(¢') comanda u*(¢), t €[t', 0] este de asemenea optimala. O

6.2. Forma discreta a programarii dinamice

Se va presupune ca f din ecuatia (3.1) a sistemului dinamic si G, ' din

indicele de calitate (1.14) nu depind explicit de timp. Aceasta ipoteza nu reduce din
generalitatea tratarii, deoarece oricand este posibil sd se completeze vectorul de

stare x cu componenta suplimentara x,,; = si ecuatia de stare cu x,,; =1.

In aceasta situatie se considera sistemul dinamic (3.1) descris de ecuatia:
)'c:f(x(t), u(t)), te[t,0JCR,, xeR", uecQ,, (6.2)
cu starile initiald (3.2) si finala (3.3), si # admisibila relativ la restrictii (€2, a fost
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6. Programarea dinamica
introdusa prin Definitia 5.1). Ecuatiei (6.2) i se asociaza indicele de calitate:
0
Jw)=G(x,)+ fT Fx(t), u(n))dt . (6.3)

Pentru a utiliza in mod transparent principiul optimalitatii si, totodatd, pentru
a avea in vedere majoritatea aplicatiilor, se discretizeaza in timp problema (6.2),
(6.3). Intervalul [t, 8], cu Tt <9 fixati, se imparte in N subintervale, fiecare de

duratd At, astfel ca se obtine At=(0—1)/N si x; £ x(kAt), Uy £ u(kAt).
Ecuatia (6.2) are urmatoarea forma discreta in timp:
xk+1:xk+f(xk,uk)At, kZO,N—l (64)
In acelasi mod, indicele de calitate se aduce la forma discreta in timp:

J=Gay)+ 3 0o Flxu) AL, (6.5)

Teorema 6.2

O conditie necesard ca u;, €U, k=0,N—1, si minimizeze indicele de
calitate (6.5) si sa transfere sistemul (6.4) din starea initiald (3.2) in starea finala
libera

Xy =X ’ (6.6)
este ca sa aiba loc ecuatia Bellman:

Sy_x(xy_;)= min {SkaH (xjtffk + Sy Uy )AZ) +
uN_kGU

FF(x uN_k)At}, k=LN, (67

in care
Sy-x(xy_) = min Uy_r€U Inks (6.8)
N-1
Ik =G+ Flx,u)At=
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). Conform principiului optimalitatii, pentru deducerea ecuatiei (6.7) se

orneste de la starea finald x; catre starea initiali x; . Se presupune ci
te de la st finald x t 0
usul uy uy - sunt cunoscuti. Urmeazi si se determine u . sistemul
0o Upsees Uy jseees Uy o 2% N-1>
ornind din starea x;, ,. Comanda u}, , se determinid numai in functie de xJ, , si
N-1 N-1 ! N-1

Xy - Se scriu, pentru ultimul segment al traiectoriei stdrii, ecuatia de stare si

respectiv indicele de calitate:
xy=xyg+f(Xy_p, uy )AL, (6.10)
Ino = Gley) + F(xy_y, uy_ AL, (6.11)
Se determind uy_, care satisface (6.10) si minimizeaza (6.11). In cadrul

acestei proceduri se realizeaza:

Sy = minuN,leU Ina=
= minuN%eU {G(x;(,) +F(xy_uy_A t}
= minuN,leU {G(x;:,fl—l— S(xy_pu N_I)At) + F(x]f,fl,uN_l)At} .

Ca rezultat se obtin comanda optimala u,,_,, dependentd numai de xy_,, si

minimul S _;(xy_,) al indicelui de calitate.

Se considerd acum ultimele doud segmente ale traiectoriei starii. Se scriu, in
mod corespunzator, ecuatia de stare §i respectiv indicele de calitate:

Xy =Xy +f(Xy_0, uy_n)AL, (6.12)
Ina =GCxy)+F(xy oty )AL+ F(x gy, uy )AL=
=y +F(xy_p, uy_p)AL, (6.13)
Se determind uy , care satisface (6.12) si minimizeaza (6.13). In cadrul
acestei proceduri se realizeaza:

* .
Syalxy )= mmuN,zeU,u;,,leU In2=
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:mll’l JN—1+F(XN—2’MN—2)At}:

uN,zeU,u,T,_]eU{
=min, {SN—I (ry_)+F(xy quy )At } =
_ minuNizeU{SN_l (vt £ Gyt y_2) At )+ Fx ;,72,uN_2)At} .

Ca rezultat se obtin comanda uy_, si minimul S,_,(xy_,) al indicelui.

Se repetd acest procedeu pentru k£ =3,4,..., N si se obtine ecuatia (6.7). O

Observatia 6.1
Aplicarea regresivd a formulei (6.7) conduce la determinarea sirurilor

* * * * . t * * * * *
UN s Up_nyeees Uy _joenes U ST TESPECHV Xyry Xy 15eeey Xy gs-nns Xj 5 X , CEEA CE
sugereaza realizarea conducerii optimale prin reactie dupa stare. Totodata, faptul

cd uy , depinde numai de x, , , oferd posibilitatea realizarii efective a unei

reactii dupa stare. Concret, comanda u,, , poate fi elaboratd de catre un calculator

numeric, pe baza ecuatiei de recurenta (6.7). O
Observatia 6.2
Daca starea finala este fixata, de pildd x ;\‘,: X f:0 , atunci comanda u ;{,_1 , la

inceputul ultimului segment, se determina din (6.4), care se scrie sub forma:

* * | *
Sy _puy_ )= TAL N U S

Din aceasta ecuatie cu restrictii se obtine solutia

Uy | =0(xy ).

In indicele de calitate (6.5) se adopti G=0 (v. Observatia 3.1.3°). Valoarea
minima a indicelui de calitate, pe ultimul segment, este

Sya(xy_) = F(x]t’—l’ (p(x]"(,_l))At .

Cu acest rezultat se continua calculul conform formulei de recurenta (6.7).

Dacd starea finald este fixatd si xy =0, atunci se face schimbarea de

variabild x, =x; —x, , pentru care Xy =0 si se procedeaza ca mai sus. O
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Exemplul 6.1

Se considerd integratorul x =au, t€R _,

u|§u0 (m=n=1,a=0).

Sa se determine u *(¢) care transferd starea x(¢) din orice x(0)=x, =0 in
x(8) =x , =0 si minimizeazd indicele J = fo u?(t)dt,cu >0 finit si fixat.

In forma discretd, cu At =0/ N, sistemul si indicele au expresiile:

N-1
Xpq = Xy +auAt, J:Zk:()u,zAt.

Pe ultimul segment al traiectoriei, tindnd seama ca xy = x r =0, se obtine:

uy_|=—xy_/(aAt), cu

x| Saught, s Sy (xy ) = () (@A),
Pentru ultimele doud segmente:

Syoa(eiy o) =min,  {(xh, +auy A0 (@A) +u)y yadf.
Derivand polinomul dependent de u ,,_, , conditia de minim are forma:

(xy_p Fauy_,At) a+uy_,At=0,

“N72|§”0a

din care rezultd: uy,_, =—xy_,/(2aAt), Sy_,(xy_5)=(xy_,)?/(2a%At).
Continuand astfel, pentru ‘u o k‘ <uy , rezultd: uy , =—xy_, /(akAt) ,

k:I,_N. Pentru a exprima comanda in sensul progresiv al timpului se face
schimbarea i = N —k . Se obtine: u; = —x; /[a(N —i)At], i=0,N —1.

u u X0

[a(®—1)] ! EM [+ af ()dt .

Fig. V1.6.2. Comanda optimala a unui integrator

Comanda u poate fi realizatd prin reactie dupd stare conform fig. V1.6.2.
EM este un element de esantionare — memorare a carui marime de iesire este:

i(t)=—x, /[a(N —i)At], t€[iAt, (i+DAL), i=0,N—1.0
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ANEXE

Anexa A. Spatii vectoriale normate

Definitia 1
O multime X are structurd de spatiu vectorial (liniar) peste un corp K daca
(X,+) este grup comutativ (in care "+" este operatia de sumare) si operatia

binara externa m:K x X — X , notatd multiplicativ "-", satisface urmatoarele

conditii oricare ar fi x,y € X sioricarear fi o,,f€ K :

1°a-(x+y)=a-x+oa-y,

2° (0 +B)x=0-x+p-x,

3° (ap)-x=oa-(B-x),

4° 1-x = x (1 este elementul unitar din K ).

Elementele din X se numesc vectori, iar elementele din K se numesc
scalari. Operatia binara externa se numeste inmultire cu un scalar. O

Definitia 2

A. Elementele x!, x2

,eery X" € X se numesc liniar independente daca din
ax! +onx? 4. +o,x"=0

rezultd o; =0, izl,_n.

2 n

B. in caz contrar elementele x!, x2,..., x" se numesc liniar dependente. O

Definitia 3
O submultime X, C X se numeste baza a spatiului vectorial X daca fiecare

x € X se exprima univoc printr-o combinatie liniara
— 1 2 n
X=0 X +0,x" +..+a,x

1,2 2 n

a unui numar finit de elemente x',x~,...,x" € X; x!,x%,..,x" se numesc

coordonatele vectorului x. O
Teorema 1
Orice spatiu vectorial X are o bazd X, . Fiecare bazd X, din X este

formata din elemente liniar independente. O
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Teorema 2
Daca un spatiu vectorial X are o baza finitd X, , atunci oricare alta baza

X, are acelasi numdr de elemente ca si X, . Acest numdr se numeste dimensiunea
spatiului vectorial X . O

Definitia 4

O functie reald |-||: X — R se numeste norma daca satisface conditiile:

1° x| >0 oricare ar fi x€ X, x=0.

2° |ax||=|a|-|| x| oricare ar fi x € X sioricarearfi o € K .

3° |x+y| <||x]|+||»| oricarear fi x,y € X .

In cazul normelor de matrice se mai adauga conditia:

4° | xy| <|lx|-|v|| oricare ar fi x,y € X . O

Definitia 5

Un spatiu vectorial Inzestrat cu o norma se numeste spatiu vectorial normat. O

Exemple de norme

lui x 2 matricei 42 (a i7) i iein
Norma vectorului x = (xi)i:fn . =L j=1,
indusa de o norma vectoriala
norma p — (S |y | )1/ _ ( )71
oen |l =[Sl )7 | 141, = max, o 4], (1],
norma 2 :( n _|2)1/2 _ ( >—1
(euclideané) ”x”Z Zizl X ” A"Z maxx¢0 " Ax”Z ||x||2
norma lxl, =220 x| |4l = max 37" las|
norma oo ”x”oo = maxi:]Tn |xi | ”A"oo = maxizl,im Zj‘:]|aij|

Norme matriceale. Daca se trateaza matricea 4 ca un vector de dimensiune

mn, atunci norma p are forma || 4] , = (Z;’lezl al.j|P)1/p .

Anexa B. Matrice polinomiale
1. Terminologie si definitii

O matrice mxn de forma:

P(s)2(p;;(s))_— —, s€C, (1.1)

i=Lm, j=1,n
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se numeste matrice polinomiala dacé elementele ei p,;(s) sunt polinoame in s .

Matricea polinomiala (1.1) poate fi exprimata si sub forma:
P(s)=31_,Pis*, (1.2)

in care P, k =1,q, sunt matrice constante de dimensiuni m xn . Gradul matricei

P(s) este egal cu gradul elementului de gradul cel mai 1nalt continut de P(s) .
Daca m =n, matricea P(s) poate fi:
(a) Nesingulara daca det P(s)#0.
(b) Singulara daca det P(s)=0.
(¢) Unimodulara daca det P(s) = constant # 0.

Rangul normal al matricei polinomiale P(s), notat
p £ nrang P(s), (1.3)

este dimensiunea minorului de ordin maxim, neidentic nul, continut de P(s).
Pentru un numar finit de valori numerice z € C are loc

[ £ rang P(z) < p = nrang P(s) < min (m, p). (1.4)
O astfel de valoare a rangului se numeste rangul local, iar z se numeste

zero al matricei P(s).

Pentru m =n si P(s) nesingulara se poate calcula matricea inversa:

adj P(s)

-1 _
PO = Gerp(s)

Evident, daca inversa matricei polinomiale P(s) este matrice polinomiala,

atunci P(s) este unimodulara.

2. Operatii elementare cu matrice polinomiale

Operatiile elementare, ca in cazul matricelor constante, constau in:

(a) Interschimbarea liniilor (coloanelor) 7 si j.

(b) Multiplicarea oricarei linii (coloane) cu un scalar nenul.

(c) Inlocuirea oricirei linii (coloane) cu respectiva linie (coloand) inmultita
cu un polinom neidentic nul.

In legdtura cu matricele unimodulare se poate afirma ci acestea se obtin din
matricea unitate de ordin corespunzitor printr-un numdr finit de operatii
elementare. Din aceastd afirmatie se trage urmatoarea concluzie: orice secventa
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finitd de operatii elementare pe linii (coloane) in matricea polinomiala P(s) este
echivalentd cu ITnmultirea lui P(s), la stdnga (dreapta), cu o matrice unimodulara.
3. Divizibilitatea matricelor polinomiale
Daca detQ(s)=0, atunci perechea de matrice P(s) si QO(s), cu

grdP(s) > grdQ(s) , existé perechile de matrice (U(s), R,(s)) si (V(s), Ry(5))
astfel Incat

P(s)=U(s)Q(s) + R, (s) , (3.1

P(s)=Q(s)V (s) + Ry (s), (3.2)
in care grdR,(s) < grdQ(s) si grdR,(s) < grdQ(s).

Identitatile (3.1) si (3.2) au, respectiv, urmatoarele cazuri particulare prin

care se definesc divizorii si multiplii unei matrice polinomiale:
s) este un divizor la dreapta al lui P(s);
(a) Daca R,(s)=0, atunci ) P ) (<)
P(s) este un multiplu la stinga al lui O(s).

s) este un divizor la stinga al lui P(s);

(b) Daca R,(s)=0, atunci ) g .( )
P(s) este un multiplu la dreapta al lui QO(s).

Doua matrice polinomiale P(s) si Q(s) se numesc:
« echivalente pe linii dacd existd o matrice unimodulara U, (s) astfel incat:
P(s)=Ur(s)O(s); (3.3)

o echivalente pe coloane dacd existd o matrice unimodulara Up(s) astfel
incat:

P(s) = 0(s)Ur(s); (3.4)
« echivalente pe linii si coloane daca existd matricele unimodulare U, (s) si
Ux(s) astfel incat:

P(s) =UL () Q(s) Ry (s). (3.5)

Doua matrice polinomiale P(s) si Q(s), avand acelasi numar de coloane, se

numesc relativ prime (sau co-prime) la dreapta dacd existd doud matrice
polinomiale M (s) si N(s) astfel incat:

M(s)P(s)+N(s)Q(s)=1, (3.6)
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in care / este matricea unitate de ordin corespunzator. Evident, dimensiunile
matricelor sunt compatibile cu operatiile de iInmultire si de sumare din relatia (3.6).
In mod similar, doud matrice polinomiale M (s) si N(s), avand acelasi

numar de linii, se numesc relativ prime (sau co-prime) la stanga daca exista doua
matrice polinomiale P(s) si Q(s) astfel incat sa aiba loc (3.6).

Matricele polinomiale Qx(s) si Q;(s) se numesc c.m.m.d.c. la dreapta,

respectiv la stanga, ale perechii de matrice (P1 (s), P, (s)) , avand acelasi numar de
linii, respectiv de coloane, dacd existd perechea de matrice (Rl(s), Rz(s)> ,

respectiv (Ll(s), Lz(s)) , astfel Incat au loc respectiv:
Or(s) = Ry(s) P(s) + Ry (s) Py (s) , (3.7

O, (s) = P(s)Ly(s)+ Py(s) L, (s). (3.9)

O consecintd importantd a acestui rezultat este faptul cd doud matrice
polinomiale cu acelasi numar de coloane (linii) sunt relativ prime la dreapta
(stdnga) daca toti c.m.m.d.c. la dreapta (stdnga) sunt matrice unimodulare.

Determinarea c.m.m.d.c. la dreapta, respectiv la stanga, al unei perechi de

matrice polinomiale (Pl (s), P, (S)) se bazeaza pe proprietatea cd dacd P(s) este
de dimensiuni nxn si P,(s) este de dimensiuni mxn, atunci existd matricele

unimodulare U, (s), respectiv. Ux(s), de dimensiuni (m+n)x(m—+n), astfel

incat au loc respectiv:

Pi(s) || Qr(S) [y tinii Py(s) Or(8) | tinii
U, ()= =|---- 3.10) |- Up(s)=|——— (.11
L) Py (s) 0 v tinii (310 Pys)| F & 0 |vtinii G40
n coloane n coloane

Anexa C. Forme patratice si forme hermitice

Forme patratice
Fie 4 o matrice reala de ordinul n, simetricd, adici 4= A” . Prin definitie

y=xTA4x, xeR", @8

este o forma patraticd si 4 este matricea formei patratice.
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Definitia 1

A. Forma patratica (1) si, respectiv, matricea 4 se numesc pozitiv definite
dacd y >0 pentru x=0 si y=0 pentru x=0.

B. Forma patratica (1) si, respectiv, matricea A se numesc negativ definite
daca —y si, —A4 sunt pozitiv definite. O

Definitia 2

A. Forma patratica (1) si, respectiv, matricea A se numesc pozitiv
semidefinite daca y >0 pentru x =0 si y=0 pentru x=0.

B. Forma patratica (1) si, respectiv, matricea 4 se numesc negativ
semidefinite dacd —y si, —A sunt pozitiv semidefinite. O

Definitia 3
Forma patratica (1) si, respectiv, matricea 4 se numesc nedefinite daca (1)
nu satisface conditiile Definitiilor 1 i 2. O

Criteriul Sylvester, [25], [26]
Forma patratica (1) si, respectiv, matricea A4 sunt:

1° pozitiv definite dacd si numai daca toti minorii principali diagonali ai
matricei 4 sunt pozitivi;

2° negativ definite daca si numai dacd toti minorii principali diagonali ai
matricei A4 sunt, cei de ordin impar, negativi, iar cei de ordin par, pozitivi;

3° pozitiv semidefinite daca si numai dacd det A =0 si toti minorii principali
diagonali sunt nenegativi;

4° negativ semidefinite daca si numai daca det A =0 si toti minorii principali
diagonali sunt, cei de ordin impar, nepozitivi, iar cei de ordin par,
nenegativi;

5° nedefinite daca si numai daca nu au loc 1°—4°. 0

Forme hermitice
O matrice complexd A4, de ordinul n, se numeste matrice hermitica daca

satisface conditia 4= A"; ()" simbolizeazi conjugarea si transpunerea.
Valorile proprii ale matricei hermitice A sunt reale si det A este o cantitate
reald. Daca matricea hermiticd A este reald, atunci ea este simetrica. Prin definitie
y=x"Adx, xeC", 2)
este o forma hermitica.
Intrucat y ia valori pe R, Definitiile 1 — 3 se extind in mod corespunzator si

pentru forma hermitica (2). In acest caz se aplica criteriul Sylvester, care este
valabil si pentru matricele hermitice.
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Anexa D. Calculul valorilor proprii ale matricei
de raspuns la frecventa

1. Preliminarii

Trasarea locurilor de transfer caracteristice g;(jw), i = ﬁ , ale matricei de
raspuns la frecventd G(jw), se bazeazd pe determinarea valorilor sale proprii
v,(jo), e R, i=1m. G(jo) se calculeazd pentru un sir finit de valori
semnificative , k=1K. In aceastd situatie prin proceduri de sortare si
interpolare se grupeaza si se ordoneaza valorile proprii v;(jo,), i = l,_m, k= I,_K ,
in scopul asigurarii continuitdtii in trasarea locurilor de transfer caracteristice
g;(jo), i :R-

Dificultatile abordarii directe a problemei asigurdrii continuitatii pot fi
evitate daca se tine seama cd G(jw) formeaza o familie de matrice parametrizata

dupd o€ R. Acest punct de vedere transformd problema determinarii valorilor
proprii intr-o problemad de tip Cauchy pentru care continuitatea solutiei este
asigurata in mod implicit.

2. Formularea problemei

Fie M(a) o matrice mxm, complexd, dependentd de parametrul o€ R.
Fie A, i=1,m, valorile proprii simple ale matricei M (o) si X,. (conjugata lui
A;), i= I,_m , valorile proprii ale matricei M~ () ((-)" simbolizeazi transpunerea
si conjugarea matricelor si vectorilor). Fie e; si f; vectorii proprii asociati
valorilor proprii A ; sixi.

In aceste circumstante, in conformitate cu procedura din [119], se pot scrie
urmatoarele ecuatii:

M
<—e,;, f;>
dh. daelf

1

= , i=Lm, (1)
do <e;,f;>
7
de <—ae,-,fj > _

i m d .
—=) . = e, i=1m, 2
do. ZJ:ljil(k’i_xj)<ei’.fi> J ()
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< f —dMe >
df; m o ] . —
—:§_ e f., i=1m, 3
da ==y - <ep fi> L )

in care <,> simbolizeaza produsul scalar (complex) al vectorilor.
Ecuatiile (1) — (3) pot fi scrise sub forma matriceala dupa cum urmeaza:

ﬁ ZWlSd—MS_l, Sv's—l
do do

A=SMS1, ©)

S (4)

in care Sé[fl*, £, fm] WI[,] este o functie matriceald de doud variabile

matriceale in care se tine seamade coeficientii din (3), si A =diag{Ay,Az,... A} .

Avénd n vedere dificultdtile computationale ridicate de (4), (5), In locul
transformarii de similitudine (5) care diagonalizeaza matricea M , se apeleaza la
transformari de similitudine care transforma matricea M Tntr-o matrice inferior/
superior triunghiulara sau inferior / superior Hessenberg (cu elemente nule peste /
sub prima supra/sub diagonald).

3. Algoritm de continuitate LU

Se are’in vedere transformarea de similitudine:

L=UMU"1, (6)

in care L este o matrice inferior triunghiulara. Ecuatia (4) se inlocuieste cu:
] _ v ()
da

incare X (strict superior triunghiulard) se determind cu ajutorul ecuatiei comutante:

u
UL - xL]= JudMy-1,

da ®

u [ } simbolizeaza anularea elementelor supradiagonale ale unei matrice.

Tn acelasi timp ecuatia (5) se inlocuieste cu (6).
In legaturd cu ecuatia (8) problema esentiala este aceea a solutionarii unei
ecuatii comutante de forma:

“[LX = xL]="[D], ©)
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in care L si D sunt date. Solutia recursiva a ecuatiei (9) are forma:

m i—1
L d;; +Zk:j+1xiklkj =2 ik
Y A —=%;)

In aceste circumstante (7), (10), cu U(0) dat, este o problema de tip Cauchy.

Cu solutia U se poate calcula L, conform ecuatiei (6), pe a carei diagonald
principala apar valorile proprii ale matricei M .

Anexa E. O formula Schur pentru matrice partitionate

Fie M o matrice patratica de ordinul #, cu urmatoarea partitionare:

!
|

M =|--=-- - ==
|
|

in care M, este de ordinul m <n,cu detM;; =0, M,, este de ordinul n—m , si

M,,, M, sunt matrice de dimensiuni adecvate. In aceste conditii are loc

Demonstratia se bazeaza pe calculul determinantilor produselor de matrice:

_ | _ |
My 10 M L0 | My | M,
A M S| ()
MMy MMy Ly My, ! My,
In | M My,
L _
0 | Myp—My My My
in care /,_,, este matricea unitate de ordinul n—m .
Intr-adevar, trecand la determinanti in (2) se obtine:
I, | MM,
det My;'det M = det|—--T-----=——=—-—=-- =1, 3)

|
0 i My —MyMp'M,,

unde /,, este matricea unitate de ordinul m. Dupd calcule elementare, din (3) se
obtine (1).
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Anexa F. Principiul argumentului

Fie G(s)=Q(s)/P(s) o functie rationald in care P(s) si Q(s) sunt doud
polinoame cu coeficienti reali, relativ prime, cu grd P(s) =n, grdQ(s) =m .
Fie y un contur inchis, cu tangenta continud, situat in planul complex C.

G(s) are m,, zerouri si n, poli in interiorul conturului y si m, zerouri si 1, poli

Y

pe conturul y . Numerele M., N, m,,n includ si multiplicitatile corespunzatoare.

Y

Teoremd (Cauchy)

G'(s) . Lo
L%dS—Zn](my—ny)—i—n](my—ny). O (D)
Prin integrare, din (1) se obtine: .
o JO |
[InG(s)]sey=21j(m,—n,)+nj(m,—n,) (2) oo [,y
“. Pls
Pentru G(s) =|G(s)|e/¢5() din (2) se obtine | "\
principiul argumentului: s=jo 4
R=+w}
[arg G(s)],e,= 2n(m,—n.) +n(m,—n,). (3) » z
Folosind conturul Nyquist (v. fig. 1), relatia ,~':
(3) permite evaluarea variatiei totale a argumentului . 4
in functie de numarul de zerouri si de poli ai functiei —joo

G(s) situati in semiplanul {s € C; Res > 0}.
Fie m,=m, si n, Fig. 1. Conturul Nyquist

si respectiv de poli ai lui G(s) situati in {s € C; Res > 0}. Fie m si n, numarul

= n_ numarul de zerouri

de zerouri finite si respectiv de poli finiti in {s € C; Res =0} . Se stie cd G(s) mai
are 1n punctul de la infinit: fie un zero de multiplicitate |m — n| pentru m <n, fie

un pol de aceeasi multiplicitate pentru m > n . Intrucat R = +oo (fig. 1), rezulti ci
punctul de la infinit apartine conturului y . Ca urmare, pe conturul Nyquist are loc

m,—n,=my—ny—(m—n). In aceste circumstante, pentru s = jo si o luand
valori de la —oo la 400 (adicd s €y in fig. 1, dar y parcurs in sens negativ), din

(3) se obtine variatia totald a argumentului pe conturul Nyquist:

+

arg G(jo) gi_gz:Zn(mr—m+)+n(n0—m0)+n(m—n).
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Listadesimboluri si abrevieri

R - multimea numerelor reale M * — conjugata transpusd a matricei M

R —multimea numerelor reale rangM - rangul matricei M
nenegative ImM - imagineamatricei M

Z, — multimea numerelor intregi KerM - nucleul matricei M

i=1n —indicele i iavalorile1,2,...,n dimM - dimensiunea (ordinul)

C - multimea numerelor complexe matricei patratice M

detM — determinantul matricel
patratice M

adjM - adjuncta matricei patratice M

TrM —urma matricei patratice M

diag{X,,...,A ,} —matrice diagonala

C_ — multimea numerelor complexe
cu parte reald negativa
C_ —multimea numerelor complexe

cu parte reald nenegativa
int X — interiorul multimii X

dimX - dimensiunea spatiului X grdA(s) — gradul polinomului A(s)

inf S —infimum al submultimii S p|g - p dividepe g

supS — supremum al submultimii S gradV (x) — vectorul gradient al

@ —suma directa de subspatii functiei scalare V(x)

@ — multimea vida 9 - inceputul unei demonstratii

j= J-1 [0 — sfarsitul unui enunt (exceptie fac
Res — partea reald a lui se C teoremele urmate de demonstratii),
Ims — partea imaginard a lui se C al unei demonstratii, al unei

|s| —modulul lui se C observatii sau al unui exemplu

& —transformarea Laplace directa

£~1 —transformarea Laplace inversa
c.m.m.m.c — cel mai mic multiplu comun
I, — matricea unitate de ordinul n c.m.m.d.c. — cel mai mare divizor comun

MT — transpusamatricei M v. (...) —vez (...)

args — argumentul lui se C

|| = norma entitatii - (vector sau matrice)
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