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P r e f a ţ ă

Cu toate că formalismul riguros al concepţiei sistemice a fost elaborat în
cadrul ştiinţelor exacte, principiile de bază ale acestei noi concepţii au apărut
simultan în mai multe domenii ştiinţifice: teoria circuitelor electrice, electronică,
automatică, biologie, neurofiziologie, psihologie, sociologie, ştiinţe economice etc.

În secolul al XIX-lea, în perioada de avânt a tuturor ştiinţelor, sub influenţa
mecanicii newtoniene, a spiritului laplacean şi ca urmare a complexităţii
fenomenelor, cercetarea ştiinţifică a avut un caracter analitic. S-a obţinut astfel un
volum considerabil de cunoştinţe în toate ştiinţele. Când aceste cunoştinţe au depăşit
un anumit nivel, în câteva domenii ştiinţifice s-a constatat că oricât de abundente ar
fi cunoştinţele asupra unor elemente disparate, acestea nu permit înţelegerea
funcţionării ansamblului pe care elemente îl formează. Ansamblul sau sistemul
posedă proprietăţi noi care nu pot fi puse în evidenţă numai în elementele
componente luate separat.

Un sistem este un complex de elemente în interacţiune. El se evidenţiază prin
structura şi conexiunile sale interne, care constituie o unitate relativ delimitată faţă
de mediu. Comportarea unui sistem depinde nu numai de proprietăţile elementelor
sale ci, mai ales, de interacţiunile dintre ele. Relevant în acest sens este faptul că s-
a ajuns la idei şi concepte similare, simultan şi autonom, în diverse domenii
ştiinţifice. Progresele din aceste domenii au condus la conceptul de sistem, la
formularea legilor care le guvernează şi la descoperirea izomorfismelor dintre
diverse sisteme existente în natură.

Sistemele reale procesează substanţă, energie şi informaţie. Ele sunt conectate
cu mediul prin mărimi cauze sau de intrare şi mărimi efecte sau de ieşire. Între aceste
mărimi există o relaţie cauzală, reprezentabilă abstract printr-un operator de
transfer. Studiul experimental al sistemelor reale implică interacţiunea cu obiectul
analizat şi are, în unele situaţii, aplicabilitate limitată. În mod obişnuit, alături de
procedurile experimentale se folosesc metodele de modelare care permit explicitarea
operatorului de transfer printr-un model matematic.

Un sistem fiind un complex de elemente în interacţiune, urmează că modelul
matematic, ca imagine perfectibilă a sistemului real, este el însuşi un sistem – un
sistem abstract. Sistemele abstracte reprezintă forma cea mai eficientă de cunoaştere
profundă a sistemelor reale. Sistemele abstracte, grupate în clase care le conferă un
anumit grad de generalitate, constituie obiectul de studiu al teoriei matematice a
sistemelor. Diferenţa faţa de disciplinele convenţionale rezidă în gradul de
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abstractizare şi de generalizare: sistemul abstract se referă la caracteristici foarte
generale ale unei mari clase de entităţi, tradiţional tratate de discipline diferite. De
aici rezultă de fapt natura inter- şi multi-disciplinară a teoriei sistemelor.

În acest context disciplina teoria sistemelor constituie rezultatul simbiozei
între matematicile aplicate şi ştiinţa şi ingineria sistemelor. Originile ei se situează
în teoria circuitelor electrice, electronică şi telecomunicaţii, şi în mod special în
automatică.

Această carte are ca scop prezentarea, într-un mod riguros şi inteligibil, a
principalelor rezultate privind descrierea matematică a sistemelor dinamice liniare,
transferul intrare – stare – ieşire, controlabilitatea şi observabilitatea sistemelor
dinamice liniare, stabilitatea şi stabilizarea sistemelor dinamice liniare, stabilitatea
sistemelor automate liniare multivariabile, stabilitatea sistemelor dinamice neliniare
(inclusiv metoda invarianţei de flux), şi conducerea optimală a sistemelor dinamice.
Tratarea este atât sistemic – teoretică, prin abordarea matematică adecvată obţinerii
unor soluţii generale riguroase, cât şi aplicativă, prin exemple diseminate pe
parcursul întregii cărţi.

Conform scopului cărţii problematica este abordată sintetic, tratarea fiind
structurată pe definiţii, teoreme (majoritatea demonstrate), exemple rezolvate şi,
după caz, observaţii. Toate acestea, ca şi relaţiile matematice, sunt numerotate cu
două cifre arabe: prima indică subcapitolul şi a doua numărul de ordine în cadrul
subcapitolului. Trimiterile la alte rezultate din carte se identifică utilizând adecvat şi
colontitlurile (pagini pare – capitole, pagini impare – subcapitole). Semnificaţia
simbolurilor şi abrevierilor utilizate se prezintă în lista aflată la finalul cărţii. Pentru
cursivitatea expunerii, se fac trimiteri bibliografice numai dacă este strict necesar. În
acelaşi timp, lista bibliografică cuprinde o parte generală şi cinci diviziuni pe
domenii: sisteme liniare, sisteme automate liniare multivariabile, sisteme automate
neliniare, metoda invarianţei de flux şi conducerea optimală.

Prin concepţie şi prin paleta problemelor abordate, cartea se adresează
specialiştilor în ingineria sistemelor, automatică, ştiinţa calculatoarelor,
electrotehnică, electronică, în informatica de proces, dar şi în matematici aplicate, în
biologia matematică şi în ştiinţele economice, specialişti care lucrează în învăţământ,
în cercetare, în proiectare şi în industrie. Totodată, cartea deschide studenţilor în
domeniile amintite calea spre cunoştinţe avansate de teoria sistemelor, care fac
posibile sinteze teoretice şi soluţii practice eficiente bazate pe produsele oferite de
ştiinţa şi tehnologia informaţiei.

Iaşi, martie 2008 Mihail Voicu



Capitolul I 
MODELE MATEMATICE ALE  

SISTEMELOR DINAMICE LINIARE 

1. Noţiuni introductive 

1.1. Terminologie şi definiţii  
 a. Sisteme 
 Un sistem este un complex de elemente în interacţiune. El constituie o unitate 
relativ delimitată faţă de mediu, delimitarea fiind evidenţiată de structura şi de 
conexiunile interne. Comportarea unui sistem nu depinde numai de proprietăţile 
elementelor componente, ci, mai ales, de interacţiunile dintre elementele sale.  
 În acest sens, relevant este faptul că s-a ajuns la aceleaşi idei şi concepte, 
simultan şi independent, în diverse domenii ştiinţifice: teoria circuitelor electrice, 
electronică, automatică, dar şi în biologie, neurofiziologie, psihologie, sociologie, 
ştiinţe economice. Progresele din aceste domenii au marcat începutul evoluţiilor 
conceptuale pentru a se ţine seama de sisteme, de legile care le guvernează şi de 
izomorfismele dintre sistemele reale, care pot fi de naturi foarte diferite. 
 Sistemele reale – naturale sau tehnice – sunt studiate în:  

• ştiinţele sistemelor – dedicate sistemelor fizico-chimice, biologice, 
organismice, social-ecologice, socio-culturale şi organizaţionale; 

• ingineria sistemelor – dedicată sistemelor tehnice. 
 În cadrul sistemelor reale cunoaşterea ştiinţifică se bazează pe două 
categorii de metode: metode experimentale şi metode de modelare.  
 Metodele experimentale implică interacţiunea directă cu obiectul de studiu şi 
au, în unele situaţii, aplicabilitate limitată. Se pot face experimente în fizică, 
chimie, biologie, psihologie, inginerie, dar acestea sunt limitate sau imposibile în 
astronomie, economie, sociologie. În general, există sisteme reale pentru care 
anumite experimente nu pot fi realizate. În aceste cazuri, alături de metodele 
experimentale, se folosesc metodele de modelare. Sistemele reale asupra cărora se 
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pot face observaţii experimentale sunt, principial, modelabile. Experimentele care 
nu pot fi realizate cu sistemele reale, pot fi desfăşurate pe modelele acelor sisteme.  
 Sistemele reale procesează substanţă, energie şi informaţie. Ele sunt 
conectate cu mediul ambiant prin două categorii de variabile:  

 mărimile cauze – numite de intrare – notate vectorial prin u , şi 
 mărimile efecte – numite de ieşire – notate vectorial prin y .  

 Între u  şi y , vectori reali definiţi pe mulţimea de timp T , există o relaţie de 
la cauză la efect, simbolizată de operatorul de transfer S . Suportul ei material 
este sistemul considerat, fig. I.1.1. Mulţimea de timp T  este ordonată în sensul că 
timpul evoluează continuu şi uniform din trecut, prin prezent, spre viitor. 

 

Fig. I.1.1. Reprezentarea grafică simbolică a unui sistem 

 b. Modelarea sistemelor 
 Expresia matematică a relaţiei dintre ( )u t  şi ( )y t , simbolizată prin 
operatorul de transfer S , este modelul matematic al sistemului. El este o imagine, 
mai mult sau mai puţin perfectă, a sistemului real. Într-o formă simplă transferul 
intrare – ieşire realizat de sistem se exprimă prin: 

 ( ) ( ),y t u t t= ∈TS , (1.1) 

în care „ ” simbolizează operaţia de transformare prin S a lui u  în y . 
 Modelarea sistemelor se bazează pe construcţia – prin sistematizarea 
observaţiilor, experimente, interpretarea măsurătorilor şi cunoaşterea şi explicitarea 
legilor generale ale naturii – a unei imagini, de regulă idealizate şi esenţializate, a 
fenomenelor din sistemele reale. Această imagine, având o formă perfectibilă şi 
eficient utilizabilă pentru cunoaştere şi în aplicaţii, este modelul matematic. 
 Conform definiţiei noţiunii de sistem, modelul matematic este el însuşi un 
sistem – un sistem abstract – prin care se reprezintă un sistem real. Conceptual, 
noţiunile de sistem real şi de sistem abstract sunt distincte. Ele desemnează entităţi 
distincte. Sistemul abstract este o imagine, mai mult sau mai puţin idealizată şi / 

( )y t  ( )u t  S  
(sistem) 

t ∈T  
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sau simplificată, dar perfectibilă, a sistemului real. Distincţia dintre sistemul real şi 
imaginea sa este ilustrată în fig. I.1.2. În ea se evidenţiază procesul de modelare 
(însoţit de identificarea structurii şi parametrilor) şi, implicit, rolul analistului de 
sisteme. Acesta elaborează modelul (EM), concepe experimente (CE) – când este 
posibil, efectuează experimente (ESR, ESA), validează modelul (VM) pe baza erorii 
(e) dintre rezultatele similare obţinute în ESR, ESA şi repetă procedurile CE, ESR, 
ESA, VM şi EM ori de câte ori este necesar. În acest fel este posibilă perfecţionarea 
sistemului abstract în conformitate cu scopurile modelării matematice: cunoaştere, 
sinteza unor structuri de monitorizare şi / sau de conducere a sistemului real etc. 

 

Fig. I.1.2. Procesul de modelare; S  R  – sistem real, S A –  sistem abstract,  
u – mărime cauză, y R, yA – mărimi efect, e = y R - yA – eroare; EM – elaborarea modelului, 

CE – concepere de experimente, ESR, ESA – experimente, VM – validarea modelului;  
                – prelevare de informaţii,                 –  operaţii de modelare 

 c. Obiectul teoriei sistemelor  
 Sistemele abstracte reprezintă forma cea mai eficientă şi perfectibilă (ori de 
câte ori este necesar şi / sau posibil) de cunoaştere a sistemelor reale. Sistemele 
abstracte, grupate în clase care le conferă un anumit grad de generalitate, constituie 
obiectul de studiu al teoriei sistemelor.  
 Originile teoriei sistemelor se situează în teoria circuitelor electrice, 
electronică şi, mai ales, în automatică. Se poate afirma că automatica, prin viziunea 
intrinsec sistemică, prin factura inter-, trans- şi multidisciplinară şi prin utilizarea 
naturală a instrumentului şi limbajului matematic, este matricea în care s-a 
constituit şi din care a evoluat teoria (matematică a) sistemelor. 

ESACE

VM

AS  

 EM

ESR 

Sisteme:

abstractreal 

u yR yAe

+ _

u
RS  
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 În cadrul teoriei sistemelor, un sistem este un model de natură generală şi 
abstractă, adică o analogie conceptuală între anumite caracteristici universale ale 
faptelor observate. Diferenţa faţa de disciplinele convenţionale rezidă în gradul de 
generalizare şi de abstractizare: sistemul abstract se referă la caracteristici generale 
ale unor clase de entităţi, tradiţional tratate de discipline diferite. De aici rezultă 
natura interdisciplinară a teoriei sistemelor şi aplicabilitatea ei în diverse domenii 
concrete. 

 d. Sisteme continue în timp şi sisteme non-anticipative 

 Definiţia 1.1 
 A. Un sistem se numeşte continuu în timp dacă =T R  sau T  este izomorfă 
cu R  şi variabilele sistemului sunt definite pentru orice t∈T .  
 B. Un sistem se numeşte discret în timp dacă =T Z  sau T  este izomorfă cu 
Z ; raportat la timpul fizic, ca o componentă intrinsecă a realităţii, variabilele 
sistemului sunt definite numai pentru anumite momente ale timpului, de obicei 
echidistante.  
 Sistemele reale (naturale sau tehnice) satisfac principiul non-anticipării care, 
într-o exprimare lapidară, are următoarea formulare: efectul nu anticipează cauza. 
Cu alte cuvinte, pentru orice moment τ∈T  evoluţia ieşirii y  până în momentul τ  
depinde numai de evoluţia intrării u  până în momentul τ .  

 Definiţia 1.2 
 A. Un sistem se numeşte non-anticipativ (satisface principiul non-anticipării) 
dacă evoluţia în trecut şi în prezent a lui y  nu depinde de evoluţia în viitor a lui u . 
În cadrul transferului intrare – ieşire (1.1), principiul non-anticipării are forma: 

 ( ( )) ( ( ( )))u t u tτ τ τ=S S S S S ,  ( )τ τ τ=S S S S S , (1.2) 

în care ,τ τ∈TS , este operatorul de trunchiere temporală. Prin acest operator o 
mărime v  se transformă într-o altă mărime w  după cum urmează: 

 
( ), ,

( ) ( )
0, , , .

v t t
w t v t

t t
τ

τ

τ τ

⎧ ≤⎪⎪⎪= ⎨⎪⎪ > ∈⎪⎩ T�
S  (1.3) 

 B. Un sistem se numeşte anticipativ dacă evoluţia în trecut şi în prezent a lui 
y  depinde de evoluţia în viitor a lui u , respectiv relaţiile (1.2) nu au loc.  
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 Observaţia 1.1  
 Deşi în lumea reală a spaţiului macroscopic sublunar, actualmente cunoscut, 
nu au fost identificate sisteme anticipative, această noţiune este foarte utilă mai cu 
seamă în aplicaţii. De exemplu, ea creează contrastul conceptual necesar pentru 
evaluarea pertinentă a modelelor matematice, care pot fi anticipative sau nu. 
 Evident, este de dorit ca modelul matematic al unui sistem real să fie non-
anticipativ. Această calitate nu este asigurată în mod automat. Explicaţia este că pe 
parcursul modelării matematice a unui sistem real se uzează de simplificări / 
idealizări care nu rămân fără consecinţe sub aspectul non-anticipativităţii 
modelului matematic obţinut. (Pentru alte detalii v. Observaţiile 2.1 şi 4.1.)  

 Observaţia 1.2  
 Există şi situaţii în care, din motive de simplitate a tratării, se lucrează cu 
modele matematice anticipative. Rezultatele care se obţin în astfel de împrejurări 
trebuie interpretate adecvat şi anume în concordanţă cu idealizările / simplificările 
care au condus la respectivele modele matematice.  

1.2. Sisteme dinamice 
 Un sistem dinamic se caracterizează prin aceea că ieşirea ( )y t , în care t ∈T  
este momentul curent, depinde de întreaga evoluţie internă a sistemului, sub 
influenţa intrării u, pe parcursul istoriei sale pe intervalul de timp 0[ , ]t t ⊆T , 

0t t≤ ; 0t  este momentul iniţial, al începerii observaţiei relaţiei dintre u  şi y . În 
acest context, un concept cardinal este starea sistemului, notată vectorial prin x , 
care descrie evoluţia internă (a substanţei, energiei şi informaţiei), pentru 0t t≥ , 
generate de acţiunea intrării 0( ), [ , ]u t tθ θ∈ . Se afirmă că ( )y t  depinde de starea 

( )x t , care se determină pe sine (prin propria sa evoluţie) sub influenţa lui 

0( ), [ , ]u t tθ θ∈ , respectiv de întreaga istorie a evoluţiei stării pe 0[ , ]t t .  

 Definiţia 1.3 
 A. Un sistem se numeşte dinamic dacă transferul intrare – ieşire (1.1) se 
exprimă sub forma:  

 ( )00 0 [ , ] 0( ) ; , , , , ,t tx t t t x u t t x uϕ= ≥ ∈ ∈X U , (1.4) 

 ( )( ) , ( ), ( ) ,y t g t x t u t y= ∈Y , (1.5) 
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în care  
(a) ϕ  este funcţia de tranziţie adică aplicaţia vectorială prin care, în cadrul 

sistemului, are loc tranziţia din starea iniţială 

 0 0( )x x t=   (1.6) 

în starea curentă ( )x t , 0t t≥ , sub acţiunea segmentului de intrare  

{ }0[ , ] 0( ); [ , ]t tu u t tθ θ∈� ;  

(b) g  este aplicaţia vectorială a transformării mărimii de stare curente ( )x t  şi 
mărimii de intrare curente ( )u t  în mărimea de ieşire curentă 0( ),y t t t≥ .  

(c) , ,U X Y  sunt respectiv spaţiul întrărilor, spaţiul stărilor, spaţiul ieşirilor.  
(d) ( )x t  depinde de segmentul de intrare 

0[ , ]t tu , din clasa de funcţii de intrare: 

 { : }Ω ω →T U�� . (1.7) 

Aceasta cuprinde evoluţiile admisibile ale mărimii de intrare u , descrise de: 

 { ( ); , ( ) }u t t u tω ∈ ∈T U� . (1.8) 

 Valoarea în momentul t  a evoluţiei (1.8) se obţine cu  

 ( ) ( )tu t tπ ω ω= � , (1.9) 

în care tπ  este operatorul de extragere a valorii lui ω  în momentul t . 

(e) Funcţia de tranziţie ϕ  are, prin definiţie, următoarele patru proprietăţi: 
10 Orientabilitate. 

00 0 [ , ]( ; , , )t tt t x uϕ  este definită pentru orice 0t t≥ . 

20 Consistenţă. Pentru orice 0t ∈T  şi 0t t=  are loc: 

 
0 00 0 0 [ , ] 0( ; , , )t tt t x u xϕ = . (1.10) 

30 Compozabilitate. Pentru orice 1 2 3, ,t t t ∈T , cu 1 2 3t t t< < , are loc: 

 
1 3 1 2 2 33 1 1 [ , ] 3 2 2 1 1 [ , ] [ , ]( ; , ( ), ) ( ; , ( ; , ( ), ), )t t t t t tt t x t u t t t t x t u uϕ ϕ ϕ= . (1.11) 

40 Cauzalitate. Pentru orice 0 0, ,t t t t∈ ≥T , şi orice 
0 0[ , ] [ , ],t t t tu u Ω∈�  are loc: 

 
0 0[ , ] [ , ]t t t tu u= �    ⇒    

0 00 0 [ , ] 0 0 [ , ]( ; , , ) ( ; , , )t t t tt t x u t t x uϕ ϕ= � . (1.12) 



1. Noţiuni introductive 
 

 13 

 B. Un sistem se numeşte static dacă transferul intrare – ieşire are loc 
instantaneu, în sensul că ( )y t  depinde numai de ( )u t  pentru 0 0, ,t t t t≥ ∈T .  

 Definiţia 1.4 
 A. Un sistem se numeşte finit dimensional dacă , ,U X Y  sunt spaţii liniare 
(vectoriale) finit dimensionale (v. Anexa A).  
 B. Un sistem se numeşte infinit dimensional dacă în sistem există variabile 
infinit dimensionale.  

 În cazul finit dimensional, uzual, , ,m n p= = =U R X R Y R , cu , ,m n p  numere 
naturale. n , numit ordinul sistemului / modelului, este numărul acumulatoarelor de 
substanţă / energie / informaţie, independente şi relevante, conţinute de sistem. 

 Definiţia 1.5 
 Un sistem dinamic de forma (1.4), (1.5) se numeşte neted dacă =T R  (adică 
este continuu), , ,U X Y  sunt spaţii topologice, şi ϕ  are derivata continuă în t  şi 

este continuă în variabilele 0 0, ,t x u .  

 Teorema 1.1 
 Funcţia de tranziţie a unui sistem dinamic neted de forma (1.4), (1.5), în care 

( )u t  este continuă pe porţiuni, şi ,U X  şi Ω  sunt spaţii normate, este soluţia unei 
ecuaţii diferenţiale de forma: 

 ( ) 0, ( ), ( ) ,dx f t x t u t t t
d t
= ≥ . (1.13) 

 D. Topologizarea spaţiilor ,U X  şi Ω  este asigurată respectiv de normele 

definite pe aceste spaţii (v. Anexa A). Fie aplicaţia :tF Ω× × →T X X  definită prin 

 0 0 0 0( , , ) ( ; , , )t
dF t x t t x
dt

ω ϕ ω� ,  (1.14) 

în care intrarea are forma 
0[ , ]t tuω=  şi 0 0( )x x t= . Fie 0t t=  şi fie prin definiţie 

( ) ( )[ , ], ( ), ( ) , ( ),t t tf t x t u t F t x t u� . În această situaţie, din (1.14) se obţine:  

 ( ) ( ) ( )[ , ] [ , ]; , ( ), , ( ), , ( ), ( )t t t t t
d t t x t u F t x t u f t x t u t
d t

ϕ = = . (1.15) 
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 f  este continuă în raport cu , ,t x u  deoarece sistemul dinamic este neted. 

Din (1.15), cu proprietatea de consistenţă ( )[ , ]; , ( ), ( )t tt t x t u x tϕ =  (obţinută din 

(1.10) pentru 0t t= ), rezultă ecuaţia diferenţială (1.13).  
 Prin urmare, sistemele dinamice netede sunt descrise de ecuaţii diferenţiale. 
 Modelul matematic (1.13), (1.5) este un model recursiv deoarece ecuaţia 
diferenţială (1.13), în mod evident, exprimă de fapt numai tendinţa de evoluţie în 
timp a stării ( )x t  (respectiv a sistemului). Spre deosebire de aceasta, modelul 
matematic (1.4), (1.5), în care (1.4) este soluţia ecuaţiei diferenţiale (1.13), este un 
model nerecursiv care explicitează evoluţia în timp a stării ( )x t  a sistemului.  
 În mod obişnuit, procesul de modelare prezentat în fig. I.2, se finalizează, în 
cazul sistemelor dinamice netede, cu modele recursive. Fapt lesne explicabil prin 
aceea că legile generale ale naturii, de care se face uz în procesul de modelare 
matematică, se formulează îndeobşte în termenii tendinţelor de evoluţie în timp ale 
fenomenelor. Urmează că o problemă cardinală este aceea a trecerii de la modelul 
recursiv (1.13), (1.5) la modelul nerecursiv (1.4), (1.5), respectiv a existenţei şi 
unicităţii soluţiei problemei Cauchy constituită din ecuaţia diferenţială (1.13) şi 
condiţia iniţială (1.6). În acest sens un rezultat clasic este următorul. 

 Teorema 1.2 (de existenţă şi unicitate, v. [3]) 
 Dacă pentru orice ( )u t , cunoscut pe 0[ , ]t t ⊆T , f  este continuă, satisface  

condiţiile de mărginire şi respectiv Lipschitz (într-o normă i  definită pe X ): 

 
( ), ( ), ( ) , , ,

( , , ) ( , , ) , , , ,

f t x t u t M t x

f t x u f t x u L x x t x x

⎧⎪ ≤ ∈ ∈⎪⎪⎪⎨⎪⎪ − < − ∈ ∈⎪⎪⎩

T X

T X� � �
 (1.16) 

în care M  şi L  sunt două constante pozitive, atunci există o soluţie unică (1.4) a 
problemei Cauchy (1.13), (1.6).  

1.3. Sisteme dinamice invariante în timp 
 Definiţia 1.6 
 A. Un sistem se numeşte invariant în timp sau constant dacă evoluţia sa este 
invariantă în raport cu translaţiile temporale. În cadrul transferului intrare – ieşire 
(1.1) invarianţa în timp se exprimă prin: 
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 ( ) ( ) ( ( ( )))y t u t u tτ τ−= =D D D DS S S S ,  ( )−τ τ= D DS S S S , (1.17) 

în care ,τ τ∈TS , este operatorul de translaţie temporală. Prin acest operator v  se 

transformă  în w  după cum urmează: ( ) ( ) ( )w t v t v tτ τ= +D �S . 
 B. Un sistem se numeşte variant în timp dacă (1.17) nu are loc.  

 Teorema 1.3 
 Fie un sistem dinamic neted de forma (1.4), (1.5), invariant în timp, în care 

( )u t  este continuă pe porţiuni, şi ,U X  şi Ω  sunt spaţii normate. Funcţia de 
tranziţie este soluţia ecuaţiei diferenţiale (1.13) şi transformarea lui ( )x t  şi ( )u t  în 

( )y t  este descrisă de (1.5), cu f  şi g  independente de t , respectiv: 

 ( ) 0( ), ( ) ,dx f x t u t t t
d t
= ≥ , (1.18) 

 ( )( ), ( )y g x t u t= . (1.19) 

 D. Conform Definiţiei 1.6, pentru orice 0, ,t t τ∈R  are loc: 

 ( ) ( )0 00 0 [ , ] 0 0 [ , ]( ) ; , , ; , ,t t t tx t t t x u t t x u τ ττϕ ϕ τ τ − + += = + + DS . (1.20) 

Întrucât 
0 0[ , ] [ , ]t t t tu uτ ττ− + + =DS , din (1.14) şi (1.20), pentru 0tτ=− , se obţin: 

 ( ) ( )0 00 0 [ , ] 0 0 [ , ], , ; , ,t t t t t
dF t x u t t x u
dt

ϕ= , (1.21) 

 ( ) ( )0 0
0

0 0 [ , ] 0 0 [ , ], , ; , ,t t t t t
t

dF t x u t t x u
dt τ

ϕ τ τ
−=

= + + =  

 ( )00 0 [ , ]; 0, , t t
d t t x u
d t

ϕ= − . (1.22) 

 Pentru 0t t=  rezultă imediat că [ , ]( , ( ), )t t tF t x t u  nu depinde explicit de t  

deoarece din (1.21), (1.22) urmează că are loc: 

 
( ) ( )

( ) ( )
[ , ] [ , ]

[ , ] [ , ]

; , ( ), , ( ),

( ), 0; 0, ( ), .

t t t t t

t t t t t

d t t x t u F t x t u
dt

dF x t u x t u
dt

ϕ

ϕ

= ≡

≡ =
 (1.23) 
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 Se defineşte ( ) ( )[ , ]( ), ( ) ( ),t t tf x t u t F x t u� . Din (1.23) rezultă: 

 ( ) ( ) ( )[ , ] [ , ]; , ( ), ( ), ( ), ( )t t t t t
d t t x t u F x t u f x t u t
d t

ϕ = = . (1.24) 

 f  este continuă în raport cu x  şi u  deoarece sistemul dinamic este neted. 

Din (1.24), cu proprietatea de consistenţă ( )[ , ]; , ( ), ( )t tt t x t u x tϕ =  (obţinută din 

(1.10) pentru 0t t= ), rezultă ecuaţia diferenţială (1.18).  
 Procedând similar pentru (1.5) se obţine ( , , ) ( , )g t x u g x u≡ , respectiv 
ecuaţia (1.19).   

 Exemplul 1.1 
 Schema motorului electric de curent continuu (c.c.) cu dublă comandă (pe 
indus şi pe inductor) este reprezentată în fig. I.1.3. Pentru modelare se consideră 
numai fenomenele electrice, magnetice, mecanice şi interacţiunile corespunzătoare. 
Se face abstracţie de fenomenele termice. Ecuaţiile care descriu sistemul sunt:  

• pe circuitul indusului:  

 1 1 1 1 1u e R x L x= + + � , 

 1 3e c xψ= ; 

• pe circuitul inductorului: 

 2 2 2u R x ψ= + � , 

 2( )h xψ= ; 

• pe partea electro-mecanică: 

 3 3m fJ x m m u= − −� , 

 2 1mm c xψ= , 

 3 3fm c x= . 

 Funcţia h  reprezintă curba de primă magnetizare a circuitului magnetic şi cu 

1,2,3c  s-au notat constantele constructive ale motorului.  

x1 

u1 e

mm mf 

J 
u3

L1 

x3 

u2

ψ 
x2 

sarcină 

indus 
(rotor) 

inductor
(stator) 

R1 
R2

Fig. I.1.3. Schema motorului electric de c.c.;  
u1, u2 – tensiunile de comandă, x1, x2– cureţii 

rotoric şi statoric, e – tensiunea contra-
electromotoare, R 1, L1 – rezistenţa şi inductanţa 

rotorice, R 2 – rezistenţa statorică, x3 – viteza 
unghiulară, u3 – cuplul de sarcină, mm – cuplul 
motor, m f  – cuplul de frecare, J – momentul de 

inerţie al rotorului, ψ – fluxul de excitaţie 
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 Sistemul este de ordinul trei, adică egal cu numărul acumulatoarelor de 
energie conţinute de sistem: două acumulatoare electromagnetice (reprezentate de 
inductanţele 1 2,L L ) şi un acumulator mecanic (reprezentat de momentul de inerţie 

J ). Se alege mărimea de stare formată din variabilele 1 2 3, ,x x x . Mărimea de 

intrare este formată din variabilele externe 1 2 3, ,u u u . Eliminând variabilele 

, , ,m fe m mψ  între ecuaţiile de mai sus şi explicitând rezultatele în raport cu 

derivatele 1 2 3, ,x x x� � � , în final se obţine un sistem de ecuaţii diferenţiale intrare – 

stare de forma (1.13) şi anume: 

 1 1
1 1 2 3 1

1 1 1

1( )
R c

x x h x x u
L L L

=− − +� , 

 2
2 2 2

2 2

1
'( ) '( )
R

x x u
h x h x

=− +� , 

 2 3
3 2 1 3 3

1( )
c c

x f x x x u
J J J

= − −� . 

 La aceste ecuaţii se adaugă ecuaţia ieşirii. De pildă, în cazul reglării turaţiei 
motorului de c.c., de regulă, ieşirea avută în vedere este viteza unghiulară: 

 3y x= .  

1.4. Sisteme dinamice liniare 
 Definiţia 1.7 
 A. Un sistem se numeşte liniar dacă orice combinaţie liniară de mărimi de 
intrare se transformă într-o combinaţie liniară similară de mărimi de ieşire. În 
cadrul transferului intrare – ieşire (1.1), pentru orice iu , cu ( ) ( )i iy t u t= DS , şi 

orice constante ,ic i I∈ ∈\  ( I  – mulţime de indici, finită / numărabilă), are loc: 

 ( )( ) ( ( )) ( )i i i
i i ii I i I i Ic u t c u t c y t∈ ∈ ∈= =∑ ∑ ∑D DS S . (1.25) 

 B. Un sistem se numeşte neliniar dacă (1.25) nu este îndeplinită.  
 Relaţia (1.25) ilustrează binecunoscutul principiu al suprapunerii efectelor.  



Cap. I. Modele matematice ale sistemelor dinamice liniare 
 

 18 

Teorema 1.4 
 Ecuaţiile (1.13), (1.5) ale unui sistem dinamic neted, finit dimensional şi 
liniar au forma: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,n mx t A t x t B t u t t x u= + ∈ ∈ ∈R R R� , (1.26) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), py t C t x t D t u t y= + ∈R , (1.27) 

în care ( ), ( ), ( ), ( )A t B t C t D t  sunt matrice de dimensiuni adecvate.  
 D. Sistemul este neted; uzual =T R . Finitudinea şi liniaritatea (1.25) 
implică faptul că , ,X U Y  sunt spaţii liniare identice / izomorfe respectiv cu 

, ,n m pR R R ; , ,n m p  se stabilesc adecvat în procesul de modelare matematică.  
 Funcţia de tranziţie ϕ  este liniară pe Ω×X . Aceasta înseamnă că pentru  

 
0 00 [ , ]0 [ , ],i i

i t t i t ti I i Ix c x u c u∈ ∈= =∑ ∑ , cu orice 
00 [ , ]( , )i i

t tx u Ω∈ ×X , 

şi orice constante ,ic i I∈ ∈\  ( I  – mulţime de indici, finită / numărabilă), funcţia 

de tranziţie ϕ  (din Definiţia 1.3) are proprietatea:  

 
0 00 00 0[ , ] [ , ]( ; , , ) ( ; , , )i i i i

i i it t t ti I i I i It t c x c u c t t x uϕ ϕ∈ ∈ ∈=∑ ∑ ∑ . 

 În particular, pentru 
0 0 00 0 [ , ] [ , ] [ , ]0, 0t t t t t tx x u u= + = +  se scrie: 

 
0 0 00 0 [ , ] 0 0 [ , ] 0 [ , ]( ; , , ) ( ; , , 0 ) ( ; , 0, )t t t t t tt t x u t t x t t uϕ ϕ ϕ= + . 

 De aici urmează că ϕ  este formată din următoarele două componente:  

• 
00 0 [ , ]( ) ( ; , , 0 )L t tx t t t xϕ=  – componenta de regim liber, determinată de 

cauze interne, respectiv de acumulările explicitate prin starea iniţială 0x ; 

• 
00 [ , ]( ) ( ; , 0, )F t tx t t t uϕ=  – componenta de regim forţat, determinată de 

cauze externe, respectiv de mărimea de intrare u . 
 În continuare, în virtutea liniarităţii şi finitudinii dimensionale se pot scrie: 

 0 0 0 0( ) ( ; , , 0) ( , )Lx t t t x t t xϕ Φ= = , (1.28) 

 
0 00 [ , ] 0 [ , ]( ) ( ; , 0, ) ( , )F t t t tx t t t u t t uϕ Ψ= = , (1.29) 
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în care 0( , )t tΦ  este matricea de tranziţie, determinantă pentru evoluţia în regim 

liber din starea iniţială 0x , şi 0( , )t tΨ  este operatorul de transfer, determinant 

pentru evoluţia în regim forţat sub acţiunea segmentului de intrare 
0[ , ]t tu ; în cazul 

continuu în timp, 0( , )t tΨ  este un operator de integrare (v. Observaţia 1.6). 

 În acelaşi timp 
00 0 [ , ]( ) ( ; , , )t tx t t t x uϕ=  este soluţia unei ecuaţii 

diferenţiale de forma (1.13) în care ( , , )f t x u  are semnificaţia evidenţiată în cadrul 
demonstraţiei Teoremei 1.1. Liniaritatea funcţiei ϕ  implică şi liniaritatea funcţiei 
f  astfel că se poate scrie: 

 ( , , ) ( ) ( )f t x u A t x B t u≡ + , 

ceea ce conduce la ecuaţia (1.26) cu ( ), ( )A t B t  matrice de dimensiuni adecvate. 
 Condiţia de liniaritate (1.25) include şi ecuaţia (1.5). Ca urmare, 

 ( , , ) ( ) ( )y g t x u C t x D t u= ≡ + , 

din care rezultă ecuaţia (1.27) cu ( ), ( )C t D t  matrice de dimensiuni adecvate.  
 Explicit, vectorii şi matricele din ecuaţiile (1.26), (1.27) au formele: 

 
1 1 1

, ,
n m p

x u y
x u y

x u y

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
# # # , (1.30) 

 
11 1 11 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) , ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n m

n nn n nm

a t a t b t b t
A t B t

a t a t b t b t

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

" "
# # # #

" "
, (1.31) 

 
11 1 11 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) , ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n m

p pn p pm

c t c t d t d t
C t D t

c t c t d t d t

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

" "
# # # #

" "
. (1.32) 

 Aceste matrice se numesc respectiv: matricea (de evoluţie a) sistemului, 
matricea intrării, matricea ieşirii, şi matricea conexiunii directe intrare – ieşire. 
 Problema trecerii de la modelul recursiv (1.26), (1.27) la modelul nerecursiv 
(1.4), (1.5) se rezolvă arătând că soluţia unică a problemei Cauchy (1.26), (1.6) este 
o funcţie de tranziţie. Se soluţionează această problemă în cadrul următoarelor 
rezultate: Teoremele 1.5 – 1.8 şi Observaţiile 1.3 – 1.5.  
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 a. Matricea fundamentală şi matricea de tranziţie 
 Corespunzător ecuaţiei (1.26) se consideră mai întâi ecuaţia omogenă: 

 ( )x A t x=�  (1.33) 

pentru care se utilizează următoarele două rezultate din teoria ecuaţiilor 
diferenţiale. 

 Teorema 1.5 (de existenţă şi unicitate, v. [3]) 
 Dacă ( )A t  este continuă pentru 0t ≥ , atunci pentru problema Cauchy 

(1.33), (1.6) cu momentul iniţial 0 0t =  şi starea iniţială (0)x  există soluţia unică:  

 ( ) ( ) (0), 0x t X t x t= ≥ , (1.34) 

în care ( )X t  este matricea fundamentală a ecuaţiei (1.33). ( )X t  este nesingulară, 

cu 0
Tr ( )

det ( ) 0
t

A d
X t e

θ θ
= ≠∫  ( Tr  – urma matricei). Ea este soluţia unică a ecuaţiei: 

 ( ) ( ) ( ), 0X t A t X t t= ≥� , (1.35) 

cu condiţia iniţială: 

 (0) nX I= , (1.36) 

în care nI  este matricea unitate de ordinul n .  

 Teorema 1.6 (seria Peano – Baker, v. [57]) 
 Şirul de matrice 

 0 10
, ( ) ( ) ( ) , 0, 1,2,3,...

t
n k n kX I X t I A X d t kθ θ θ−= = + ≥ =∫ , 

converge uniform pe intervalul [0, ]t  şi limita este matricea fundamentală ( )X t .  
 Folosind acest rezultat se poate calcula aproximativ ( )X t . Pentru ( )A t  
derivabilă, este posibil şi calculul exact al matricei ( )X t , [113]. 
 Utilizând soluţia (1.34), este uşor de verificat că, pentru orice alt moment 
iniţial 0t , soluţia unică a problemei Cauchy (1.33), (1.6) are forma: 

 1
0 0 0 0( ) ( ) ( ) , ; ,x t X t X t x t t t t−= ≥ ∈R . (1.37) 

 În legătură cu această soluţie se va demonstra următorul rezultat. 



1. Noţiuni introductive 
 

 21 

 Teorema 1.7 
 Soluţia (1.37) a ecuaţiei omogene (1.33) este funcţia de tranziţie a unui 
sistem dinamic neted, finit dimensional şi liniar, iar 1

0 0( ) ( ),X t X t t t− ≥ , este 

matricea de tranziţie corespunzătoare. 
 D. Pentru a arăta că 

 1
0 0 0 0 0( ) ( ; , , 0) ( ) ( ) ,x t t t x X t X t x t tϕ −= ≡ ≥ , (1.38) 

este funcţie de tranziţie, se verifică cele patru proprietăţi din Definiţia 1.3 şi anume: 
(i) Orientabilitatea. 0 0( ; , , 0)t t xϕ  este definită pentru orice 0t t≥ . 

(ii) Consistenţa. Pentru orice 0t ∈R  şi 0t t=  are loc: 

 0 0 0 0( ; , , 0)t t x xϕ = ,  1
0 0 0 0( ) ( )X t X t x x− = . 

(iii) Compozabilitatea. Pentru orice 1 2 3, ,t t t ∈R , cu 1 2 3t t t< < , au loc: 

 3 1 1 3 2 2 1 1( ; , ( ), 0) ( ; , ( ; , ( ), 0), 0)t t x t t t t t x tϕ ϕ ϕ= , 

 1 1 1
3 1 1 3 2 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( ) ( )]X t X t x t X t X t X t X t x t− − −= . 

(iv) Cauzalitatea. Este evidentă în cazul particular 
0 0 0[ , ] [ , ] [ , ]0 0t t t t t tu u≡ ≡ ≡ . 

 ϕ  are derivata continuă în t , este continuă în variabilele 0 0,t x  şi este 

liniară în raport cu 0x . În plus, din (1.37) şi (1.28) rezultă şi matricea de tranziţie: 

 1
0 0 0( , ) ( ) ( ),t t X t X t t tΦ −= ≥ .  (1.39) 

 Observaţia 1.3 
 Folosind (1.39) se demonstrează imediat că matricea de tranziţie 0( , )t tΦ  

are ea însăşi proprietăţile (i) – (iii) din enumerarea de mai sus şi anume: 
 (i) Orientabilitatea. 0( , )t tΦ  este definită pentru 0t t≥ .  

 (ii) Consistenţa. 1
0 0 0 0 0( , ) ( ) ( ) , 0nt t X t X t I tΦ −= = ≥ . (1.40) 

 (iii) Compozabilitatea. Pentru orice 1 2 3, ,t t t ∈R , cu 1 2 3t t t< < , are loc: 

 1 1 1
3 1 3 2 2 1 3 1 3 2 2 1( , ) ( , ) ( , ), ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t t X t X t X t X t X t X tΦ Φ Φ − − −= = .  (1.41) 
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 Observaţia 1.4 
 Similar cu (1.35), matricea de tranziţie este soluţia ecuaţiei diferenţiale: 

 0 0 0( , ) ( ) ( , ),t t A t t t t tΦ Φ= ≥ , (1.42) 

cu condiţia iniţială (1.40). Ecuaţia (1.42) rezultă din ecuaţia (1.35) prin înmulţire la 
dreapta cu 1

0( )X t−  după care se ţine seama de egalitatea (1.39).  

 Relaţia (1.42) explicitează totodată regula de derivare a matricei 0( , )t tΦ .  

 Observaţia 1.5 
 Din (1.39) se obţine imediat regula de inversare a matricei de tranziţie: 

 1
0 0( , ) ( , )t t t tΦ Φ− ≡ .  (1.43) 

 b. Soluţia ecuaţiei neomogene intrare – stare 
 Următoarea teoremă se va referi la faptul că soluţia problemei Cauchy 
(1.26), (1.6) este o funcţie de tranziţie. Ţinând seama de liniaritatea ecuaţiei 
diferenţiale (1.26) rezultă că soluţia are forma:  

 ( ) ( ) ( )om partx t x t x t= + , (1.44) 

 0 0 0( ) ( , ) ( ),omx t t t x t t tΦ= ≥ , (1.45) 

 0 0( ) ( , ) ( ),partx t t t z t t tΦ= ≥ ; (1.46) 

• ( )omx t  este soluţia ecuaţiei omogene (1.33) (ecuaţia (1.26) cu ( ) 0u t ≡ );  

• ( )partx t  este soluţia particulară a ecuaţiei (1.26), cu 0 0x = ; (1.46) este de 

forma (1.45), dar 0( )x t  s-a înlocuit cu ( )z t  (metoda variaţiei constantelor).  

Necunoscuta ( )z t  se determină astfel ca ( )partx t  să satisfacă ecuaţia (1.26):  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )part partx t A t x t B t u t= + . (1.47) 

 Înlocuind (1.46) în (1.47) şi ţinând seama de (1.42) şi (1.43), din (1.47) şi 
apoi din (1.46) cu (1.41) se obţin succesiv: 

 0( , ) ( ) ( ) ( )t t z t B t u tΦ = , 

 
0

1
0 0( ) ( , ) ( ) ( ) ,

t

t
z t t B u d t tΦ θ θ θ θ−= ≥∫ , 
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0

0( ) ( , ) ( ) ( ) ,part
t

t
x t t B u d t tΦ θ θ θ θ= ≥∫ . (1.48) 

 La obţinerea acestui rezultat, conform egalităţii (1.39), s-a ţinut seama de 

 1 1 1
0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )t t t t t t X t X t X t X tΦ Φ θ Φ Φ θ θ Φ θ− − −= = = . 

 În aceste circumstanţe, conform cu (1.44) – (1.48), soluţia unică a problemei 
Cauchy (1.26), (1.6) are expresia: 

 
0

0 0 0( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ,
t

t
x t t t x t t B u d t tΦ Φ θ θ θ θ= + ≥∫ . (1.49) 

 Transferul intrare – ieşire, reprezentat de operatorul de transfer S  (v. (1.1)), 
se obţine acum din (1.49) şi (1.27): 

 
0

0 0 0( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ),
t

t
y t C t t t x t C t t B u d D t u t t tΦ Φ θ θ θ θ= + + ≥∫ .(1.50) 

 Teorema 1.8 
 Soluţia (1.49) a ecuaţiei neomogene (1.26) este funcţia de tranziţie a unui 
sistem dinamic neted, finit dimensional şi liniar. 
 D. Se va arăta mai întâi că soluţia (1.49) a ecuaţiei (1.26), respectiv: 

 
0 0

0 0 [ , ] 0 0 0( ) ( ; , , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ,t t
t

t
x t t t x u t t x t t B u d t tϕ Φ Φ θ θ θ θ= ≡ + ≥∫ , (1.51) 

este funcţie de tranziţie. Se verifică proprietăţile (e) din Definiţia 1.3 şi anume: 
(i) Orientabilitatea. 

00 0 [ , ]( ; , , )t tt t x uϕ  este definită pentru orice 0t t≥ . 

(ii) Consistenţa. Pentru orice 0t ∈R  şi 0t t=  are loc: 

 0

0 0 0
0 0 0 [ , ] 0 0 0 0 0 0( ; , , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( )t t

t

t
t t x u t t x t t B u d x t xϕ Φ Φ θ θ θ θ= + = =∫ . 

(iii) Compozabilitatea. Pentru orice 1 2 3, ,t t t ∈R , cu 1 2 3t t t< < , are loc: 

 3

1 3 1
3 1 1 [ , ] 3 1 1 3( ; , ( ), ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )t t

t
t

t t x t u t t x t t B u dϕ Φ Φ θ θ θ θ= + =∫  

 2

1
3 2 2 1 1 3 2 2( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( )

t
tt t t t x t t t t B u dΦ Φ Φ Φ θ θ θ θ= + +∫  

 3 2

2 1
3 3 2 2 1 1 2( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )

t t
t tt B u d t t t t x t t B u dΦ θ θ θ θ Φ Φ Φ θ θ θ θ

⎛ ⎞⎟⎜+ = + +⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∫ ∫  
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 3

1 2 2 32
3 3 2 2 1 1 [ , ] [ , ]( , ) ( ) ( ) ( ; , ( ; , ( ), ), )t t t t

t
t

t B u d t t t t x t u uΦ θ θ θ θ ϕ ϕ+ =∫ . 

(iv) Cauzalitatea. Pentru orice 0,t t ∈R  şi orice 
0 0[ , ] [ , ],t t t tu u Ω∈� , egalitatea 

0 0[ , ] [ , ]t t t tu u= �  implică: 

 
0

0

0

0

0 0 [ , ] 0 0

0 0 0 0 [ , ]

( ; , , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ; , , ).

t t

t t

t
t

t
t

t t x u t t x t t B u d

t t x t t B u d t t x u

ϕ Φ Φ θ θ θ θ

Φ Φ θ θ θ θ ϕ

= + =

= + =

∫

∫ � �
 

 ϕ  dat de (1.51) are derivata continuă în t  şi este continuă în 0 0, ,t x u .  
 ϕ  dat de (1.51) este liniară în raport cu 0,x u . Într-adevăr, pentru  

 
0 00 [ , ]0 [ , ],i i

i t t i t ti I i Ix c x u c u∈ ∈= =∑ ∑ , orice 
00 [ , ]( , )i i

t tx u Ω∈ ×X , 

şi orice constante ,ic i I∈ ∈R  ( I  – mulţime finită / numărabilă de indici), are loc:  

 

0

0

0

0

0

0 0 [ , ]

0 0 [ , ]

0 0

0 0 [ , ]

( ; , , )

( , ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) ( ) ( )

( ; , , ).

i i
i i t ti I i I

i i
i i t ti I i I

i i
ii I

i i
i t ti I

t
t

t
t

t t c x c u

t t c x t B c u d

c t t x t B u d

c t t x u

ϕ

Φ Φ θ θ θ

Φ Φ θ θ θ θ

ϕ

∈ ∈

∈ ∈

∈

∈

=

= + =

⎡ ⎤
= + =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
=

∑ ∑
∑ ∑∫

∑ ∫
∑ ,

 

 Evaluând acum în ansamblu Teoremele 1.4 – 1.8 se ajunge uşor la concluzia 
că rezultatele pe care le conţin pot fi reunite în cadrul enunţului următor. 

 Teorema 1.9 
 O condiţie necesară şi suficientă ca sistemul dinamic neted, finit dimensional 
(1.4), (1.5) să fie liniar este ca să fie descris de ecuaţii intrare – stare – ieşire de 
forma (1.26), (1.27).  

 Observaţia 1.6 
 În virtutea acestui rezultat se observă că (1.45) – soluţia ecuaţiei omogene – 
coincide cu componenta de regim liber (1.28), şi soluţia particulară (1.48) 
coincide cu componenta de regim forţat (1.29). Totodată, rezultă cu claritate că 
operatorul de transfer 0( , )t tΨ  din (1.29) are forma integralei din (1.48).  



1. Noţiuni introductive 
 

 25 

1.5. Sisteme dinamice liniare invariante în timp 
 Teorema 1.10 
 O condiţie necesară ca sistemul dinamic neted, finit dimensional şi liniar 
(1.26), (1.27) să fie invariant în timp (constant) este ca să aibă forma: 

 ( ) ( ) ( ), , ,n mx t A x t Bu t t x u= + ∈ ∈ ∈R R R� , (1.52) 

 ( ) ( ) ( ), py t C x t Du t y= + ∈R , (1.53) 

în care matricele , , ,A B C D  sunt invariante în timp (constante). 

 D. Pentru 
0[ , ] 0t tu ≡  funcţia de tranziţie (1.51) se reduce la componenta de 

regim liber (1.28), identică cu soluţia ecuaţiei omogene (1.33) (v. Observaţia 1.6): 

 0 0 0 0 0( ) ( ; , , 0) ( , ) ,x t t t x t t x t tϕ Φ= = ≥ . (1.54) 

 Sistemul fiind invariant în timp, pentru orice 0, ,t t τ∈R  şi orice 0
nx ∈R , 

conform Definiţiei 1.6, ϕ  şi Φ  din (1.54) satisfac relaţiile: 

 

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0

( ) ( ; , , 0) ( ; , , 0), , ;

( ) ( , ) ( , ) , , ;

( , ) ( , ), .

n

n

x t t t x t t x t t x

x t t t x t t x t t x

t t t t t t

ϕ ϕ τ τ

Φ Φ τ τ

Φ Φ τ τ

= = + + ≥ ∀ ∈

= = + + ≥ ∀ ∈

= + + ≥

\

\  

 Pentru 0tτ=  din acestea se obţin: 

 0 0 0( , ) ( , 0),t t t t t tΦ Φ= − ≥ , (1.55) 

 0 0 0( ) ( , 0) ,x t t t x t tΦ= − ≥ . (1.56) 

 Relaţia (1.56) pune în evidenţă soluţia ecuaţiei omogene (1.33), adică 

 0 0( , 0)d x d t t x
d t d t

Φ= − . (1.57) 

 Pentru 0t t= , comparând (1.57) cu (1.33), rezultă: 

 
0

0( ) ( , 0) constant,
t t

dA t t t A t
d t

Φ
=

= − ≡ = ∈R . (1.58) 
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 Pentru 0 0x =  funcţia de tranziţie (1.51) se reduce la componenta de regim 

forţat (1.29), identică cu soluţia particulară (1.48) (v. şi Observaţia 1.6):  

 
0 0

0 [ , ] 0( ) ( ; , 0, ) ( , 0) ( ) ( ) ,t t
t

tx t t t u t B u d t tϕ Φ θ θ θ θ= = − ≥∫ , (1.59) 

în care s-a ţinut seama de (1.55). 
 Sistemul fiind invariant în timp, pentru orice 0, ,t t τ∈R  şi orice segment 

0[ , ]t tu Ω∈  – translat adecvat, conform Definiţiei 1.6, funcţia (1.59) satisface: 

 
0 0

0 0

0 [ , ] 0 [ , ]

0

( ) ( ; , 0, ) ( ; , 0, );

( ) ( , 0) ( ) ( ) ( , 0) ( ) ( ) , .

t t t t

t t
t t

x t t t u t t u

x t t B u d t B u d t t

τ τ

τ

τ

τ

ϕ ϕ τ τ

Φ θ θ θ θ Φ θ τ θ θ τ θ

− + +

+

+

= = + +

= − = − + − ≥∫ ∫

DS
 

 Făcând în integrala din membrul doi schimbarea θ τ θ− → , se continuă cu: 

 
0 0

( , 0) ( ) ( ) ( , 0) ( ) ( )
t t

t tt B u d t B u dΦ θ θ θ θ Φ θ θ τ θ θ− = − +∫ ∫ , 

 [ ]
0

0( , 0) ( ) ( ) ( ) 0,
t

t t B B u d t tΦ θ θ θ τ θ θ− − + = ≥∫ . (1.60) 

 Cu 0( , 0) 0, ( ) 0, [ , ]t u t tΦ θ θ θ− ≡/ ≡/ ∈ ⊆R , conform teoremei Titchmarsh, 

[78], privind anularea produsului de convoluţie, din (1.60) rezultă că 

 0( ) ( ), [ , ] ,B B t tθ θ τ θ τ= + ∈ ⊆ ∈R R .  

 Pentru ,t tθ τ= =− , din relaţia precedentă se obţine: 

 ( ) (0) constant,B t B B t= ≡ = ∈R . (1.61) 

 În fine, invarianţa în timp (Definiţia 1.6), aplicată ecuaţiei ieşirii (1.27) 
implică în mod evident: 

 ( ) constant,C t C t≡ = ∈R , (1.62) 

 ( ) constant,D t D t≡ = ∈R .  (1.63) 

 a. Matricea fundamentală şi matricea de tranziţie 

 Se va arăta că Teorema 1.10 este şi o condiţie suficientă. În acest scop se dau 
următoarele rezultate pregătitoare: Teoremele 1.11 – 1.15 şi Observaţiile 1.7 – 1.8. 
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 Teorema 1.11 
 Matricea fundamentală a ecuaţiei (1.52) se exprimă sub forma: 

 ( ) , 0AtX t e t= ≥ . (1.64) 

 D. Conforma Teoremei 1.5, pentru constantA= , ( )X t  se obţine din:  

 Tr( ) ( ), 0, (0) , cu det ( ) 0t A
nX t A X t t X I X t e= ≥ = = ≠� . (1.65) 

 Se caută o soluţie exprimată prin seria de puteri (v. Teorema 1.6): 

 0( ) k
kkX t X t∞

==∑ , (1.66) 

în care , 0,1,2,...kX k = , sunt matrice necunoscute. Ele se determină din (1.65) 
prin derivări succesive, pentru 0t = . Se scrie: 

 
( )

2 31 1 1(0) , (0) , (0) , (0) ,...., (0) ,....
2! 3! !

k
k

nX I X A X A X A X A
k

= = = = =� �� ���  . 

Cu acestea şi cu derivatele seriei (1.66), calculate pentru 0t = , se obţine: 

 0
1( )
!

k k At
kX t A t e

k
∞
==∑ � . (1.67) 

 Exponenţiala matriceală Ate  este notaţia pentru suma seriei de puteri (1.67). 

Notaţia o extinde natural pe cea a exponenţialei scalare: 0
1
!

at k k
ke a t

k
∞
==∑ .  

 Observaţia 1.7 
 Din (1.67), prin înmulţire cu A  la stânga şi la dreapta, se obţine: 

 , ( ) ( )At AtAe e A A X t X t A≡ ≡ .  (1.68) 

Din (1.65), (1.68) se obţine regula de derivare a exponenţialei matriceale Ate :  

 , ( ) ( ) ( )A t A t A td e Ae e A X t A X t X t A
d t

= ≡ = ≡� .  (1.69) 

 Teorema 1.12 
 Inversa matricei fundamentale (1.64) are expresia.:  

 0
1( ) ( )
!

k k A t
kX t A t e

k
∞ −
== −∑� � . (1.70) 
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 D. Cu (1.69) şi (1.70) (derivată după regula (1.69)), se scrie succesiv: 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d X t X t X t X t X t X t A X t X t X t AX t
d t

= + = + − =��� � � � �  

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0 ( ) ( ) nA X t X t A X t X t X t X t I= − = ⇒ =� � � .  

 Rezultatul final s-a obţinut prin integrare, iar constanta din membrul drept s-
a determinat din condiţiile iniţiale (0) , (0)n nX I X I= =� . Prin urmare: 

 1( ) AtX t e− −≡ .  (1.71) 

 Observaţia 1.7 şi Teorema 1.12 pun în evidenţă similitudinea cu regulile de 
derivare şi de inversare a exponenţialei scalare ate , fapt care confirmă consistenţa 
notaţiei adoptate pentru seria de puteri (1.67). 
 Fie ecuaţia omogenă corespunzătoare ecuaţiei (1.52): 

 0,x A x t t= ≥� . (1.72) 

 Se ştie că soluţia problemei Cauchy (1.72), (1.6) are forma (1.45).  
 Pentru explicitarea matricei de tranziţie 0( , )t tΦ  se va utiliza următorul 

rezultat din analiza matriceală, [25], [26].  

 Teorema 1.13 
 Fie ,E F  oricare două matrice pătratice de acelaşi ordin. Egalitatea  

 ( )Et F t E F te e e +=   (1.73) 

are loc dacă şi numai dacă E F F E= .  

 Teorema 1.14 
 Matricea de tranziţie a sistemului (1.52) are expresia:  

 0 0( ) ( )Tr
0 0 0 0( , ) ( , 0) , ; det ( , 0) 0A t t t t At t t t e t t t t eΦ Φ Φ− −≡ − = ≥ − = ≠ . (1.74) 

 Ea este soluţia ecuaţiei diferenţiale: 

 0 0 0 0( , 0) ( , 0), ; (0, 0)t t A t t t t IΦ Φ Φ− = − ≥ =� , (1.75) 

şi are proprietatea de comutativitate: 
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 0 0( ) ( )
0 0 0, ( , 0) ( , 0) ,A t t A t tAe e A A t t t t A t tΦ Φ− −≡ − ≡ − ≥ . (1.76) 

Cu ajutorul acesteia se obţine următoarea soluţie a ecuaţiei omogene (1.72): 

 0( )
0 0( ) ,A t tx t e x t t−= ≥ . (1.77) 

 D. Conform cu (1.39), (1.64), (1.71), (1.73) matricea de tranziţie are forma: 

 0 0( )
0 0 0( , ) ( , 0),At At A t tt t e e e t t t tΦ Φ− −= = ≡ − ≥ .  

 Ecuaţia (1.75) (care furnizează şi regula de derivare), proprietatea (1.76), şi 
soluţia (1.77) se obţin imediat din (1.65), (1.68) şi respectiv (1.45).  

 Observaţia 1.8 
 Matricea de tranziţie 0( , 0)t tΦ −  (v. (1.74)) are proprietăţile precizate în 

Observaţia 1.3 şi anume: 
 (i) Orientabilitatea. 0( )

0 0( , ) ( ) A t tt t t t eΦ Φ −= − =  este definită pentru 0t t≥ .  

 (ii) Consistenţa. Din (1.74) pentru 0t t=  rezultă: 

 0
0 0 0 0( , ) ( , 0) (0, 0) A

nt t t t e IΦ Φ Φ= − = = = , (1.78) 

care asigură consistenţa soluţiei (1.77) pentru 0t t= . 

 (iii) Compozabilitatea. Pentru orice 1 2 3, ,t t t ∈R , cu 1 2 3t t t< < , au loc: 

 3 1 3 2 2 1( ) ( ) ( )
3 1 3 2 2 1( ,0) ( ,0) ( ,0), A t t A t t A t tt t t t t t e e eΦ Φ Φ − − −− = − − = . (1.79) 

 Pentru soluţia (1.77) a ecuaţiei omogene (1.72), relaţia (1.79) are următoarea 
semnificaţie: soluţia  

 3 3 2 1 3 1( ) ( , 0) ( ),x t t t x t t tΦ= − ≥ ,  

este compozabilă, în mod unic, din soluţiile: 

 3 3 2 2 3 2( ) ( , 0) ( ),x t t t x t t tΦ= − ≥  şi 2 2 1 1 2 1( ) ( ,0) ( ),x t t t x t t tΦ= − ≥ .  

 b. Soluţia ecuaţiei neomogene intrare – stare 
 Ţinând seama de (1.49) şi (1.74), soluţia problemei Cauchy (1.52), (1.6), 
care, totodată este funcţia de tranziţie a sistemului (1.52), (1.53), are expresia:  

 0
0 0

( ) ( )
0 0 [ , ] 0 0( ) ( ; , , ) ( ) ( ) ,A t t A t

t t
t

tx t t t x u e x t e Bu d t tθϕ θ θ− −= ≡ + ≥∫ . (1.80) 
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 Teorema 1.15 
 O condiţie suficientă ca sistemul dinamic neted, finit dimensional şi liniar 
(1.26), (1.27) să fie invariant în timp este ca să aibă forma (1.52), (1.53). 
 D. Soluţia (1.80) fiind o funcţie de tranziţie (rezultă din Teorema 1.8), 
rămâne de demonstrat că ea este invariantă în timp (v. Definiţia 1.6). Într-adevăr, 
pentru orice 0, ,t t τ∈R , orice 0

nx ∈R  şi orice 
0[ , ]t tu Ω∈ , (1.80) satisface: 

 
0 00 0 [ , ] 0 0 [ , ]( ; , , ) ( ; , , )t t t tt t x u t t x u τ τϕ ϕ τ τ − −= + + , 

 0 0

0 0

( ) ( )( ) ( )
0 0( ) ( )A t t A t tA t A tt t

t t
e x e Bu d e x e Bu dτ τθ τ θ

τ

τ
θ θ θ τ θ− + − −− + −

+

+
+ = + −∫ ∫ . 

 Reducând termenii asemenea şi făcând în membrul doi schimbarea de 
variabilă θ τ θ− →  se ajunge la o egalitate evidentă. 
 Demonstraţia se finalizează ţinând seama de faptul evident că (1.53) este 
invariantă în timp în sensul Definiţiei 1.6. Prin urmare, ,C D sunt constante.  
 Evaluând acum în ansamblu Teoremele 1.9 – 1.15 se ajunge uşor la 
concluzia că rezultatele pe care le conţin pot fi reunite în cadrul enunţului următor. 

 Teorema 1.16 
 O condiţie necesară şi suficientă ca sistemul dinamic neted, finit dimensional 
şi liniar (1.26), (1.27) să fie invariant în timp este ca să fie descris de ecuaţii intrare 
– stare – ieşire de forma (1.52), (1.53).  

 Transferul intrare – ieşire, reprezentat de operatorul de transfer S  (v. (1.1)) 
şi ecuaţiile (1.52) şi (1.53), se obţine acum din (1.80) şi (1.53): 

 0

0

( ) ( )
0 0( ) ( ) ( ) ( ),A t t A tt

ty t C e x t C e Bu d Du t t tθ θ θ− −= + + ≥∫ . (1.81) 

 De notat că sistemele cu parametrii constanţii (1.52), (1.53) se numesc şi 
sisteme dinamice liniare constante (v. Definiţia 1.6), motivul fiind, evident, faptul 
că elementele matricelor , , ,A B C D  (i. e. parametrii sistemului) sunt constante. 

 c. Ecuaţiile liniarizate ale unui sistem dinamic neliniar, neted, finit  
 dimensional şi invariant în timp 
 Fie sistemul neliniar descris de ecuaţiile (1.18), (1.19) şi fie vectorii 
constanţi , ,m n pu x y∈ ∈ ∈\ \ \  care definesc un regim staţionar caracterizat de  

 0, ( , ) 0x f x u= =� , (1.82) 
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 ( , )y g x u= . (1.83) 

 Există situaţii în care sistemul evoluează, prin mici variaţii ale mărimilor 
, ,u x y , în jurul regimului staţionar definit prin vectorii constanţi , ,u x y . În acest 

caz, pentru simplificarea tratării – dar fără a depăşi limitele unor erori admisibile 
de modelare, modelul (1.18), (1.19) se poate liniariza folosind formula Taylor de 
ordinul întâi. În ipoteza că funcţiile vectoriale ,f g  admit derivate de ordinul doi 
continue, conform formulei Taylor se scrie: 

 
N1

0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )x u
x

f x u f x u f x u x x f x u u u F v
≈= =

= + − + − +
�

���	��
 , (1.84) 

 N1

0

( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )x u
y

g x u g x u g x u x x g x u u u G v
= ≈

= + − + − +���	��
 , (1.85) 

în care, pentru primii termeni din membrul doi, s-a ţinut seama de (1.82) şi (1.83).  
 În formulele (1.84) şi (1.85), matricele constante  

 ( , )xf x u A� , ( , )uf x u B� ,  (1.86) 

 ( , )xg x u C� , ( , )ug x u D�  (1.87) 

sunt derivatele de ordinul întâi (matricele jacobiene) în raport cu vectorii x  şi 
respectiv u , ale funcţiilor vectoriale f  şi respectiv g , calculate pentru regimul 
staţionar considerat, reprezentat de x  şi u . Totodată, 1( )F v  şi 1( )G v  sunt resturile 

de ordinul întâi, în care [ ]T T Tv x u�  este vectorul constituit din x  şi u . Aceste 
resturi pot fi estimate. Ele sunt neglijabile (aşa cum se subliniază în formulele 
(1.84) şi (1.85)) pentru micile variaţii ale mărimilor ,u x , respectiv în jurul 
valorilor staţionare ,u x , în conformitate cu proprietăţile: 

 1
2

( )
lim 0v v

F v

v v
→ =

−
,  1

2

( )
lim 0v v

G v

v v
→ =

−
, în care [ ]T T Tv x u� . 

 Se notează cu: 

 u u u= −� , x x x= −� , y y y= −�  (1.88) 

micile variaţii ale mărimilor , ,u x y  respectiv în jurul valorilor , ,u x y . 
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 În aceste circumstanţe, înlocuind adecvat (1.86) – (1.88) în (1.84), (1.85) şi 
apoi introducând adecvat rezultatele în (1.18), (1.19), cu (1.88), se obţine următorul 
sistem dinamic neted, finit dimensional, invariant în timp şi liniar: 

 0,x A x B u t t= + ≥�� � � , (1.89) 

 y C x Du= +� � � . (1.90) 

 Acesta reprezintă acceptabil sistemul (1.18), (1.19) numai atâta timp cât 
erorile de aproximare, adică resturile de ordinul întâi satisfac condiţiile: 

 1 1( ) , ( )F GF v G vε ε≤ ≤ , (1.91) 

în care ,F Gε ε  sunt erorile admisibile corespunzătoare. Evident, din (1.91) 
urmează să se determine limitele admisibile ale micilor variaţii , ,u x y� � � . 

1.6. Reprezentări prin modele liniare invariante în timp 
 O problemă importantă care trebuie să se rezolve în analiza unui sistem este 
aceea a elaborării unui model matematic adecvat atât teoretic cât şi practic, până la 
un compromis acceptabil între acurateţea şi simplitatea reprezentării sistemului 
real. În acest sens o categorie semnificativă o reprezintă modelele liniare. 
 Cea mai mare parte a metodelor de analiză şi de sinteză ale sistemelor 
dinamice se sprijină pe ipoteza existenţei unor modele matematice liniare finit 
dimensionale invariante în timp. Acest fapt este lesne explicabil. Pe de o parte, o 
mare varietate de sisteme reale sunt acceptabil reprezentabile prin astfel de modele. 
Pe de altă parte, existând o teorie consistentă şi coerentă a sistemelor liniare, aceste 
modele sunt relativ uşor tratabile matematic şi utilizabile în aplicaţii. 
 În studiul sistemelor dinamice se folosesc în prezent, în mod preponderent, 
următoarele patru categorii de modele matematice liniare, finit dimensionale şi 
invariante în timp:  

• reprezentarea intrare – stare – ieşire sau de stare,  
• reprezentarea prin matricea de transfer,  
• reprezentarea prin matricea de transfer de tip fracţie matriceală şi  
• reprezentarea polinomială sau de stare parţială. 

 În continuare se prezintă aceste patru tipuri de modele matematice în cazul 
continuu în timp, proprietăţile lor de transfer intrare – ieşire, şi relaţiile dintre ele. 



2. Reprezentarea de stare 

2.1. Ecuaţiile de stare  
 Pornind de la Teorema 1.16, se vor avea în vedere sisteme dinamice netede, 
finit dimensionale, liniare, constante descrise de următoarele ecuaţii de stare: 

 , , ,n mx A x Bu t x u= + ∈ ∈ ∈� R R R , (2.1) 

 ( ) , py Cx D u y= + ∈R⋅ , (2.2) 

în care , ,A B C  sunt matrice reale constante, ( )D ⋅  este un operator matriceal 
derivativ, şi , ,m n p  sunt numere naturale. 
 Aceste ecuaţii descriu: 

• prin (2.1): tendinţa de evoluţie a stării interne x  a sistemului prin 
acţiunea stării asupra ei însăşi şi acţiunea mărimii de intrare u ; 

• prin (2.2): evoluţia mărimii de ieşire y  prin acţiunea instantanee 
simultană a stării x  şi a mărimii de intrare u .  

 Numărul n  este, după caz, ordinul sau dimensiunea sistemului / 
reprezentării de stare / modelului. Ordinul n  reflectă faptul că starea este „acea 
parte a prezentului şi a istoriei trecute a sistemului care este semnificativă pentru 
determinarea ieşirii în prezent şi în viitor”, [27]. În practica modelării matematice 
această afirmaţie poate fi convertită într-un criteriu eficient numai în cazul 
sistemelor simple. În cazul sistemelor de dimensiuni mari, evaluarea părţii 
semnificative a istoriei sistemului, respectiv estimarea valorii adecvate a 
dimensiunii n  nu este facilă. Aceasta deoarece, în cazul identificării experimentale, 
creşterea dimensiunii modelului determină o creştere a complexităţii procedurii de 
identificare. Prin urmare, soluţia problemei nu este creşterea dimensiunii 
modelului, ci reducerea ei până la un echilibru adecvat între complexitatea şi 
simplitatea modelului. Şi anume astfel încât în aplicaţii să se asigure un compromis 
între o acurateţe acceptabilă şi o manevrabilitate eficientă a modelului. În acest 
context este esenţială delimitarea şi evaluarea corectă a elementelor acumulatoare 
de substanţă, energie şi informaţie, independente şi relevante pentru fenomenele 
din sistemul real. Numărul acestor elemente este o primă indicaţie, de valorificat 
pertinent, asupra ordinului n  al modelului matematic. 
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 Se admite că timpul fizic este continuu (creşte de la trecut spre viitor) şi că 
sistemele reale procesează mărimi fizice reprezentate prin funcţii generalizate, 
[47]. Urmează că operaţia de derivare simbolizată prin „ ⋅ ” are semnificaţia de 
derivată generalizată sau de derivată în sens distribuţii. 

 Observaţia 2.1 
 Comparativ cu (1.52), (1.53), în modelul (2.1), (2.2) s-a introdus operatorul 
de derivare ( )D ⋅  pe conexiunea directă intrare – ieşire. Uzual ( )D D≡⋅ , adică 
este o matrice cu elemente constante. În anumite situaţii, în care pe parcursul 
elaborării modelului matematic se fac simplificări / idealizări (vezi Observaţiile 1.1 
şi 1.2), este posibil ca în conexiunea directă intrare – ieşire din (2.2) să apară şi 
derivate ale intrării u  (pentru alte detalii v. Observaţia 4.1). În virtutea liniarităţii şi 
invarianţei în timp, ( )D ⋅  este un operator matriceal derivativ liniar, cu coeficienţi 

constanţi. Elementul generic ( )i jd ⋅  este un operator polinomial derivativ, cu 

coeficienţi constanţi , 0,i j
i jkd k m= , de forma: 

 0( ) , 1, , 1,i j
km i j

i j k kk
dd d i p j m
ds== = =∑⋅ . 

Cu aceasta termenul ( ) ( )D u t⋅  din (2.2) se explicitează astfel: 

 ( ) ( ) 1 01,1, , 1,
1,

( )
( ) ( ) ( ) ( ) i j

k
m m ji j

i j j k kj kj mi p j m
i p

d u t
D u t d u t d

ds= === =
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= = ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
∑ ∑⋅ ⋅ , 

în care ( ) , 1,ju t j m= , sunt componentele vectorului ( )u t .   

Exemplul 2.1  
 Procesul care are loc într-o coloană de distilare (utilizată curent în industria 
chimică) este deosebit de complex. El este descris de peste 100 de variabile. 
Evident, proiectarea conducerii automate folosind un model matematic de 
dimensiuni foarte mari conduce la soluţii complicate şi scumpe. Alternativa constă 
în a considera numai fenomenele esenţiale ale procesului. De exemplu, în cazul 
separării izopropanolului din soluţie apoasă folosind ca extractant glicolul s-a 
obţinut un model matematic de ordinul 4, uşor utilizabil în proiectarea conducerii 
automate, [66], [67], [87]. 
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 O reprezentare schematică a coloanei de distilare şi a profilurilor 
concentraţiilor şi temperaturii de-a lungul cotei z  a coloanei se dau în fig. I.2.1. 
Modelul matematic simplificat se bazează pe aceste profiluri dependente de z .  

 
Fig. I.2.1. Schema funcţional –  tehnologică a coloanei de distilare şi  

profilurile concentraţiilor şi temperaturilor (Exemplul 2.1) 

 Există două zone în care au loc modificări fizice importante: Z1 (cota 1z , 
temperatura T1), la care are loc un schimb interfazic între apă şi izopropanol, şi Z2 
(cota 2z , temperatura T2), la care are loc un schimb interfazic între apă şi glicol. În 
ambele zone au loc variaţii importante de temperatură. Prin modificarea debitului 

AF  al amestecului de apă şi izopropanol (aflate în raportul AFx ), a debitului U  al 

aburului de încălzire şi a debitului S  al aburului secundar, cotele 1z  şi 2z  (unde 

se află zonele Z1 şi Z2) pot fi mărite sau micşorate, simultan cu schimbarea 
variaţiilor profilurilor concentraţiilor şi temperaturii. În acest context două dintre 
variabilele de stare sunt chiar cotele 1z  şi 2z . La acestea se adaugă: 1Q  – fluxul 

termic al aburului, şi eV  – debitul de evaporare. Modelul matematic liniar 
simplificat obţinut are forma (2.1), (2.2), cu 4, 4, 2n m p= = = , în care: 
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şi 

 

11 11

21 22 13

32 33 3432 24

42 4442

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 00 0 0 0

, , , 0
00 0 0 0 0 0
0 00 0 0

a b
a a c

A B C D
b b ba c
b ba

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

. 

Prin Δ  se simbolizează micile variaţii ale variabilelor în raport cu un regim 
staţionar bine definit (v. 1.5.c).   
 În mod obişnuit, admiţând ipoteza unei adecvanţe acceptabile între sistemul 
real şi modelul său matematic, nu se va face o distincţie expresă între cele două 
entităţi. În acest sens prin termenul de sistem se desemnează un crâmpei de 
realitate reprezentat în esenţa sa, în mod satisfăcător, de un model matematic.  

2.2. Structura algebrică a matricei de tranziţie 
 Rezultatele formulate prin Teorema 1.14 arată că matricea de tranziţie a 
sistemului (2.1), (2.2) este soluţia ecuaţiei: 

 0 0 0 0( ,0) ( ,0) ( ,0) , , (0,0) nt t A t t t t A t t IΦ Φ Φ Φ− = − ≡ − ≥ =� . (2.3) 

Aceasta statuează şi regula de derivare a matricei de tranziţie, care are expresia: 

 0( )
0 0 0 00

1( , ) ( ,0) ( ) ,
!

A t t k k
kt t t t e A t t t t

k
Φ Φ ∞−

== − = = − ≥∑ . (2.4) 

 Componenta de regim liber este soluţia ecuaţiei omogene: 

 0,x A x t t= ≥� , (2.5) 

pentru starea iniţială: 

 0 0( )x t x= . (2.6) 

Această soluţie se bazează pe matricea de tranziţie şi are forma: 

 0( )
0 0( ) ,A t tx t e x t t−= ≥ . (2.7) 

 Totodată, se are în vedere că în cadrul Observaţiei 1.8 s-a demonstrat că 
matricea de tranziţie are proprietăţile de orientabilitate, consistenţă şi 
compozabilitate.  
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 În această secţiune se prezintă structura algebrică a matricei de tranziţie, care 
oferă totodată o primă imagine asupra dinamicii regimului liber al sistemului. 

a. Explicitarea bazată pe formula Lagrange – Sylvester 
 Matricea de tranziţie 0( ,0)t tΦ −  depinde de matricea A  şi de durata 0t t− . 
Pentru evaluarea nuanţată a acestei dependenţe se consideră pentru ecuaţia omogenă 
(2.5), cu 0 0t =  (pentru simplitate), prin analogie cu (2.7), o soluţie de forma: 

 ( ) , 0tx t e v tλ= ≥ , (2.8) 

în care λ  este un scalar (real sau complex) şi 0v ≠  este un vector constant (real 
sau complex). Înlocuind (2.8) în (2.5) şi simplificând prin 0teλ ≠  se obţine:  

 ( ) 0nI A vλ− = . (2.9) 

Ecuaţia (2.9) admite o soluţie 0v ≠  dacă şi numai dacă rang( )nI s A n− < . 
Această condiţie fiind echivalentă cu det ( ) 0nI Aλ− = , rezultă că există 0v ≠  
dacă şi numai dacă λ  este o rădăcină a polinomului caracteristic al matricei A : 

 1
1 1( ) det ( ) n n

n n nd s I s A s s sα α α−
−− = + + + +� … . (2.10). 

 λ , ca rădăcină a polinomului ( )d s , se numeşte valoare proprie a matricei 
A  (sau a sistemului) şi v  este vectorul propriu asociat lui λ .  
 Întrucât polinomul caracteristic (2.10) este de gradul n , rezultă că matricea 
A  are, în general, valorile proprii distincte , 1,i i rλ = , fiecare de multiplicitate 
algebrică iq , astfel încât: 

 1 1( ) ( ) , cui rr q
i ii id s s q nλ= =≡ − =∑∏ . (2.11) 

 Toate aceste considerente sugerează faptul că soluţia problemei Cauchy 
(2.5), (2.6) este o combinaţie liniară de soluţii similare cu (2.8), eventual având şi 
exponenţiale înmulţite cu polinoame. Acest fapt este confirmat de următoarea 
formă a matricei de tranziţie bazată pe formula Lagrange – Sylvester, [25], [26]: 

 
1

11
1,

adj( )1( ,0) , 0
( 1)! ( )

i

i j

i

q str nA t
q ri q

i jj j i s

e I s Adt e t
q ds s

λ

Φ
λ

−

−=
= ≠ =

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥−⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥= = ≥⎨ ⎬⎪ ⎪⎢ ⎥− −⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
∑

∏
, (2.12) 

în care adj( )nI s A−  este matricea adjunctă a matricei caracteristice ( )nI s A− . 
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 Observaţia 2.2 
 Din (2.12) se trage concluzia, foarte importantă, că evoluţia matricei de 
tranziţie (2.4) şi dinamica componentei de regim liber (2.7) depind calitativ şi 
cantitativ de valorile proprii iλ  ale matricei A , de adj( )n iI Aλ −  şi, evident, de 

durata de evoluţie 0t t−  (respectiv t  pentru 0 0t = ).   
 În ceea ce priveşte determinarea polinomului caracteristic (2.10) şi a matricei 
adjuncte (o matrice polinomială în s ): 

 1 2
1 2 1adj( ) n n

n n nI s A B s B s B s B− −
−− + + + +� … , (2.13) 

în afară de procedeele bazate pe propriile lor definiţii, se poate utiliza algoritmul 
Leverrier – Fadeev, [25], [26]. Cu acesta se determină matricele iB  şi coeficienţii 

, 1,i i nα = , folosind următoarele formule de recurenţă: 

 
1 1

1 1

, Tr ,
1, Tr , 2, ,

n

i i i n i i

B I A

B B A I B A i n
i

α

α α− −

⎧ = =−⎪⎪⎪⎨⎪ = + =− =⎪⎪⎩
 (2.14) 

în care prin Tr  se notează urma matricei.  

 Exemplul 2.2 
 Se consideră matricea de ordinul 3:  

 
1 3 2
4 1 0
0 2 1

A
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

 Se cere să se determine structura matricei Ate  conform relaţiei (2.12). 
 Utilizând (2.10), polinomul caracteristic al matricei A  are forma: 

 3 2 2
3( ) det ( ) 3 9 27 ( 3) ( 3)d s I s A s s s s s= − = − − + = − + , 

din care se obţin: 1 1 2 22, 3, 2, 3, 1r q qλ λ= = = =− = . 
 Având în vedere că matricea adjunctă a matricei 3( )I s A−  are expresia: 

 

2

2
3

2

( 1) 3 7 2( 1)
adj( ) 4( 1) ( 1) 8

8 2( 1) 2 11

s s s
I s A s s

s s s

⎡ ⎤− − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− = − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

, 

pe baza formulei (2.12) rezultă: 
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3 32
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3 3
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3
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adj( ) adj( )
3 ( 3)
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At
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⎫⎪⎪ =⎬⎪⎪ ⎪⎭

 

 3 3 3
5 4 2 2 1 2 4 4 2

1 1 14 5 2 4 2 4 4 4 2
9 3 9

2 2 8 4 2 4 2 2 1

t t te t e e−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + − + − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

.  

 b. Explicitarea bazată pe teorema Cayley – Hamilton 
 Teorema Cayley – Hamilton, [25], [26], afirmă că matricea A  este rădăcina 
propriului polinom caracteristic (se înlocuieşte formal scalarul s  cu matricea A  în 
(2.10)), adică: 

 1
1 1 0n n

n n nA A A Iα α α−
−+ + + + =… . (2.15) 

 Folosind (2.15) în mod repetat în (2.4) pentru exprimarea matricelor 
,iA i n≥ , prin matricele , 1, 1kA k n= − , se obţine: 

 1
1( ,0) ( ) , 0nA t k

kkt e f t A tΦ −
== = ≥∑ , (2.16) 

 1 2( ) ( ) ( ) ( )
T

nf t f t f t f t⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦� … , (2.17) 

în care ( ) , 1,kf t k n= , sunt funcţii liniar independente. Pentru a le determina se 

înlocuieşte (2.16) în (2.3), cu (2.15). Identificând apoi coeficienţii expresiilor 
polinomiale în A , se obţine, în conformitate cu notaţia (2.17), următoarea ecuaţie: 

 ( ) ( )df t F f t=� , (2.18) 

 1

1

0 0
1 0

0 1

n

n
dF

α
α

α

−

⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

"
"

�
# % # #
"

. (2.19) 



Cap. I. Modele matematice ale sistemelor dinamice liniare 
 

 40 

 Pentru 0t =  în (2.16), ţinând seama de (0,0) nIΦ = , rezultă că ecuaţiei 
(2.18) i se asociază condiţia iniţială: 

 1(0) ( )nf I= , (2.20) 

în care 1( )nI  este prima coloană a matricei unitate nI . 

 Problema (2.18), (2.20) este similară cu (2.5), (2.6), dar mai transparentă 
deoarece matricea Frobenius dF  (v. (2.19)) şi condiţia iniţială (2.20) au forme 

particulare. dF  are elemente 1 pe subdiagonala principală şi pe ultima coloană are 
coeficienţii cu semn schimbat şi în ordine inversă ai polinomului caracteristic 
(2.10) al matricei A ; restul elementelor sunt nule. De asemenea, prin însăşi forma 
ei, matricea dF  are acelaşi polinom caracteristic ca matricea A , [25], [26]: 

 1
1 1det( ) n n

n d n nI s F s s sα α α−
−− = + + + +… . (2.21) 

Aceasta înseamnă că dF  are aceleaşi valori proprii ca şi A . Proprietatea (2.21) 
asociată explicitării (2.19) justifică denumirea de matricea companion a 
polinomului ( )d s  (relaţia (2.10)) care se mai utilizează pentru matricea dF . 
 În aceste condiţii soluţia problemei Cauchy (2.18) şi (2.20) este: 

 1 1( ) ( ) ( ) , 0d dF t F t
nf t e I e t= = ≥ , (2.22) 

adică ( )f t  coincide cu prima coloană a matricei de tranziţie dF te  a sistemului 
(2.18). Mai departe, ţinând seama de formula (2.12), în care A  se înlocuieşte cu 

dF , şi de (2.10), (2.21), soluţia (2.22) poate fi scrisă sub forma: 

 
( )1

1
11

1,

adj( )1( )
( 1)! ( )

i

i j

i

q n dr st
q ri q

i jj j i s

I s Fdf t e
q ds s

λ
λ

−

−=
= ≠ =

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪−⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥= ⎨ ⎬⎪ ⎪⎢ ⎥− −⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
∑

∏
. (2.23) 

 Pentru a arăta că funcţiile ( ) , 1,kf t k n= , sunt liniar independente se 
foloseşte testul Wronski, [3]. Conform acestuia independenţa liniară a acestor 
funcţii este echivalentă cu (se ţine seama de (2.18), (2.19) şi (2.22)): 

 1
( 1)

Trdet ( ), ( ), ( ), , ( ) det 0,d d
n

F t tt Ff t f t f t f t e e e tα
−

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= = = ≠ ∈⎢ ⎥⎣ ⎦

R� �� … . 
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 Este evident că (2.16), (2.17), (2.19) şi (2.23) furnizează o nouă explicitare a 
structurii algebrice a matricei de tranziţie Ate . 

 Exemplul 2.3 
 Fie matricea A  de la Exemplul 2.2. Să se determine Ate  folosind (2.23).  
 Coeficienţii polinomului caracteristic sunt cunoscuţi de la Exemplul 2.2: 

1 2 33, 9, 27α α α=− =− = . Ca urmare, 

 ( )
2

3 3 1

0 0 27 0 27 3 9
1 0 9 , 1 9 , adj( ) 3
0 1 3 0 1 3 1

d d d

s s s
F I s F s I s F s

s

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − = − − − = −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

 A  şi dF  au valorile proprii 1 1 2 23, 2, 3, 1q qλ λ= = =− =  şi 2r =  (au 
acelaşi polinom caracteristic). Conform relaţiei (2.23) se poate scrie: 

 

2 2
1

2 2
3 3 3

( ) 3 9 3 9
( ) ( ) 3 3

3 ( 3)( ) 1 1

st s t

s s

f t s s s s
d e ef t f t s s
ds s sf t

= =−

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎡ ⎤ − − − −⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= = − + − =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪+ −⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 

 

3 3

3 3 3 3 3

3 3

(27 54 ) 927 9 9
1 1 1 16 0 6 6 6

36 6 36 361 1 1 ( 1 6 )

t t

t t t t t

t t

t e e
e te e e e

t e e

−

− −

−

⎡ ⎤− +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + + − = −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ − + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

; 

 3 1 3 3
1

1 0 0
1( ,0) ( ) 0 1 0 3(1 2 )
4 0 0 1

At k t t
kkt e f t A t e e− −

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎡ ⎤Φ = = = − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑  

 3 3 3 3
1 3 2 13 2 4

1 14 1 0 ( ) 8 13 8 ( 1 6 )
6 360 2 1 8 4 1

t t t te e t e e− −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎡ ⎤+ − + − − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

.  

2.3. Structura modală a matricei de tranziţie 
 a. Cazul valorilor proprii simple 
 Fie , 1,i i nλ = , valorile proprii simple ale matricei A  şi , 1,iv i n= , vectorii 
proprii corespunzători. Aceştia sunt soluţiile nenule ale ecuaţiilor: 

 , 1,i i iAv v i nλ= = , (2.24) 
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obţinute din (2.9) pentru , 1,i i nλ λ= = . 
 Vectorii proprii astfel obţinuţi sunt liniar independenţi.  
 Se definesc: matricea modală a matricei A : 

 1 2, , , , cu det 0nV v v v V⎡ ⎤ ≠⎢ ⎥⎣ ⎦� … , (2.25) 

şi matricea canonică diagonală a matricei A : 

 { }1 2diag , , , nJ λ λ λ� … . (2.26) 

 Ecuaţiile (2.24) pot fi scrise şi sub forma matriceală: 

 AV VJ= . 

 Din aceasta se obţine transformarea de similitudine: 

 1 1,J V AV A VJV− −= = . (2.27) 

Aceasta sugerează utilizarea transformării de stare: 

 1 ,x V x x Vx−= =� �  (2.28) 

pentru studiul ecuaţiei omogene (2.5).  
 Înlocuind în mod adecvat (2.28) în (2.5), ţinând seama de (2.27), rezultă: 

 ,x J x t= ∈�� � \ , (2.29) 

numită forma canonică diagonală a sistemului (2.5). Calitatea sa esenţială este că 
în starea canonică ( )ix x� ��  sistemul se prezintă la gradul maxim de decuplare 
reciprocă a componentelor ix� . Intr-adevăr, (2.29) cu (2.26) este echivalentă cu: 

 , , 1,i i ix x t i nλ= ∈ =�� � \ . 

 Pentru 0 0t =  aceste ecuaţii au soluţiile: 

 ( ) (0), 0, 1,i t
i ix t e x t i nλ= ≥ =� � . 

Aceasta înseamnă că (2.29) are soluţia: 

 ( ) (0) , 0J tx t e x t= ≥� � , (2.30) 

în care 

 { }1 2diag , , , nt t tJ te e e eλ λ λ= … . (2.31) 
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 Pe de altă parte, utilizând transformarea (2.28) în (2.30), se obţine: 

 1( ) (0), 0J tx t Ve V x t−= ≥ . (2.32) 

Aceasta, prin comparaţie cu (2.7), pentru 0 0t = , conduce la concluzia că matricea 
de tranziţie a sistemului (2.1), (2.2) are următoarea explicitare: 

 1( ,0) , 0At J tt e Ve V tΦ −= = ≥ . (2.33) 

 Se partiţionează pe linii inversa matricei modale 1W V−� , similar cu 
partiţionarea pe coloane a matricei V  – relaţia (2.25), sub forma: 

 1
1 2, , ,

TT T T
nV W w w w− ⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦� … . (2.34) 

Cu (2.25), (2.31), (2.34), structura modală a matricei de tranziţie (2.33) are forma: 

 1( ,0) , 0in tAt
i iit e v w e tλΦ == = ≥∑ . (2.35) 

 În (2.35) se disting următoarele componente geometrice dependente de timp: 

 ( ) , 0, 1,i t
vi im t e v t i nλ ≥ =� , (2.36) 

numite modurile proprii v  ale sistemului (2.1), (2.2), şi 

 ( ) , 0, 1,i t
wi im t e w t i nλ ≥ =� , (2.37) 

numite modurile proprii w  ale sistemului (2.1), (2.2). 
 Evident, alura geometrică şi dinamică a modurilor proprii depinde de 
valorile proprii, de asociatele lor geometrice din (2.25), (2.34) şi, desigur, de timp. 

b. Cazul valorilor proprii multiple 
 La aspectele algebrice ale valorilor proprii , 1,i i rλ = , se adaugă acum 

faptul că pe lângă multiplicităţile algebrice iq  (v. relaţia (2.11)), ele se 

caracterizează şi prin multiplicităţile geometrice , 1,ip i r= , [25], [26]. Numărul 

ip , cu 1 i ip q≤ ≤ , este defectul de rang al matricei ( )n iI Aλ − : 

 rang( ), 1,i n ip n I A i rλ− − =� . (2.38) 
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 Acesta este numărul maxim de vectori proprii 1 , 1,i j iv j p= , obţinuţi ca 

soluţii nenule şi liniar independente ale ecuaţiei (2.9) cu iλ λ= : 

 1 1 , 1, , 1,i j i i j iAv v j p i rλ= = = . (2.39) 

 Pentru constituirea matricei modale V  a matricei A , fiecărui vector propriu 
1
i jv  i se adaugă 1i jk −  vectori proprii generalizaţi, conform ecuaţiilor recurente: 

 1 1, 1, 1, 1, , 1,k k k
i j i j i i j i j iAv v v k k j p i rλ+ += + = − = = , (2.40) 

dar astfel încât , 1,k
i j i jv k k= , să fie liniar independenţi între ei şi în raport cu 

ceilalţi vectori proprii şi proprii generalizaţi ai matricei A . Evident, în 
conformitate cu (2.11), are loc: 

 1 1 1
ir p r

i j ii j ik q n= = == =∑ ∑ ∑ . (2.41) 

 Vectorii liniar independenţi , 1, , 1, , 1,k
i j i j jv k k j p i r= = = , se grupează 

în următoarele submatrice: 

 1 2, ,. . . , , 1, , 1,i jk
i j i j i j i j iV v v v j p i r⎡ ⎤ = =⎢ ⎥⎣ ⎦
� . (2.42) 

Cu submatricele (2.42) se constituie matricea modală a matricei A : 

 1 2

1 2p t . p t . p t .

11 1 21 2 1
λ λ λ

,. . . , , ,. . . , ,. . . , ,. . . ,
r

r

p p r r pV V V V V V V⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦� . (2.43) 

 În aceste condiţii este vizibil că pentru i  şi j  fixaţi relaţiile (2.39) şi (2.40) 
se scriu în următoarea formă: 

 , 1, , 1,i j i j i j iAV V J j p i r= = = , (2.44) 

în care: 

 

1 0 0
0 1 0

, 1, , 1,
0 0 0 1
0 0 0

i

i

i j i

i

J j p i r

λ
λ

λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥ = =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

"
"

� # # # % #
"
"

, (2.45) 
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sunt bloc-matricele Jordan de ordinul i jk ; , 1,i j iJ j p= , sunt asociaţi valorii 

proprii iλ  şi vectorilor proprii , 1, , 1,k
i j i j iv k k j p= = . 

 Aplicând o procedură similară, relaţiile (2.44) pot fi scrise şi ele într-o formă 
matriceală, bazată pe matricea canonică (bloc-diagonală) Jordan: 

 { }1 2

1 2pt. pt. pt.

11 1 21 2 1

λ λ λ

diag ,..., , ,..., ,..., ,...,
r

r

p p r r pJ J J J J J J . (2.46) 

Se obţine astfel transformarea de similitudine (2.27) cu (2.42), (2.43), (2.45), (2.46). 
 Utilizând transformarea de stare (2.28), cu (2.43) şi (2.42), pentru studiul 
ecuaţiei omogene (2.5), ţinând seama de (2.27), se obţine ecuaţia (2.29), cu (2.46), 
şi (2.45). Aceasta se numeşte forma canonică Jordan a sistemului (2.5). Calitatea 
esenţială a acesteia este aceea că în starea canonică x  sistemul se prezintă la 
gradul maxim posibil de decuplare reciprocă a componentelor sale. Este vizibil că 
(2.29), cu (2.45) şi (2.46), este echivalentă cu: 

 , 1, , 1,i j i j i j ix J x j p i r= = = , (2.47) 

în care 1[ ... ]i jk T
i j i j i jx x x= , iar , 1, , 1, , 1,k

i j i j ix k k j p i r= = = , sunt componentele 

vectorului de stare canonic, notate şi grupate după aceiaşi regulă ca şi vectorii care 
constituie matricea modală (2.43) cu (2.42). 
 Sistemele (2.47), total decuplate între ele, pot fi integrate prin substituţii 

succesive ale componentelor vectorului i jx  (şi anume de la i jk
i jx  la 1

i jx ) astfel că, 

în final, după calcule relativ simple, pentru 0 0t = , se obţine: 

 ( ) (0), 0, 1, , 1,i jJ t
i j i j ix t e x t j p i r= ≥ = = , (2.48) 

în care: 

 

12

2

1 1 11
1! 2! ( 1)!

1 10 1 , 0,1! ( 2)!
1, , 1,

0 0 0 1

ij

iji j i

k

ij

kJ t t

ij

i

t t t
k

t te e tk
j p i r

λ

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ≥⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥ = =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. (2.49) 
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 Soluţiile (2.48) pot fi reunite în forma matriceală (2.30), dar în care: 

 { }1 211 21 11 2

pt. pt. pt.1 2

diag ,..., , ,..., ,..., ,..., , 0p p r pr rJ t J t J tJ t J t J tJ t

r

e e e e e e e t
λ λ λ

= ≥ . (2.50) 

 Utilizând şi în acest caz transformarea (2.27), cu (2.43) şi (2.42), în (2.29) se 
obţine soluţia (2.32), cu (2.50) şi (2.49). Aceasta conduce în final la explicitarea 
(2.33) cu (2.42), (2.43), (2.49), (2.50) a matricei de tranziţie. 
 Procedând acum la partiţionarea pe linii a matricei 1W V−�  (analog cu 
partiţionarea pe coloane a matricei V  – relaţia (2.43) cu (2.42)) şi anume de forma: 

 1 2

1 2pt. pt. pt.

1
11 2 1 11 2

λ λ λ

[ ,..., , ,..., ,..., ,..., ]
r

r

T T T T T T T
rp p r pV W W W W W W− =

, (2.51) 

cu 

 1 2[( ) ,( ) ,...,( ) ] , 1, , 1,i jkT T T T
i j i j i j i j iW w w w j p i r= = = , (2.52) 

din (2.33), (2.43), (2.50), (2.51) şi (2.52) rezultă: 

 1 1( ,0) , 0i i jr p JA t
i j i ji j

tt e V e W tΦ = == = ≥∑ ∑ . (2.53) 

 În fine, ţinând seama de (2.42), (2.49) şi (2.52), din (2.53) se obţin 
următoarele structuri modale ale matricei de tranziţie: 

 1 1 1 1( ,0) , 0
( )!

i i j i
k lr p k k l ktA t

i j i ji j k l
tt e e v w t
k l

λΦ
−

= = = =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= = ≥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ −⎝ ⎠∑ ∑ ∑ ∑ . (2.54) 

 1 1 1( ,0) , 0
( )!

i i j i ji
l kr p k kk ltA t

i j i ji j k l k
tt e v e w t

l k
λΦ

−

= = = =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= = ≥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ −⎝ ⎠∑ ∑ ∑ ∑ . (2.55) 

 Ca la valorile proprii simple, se disting următoarele componente geometrice 
dependente de timp: în (2.54) – modurile proprii v ale sistemului (2.1), (2.2): 

 1( ) , 1, , 1, , 1,
( )!

i
k lkk lt

v ij i j i j il
tm t e v k k j p i r
k l

λ
−

= = = =
−∑� , (2.56) 

şi respectiv în (2.55) – modurile proprii w ale sistemului (2.1), (2.2): 

 ( ) , 1, , 1, , 1,
( )!

i ji
l kkk lt

w ij i j i j il k
tm t e w k k j p i r
l k

λ
−

= = = =
−∑� . (2.57) 
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 Şi de această dată, în mod evident, alura geometrică şi dinamică a modurilor 
proprii depinde de valorile proprii, de asociatele lor geometrice din (2.42), (2.43) şi 
din (2.51), (2.52) şi, desigur, de timp. 

 Observaţia 2.3  
 Semnificaţia distincţiei între modurile proprii v şi modurile proprii w va fi 
pusă în evidenţia, în mod natural, în secţiunea 3.3.   

 Exemplul 2.4 
 Fie matricea A  de la Exemplul 2.2. Să se determine modurile proprii 
(folosind (2.56), (2.57)) şi matricea de tranziţie (conform relaţiilor (2.54) şi (2.55)). 
 La Exemplul 2.2 s-au determinat 1 1 2 22, 3, 2, 3, 1r q qλ λ= = = =− = . 

Conform relaţiei (2.38) rezultă 1 21, 1p p= =  şi 11 212, 1.k k= =  Utilizând 

ecuaţiile (2.39), (2.40) se obţin: 

 1 2 1
11 11 21

1 0 2 1 0 2
2 , 1 , 2 , 2 1 2
2 2 1 2 2 1

v v v V
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = − = − = − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, 

 1 2 11
11 11 21

5 4 2 5 6 2
1 1 1 16 3 6 , 4 , 3 , 2
9 9 9 9

2 2 1 2 6 1

T T T

W V w w w−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = − = = = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

; 

 

3 3

3

3

3 1 0 0
0 3 0 , 0 0
0 0 3 0 0

t t

J t t

t

e t e
J e e

e−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

 Conform relaţiilor (2.56) şi (2.57) modurile proprii au expresiile: 

 
1 1 2 1 2 1 13 3 3
11 11 11 11 11 21 21

1 1 2 2 2 1 13 3 3
11 11 11 11 11 21 21

( ) , ( ) ( ), ( ) ,

( ) ( ), ( ) , ( ) .

t t t
v v v

t t t
w w w

m t e v m t e t v v m t e v

m t e w t w m t e w m t e w

−

−

= = + =

= + = =
 

 În fine conform relaţiilor (2.54) şi (2.55) se scrie: 

 
1 1 1 2 2 1 13 3 3
11 11 11 11 11 21 21

1 1 2 2 2 1 13 3 3
11 11 11 11 11 21 21

( )

( )

At t t t

t t t

e v w e t v v w e v w e

v w t w e v w e v w e

−

−

= + + + =

= + + + =
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 3 3 3

5 4 2 0 0 0 6 3 6 4 4 2
1 1 110 8 4 6 3 6 12 6 12 4 4 2
9 9 9

10 8 4 12 6 12 12 6 12 2 2 1

t t te t e e−

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ − ⎪ − −⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪= − + − − + − + − − =⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − − −⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

 

 

3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3

(5 6 ) 4 (4 3 ) 4 ( 2 6 ) 2
1 (4 12 ) 4 (5 6 ) 4 (2 12 ) 2
9

( 2 12 ) 2 (2 6 ) 2 (8 12 )

t t t t t t

t t t t t t

t t t t t t

t e e t e e t e e

t e e t e e t e e

t e e t e e t e e

− − −

− − −

− − −

⎡ ⎤+ + + − − − +⎢ ⎥
⎢ ⎥= + − + + − −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− + + + − − +⎣ ⎦

.  

 c. Matrice nederogatorice şi matrice derogatorice 
 Este necesară o analiză mai nuanţată privind multiplicităţile geometrice 
(2.38). Se porneşte de la invarianţa polinomului caracteristic (2.10) la 
transformarea de similitudine (2.27). Într-adevăr, din (2.10), (2.11) şi (2.27) rezultă: 

 1 1
1( ) ( ) det( ) det( )ir q

i nid s s I s A V V s VJ Vλ − −
== − = − = − =∏  

 1det det( )det det( )n nV I s J V I s J−= − = − . (2.58) 

 Totodată, conform relaţiilor (2.45), (2.46), din (2.58) rezultă: 

 { } 1 11, , 1,
( ) det diag ( ) det( )i

i j i j
j

r p
k i j k i ji ji r j p

d s I s J I s J= == =
= − = − =∏ ∏  

 1
1 1 1 1( ) ( ) ( )

pi
i ji i j ij kr p r rk q

i i ii j i is s sλ λ λ=
= = = == − = − = −∑∏ ∏ ∏ ∏ , (2.59) 

în care 
i jkI  este matricea unitate de ordinul i jk . 

 Pe de altă parte, 

 

0 1 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1
0 0 0 0

i ji j i kJ Iλ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− = ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

"
"

# # # % #
"
"

 (2.60) 

este o matrice nilpotentă de ordinul i jk . Aceasta are proprietatea: 

 ( ) 0,
i j

k
i j i k i jJ I k kλ− = ≥ . (2.61) 
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Urmează că 

 1( ) 0, max , 1,i
i j i

k
i j i k i j p i jJ I k k i rλ ≤ ≤− = = = , (2.62) 

în care 

 1 , 1,ip
i i j ijk k q i r=≤ = =∑ . (2.63) 

 Relaţiile (2.62), (2.63) sugerează că, pe lângă polinomul caracteristic, există 
şi alte polinoame care satisfac teorema Cayley – Hamilton (v. relaţia (2.15)). 
Similar cu (2.59), folosind (2.62), se construieşte polinomul minimal: 

 { } 11,
( ) det diag ( ) det( )

i i i i

r
k k k kii r

s I s J I s Jδ ==
− = − =∏�  

 1
1 11( ) ...ir k

ii s s s sη η
η ηλ β β β−
−== − + + + +∏ � , (2.64) 

al cărui grad satisface condiţia: 

 1 1 1 1
ir r p r

i i j ii i j ik k q nη = = = == ≤ = =∑ ∑ ∑ ∑ . (2.65) 

 Pe baza definiţiei (2.64) este relativ uşor de verificat că matricea J  şi 
polinomul ( )sδ  satisfac teorema Cayley – Hamilton, respectiv are loc:  

 1
1 1( ) ... 0nJ J J J Iη η

η ηδ β β β−
−= + + + + = . (2.66) 

Acest fapt este valabil şi pentru matricea A  (v. procedeul aplicat în (2.58), (2.59)): 

 1
1 1( ) ... 0nA A A A Iη η

η ηδ β β β−
−= + + + + = . (2.67) 

 După cum s-a remarcat deja pe baza relaţiilor (2.62), 2.63), pe lângă 
polinoamele ( )d s  şi ( )sδ , pentru matricea A  mai există şi alte polinoame pentru 
care are loc teorema Cayley – Hamilton. Acestea formează mulţimea polinoamelor 
anulatoare ale matricei A . Între ele, ( )sδ  are gradul minim posibil, după cum 
rezultă din (2.65), ceea ce justifică denumirea de polinomul minimal al matricei A .  
 Polinomul minimal ( )sδ , în general diferit de polinomul caracteristic ( )d s , 
sugerează o eventuală redundanţă în polinomul caracteristic ( )d s . Lipsa sau 
prezenţa unei astfel de redundanţe vor fi examinate în continuare. 
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 1º Matrice nederogatorice 
 Cazul I. Matricea A  are valorile proprii simple , 1,i i nλ = , cu i jλ λ≠ , 

, 1, ,i j n i j= ≠ . Rezultă , 1i ir n q p= = =  şi 1, 1,ik i n= = , iar din (2.65), nη= . 

 Cazul II. Matricea A  are valorile proprii multiple , , 1,i iq i rλ = , cu 

1, 1,ip i n= = . Rezultă 1i ik q= , respectiv , 1,i ik q i n= = , iar din (2.65), nη= . 
 În ambele cazuri:  
 ( ) ( )s d sδ ≡ .  (2.68) 

 Polinomul caracteristic ( )d s  nu este redundant şi matricea A  se numeşte 
nederogatorică. 
 Cele două expresii ale matricei de tranziţie, (2.54) şi (2.55), au în aceste 
condiţii următoarele forme relativ mai simple: 

 1 11 1 1( ,0) , 0
( )!

i i
k lr q kt l kAt

i ii k l
tt e e v w t
k l

λΦ
−

= = =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= = ≥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ −⎝ ⎠∑ ∑ ∑ , (2.69) 

 1 11 1( ,0) , 0
( )!

i ii
l kr q qtk lAt

i ii k l k
tt e v e w t
l k

λΦ
−

= = =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= = ≥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ −⎝ ⎠∑ ∑ ∑ . (2.70) 

 2º Matrice derogatorice 
 Matricea A  are valorile proprii multiple , 1,i i rλ = , fiecare de multiplicitate 

iq  şi pentru cel puţin un {1,2,..., }i rμ= ∈  are loc 2 p qμ μ≤ ≤  şi k qμ μ< . 
Atunci din (2.65) rezultă nη< .  
 În acest caz: 

 ( ) ( )s d sδ ≡/ . (2.71) 

 Polinomul caracteristic este redundant şi matricea A  se numeşte derogatorică.  
 După cum se va vedea în continuare, relaţia (2.71) are consecinţe importante 
în ceea ce priveşte structura matricei de tranziţie în care se poate reduce redundanţa 
prezentă în polinomul caracteristic. În acest sens, structura algebrică (2.12) 
(formula Lagrange – Sylvester), se simplifică într-o anumită măsură: 

 
1

11
1,

adjr ( )1( ,0) , 0
( 1)! ( )

i

i j

i

k
r nAt

k ri k
i jj j i s

I s Adt e t
k ds s

λ

Φ
λ

−

−=
= ≠ =

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥−⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥= = ≥⎨ ⎬⎪ ⎪⎢ ⎥− −⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
∑

∏
. (2.72) 
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În relaţia (2.12) , 1,iq i r= , au fost înlocuiţi cu , 1,ik i r= ; similar, adj( )nI s A− , 

al cărei c.m.m.d.c. al tuturor elementelor neidentic nule este polinomul 

 1( ) ( ) 1i ir q k
iid s sδ λ −

= − ≡/∏� , (2.73) 

a fost înlocuită cu matricea adjunctă redusă: 

 1adjr( ) adj( )
( )n nI s A I s A

d sδ
− = − . (2.74) 

 Faptul că elementele matricei adj( )nI s A−  au ca factor comun pe ( )d sδ  
rezultă, în conformitate cu (2.27), (2.46) şi respectiv (2.45), din următoarele: 

 { }

1 1 1

1 1
1, , 1,

adj( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) diag ( ) ;
i j

i

n n n

k i j i r j p

I s A d s I s A d s V I s J V

d s V I s J V

− − −

− −
= =

− = − = − =

= −
 

 

1 2

1 1
1

1

( ) ( ) ( )

0 ( ) ( )1( )
( )

0 0 ( )
1, , 1,

i i i i j

i i i j

i j i

i

k k k k
i i i

k k k
i i

k i j k
i

k
i

i

s s s

s s
I s J

s

s
i r j p

λ λ λ

λ λ

λ

λ

− − −

− − −
−

−

⎡ ⎤− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎢ ⎥− = ⎢ ⎥− ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

= =

"

"

# # % #

"

. 

 Conform cu (2.59), (2.64), (2.73) şi (2.74), urmează că ( )d sδ  este 

c.m.m.d.c. al elementelor matricei adj( )nI s A− . Se trage totodată concluzia că 
( )sδ  – polinomul minimal al matricei A  (v. (2.64)), se obţine după cum urmează: 

 ( ) ( ) ( )s d s d sδδ = , (2.75) 

unde, conform relaţiilor (2.73) şi (2.74), ( )d sδ  este c.m.m.d.c. al tuturor minorilor 

de ordinul 1n− , neidentic nuli, ai matricei caracteristice ( )nI s A− .  
 Totodată este de domeniul evidenţei că dacă ( ) 1d sδ ≡ , atunci matricea A  
este nederogatorică. 
 În mod similar cu (2.72), relaţia (2.16), care este de asemenea redundantă, se 
înlocuieşte cu următoarea: 
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 1
1( ,0) ( ) , 0At k

kkt e t A tηΦ ψ −
== = ≥∑ , (2.76) 

în care ( ), 1,k t kψ η= , sunt funcţii liniar independente, determinabile. Pentru a le 

determina sub forma vectorială 

 1 2( ) [ ( ) ( ) ... ( )]Tt t t tηψ ψ ψ ψ , (2.77) 

se foloseşte de această dată relaţia (prin analogie cu (2.23)): 

 
( )1

1
11

1,

adj( )1( ) , 0
( 1)! ( )

i

i j

i

k
r st

k ri k
i jj j i s

I s Fdt e t
k ds s

η

λ

δ
ψ

λ

−

−=
= ≠ =

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪−⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥= ≥⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪− −⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
∑

∏
, (2.78) 

în care 

 
1

2

1

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

F

η

η

ηδ

β

β

β

β

−

−

⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

 (2.79) 

este matricea companion a polinomului minimal ( )sδ  (v. (2.64)). 

 Observaţia 2.4 
 Numărul i ik q<  se poate considera multiplicitatea aparentă a valorii 

proprii iλ . Faptul este justificat de (2.72) şi (2.76) – (2.79), dar şi de (2.54) sau 
(2.55) în care, pentru i  fixat, puterea maximă a variabilei t  este 1ik − .  

 Observaţia 2.5 
 În mod similar, nη<  poate fi considerat ordinul aparent al sistemului (2.1), 

(2.2) deoarece , 1,i iq k i r− =  dintre valorile proprii ale matricei derogatorice A  
nu au, în sens strict temporal, nici un efect în matricea de tranziţie (2.54), (2.55) 
sau (2.72), (2.76) – (2.79). Diferenţa n η−  exprimă deosebirea între două matrice 
de acelaşi ordin, cu aceleaşi valori proprii şi aceleaşi multiplicităţi algebrice, dar 
una este nederogatorică şi cealaltă este derogatorică. Ambele matrice au acelaşi 
polinom caracteristic, dar se deosebesc prin polinoamele lor minimale.  
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 Exemplul 2.5 
 Se consideră matricea:  

 
3 1
0 2 0
1 1 1

A
α⎡ ⎤−⎢ ⎥

⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

,  

în care {1,2}α∈ . Se cere să se determine matricea Ate . 
 După calcule simple se constată că polinomul caracteristic este 

3
3( ) det( ) ( 2)d s I s A s= − = − . Pe de altă parte, evaluând minorii de ordinul 2 ai 

matricei caracteristice 3I s A− se constată că pentru 1, ( ) ( 2)d s sδα= = −  şi 

pentru 2, ( ) 1d sδα= ≡ . Aşadar pentru 1α=  matricea A  este derogatorică cu 

polinomul minimal 2( ) ( ) / ( ) ( 2)s d s d s sδδ = = − , iar pentru 2α=  matricea A  

este nederogatorică cu 3( ) ( ) ( 2)s d s sδ ≡ = − . 
 Se determină vectorii proprii şi proprii generalizaţi şi se obţin: 
 – Pentru 1α=  ( A  derogatorică): 

 

1
11

1 2 1 2 1
11 11 12 11

1
12

1 1 0 0 1 1
0 0 1 , 1 1 1
1 0 1 0 1 0

w
V v v v W w V

w

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥= = = = = −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

, 

 2
2 1 0 1 0
0 2 0 , 0 1 0
0 0 2 0 0 1

J t t
t

J e e

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

– Pentru 2α=  ( A  nederogatorică): 

 

1
11

1 2 3 2 1
11 11 11 11

3
11

1 1 0 0 1 1
0 0 1 , 1 1 1
1 0 1 0 1 0

w
V v v v W w V

w

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥= = = = = −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

, 

 

2

2
2 1 0 1 / 2
0 2 1 , 0 1
0 0 2 0 0 1

J t t
t t

J e t e
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 
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 În continuare, în conformitate cu (2.33) se poate scrie: 

 

2

2 2
1 2

2

1 1 2
0 1 0 , 0 1 0

1 2 1

At t At t
t t t t t t

e e e e
t t t t t t t

α= α=

⎡ ⎤+ − + −⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥= = ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥− +⎢ ⎥ + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

 Pentru 1α=  se poate aplica şi (2.72) în care 1 12, 1, 2r kλ η= = = = .  

 Conform relaţiei (2.74) se obţine: 

 2
3

( 1)( 2) 2 ( 2) 1 1 1
1adjr( ) 0 ( 2) 0 0 2 0

2
2 2 ( 2)( 3) 1 1 3

s s s s s
I s A s s

s
s s s s s

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − − − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− = − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

; 

 31 2
adjr( )At st

s
de I s A e
dsα= =

⎡ ⎤= − =⎢ ⎥⎣ ⎦  

 2 2 2
1 1 1 1 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 1 0
1 1 1 0 0 1 1

t t t
t t t

t e e e
t t t

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

 Similar, se poate folosi (2.76) cu (2.77) – (2.79). Se obţin: 

 2 2( ) ( 2) 4 4s s s sδ = − = − + , 

 ( )2 2 1

0 4 4 4
, , adj( )

1 4 1 4 1

s s
F I s F I s F

s
δ δ δ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − = − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
, 

 
21 2 2

22 2

( ) 4 1 2 (1 2 )
( )

( ) 1 0 1

t
s t t t

t
s

s s t eds e e t e
dss t e

ψ
ψ

ψ
=

⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ − ⎪ − −⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = + =⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎢ ⎥ ⎪ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪ ⎣ ⎦⎩ ⎭⎣ ⎦
, 

 2 1
11

( )At k
kke t A

α
ψ −

==
= =∑  

 2 2

1 0 0 3 1 1

0 1 0 (1 2 ) 0 2 0

0 0 1 1 1 1

t tt e t e

⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2

1

0 1 0

1

t

t t t

e

t t t

⎡ ⎤+ −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− +⎢ ⎥⎣ ⎦

.  



3. Transferul intrare – stare – ieşire 

3.1. Răspunsul complet 
 O imagine a structurii sistemului reprezentat prin ecuaţiile (2.1), (2.2) se 
poate obţine pe baza ecuaţiei (2.1), integrată pe 0[ , ]t t  şi cu condiţia iniţială: 

 0 0( )x t x= . (3.1) 

După calcule foarte simple se obţine: 

 ( )
0

0( ) ( ) ( ) ( )
t

t
x t x t A x Bu dθ θ θ= + +∫ . 

Acest rezultat conduce, împreună cu ecuaţia (2.2), la structura din fig. I.3.1 care 
oferă o imagine globală asupra transferului intrare – stare – ieşire. 

 
Fig. I.3.1. Structura sistemului reprezentat de ecuaţiile (2.1) şi (2.2) 

 Ecuaţia transferului intrare – stare – ieşire al sistemului reprezentat de (2.1), 
(2.2) se obţine prin metoda variaţiei constantelor: în paragraful 1.4.b s-a obţinut 
soluţia (1.49) şi apoi, în 1.5.b cu (1.74), soluţia (1.80). Astfel, conform cu (1.80), 
pentru starea iniţială (3.1) soluţia ecuaţiei neomogene (2.1) rezultă de forma:  

 0

0

( ) ( )
0 0( ) ( ) ,A t t A tt

t
x t e x e Bu d t tθ θ θ− −= + ≥∫ . (3.2) 

 Aceasta şi ecuaţia (2.2) definesc transferul temporal intrare – ieşire, cu starea 
iniţială (3.1), respectiv răspunsul intrare – ieşire complet al sistemului (2.1), (2.2): 

C 

A 

D ( ˙ ) 

B   
0

t

t∫  
+ 

– 

+ 

+ + 

+ u x y 
x0 
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 0

0

( ) ( )
0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ),A t t A tt

t
y t C e x t C e Bu d D u t t tθ θ θ− −= + + ≥∫ ⋅ . (3.3) 

 S-a arătat deja la 1.5.b (Teorema 1.15) că transferul (3.3) este invariant în 
raport cu translaţiile temporale. Aceasta permite să se adopte 0 0t =  în (3.3) şi t  să 
aibă şi semnificaţia de durată, începând cu momentul iniţial (convenţional) 0 0t = . 
 Pentru definirea noţiunilor uzuale în studiul transferului temporal intrare – 
ieşire se consideră în continuare 

 0 00, (0) 0t x x= = = , (3.4) 

 0 0( ) ( ), mu t u t uδ= ∈R ,   
, 0,

( )
0, 0,

t
t

t
δ

⎧∞ =⎪⎪=⎨⎪ ≠⎪⎩
 (3.5) 

unde 0u  este un vector constant şi ( )tδ  este impulsul Dirac. 
 Înlocuind (3.4) şi (3.5) în (3.3) se obţine: 0( ) ( )y t g t u= , în care 

 
0, 0,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0,

( ), 0,

At

At

t
g t Ce B t D t CB D t t

Ce B t t

σ δ δ

σ

⎧ <⎪⎪⎪⎪+ = + =⎨⎪⎪⎪ >⎪⎩

⋅ ⋅  (3.6) 

este matricea de răspuns la impulsul Dirac a sistemului (2.1), (2.2). 
 Cu condiţia iniţială (3.4) şi aplicând acum funcţia treaptă: 

 0 0( ) ( ), mu t u t uσ= ∈R ,   {0, 0,( ) 1, 0,
tt tσ <= ≥  (3.7) 

din (3.3) rezultă: 0( ) ( )y t h t u= , în care: 

 
0 0

0

0, 0,
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) , 0,
t tA t

t
h t C e d B D t g d t

g d t
θ θ σ θ θσ

θ θ

⎧ <⎪⎪⎡ ⎤ ⎪+ = = ⎨⎢ ⎥ ⎪⎢ ⎥ ≥⎣ ⎦ ⎪⎪⎩
∫ ∫ ∫

⋅  (3.8) 

este matricea de răspuns indicial a sistemului (2.1), (2.2). 
 Se cuvine remarcat că pentru 0t<  au loc ( ) 0g t ≡  şi ( ) 0h t ≡  (v. (3.6) şi 
(3.8)). Acest fapt corespunde principiului non-anticipării (v. Definiţia 1.2). 
 Este lesne de observat că din (3.3), cu 0 0t = , şi (3.6) rezultă şi următoarea 

expresie a răspunsului intrare – ieşire complet al sistemului (2.1), (2.2): 



3. Transferul intrare – stare – ieşire 
 

 57 

 
0

( ) (0) ( ) ( ) , 0
tAty t C e x g t u d tθ θ θ= + − ≥∫ . (3.9) 

 Observaţia 3.1  
 Din (3.9) cu (3.6) se trage concluzia, că sub aspect cantitativ şi calitativ, 
transferul temporal intrare-ieşire depinde de valorile proprii ale matricei A , de 
atributele lor geometrice evidenţiate de (2.42), (2.43) şi (2.51), (2.52) şi, evident, 
de t . Această afirmaţie, conform structurii din fig. I.3.1, trebuie adecvat nuanţată şi 
anume corespunzător proprietăţilor interfeţei intrare – stare (perechea ( , )Ate B ), 

proprietăţilor interfeţei stare – ieşire (perechea ( , )AtC e ) şi proprietăţilor 
interacţiunii dintre mărimea de intrare şi sistem (perechea ( ( ), ( ))g t u t ).  

3.2. Răspunsul forţat  
 Transferul intrare – ieşire exprimat prin (3.9) este format din două 
componente:  
 – răspunsul de regim liber la ieşire – determinat de cauze interne exprimate 
prin starea iniţială 0(0)x x=  şi având o dinamică dependentă de AtC e ; 
 – răspunsul de regim forţat la ieşire, cu condiţii iniţiale nule – determinat, şi 
sub aspectul dinamicii, de perechea ( ( ), ( ))g t u t .  
Având în vedere că răspunsul de regim forţat la ieşire reflectă în totalitate 
proprietăţile sistemului (în ( )g t  intră şi factorul AtCe ), se va analiza în continuare 
numai cea de a doua componentă din (3.9), adică produsul de convoluţie: 

 
0

( ) ( ) ( ) , 0
t

y t g t u d tθ θ θ= − ≥∫ . (3.10) 

 Chestiunea esenţială pentru analiza care va urma este aceea a alegerii unei 
mărimi de intrare ( )u t  care să contribuie la decelarea celor mai importante 
proprietăţi ale transferului temporal intrare – ieşire reprezentat de (3.10). Se 
porneşte de la premisa că ( )u t  este format dintr-o combinaţie liniară de funcţii de 

forma k tt e λ , respectiv că, în general, poate fi furnizat de un sistem dinamic liniar 
finit dimensional şi invariant în timp. Pentru simplitatea expunerii se adoptă: 

 0( ) ( )tu t e u tλ σ= , (3.11) 
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în care λ∈C  şi 0
mu ∈ , prin alegeri adecvate, vor permite evidenţierea în 

răspunsul (3.10) a unor proprietăţi ale transferului intrare – ieşire al sistemului. 
 Înlocuind (3.11) şi (3.6) în (3.10) şi efectuând calculele se obţine: 

 ( ) ( ) ( )T Py t y t y t= + , (3.12) 

în care se disting: 
 Componenta de regim tranzitoriu: 

 1
0( ) ( ) ( )A t

T ny t Ce I A Bu tλ σ−=− − , (3.13) 

similară cu prima componentă din (3.9). Această componentă este determinată de 
condiţia iniţială virtuală 1

0( )nI A Buλ −− − , alocată de 0(0)u u= . 

 Componenta de regim permanent: 

 1
0

( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),t
P n

u tG

y t C I A B D u e t G u tλ

λ

λ λ σ λ−

=

⎡ ⎤= − + =⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.14) 

similară cu ( )u t  (v. (3.11)). Această componentă, în marea majoritate a 
aplicaţiilor, constituie raţiunea de a fi a sistemului (2.1), (2.2). 
 În aceste circumstanţe componenta de regim tranzitoriu ( )Ty t  este de regulă 

indezirabilă. Dar, datorită caracterului ei inerent, este în acelaşi timp inevitabilă. 
Fireşte că în această situaţie atitudinea cea mai rezonabilă este ca, prin soluţii de 
proiectare bazate pe cunoaşterea proprietăţilor şi efectelor componentei de regim 
tranzitoriu, să se reducă până la o limită acceptabilă efectele ei nefavorabile. Sau, 
dacă este necesar şi posibil, să fie utilizată pentru a întări sau modifica, pe anumite 
intervale de timp, unele evoluţii ale componentei de regim permanent. 
 Din examinarea expresiilor (3.13) şi (3.14) rezultă ca Observaţia 3.1 se 
confirmă. În funcţie de proprietăţile perechilor de matrice ( , )A B  şi ( , )C A , şi de 

alegerea parametrilor λ  şi 0u  se pot ivi următoarele trei situaţii prin care se 

dezvăluie caracterul transferului temporal intrare – ieşire în regimul tranzitoriu şi în 
regimul permanent:  

• transferul decuplat 
• transferul rezonant 
• transferul blocat.  

 Acestea vor fi analizate, în ordinea menţionată, în cele ce urmează. 
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3.3. Transferul decuplat 
 Se are în vedere pentru început componenta de regim tranzitoriu (3.13).  
 Înlocuind (2.27) şi (2.33) în (3.13), după efectuarea calculelor se obţine: 

 1 1
0( ) ( ) ( )J t

T ny t CVe I J V Bu tλ σ− −=− − . (3.15) 

 Valori proprii simple. Pentru rezultate imediate se consideră mai întâi că 
valorile proprii , 1,i i nλ = , sunt simple. Având în vedere (2.26) rezultă: 

 { }1 1 1
1( ) diag ( ) ,..., ( )n nI Jλ λ λ λ λ− − −− = − − . (3.16) 

 Substituind acum (2.25), (2.27), (2.31), (2.34) şi (3.16) în (3.15) se obţine: 

 1
01( ) ( ) ( ) ( ) ( )in t

T i i iiy t Cv w B e u tλλ λ σ−
==− −∑ . (3.17) 

 Este plauzibil şi deopotrivă posibil ca pentru anumiţi vectori proprii vμ  şi vη  

ai matricei A  (asociaţi valorilor proprii μλ  şi ηλ ), datorită proprietăţilor 

perechilor ( , )A B  şi respectiv ( , )C A , să fie îndeplinite condiţiile: 

 0w Bμ = , (3.18) 

 0Cvη = . (3.19) 

 În această situaţie modurile proprii ( ) t
vm t e vμλ
μ μ= , ( ) t

wm t e wηλ
η η=  (v. 

relaţiile (2.36), (2.37)) nu se mai manifestă în regimul tranzitoriu (3.17). 
 Similar, pentru un anumit vector propriu vρ  (asociat valorii proprii ρλ  ) 

este posibil să fie îndeplinite simultan condiţiile: 

 0, 0w B C vρ ρ= = . (3.20) 

Aceasta înseamnă că nici modurile proprii ( ) , ( )t t
v wm t e v m t e wρ ρλ λ
ρ ρ ρ ρ= =  nu 

se mai manifestă în regimul tranzitoriu (3.17). 
 Din (3.17) – (3.20) rezultă componenta de regim tranzitoriu: 

 1
01, , ,( ) ( )( )( ) ( )in t

T i i ii iy t C v w B e u tλ
μ η ρ

λ λ σ−
= ≠=− −∑ . (3.21) 

 Din (3.21) rezultă că fenomenele de decuplare sunt asociate anumitor valori 
proprii, respectiv vectorilor proprii corespunzători şi matricelor ,B C .  
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 Definiţia 3.1 
 Valorile proprii simple , , , , , {1,2,..., }nμ η ρλ λ λ μ η ρ∈ , ale sistemul (2.1), 

(2.2) (ale matricei A ) se numesc după cum urmează: μλ  – zero de decuplare la 

intrare dacă a loc (3.18); ηλ  – zero de decuplare la ieşire dacă are loc (3.19); ρλ   
– zero de decuplare la intrare – ieşire dacă are loc (3.20).  
 Efectele zerourilor de decuplare se regăsesc de o manieră similară şi în 
componenta de regim permanent (3.14). Într-adevăr, înlocuind (2.25), (2.27), 
(2.34), şi (3.16), (3.18) – (3.20) în (3.14) se obţine: 

 1
01, , ,( ) ( )( )( ) ( ) ( )n t

P i i ii iy t C v w B D u e tλ
μ η ρ λ λ λ σ−

= ≠
⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦∑ . (3.22) 

 Structura corespunzătoare regimului permanent (3.22) este redată în fig. I.3.2. 

 Evident, regimul permanent poate conţine exponenţialele te μλ , te ηλ , te ρλ , 
dar numai ca urmare a existenţei lor în mărimea de intrare (adică pentru μλ λ= , 

ηλ λ=  sau ρλ λ= ) şi al transferului lor prin conexiunile nedecuplate. 

 Comportarea sistemului (2.1), (2.2) poate fi explicitată şi cu ajutorul matricei 
de răspuns la impuls. Acest fapt este uşor vizibil dacă se înlocuiesc (2.25), (2.27), 
(2.31), (2.34), (3.16), (3.18) – (3.20) în (3.6). Se obţine: 

 1, , ,( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )in t
i ii ig t C v w B e t D tλ

μ η ρ
σ δ= ≠= +∑ ⋅ . (3.23) 

 Se evidenţiază decuplarea următoarelor conexiuni: μ  – la intrare, η  – la 
ieşire, şi ρ  – la intrare – ieşire, şi că efectul asupra transferului temporal intrare – 
ieşire este acelaşi: prin conexiunile decuplate nu se poate transfera nici un semnal. 
 Valori proprii multiple. În acest caz se foloseşte matricea de răspuns la 
impuls (3.6), cu (2.54), (2.55). Se obţine: 

 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )!

i i j i
k lr p k kt l k

i j i ji j k l
tg t e Cv w B t D t
k l

λ σ δ
−

= = = =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ −⎝ ⎠∑ ∑ ∑ ∑ ⋅ , (3.24) 

 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )!

i i j i ji
l kr p k ktk l

i j i ji j k l k
tg t Cv e w B t D t
l k

λ σ δ
−

= = = =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ −⎝ ⎠∑ ∑ ∑ ∑ ⋅ . (3.25) 

 Aici se au în vedere produsele k
i jw B  şi respectiv k

i jCv  pe baza cărora se pot 

extinde adecvat noţiunile din Definiţia 3.1.  
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Fig. I.3.2. Transferul decuplat în regim permanent (conexiunile , ,μ η ρ  sunt decuplate) 

 Exemplul 3.1 
 Fie sistemul (2.1), (2.2) cu 3, 1n m p= = = , A  cu 2α =  de la Exemplul 

2.5, şi 1 2 3 1 2 3[ ] , [ ], 0TB b b b C c c c D= = = . Să se determine , , 1,3i ib c i∈ = , 

astfel încât conexiunile 2 şi 3 să fie decuplate la intrare, iar 1 şi 2 la ieşire. 
 Cu 1, ,V W V J−= ( 2α = ) de la Exemplul 2.5 şi (3.24), (3.25) se obţin: 

 

3 2
11 111 1

1 1 1 2 2 1 2 3 32 2
11 11 11 11 11 11 11 11 11

( ) ( )
( )!

[ ( ) ( / 2 ) ] ( ),

k lk l kt
k l

t

tg t C e v w B t
k l

e C v w t v v w t v t v v w B t

σ

σ

−

= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ −⎝ ⎠

= + + + + +

∑ ∑
 

 

( )

3 32
11 111

1 1 2 3 2 2 3 3 32 2
11 11 11 11 11 11 11 11 11

( ) ( )
( )!

[ ( / 2) ] ( ),

l k
k lt

k l k

t

tg t C v e w B t
l k

e C v w t w t w v w t v v w B t

σ

σ

−

= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ −⎝ ⎠

= + + + + +

∑ ∑
 

w1B 
1

1
λ λ−

 C v1 

wμB = 0 C vμ 

wηB C vη = 0

wρB = 0 C vρ = 0

wnB C vn 

1

μλ λ−

1

ηλ λ−

1

ρλ λ−

1

nλ λ−
 

( )D λ  

( )u t  ( )Py t  

1

μ

η

ρ

n

∑  
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în care 11
kv  şi 11, 1,3kw k = , sunt coloanele şi liniile matricelor V  şi respectiv W . 

 2λ=  este un zero de decuplare dublu la intrare (pe conexiunile 2 şi 3) dacă: 

 2 3
1 2 3 1 2 311 11[1 1 1][ ] 0, [0 1 0][ ] 0T Tw B b b b w B b b b= − = = = . 

Rezultă 1 2 3 20, 0b b b b+ − = = , respectiv 1 3 2, 0b b b b= ∈ = .  

 Fie 0b ≠  şi [ ]0 TB b b= . Cu aceasta şi 1 2 3[ ]C c c c=  se obţine: 

 [ ] ( )1 12 2 2 2
1 2 3 1 311 11

1
( ) 0 0 1 1 0 ( ) ( )

1
t t t t

b
g t e Cv w Be e c c c t b c c e t

b
σ σ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤= = − = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

 2λ=  este un zero de decuplare dublu la ieşire (pe conexiunile 1 şi 2) dacă: 

 1 2
1 2 3 1 2 311 11[ ][1 0 1] 0, [ ][1 0 0] 0T TC v c c c C v c c c= = = = . 

Rezultă 1 3 10, 0c c c+ = = , respectiv 2 1 3, 0c c c c∈ = = .  

 Fie 0c ≠  şi [ ]0 0C c= . Cu aceasta şi 1 2 3[ ]TB b b b=  se obţine: 

 [ ] [ ]
1

3 32 2 2
2 211 11
3

0
( ) ( ) 0 0 1 0 1 0 ( ) ( )

1
t t t

b
g t e Cv w B t e c b t b ce t

b
σ σ σ

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥= = =⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

 Pe de altă parte pentru [ ]0 TB b b=  şi [ ]0 0C c=  se obţine: 

 [ ][ ] [ ][ ]1 12 2
11 11( ) ( ) 0 0 1 0 1 0 1 1 0 ( ) 0T Tt tg t e Cv w B t e c b b tσ σ= = − ≡ , 

 [ ][ ] [ ][ ]3 32 2
11 11( ) ( ) 0 0 0 1 1 0 1 0 0 ( ) 0T Tt tg t e Cv w B t e c b b tσ σ= = ≡ . 

 Ca urmare, există şi un zero de decuplare intrare – ieşire (pe conexiunea 2).  
 În cazul valorilor proprii multiple se constată că şi zerourile de decuplare pot 
fi multiple şi ele pot fi determinate cu relaţii similare cu (3.18) – (3.20). 

 În concluzie, notând cu 0 0
int ies,Z Z  şi 0

int ies−Z  mulţimile zerourilor de 

decuplare la intrare, la ieşire şi la intrare – ieşire, cu 0Z  mulţimea zerourilor de 
decuplare, şi cu pV  mulţimea valorilor proprii, rezultă că se poate scrie: 

 0 0 00
pint ies int ies( ) \ −= ∪ ⊆Z Z Z Z V . (3.26) 
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3.4. Transferul rezonant 
 Pentru componenta de regim permanent (3.22) (v. şi (3.14)) se poate scrie: 

 
0

1
1,

( ) ( ) ( ),

( ) ( )( )( ) ( ),
i

P

n
i i ii

y t G u t

G Cv w B D
λ

λ

λ λ λ λ−
= ∉

=

= − +∑ Z

 (3.27) 

în care ( )u t  are forma (3.11) şi ( )G λ  este matricea de regim permanent a 
sistemului (2.1), (2.2) (introdusă prin (3.14)) pentru λ  dat, independentă de 
amplitudinea intrării ( )u t , şi mulţimea 0Z  a fost introdusă prin (3.26). 

 Este uşor de observat că pentru fiecare 1,k n= , pentru care 

 0
p \kλ λ= ∈V Z , (3.28) 

din (3.37) se obţine: 

 ( )kG λ =+∞ . (3.29) 

 Fenomenul ilustrat de (3.29) este rezonanţa pe frecvenţa proprie 
0

p \kλ ∈V Z . El are loc datorită acţiunii intrării ( )u t  care îl „inoculează” pe kλ  în 

sistem. Termenul de rezonanţă se foloseşte prin extensie de la cazul particular 
0

p \k kjλ λ ω= = ∈V Z , 0( ) kj tu t u e ω=  (aceasta este o componentă a oscilaţiei 

sinusoidale cos ( ) / 2k kj t j t
k t e eω ωω −= + ) când are loc rezonanţa propriu-zisă. 

 Observaţia 3.2  
 Desigur că o anumită circumspecţie implică să se ia în considerare şi 
componenta de regim tranzitoriu (3.21), care, cronologic, coexistă cu cea de regim 

permanent – (3.22). Pentru (3.28) din (3.21) se obţine ( )Ty t =+∞ , ceea ce, 

împreună cu (3.27), (3.29) conduce la prezumţia că pentru kλ λ→  în răspunsul 
forţat (3.12) (cu (3.21), (3.22)) are loc o nedeterminare. Într-adevăr, izolând 
termenul de indice k  din (3.12), explicitată prin (3.21) şi (3.22), se poate scrie: 

 0 0lim ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
k

k

k

tt
t

k k k k k k
k

e eCv w B u t Cv w B t e u t Cv w B tu t
λλ

λ

λ λ
σ σ

λ λ→

− = =
−

. 

Acest rezultat implică: 
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 0 01, ,( ) ( ) ( ) ( )
i

i

t
n

T i ii i k
k i

ey t Cv w B u t
λ

λ
σ

λ λ= ≠ ∉=
−∑ Z

. (3.30) 

 Pe de altă parte, în (3.27) matricea ( )G λ , cu kλ λ= , se înlocuieşte cu 

 01, ,
1( ) ( )( ) ( )( ) ( )

i

n
k i i k k ki i k

k i
G Cv w B Cv w B t D

λ
λ λ

λ λ= ≠ ∉= + +
−∑ Z

, (3.31) 

care este matricea de regim permanent pentru kλ λ→ . 

 Este evident că în (3.31) are loc ( )kG λ →+∞ , pentru t →∞ , ceea ce, în 

alt mod, este confirmat de (3.29). 
 Privitor la rezonanţa propriu-zisă, adică pentru 0

p \k kjλ λ ω= = ∈V Z  în 

(3.11) şi (3.31), se constată că pentru orice 0u <+∞ , respectiv pentru: 

 ( ) ,u t t<+∞ ∈ , (3.32) 

din (3.27) cu (3.31) rezultă: 

 ( )Py t →+∞  pentru t →+∞ . (3.33) 

Aceasta este nota distinctă a rezonanţei propriu-zise. De remarcat că pentru (3.32) 
şi Re 0kλ <  din (3.27) cu (3.31) rezultă: 

 ( ) ,Py t t<+∞ ∈ , (3.34) 

deoarece 0k tt e λ →  pentru t →+∞ . Pe de altă parte, dacă Re 0kλ > , atunci 

(3.33) are loc şi datorită faptului că ( )u t →+∞  şi ( )kG λ →+∞  pentru 
t →+∞ , în (3.27) cu (3.31).  

 Definiţia 3.2 
 Valorile 0

p, \kλ ∈V Z , cu proprietăţile (3.29) se numesc polii sistemului 

(2.1), (2.2).  
 Extinderea analizei la cazul valorilor proprii multiple este desigur posibilă, 
dar în afară de faptul că polii sistemului (2.1), (2.2) pot fi multipli, alte elemente 
semnificative nu pot fi puse în evidenţă pe această cale. 
 Trebuie remarcat faptul că un zero de decuplare nu poate fi în acelaşi timp şi 
pol. Ca urmare, în conformitate şi cu (3.28) se poate scrie: 
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 0
p p\= ⊆P V Z V , (3.35) 

în care P , pV  şi 0Z  sunt respectiv mulţimile polilor, valorilor proprii, şi 
zerourilor de decuplare, incluzându-se şi multiplicităţile corespunzătoare. 

3.5. Transferul blocat 
 Revenind la componenta de regim permanent (3.14), se are în vedere 
matricea de regim permanent în care se procedează la inversarea matricei nI Aλ− : 

 

( )

( )

1

( )

1( ) ( ) ( ) adj( ) ( )
( )

1 1adj( ) ( ) ( ) ( ).
( ) ( )

n n

n

Q s

G C I A B D C I A B D
d

C I A B d D Q
d d

λ λ λ λ λ
λ

λ λ λ λ
λ λ

−= − + = − + =

⎡ ⎤= − + =⎣ ⎦
 (3.36) 

Aceasta este de dimensiuni p m× , cu elemente fracţii raţionale în λ  (introdus de 
intrarea ( )u t  – v. (3.11)). ( )d λ  este polinomul caracteristic al matricei A  şi ( )Q λ  
este o matrice polinomială. 

 a. Transferul antirezonant 
 Aspectul care interesează în cele ce urmează este rangul matricei ( )G λ .  
 Pentru matricea ( )G λ , privită ca funcţie de λ∈ , prin definiţie: 

 nrang ( ) min ( , )G m pρ λ= ≤  (3.37) 

se numeşte rangul normal al matricei ( )G λ  şi reprezintă ordinul minorului de 
dimensiune maximă, funcţie neidentic nulă de λ , conţinut de ( )G λ .  
 Pentru zλ=  (un număr) şi ( )G z  (matrice numerică) se poate evalua: 

 rang ( )z G zρ ρ= ≤ , (3.38) 

care se numeşte rangul local al matricei ( )G λ  în zλ= . 
 Întrucât ( )Q λ  este o matrice polinomială în λ , urmează că există o mulţime 

finită de numere 1 2{ , ,..., }z z zη ∈Z , nu în mod necesar distincte, pentru care 

 rang ( ) ,z G z zρ ρ= < ∈Z . (3.39) 

Acestea se numesc zerourile matricei ( )G λ  (o extensie de la cazul ( )G λ  scalar). 
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 Condiţia (3.39) are consecinţe asupra componentei de regim permanent 
pentru: 

 
0

0

, ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

z t

z t
P

z u t u e t

y t G z u t G z u e t

σ

σ

⎧⎪ ∈ =⎪⎪⎨⎪ = =⎪⎪⎩

Z
 (3.40) 

 Într-adevăr, întrucât pentru z ∈Z  are loc (3.39), rezultă că  

 [Ker ( )] \{0}G z ≠∅ ,  Ker ( ) { ; ( ) 0}mG z u G z u∈ = , (3.41) 

în care Ker M  este nucleul matricei M . Există 0 Ker ( )u G z∈ , astfel încât: 

 0 00, ( ) 0u G z u≠ = . (3.42) 

 Urmează că pentru 0, 0z u∈ ≠Z , conform cu (3.40), (3.42), are loc 

 ( ) 0u t ≠    ⇒    ( ) 0Py t = . (3.43) 

 Comparativ cu rezonanţa, aceasta este antirezonanţa pe frecvenţele de 
antirezonanţă z ∈Z , [76]. În situaţia ilustrată de implicaţia (3.43) are loc 
transferul intrare – ieşire blocat. 

 Definiţia 3.3 

 Valorile z ∈Z , care satisfac condiţiile (3.39), (3.42), (3.43), se numesc 
zerourile de transmisie ale sistemului (2.1), (2.2). Z  este mulţimea zerourilor de 
transmisie.  

 Exemplul 3.2 
 Se consideră sistemul (2.1), (2.2) cu 3, 2, 2n m p= = =  şi  

 

1 1 3 1 1
1 1 0

1 5 1 , 0 1 , , 0
1 0 1

3 1 1 1 0

A B C D

⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

 Se cere să se determine polii şi zerourile de transmisie ale sistemului. 
 Mai întâi, în conformitate cu (2.10), rezultă ( ) ( 2)( 3)( 6)d s s s s= + − − , din 

care se obţin valorile proprii simple 1 2 32, 3, 6λ λ λ=− = = . 
 În continuare, folosind (2.24) şi (2.34), se obţin matricea modală şi inversa ei: 
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1

1
1 2 3 2

3

1 1 1 3 0 3
1[ ] 0 1 2 , 2 2 2
6

1 1 1 1 2 1

w
V v v v W w V

w

−

⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤ −⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥= − = = = −⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

 Se observă că 0, 1,3iw B i≠ = , şi 0, 1,3iC v i≠ = , în care iw  şi iv , 

1,3i= , sunt liniile lui 1V−  şi respectiv coloanele lui V . În aceste condiţii 
sistemul nu are nici un zero de decuplare. În conformitate cu (3.35) rezultă că polii 
sistemului sunt exact valorile sale proprii, adică: 1 2 32, 3, 6λ λ λ=− = = . 
 În conformitate cu (3.36) se calculează: 

 

2

1 2
3

2

6 4 2 3 14
1( ) 2 2 8 2

( 2)( 3)( 6)
3 14 2 6 4

I A

λ λ λ λ

λ λ λ λ λ
λ λ λ

λ λ λ λ

−

⎡ ⎤− + + −⎢ ⎥
⎢ ⎥− = + − − +⎢ ⎥+ − − ⎢ ⎥
⎢ ⎥− + − +⎣ ⎦

, 

 

2

1
3

1 2( 5 4)
2 ( 2)( 3)( 6)

( ) ( )
( 7)0

( 3)( 6)

G C I A B

λ λ
λ λ λ λ

λ λ
λ

λ λ

−

⎡ ⎤− − +⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + − −⎢ ⎥= − = ⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

 Întrucât ( 7)det ( )
( 2)( 3)( 6)

G λ
λ

λ λ λ
− −=

+ − −
, rezultă 2m pρ= = = . În 

schimb pentru 7z=  se obţine rang (7) 1 2G = < , adică 7z=  este un zero de 
transmisie. 

 Este util de văzut ce se întâmplă pentru [ ]( ) T tu t a b e λ= , cu 1,2,3λ λ=  

(valorile proprii ale lui A ), respectiv 7zλ= = , şi ,a b∈ , dar nu simultan nule.  
 Pentru 1,2,3λ λ=  se obţin 1,2,3( )G λ  cu elemente infinite. Adică pentru 

( )u t <+∞  rezultă 1,2,3( )G λ =∞ . Se confirmă că 1,2,3λ λ=  sunt polii 

sistemului. 
 Pentru 7zλ= =  şi 9, 1a b= = , din (3.11) şi (3.43) rezultă: 

 7
9

( ) ( ) 0
1

tu t e tσ
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ≠⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

,  7
1/ 9 1 9 0

( ) (7) ( ) ( )
0 0 1 0

t
Py t G u t e tσ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
. 
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Urmează că pentru ( ) 0u t ≠  se obţine ( ) 0Py t = , ceea ce confirmă faptul că 

7zλ= =  este un zero de transmisie al sistemului considerat.  

 b. Alte cazuri de transfer blocat 
 Blocarea transferului intrare – ieşire este posibilă nu numai prin 
antirezonanţă (adică pentru valori λ∉Z ). De pildă, dacă nrang ( )G p mρ λ= = <  
sau min( , )m pρ< , atunci pentru orice λ  are loc [Ker ( )] \{0}G λ ≠∅ . Urmează că 

în astfel de cazuri există 0 [Ker ( )] \{0}u G λ∈  astfel încât 

 0( ) 0G uλ = . (3.44) 

 Introducând (3.44) în (3.14) se obţine transferul blocat pentru orice λ∈ : 

 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0t
Py t G u t G u e tλλ λ σ= = = . (3.45) 

 Exemplul 3.3 
 Fie matricea de regim permanent:  

 
1 1 0

( ) , \{0}
0 1 1

G
λ λ

λ λ
λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ∈⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

.  

Să se determine Z , precum şi Ker ( )G λ  şi 0 0u ≠  pentru care are loc (3.45). 

 Pentru orice 0λ≠  are loc nrang ( ) 2 3G p mρ λ= = = < = .  

 Nu există 0zλ= ≠  pentru care rang ( )z G zρ ρ= < . Prin urmare =∅Z .  
 Din definiţia nucleului: 

 
01

0 02

03

1 1 0
( ) 0

0 1 1

u
G u u

u

λ λ
λ

λ

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

se obţine o simplă infinitate de soluţii: 01 02 03u u uλ=− = . Alegând 03u α=  ca 

parametru, nucleul căutat are forma:  

 { }Ker ( ) [ 1] ,TG λ λ λ α α= − ∈ .  

 Evident, pentru orice 0λ≠  şi orice 0 [ 1] , \{0}Tu λ λ α α= − ∈ , au 

loc relaţiile (3.44) şi (3.45).  



4. Transferul intrare – ieşire 

4.1. Matricea de transfer 
 Reprezentarea prin matricea de transfer este de tipul intrare – ieşire cu 
condiţii iniţiale nule. O cale de obţinere a acestei reprezentări se bazează pe 

transformarea Laplace 
0

( ) ( ) stF s f t e dt
∞ −=∫ , simbolizată prin L , în care f  şi 

F  sunt funcţia original şi funcţia imagine. Ea se aplică ecuaţiilor (2.1), (2.2) cu 
condiţii iniţiale nule. Cu notaţiile uzuale: ( ) { ( )}U s u t=L , ( ) { ( )}Y s y s=L , după 
calcule elementare se obţine ecuaţia transferului intrare – ieşire: 

 ( ) ( ) ( )Y s G s U s= , (4.1) 

în care 

 1( ) ( ) ( ),nG s C I s A B D s s−− + ∈ , (4.2) 

este matricea de transfer, de dimensiuni p m× , cu elemente fracţii raţionale în s . 
 Din (4.2) şi (3.6) rezultă că matricea de transfer, ( )G s , este transformata 
Laplace a matricei de răspuns la impulsul Dirac, ( )g t . Se scrie: 

 ( ) { ( )} { ( ) ( ) ( )}AtG s g t Ce B t D tσ δ= = +L L ⋅ . (4.3) 

 Expresia (4.2) evidenţiază modul de determinare a lui ( )G s  pe baza 

reprezentării de stare (2.1), (2.2), respectiv a matricelor , ,A B C  şi ( )D ⋅ .  
 În mod obişnuit, ( )G s  se poate obţine şi direct pe baza schemei bloc 
structurale sau prin modelarea intrare – ieşire a sistemului (v. paragraful I.1.1.b). 
 După natura elementelor fracţionare din ( )G s , se disting trei cazuri: 

(a) ( )G s  se numeşte strict proprie dacă lim ( ) 0s G s→∞ = . 

(b) ( )G s  se numeşte proprie dacă lim ( ) constant 0s G s→∞ = ≠ . 

(c) ( )G s  se numeşte improprie dacă nu sunt îndeplinite condiţiile (a) şi (b). 

 Observaţia 4.1 
 Elementele din matricele de tipul (a) au gradele numărătorilor strict mai mici 
decât gradele numitorilor. În conformitate cu criteriile de non-anticipativitate 
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bazate pe transformarea Fourier – Plancherel, [47], numai acestea pot fi 
caracterizate ca realiste (non-anticipative). Celelalte două sunt nerealiste. În 
situaţii concrete se poate ajunge la modele intrare – ieşire de tipul (b) sau (c) în 
urma unor simplificări şi / sau idealizări operate pe parcursul procesului de 
elaborare a reprezentării intrare – ieşire (4.1) (v. şi Observaţiile 1.1, 1.2 şi 2.1).  
 Fireşte, calificarea unui model intrare – ieşire ca nerealist nu este lipsită de 
urmări de ordin practic, mai ales prin implicaţiile în sinteza regulatorului unui 
sistem automat multivariabil. Este deci firesc să se utilizeze cu circumspecţie 
modelele (b) şi (c) şi, în final, să se utilizeze pertinent simplificările şi / sau 
idealizările menţionate, în scopul interpretării şi implementăriii adecvate a 
rezultatelor obţinute.  

 a. Problema obţinerii unei realizări a matricei de transfer 
 Relaţia dintre reprezentarea de stare (2.1), (2.2) şi reprezentarea intrare – 
ieşire (4.1), (4.2) poate fi privită şi prin prisma determinării matricelor , ,A B C , 

( )D ⋅  pe baza cunoaşterii lui ( )G s . Aceasta fiind dată, se spune că , ,A B C , ( )D ⋅  
este o realizare a matricei de transfer ( )G s . În cazurile (a) şi (b), D  este constantă 
şi, în conformitate cu ecuaţia (4.2), se obţine în mod unic din relaţia: 

 lim ( )sD G s→∞= . (4.4) 

 Ca urmare, se poate scrie: 

 0( ) ( )G s G s D= + , (4.5) 

în care 0 ( )G s , determinată în mod unic, este o matrice de fracţii raţionale, strict 
proprie. 
 În legătură cu (4.5), fiind dat 0( ) ( )G s G s D= − , problema obţinerii unei 
realizări constă în determinarea unei realizări , ,A B C  astfel încât: 

 1 0( ) ( )nC I s A B G s−− = . (4.6) 

 Problema (4.6) nu are soluţie unică după cum se poate constata din modul în 
care perechile ( , )A B  şi ( , )C A  influenţează transferul intrare – ieşire al sistemului 
(2.1), (2.2) (v. secţiunea 3.3). Fiind legată de proprietăţile de controlabilitate a 
stării şi observabilitate a stării ale sistemului (2.1), (2.2) (v. subcapitolul II.1) 
problema obţinerii unei realizări va face obiectul subcapitolului II.4. 
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 În situaţia în care ( )G s  este improprie – cazul (c), pentru determinarea 
matricei 0 ( )G s  se separă din ( )G s , în mod unic, termenul polinomial ( )D s , care 
conţine părţile polinomiale ale elementelor lui ( )G s . Ca urmare, se poate scrie: 

 0( ) ( ) ( )G s G s D s= + , (4.7) 

în care 0( )G s  (unică şi strict proprie) se foloseşte pentru rezolvarea problemei (4.6). 

 b. Problema polilor şi zerourilor 
 Relaţiile (4.2) şi (4.3) relevă dependenţa transferului intrare – ieşire de 
valorile proprii ale matricei A , de proprietăţile perechilor de matrice ( , )A B  şi 
( , )C A , ca şi de ale perechii ( ( ), ( ))G s U s . Această aserţiune, care ne reaminteşte 
analiza din secţiunile 3.3 – 3.5, poate fi reprodusă mutatis mutandis pentru ecuaţia 
transferului intrare – ieşire (4.1) cu (4.2). În acest sens pledează şi analogia formală 
dintre ( )G λ  şi ( )G s . Conceptual ele se deosebesc însă prin natura argumentelor: 
λ  este un parametru al mărimii de intrare (3.11), pe care aceasta îl „înoculează” în 
sistem, în timp ce variabila independentă s  este frecvenţa complexă aflată în 
corespondenţă, prin transformarea Laplace, cu timpul t . 

 Fie ( )( ) ( )i jG s G s . În sens strict se poate afirma că transferul intrare – 

ieşire (4.1) depinde de polii şi zerourile elementelor ( )i jG s , ale matricei ( )G s . 

După cum se ştie, ks p=  este pol al funcţiei ( )i jG s  dacă ( )i j kG p =∞ . Mai 

departe, ks z=  este un zero al funcţiei ( )i jG s  dacă ( ) 0i j kG z = . Acestea sunt 

definiţiile uzuale în cazul sistemelor monovariabile, respectiv al funcţiilor de 
transfer scalare. Ele se bazează pe ipoteza că funcţia raţională considerată este 
raportul a două polinoame relativ prime. 

 Observaţia 4.2 
 Fireşte, este posibilă existenţa unor divizori comuni între polinoamele care 
alcătuiesc fracţiile ( )i jG s . Pentru a ilustra modul în care pot apărea astfel de 

divizori comuni se are în vedere (4.2). Pentru generalitate se utilizează şi relaţiile 
(2.74), (2.75). În acest fel din ecuaţia (4.2) se obţine: 

 1 1( ) adj( ) ( ) adjr ( ) ( )
( ) ( )i j i n j i j i n j i jG s c I s A b d s c I s A b d s

d s sδ
= − + = − + , 
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în care , 1,ic i p= , sunt liniile matricei C , , 1,jb j m=  sunt coloanele matricei 

B , şi ( ), 1, , 1,i jd s i p j m= = , sunt elementele matricei ( )D s .  

 C.m.m.d.c. al elementelor matricei adjuncte reduse adjr ( )nI s A−  este 1 şi 
ca atare nu are divizori comuni cu polinomul minimal ( )sδ . Aceasta spre 

deosebire de ( )sδ  şi polinomul adjr ( )i n jc I s A b−  în care intervin perechile 

( , )jA b  şi ( , )ic A , respectiv zerourile de decuplare la intrare şi la ieşire (v. 

secţiunea 3.3). Existenţa unor divizori comuni între numitorii şi numărătorii unor 
elemente din ( )G s  are o semnificaţie specială. Şi anume, atunci când numitorii şi 
numărătorii tuturor elementelor neidentic nule ale unei linii (coloane) a lui ( )G s  au 
un divizor comun. Acesta poate fi simplificat. Un răspuns privind aceşti divizori 
comuni şi legătura lor cu zerourile de decuplare se va da în paragraful 6.4.d.  
 Procedând ca în secţiunile 3.4 şi 3.5 se pot defini, într-o primă etapă, 
noţiunile de pol şi de zero de transmisie asociate, de această dată, matricei de 
transfer ( )G s . O astfel de procedură este pe deplin legitimă şi are avantajul unei 
referiri naturale la particularităţile transferului temporal intrare – ieşire analizat în 
secţiunile 3.4 şi 3.5. Dar se va avea în vedere ca, atât conceptual cât şi practic, 
această procedură să se bazeze în final pe matricea ( )G s  fără ca, în mod necesar, 

( )G s  să se obţină cu formula (4.2) (folosind reprezentarea de stare (2.1), (2.2)). 

 c. Utilizarea teoremei dezvoltării 
 Cunoscând polii membrului drept din (4.1), se poate determina transferul 
temporal folosind teorema dezvoltării din teoria transformării Laplace. Pentru 
ilustrarea acestei afirmaţii fie ( ) ( )G s U s  (v. (4.1)) cu următoarele categorii de poli: 

(a) ( )G s  are polii distincţi ip , de multiplicitate , 1,i iν ν= .  

(b) ( )U s  are la rândul său două categorii de poli:  

• Poli identici cu unii , 1,ip i ν= . După ordonarea adecvată a polilor lui 

( )G s , fie ei , 1,jp j α= , distincţi, α ν≤ , de multiplicitate 1, 1,j jα α≥ = . 

Evident, conform ordonării menţionate a polilor, 0, 1,j jα α ν= = + . 

• Poli diferiţi de , 1,ip i ν= , fie ei ks , distincţi, de multiplicitate , 1,k kβ β= . 

 Conform teoremei dezvoltării, [47], aplicată ecuaţiei (4.1), se poate scrie: 
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, (4.9) 
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0
1

1 ( ) ( ) ( ) , 1, , 1,
( 1)!

i

i

j

i j i ij
s s

dM s s G s U s i j
j ds

β β β
−

−
=

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎡ ⎤= − = =⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎪ ⎪− ⎪ ⎪⎩ ⎭
. (4.11) 

 Prima sumă dublă din (4.8), asociată polilor ip , cu , 1,i iν ν= , constituie 
componenta de regim tranzitoriu. Restul termenilor din (4.8), asociaţi polilor lui 

( )U s  şi acţiunii directe prin operatorul ( )D ⋅ , constituie componenta de regim 
permanent. A doua sumă dublă din (4.8) este specifică rezonanţei generate de polii 
lui ( )U s  identici cu o parte din polii lui ( )G s  (v. secţiunea 3.4). 
 Relaţia (4.8) cu (4.9) – (4.11) concretizează posibilitatea utilizării directe a 
ecuaţiei intrare – ieşire (4.1) şi a determinării separate a celor trei sume duble din 
(4.8). În acest sens pledează şi faptul că ( )G s  poate fi cunoscută şi direct pe baza 
schemei bloc structurale sau prin modelarea intrare – ieşire a sistemului (v. 
paragraful I.1.1.b) şi nu folosind (4.2). În consecinţă, pentru utilizarea relaţiei (4.8) 
cu (4.9) – (4.11) este necesară cunoaşterea polilor direct din ( )G s . 

4.2. Forma Smith-McMillan a matricei de transfer 
 Într-un cadru mai larg, sunt necesare definiţii şi proceduri de determinare a 
polilor şi zerourilor direct din matricea de transfer ( )G s . În acest sens se poate 
porni de la noţiunile de pol şi de zero de transmisie introduse şi caracterizate în 
secţiunile 3.4 (Definiţia 3.2) şi 3.5 (Definiţia 3.3). 
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 Definiţia 4.1 
 Un jp ∈  se numeşte pol al matricei ( )G s  dacă este pol al unui element 

din ( )G s . Cu notaţiile din (4.8) (v. şi ipoteza (a) de la 4.1.c), polinomul monic: 

 1( ) ( ) j
jjp s s pν ν

== −∏  (4.12) 

se numeşte polinomul polilor al matricei de transfer ( )G s .  

 Definiţia 4.2 
 Un iz ∈  se numeşte zero de transmisie al matricei ( )G s  dacă 

 rang ( ) nrang ( ) min ( , )z i iG z G s m pρ < ρ ≤ . (4.13) 

 Fie iz , distincte, de multiplicitate , 1,i kμ μ= , zerourile de transmisie ale 

matricei ( )G s . Atunci polinomul monic: 

 1( ) ( ) i
iiz s s zμ μ

== −∏  (4.14) 

se numeşte polinomul zerourilor de transmisie al matricei de transfer ( )G s .  

 Aşa cum rezultă din (4.8), polii jp  caracterizează comportarea dinamică a 

sistemului (4.1). În plus şi în concordanţă cu Definiţia 4.1, ei generează în 
transferul intrare – ieşire (4.1) rezonanţa pe frecvenţele proprii jp , dar numai 

atunci când acestea sunt „inoculate” de mărimea de intrare ( )U s  (v. secţiunea 3.4). 

 Similar, zerourile de transmisie iz  caracterizează o anumită interacţiune 
între ( )G s  şi ( )U s . În concordanţă cu Definiţiei 4.2, în transferul intrare – ieşire 

(4.1) are loc o antirezonanţa pe zerourile de transmisie iz , dar numai atunci 

acestea sunt „inoculate” de mărimea de intrare ( )U s  (v. secţiunea 3.5). 
 Este simplu de constatat că Definiţiile 4.1 şi 4.2, ca şi interpretările care le 
urmează, au caracter fenomenologic – descriptiv şi ca atare sunt inoperante din 
punctul de vedere al determinării efective a polinoamelor (4.12), şi (4.14). 
 În cele ce urmează se prezintă forma Smith – McMillan a matricei raţionale 

( )G s . Fiind forma canonică diagonală (echivalentă) a lui ( )G s , ea deschide în 
mod natural o cale de determinare a polinoamelor ( )p s  şi ( )z s  ale matricei ( )G s .  
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 Teorema 4.1 (Smith – McMillan, [27]) 
 Pentru matricea ( )G s , de rang normal min( , )m pρ ≤ , există matricele 
unimodulare ( )L s  şi ( )R s , de dimensiuni p p×  şi respectiv m m× , astfel încât: 

 ( ) ( ) ( ) ( )G s L s M s R s= , (4.15) 

în care: 

 
1

1

( )

( )( )diag ,...., 0
( ) ( )( )

0 0p m

ss
s sM s

ρ

ρ

ψψ
ϕ ϕ

×

⎡ ⎤⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪= ⎪ ⎪⎩ ⎭⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (4.16) 

este forma Smith – McMillan a matricei ( )G s . Aceasta are următoarele proprietăţi: 

(a) Perechile de polinoame monice ( ), ( ), 1,i is s iψ ϕ ρ= , sunt relativ prime. 

(b) ( ), 1,i s iϕ ρ= , sunt în următoarele relaţii de divizibilitate: 

 1( ) ( ), 1, 1i is s iϕ ϕ ρ+ = − . (4.17) 

(c) ( ), 1,i s iψ ρ= , sunt în următoarele relaţii de divizibilitate: 

 1( ) ( ), 1, 1i is s iψ ψ ρ+ = − .  (4.18) 

În (4.17) şi (4.18) notaţia |v w  are semnificaţia: v  divide pe w . 
( )M s  şi ( )N s , fiind unimodulare, au proprietăţile: det ( ) const. 0M s = ≠ , 

det ( ) const. 0N s = ≠  (v. Anexa B.1). Notând cu ( ), 1,il s i p= , coloanele matricei 

( )L s  şi cu ( ), 1,ir s i m= , liniile matricei ( )R s , din (4.15) şi (4.16) rezultă: 

 1
( )( ) ( ) ( )
( )

i
i ii

i

sG s l s r s
s

ρ ψ
ϕ==∑ , (4.19) 

 1 1nrang ( ),...., ( ) , nrang ( ),...., ( ) ,T Tl s l s r s r s sρ ρρ ρ⎡ ⎤⎡ ⎤= = ∈⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ . 

 În aceste condiţii transferul intrare – ieşire (4.1) are forma: 

 1
( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

i
i ii

i

sY s l s r s U s
s

ρ ψ
ϕ=

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ . (4.20) 
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 Întrucât ( ) 0, ( ) 0, 1,i il s r s i ρ≠ ≠ = , urmează ca în Definiţiile 4.1 şi 4.2 să 

se considere numai polinoamele ( )i sϕ , ( ), 1,i s iψ ρ= , cu (4.17), (4.18). Se pot 
formula următoarele două rezultate pentru care se va da o demonstraţie comună. 

 Teorema 4.2 
 Polii matricei de transfer ( )G s  sunt rădăcinile polinoamelor ( )i sϕ , 1,i ρ= , 

din forma Smith – McMillan (4.16) şi polinomul polilor are forma: 

 1( ) ( )iip s sρ ϕ==∏ .  (4.21) 

 Teorema 4.3 
 Zerourile de transmisie ale matricei de transfer ( )G s  sunt rădăcinile 

polinoamelor ( )i sψ , 1,i ρ= , din forma Smith – McMillan (4.16) şi polinomul 
zerourilor de transmisie are forma: 

 1( ) ( )iiz s sρ ψ==∏ .  (4.22) 

 D. O caracterizare naturală a polilor şi zerourilor de transmisie ale matricei 
( )G s , conform cu secţiunile 3.4 şi 3.5, dar şi pe baza Definiţiilor 4.1 şi 4.2, constă 

în a identifica în intrarea ( )U s  acele frecvenţe pentru care din (4.1) rezultă: 
(i) în cazul polilor jp : 

 ( )U s <+∞     ⇒    ( )Y s =+∞ ; (4.23) 

(ii) în cazul zerourilor de transmisie iz : 

 ( ) 0U s ≠     ⇒     ( ) 0Y s = . (4.24) 

 De exemplu, se alege ( )U s  astfel încât: 

 
( ),

( ) ( ) , 1,
0,
j

i
f s i j

r s U s i
i j

ρ
⎧ =⎪⎪= =⎨⎪ ≠⎪⎩

, (4.25) 

în care ( )jf s  este o funcţie scalară nenulă şi mărginită. Înlocuind (4.25) în (4.20) 
se obţine: 

 
( )

( ) ( ) ( ), 1,( )
j

j j
j

s
Y s l s f s js

ψ
ρ

ϕ
= = . (4.26) 
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 Din (4.26) şi respectiv (4.23) şi (4.24) se constată că pentru ( ) 0i sϕ =  

rezultă ( )Y s =+∞  şi pentru ( ) 0i sψ =  rezultă ( ) 0Y s = . Fireşte că se pot 

obţine rezultate de forma (4.26) şi (4.23), respectiv (4.24) pentru toţi 1,j ρ= , 
alegând adecvat mărimea de intrare ( )U s . Cu aceasta demonstraţia celor două 
teoreme este încheiată.  

 Observaţia 4.3 
Din (4.21) se obţine gradul polinomului polilor: 

 1grd ( ) grd ( )iip s sρ ϕ==∑ , (4.27) 

numit gradul McMillan al matricei ( )G s . El oferă informaţii fără echivoc asupra 
numărului minim de acumulatoare de substanţă / energie / informaţie, independente 
între ele şi relevante pentru transferul intrare – ieşire, conţinute de sistemul 
reprezentat de matricea de transfer ( )G s  (v. şi secţiunea II.4.2).  

4.3. Forma Smith a matricei numărător 

 Relaţiile (4.21) şi (4.22) arată că problema determinării polinoamelor ( )p s  
şi ( )z s  se reduce la determinarea formei Smith – McMillan (4.16) a matricei de 
transfer ( )G s . Determinarea formei Smith – McMillan se poate baza pe calculului 
formei canonice diagonale a unei matrice polinomiale, numită forma Smith. 
 Fie 1( )p s  c.m.m.m.c. al tuturor numitorilor elementelor neidentic nule ale 

matricei ( )G s . În aceste condiţii se poate scrie: 

 
1

1( ) ( )
( )

G s N s
p s

= , (4.28) 

unde ( )N s  este matricea numărător (polinomială (v. Anexa B.1)), unic determinată. 

 Teorema 4.4 (Smith, [27]) 
 Pentru matricea ( )N s , de rang normal min( , )m pρ≤ , există matricele 
unimodulare ( )NL s  şi ( )NR s  (v. Anexa B.1), de dimensiuni p p×  şi respectiv 
m m× , astfel încât: 

 ( ) ( ) ( ) ( )N NN s L s S s R s= , (4.29) 
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în care: 

 
{ }1

( )

diag ( ),..., ( ) 0
( )

0 0p m

s s
S s ρε ε

×

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (4.30) 

este forma Smith a matricei ( )N s  Aceasta are următoarele proprietăţi: 

(a) Polinoamele monice ( ), 1,i s iε ρ= , numite factorii invarianţi al matricei 

( )N s , sunt în următoarele relaţii de divizibilitate: 

 1( ) ( ) , 1, 1i is s iε ε ρ+ = − . (4.31) 

(b) 0
1

( )
( ) , 1, , ( ) 1

( )
i

i
i

s
s i s

s
δ

ε ρ δ
δ −

= = ≡ , (4.32) 

în care ( ), 1,i s iδ ρ= , sunt c.m.m.d.c., polinoame monice, respectiv ai tuturor 

minorilor neidentic nuli de ordin 1,i ρ= , ai matricei ( )N s .  

 a. Determinarea formei Smith prin operaţii elementare 
 Conform Teoremei 4.4, se determină factorii invarianţi ( ), 1,i s iε ρ= , şi, cu 

aceştia, se construieşte direct forma Smith ( )S s  a matricei ( )N s . 
 Matricele ( )NL s  şi ( )NR s  reproduc secvenţe finite de operaţii elementare 
pe linii şi pe coloane (v. Anexa B.2) prin care se transformă matricea polinomială 

( )N s  în forma Smith ( )S s .  
 Practic, matricele unimodulare din (4.29) se obţin în cadrul următoarei 
proceduri: 

(a) Prin operaţii elementare pe linii şi coloane în ( )N s  se plasează 1( )sε  pe 
poziţia (1,1). Se obţine matricea ( )aN s . 

(b) Prin operaţii elementare pe linii şi coloane în ( )aN s  se anulează restul 
elementelor de pe linia 1 şi coloana 1 (exceptând (1,1)). Se obţine ( )bN s . 

(c) Prin operaţii elementare pe linii şi coloane în ( )bN s  se plasează 2( )sε  pe 
poziţia (2,2). Se obţine ( )cN s . 

(d) Prin operaţii elementare pe linii şi coloane în ( )cN s  se anulează restul 
elementelor de pe linia 2 şi coloana 2 (exceptând (2,2)). Se obţine ( )dN s . 
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(e) Se repetă operaţiile de tipul (b, c), (d, e) până la obţinerea formei Smith 
( )S s  a matricei ( )N s . 

(f) Operaţiile elementare pe linii şi coloane, consemnate ca atare pas cu pas, 

definesc matricele unimodulare 1( )NL s−  şi 1( )NR s− , cu ajutorul cărora, în 

cadrul acestei proceduri, s-a realizat transformarea: 

 1 1( ) ( ) ( ) ( )N NS s L s N s R s− −= . 

(g) Din 1( )NL s−  şi 1( )NR s−  se determină ( )NL s  şi ( )NR s , necesare pentru 

concretizarea relaţiilor (4.29), cu (4.30). 

 Exemplul 4.1 
 Se consideră matricea polinomială: 

 2 2

2 2

2 1 3

( ) ( 1) ( 1) ( 1)(2 1)

( 1)( 2) ( 1) 3( 1)

s s s

N s s s s s s s s s

s s s s

⎡ ⎤+ + +⎢ ⎥
⎢ ⎥= + + + + +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + + +⎣ ⎦

. 

 Să se determine forma Smith ( )S s  şi matricele unimodulare ( )NL s  şi 

( )NR s  conform procedurii prezentate mai sus. 

 0( ) 1sδ ≡ . Apoi c.m.m.d.c. ai minorilor de ordinele 1, 2 şi 3 sunt respectiv:  

 2
1 2 3( ) 1, ( ) , ( ) ( 1)s s s s s sδ δ δ= = = + .  

 Cu aceşti divizori se determină următorii factori invarianţi:  

 1 1 0 2 2 1 3 3 2( ) ( ) ( ) 1, ( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) ( 1)s s s s s s s s s s s sε δ δ ε δ δ ε δ δ= = = = = = + . 

 Urmează că forma Smith, în conformitate cu ecuaţia (4.30), are expresia: 

 

1 0 0

( ) 0 0

0 0 ( 1)

S s s

s s

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎣ ⎦

. 

 Pentru a transforma ( )N s  în ( )S s  se procedează după cum urmează. 

(a) În ( )N s  se obţine 1( ) 1sε =   în poziţia (1,1) scăzând coloana 2 din coloana 1: 
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 2 3 2 3 2

2 2

1 1 3 1 0 0

( ) 2 3 ( ) 1 1 0

1 2 1 3 6 3 0 0 1
a

s s

N s s s s s s s s N s

s s s s s

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + + + + = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + + + + ⎣ ⎦⎣ ⎦

. 

(b) Pentru anularea elementelor subliniate şi pentru a obţine 2( )s sε =  în loc de 
3 2s s s+ +  în poziţia (2,2), se fac în ( )aN s  următoarele operaţii elementare: 

 2
1 2 1 2

1 3 1 3

pe linii apoi pe coloane

1.
2. ( 1)
3. ( 1) ( 3) .

s L L s C C
s L L s C C

− + − + +
− + + − + +

 

 Aceste operaţii elementare sunt consemnate prin următoarea egalitate: 

 3 2

2

1 0 0 1 0 0 1 ( 1) ( 3)

( ) 0 1 0 ( ) 0 1 0

0 0 2 2 ( 1) 0 1 0 0 1
b a

s s

N s s s s s N s

s s s

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

(c) Pentru a obţine 3( ) ( 1)s s sε = +  în loc de 22 2s s+  în poziţia (3,3) a lui 

( )bN s  se face operaţia elementară: 

 2

1 0 0 1 0 0

( ) 0 ( 1) 0 1 0 ( )

0 0 ( 1) 0 0 1/ 2
c bN s s s s N s

s s

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥+⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

(d) Pentru a anula elementul subliniat din ( )cN s  se fac următoarele operaţii 
elementare: 

 
2 3

2 3

pe linii apoi pe coloane

1.
2. ( 1)
3. 2 .

L s L
C C

− −
− +

 

 Prin aceste operaţii elementare, consemnate prin următoarea egalitate, se 
obţine forma Smith a matricei ( )N s : 
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1 0 0 1 0 0 1 0 0

( ) ( ) 0 0 0 1 ( 1) ( ) 0 1 2

0 0 ( 1) 0 0 1 0 0 1
d cS s N s s s N s

s s

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥≡ = = − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥+⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

(e) Recapitulând toate operaţiile efectuate în paşii precedenţi rezultă matricele: 

 1 2

1 0 0 1 0 0 1 0 0

( ) 0 1 ( 1) 0 1 0 1 0

0 0 1 0 0 1/ 2 ( 1) 0 1
NL s s s

s

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − − − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 12

1 0 0

( 1) / 2 1 ( 1) / 2 , cu det ( ) 1/ 2

( 1) / 2 0 1/ 2
Ns s L s

s

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= − + − − =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− +⎣ ⎦

; 

 1

1 0 0 1 ( 1) ( 3) 1 0 0

( ) 1 1 0 0 1 0 0 1 2

0 0 1 0 0 1 0 0 1
N

s s

R s−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 1

1 ( 1) 1

1 2 ( 1) , cu det ( ) 1

0 0 1
N

s s

s s R s−

⎡ ⎤− + −⎢ ⎥
⎢ ⎥= − + − + =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

; 

 2

1 0 0 2 1 3

( ) 1 1 , ( ) 1 1 2

1 0 2 0 0 1
N N

s s s

L s s s R s

s

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥+⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

 În final este uşor de verificat că rezultatele obţinute satisfac (4.29).  

 b. Determinarea formei Smith – McMillan cu ajutorul formei Smith 
 Din (4.15), (4.16) şi (4.28) – (4.30) se obţin: 

 ( ) ( ), ( ) ( )N NL s L s R s R s≡ ≡ , (4.33) 

 
1

( ) ( )
, 1,

( ) ( )
i i

i

s s
i

s p s
ψ ε

ρ
ϕ

≡ = . (4.34) 
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 Pentru 1i=  din (4.32) şi (4.33) rezultă: 

 1 1 1

1 1 1

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
s s s
s p s p s

ψ ε δ

ϕ
= = ,   1

1 1
1

( )
( ) ( )

( )
s

s p s
s

ψ
δ

ϕ
= . 

 Întrucât 1( )sδ  este un polinom şi 1 1( ), ( )s sϕ ψ  sunt relativ prime, rezultă în 

mod necesar: 

 1 1( ) ( )p s sϕ≡ . (4.35) 

 Relaţia (4.34) cu (4.35) devine: 

 
1

( ) ( )
, 1,

( ) ( )
i i

i

s s
i

s s
ψ ε

ρ
ϕ ϕ

= = . (4.36) 

 În relaţia (4.36) urmează ca în fracţiile 1( ) ( )i s sε ϕ  să se opereze toate 

simplificările de factori comuni posibile astfel încât să se obţină ( ) / ( )i is sψ ϕ  – 

rapoartele unor polinoame relativ prime (proprietatea (a) de la Teorema 4.1). Din 
aceste rapoarte se obţin polinoamele ( ), ( ), 1,i is s iψ ϕ ρ= , respectiv forma Smith 

– McMillan (4.16).  

 Exemplul 4.2 
 Fie matricea de transfer: 

 

1 10
1 ( 1)( 2)

( )
1 1 1

1 2 2

s
s s s

G s

s s s

⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + +⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥− + +⎣ ⎦

. 

 Să se determine forma Smith – McMillan şi polinomul polilor ( )p s  şi 
polinomul zerourilor de transmisie ( )z s . 

 Întrucât 1 1( ) ( ) ( 1)( 1)( 2)p s s s s sϕ≡ = − + + , rezultă că pentru matricea 

numărător, ( )N s , din relaţia (4.28) (cu (4.35)) se poate scrie: 

 
2( 1)( 2) 0 ( 1)

( )
( 1)( 2) ( 1)( 1) ( 1)( 1)

s s s
N s

s s s s s s

⎡ ⎤− + −⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥− + + − + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

, 
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 2
0 1 2nrang ( ) 2, ( ) 1, ( ) 1, ( ) ( 1) ( 1)N s s s s s sρ δ δ δ= = = = = − + . 

 Din relaţia (4.32) se obţin: 2
1 2( ) 1, ( ) ( 1) ( 1)s s s sε ε≡ = − +  şi în continuare 

din (4.36) pentru 1,2i=  rezultă: 

 1 1

1 1

( ) ( ) 1
( ) ( ) ( 1)( 1)( 2)
s s
s s s s s

ψ ε

ϕ ϕ
= =

− + +
, 

 
2

2 2

2 1

( ) ( ) ( 1)
( ) ( )
s s s
s s

ψ ε

ϕ ϕ
−

= =
( 1)s+

( 1)s− ( 1)s+
1
2( 2)

s
ss
−=
++

, 

 1 2 1 2( ) ( 1)( 1)( 2), ( ) 2, ( ) 1, ( ) 1s s s s s s s s sϕ ϕ ψ ψ= − + + = + = = − . 

Acestea conduc la forma Smith – McMillan: 

 

1 0 0
( 1)( 1)( 2)

( )
10 0
2

s s s
M s

s
s

⎡ ⎤
⎢ ⎥− + +⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

+⎣ ⎦

. 

 Polinomul polilor şi polinomul zerourilor de transmisie sunt respectiv: 

 2
1 2( ) ( ) ( ) ( 1)( 1)( 2)p s s s s s sϕ ϕ= = − + + , 

 1 2( ) ( ) ( ) 1z s s s sψ ψ= = − .  

4.4. Polinoamele polilor şi zerourilor de transmisie 

 Faptul, conform cu (4.35), că 1( )sϕ  este c.m.m.m.c. al tuturor numitorilor 

elementelor neidentic nule ale matricei ( )G s  sugerează existenţa unei relaţii 

directe, după cum se arată în rezultatul următor, între polinoamele ( ), 1,i s iϕ ρ= , 

şi numitorii minorilor neidentic nuli, de toate ordinele, ai matricei ( )G s . 

 Teorema 4.5 
 Polinomul monic ( )p s , al polilor matricei de transfer ( )G s , este c.m.m.m.c. 
al tuturor numitorilor minorilor, neidentic nuli, de toate ordinele, ai matricei ( )G s .  
 D. Din relaţiile(4.32) şi (4.36) rezultă: 
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 1

11

( ) ( )( ) , 1,( ) ( )( )
ii

i i

s ss is ss
ψ ψδ

ρ
ϕ ϕϕ

= = . (4.37) 

 Pentru 2i=  se obţine: 

 1 22
2 1 21

( ) ( )( )
( ) ( )( )
s ss
s ss

ψ ψδ
ϕ ϕϕ

= . (4.38) 

 Întrucât 2 ( )sδ  este prin definiţie c.m.m.d.c. al tuturor minorilor de ordinul 2, 

neidentic nuli, ai matricei ( )N s  din (4.28), urmează că 1 2( ) ( )s sϕ ϕ  este 

c.m.m.m.c. ai tuturor numitorilor minorilor de ordinul 2, neidentic nuli, ai matricei 
( )G s . Conform cu relaţiile de divizibilitate (4.17) şi (4.18) au loc respectiv: 

 1 2 2 1( ) ( ), ( ) ( )s s s sψ ψ ϕ ϕ . 

 Dar perechile ( ), ( ), 1,i is s iϕ ψ ρ= , sunt relativ prime. Ca urmare, în (4.38) 

numai 2( )sψ  şi 1( )sϕ  pot avea, eventual, divizori comuni care să se simplifice. 

Rezultă că toţi factorii conţinuţi de 2( )sϕ  apar şi în c.m.m.m.c. al tuturor 

numitorilor minorilor de ordinul 2, neidentic nuli, ai matricei ( )G s . Prin urmare, 
c.m.m.m.c. al tuturor numitorilor minorilor de ordinele 1 şi 2, neidentic nuli, ai 
matricei ( )G s  este 1 2( ) ( )s sϕ ϕ . 

 Continuând acest raţionament se trage concluzia: c.m.m.m.c. al tuturor 
numitorilor minorilor de ordinele 1, 2,..., i , neidentic nuli, ai matricei ( )G s  este 

1 2( ) ( )...... ( )is s sϕ ϕ ϕ ; pentru i ρ=  se obţine 1 2( ) ( )...... ( )s s sρϕ ϕ ϕ . Acesta este 

( )p s  (v. (4.21)) şi este c.m.m.m.c. al tuturor numitorilor minorilor, neidentic nuli, 
de toate ordinele, ai matricei ( )G s , conform enunţului teoremei.  
 Un rezultat similar se poate formula şi pentru zerourile de transmisie ale 
matricei ( )G s . 

 Teorema 4.6 
 Polinomul monic ( )z s , al zerourilor de transmisie ale matricei de transfer 

( )G s  este c.m.m.d.c. al tuturor numărătorilor minorilor de ordinul ρ , neidentic 
nuli, ai matricei ( )G s , cu condiţia „ajustării” acestor minori astfel încât toţi să aibă 
ca numitor comun polinomul ( )p s .  
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 D. Se are în vedere mai întâi ( )sρδ , care este c.m.m.d.c., monic, al tuturor 

minorilor de ordinul ρ , neidentic nuli, ai matricei ( )N s  din (4.28). Din (4.37), 
pentru i ρ= , şi (4.21), (4.22) rezultă: 

 1
( )( ) ( )
( )

z ss s
p s

ρ
ρδ ϕ= . (4.39) 

 În continuare, pentru orice 1,i ρ= , polinomul monic ( )i sδ  (c.m.m.d.c. al 

tuturor minorilor de ordinul i , neidentic nuli, ai matricei ( )N s ) coincide cu 
c.m.m.d.c. al numărătorilor tuturor minorilor de ordinul i  ai formei Smith – 
McMillan (4.16), cu condiţia „ajustării” acestor minori astfel încât toţi să aibă 
acelaşi numitor (în sensul c.m.m.m.c.). Acest numitor comun, pentru i ρ= , este 

( )p s . Urmează că forma Smith – McMillan (4.16) a matricei ( )G s  are un singur 
minor de ordinul ρ , neidentic nul, şi anume: 

 1

1

( ) ( ) ( )det diag ,......,
( ) ( ) ( )
s s z s
s s p s

ρ

ρ

ψ ψ

ϕ ϕ

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪=⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
. 

 Acest rezultat este suficient pentru demonstraţia teoremei.  

 Exemplul 4.3 
 Se consideră matricea de transfer de la Exemplul 4.2 şi se cere să se 
determine polinomul polilor, ( )p s , şi polinomul zerourilor de transmisie, ( )z s , 
conform Teoremelor 4.5 şi respectiv 4.6. 
 Matricea ( )G s  are următorii minori (neidentic nuli) distincţi: 

• de ordinul 1: 1 1 1 1, , , ;
1 ( 1)( 2) 1 2

s
s s s s s

− −
+ + + − +

 

• de ordinul 2: 2
1 ( 1), .

( 1)( 2) ( 1)( 2)
s

s s s s
− −

+ + + +
 

 Din aceste fracţii, conform procedurii din enunţul Teoremei 4.5, se obţine 
polinomul polilor:  

 2( ) ( 1)( 1)( 2)p s s s s= − + + . 
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 În continuare, se „ajustează” minorii de ordinul 2 astfel încât toţi să aibă 
numitorul comun ( )p s . Se obţin:  

 
2( 1)( 2) ( 1),

( ) ( )
s s s

p s p s
− + −− . 

 Din acestea, prin procedura formulată prin Teorema 4.6 (c.m.m.d.c. al 
numărătorilor fracţiilor de mai sus), rezultă polinomul zerourilor de transmisie:  

 ( ) 1z s s= − .  

 Observaţia 4.4  
 În finalul acestei secţiuni trebuie remarcat că, principial, forma Smith – 
McMillan nu permite şi determinarea polinomului zerourilor de decuplare al 
matricei de transfer ( )G s . Acest fapt se explică prin însăşi proprietăţile formei 

Smith – McMillan, între care esenţială este aceea că perechile ( ), ( ), 1,i is s iϕ ψ ρ= , 

sunt relativ prime.  
 Faptul că ( )p s  şi ( )z s  pot avea totuşi divizori comuni (aşa cum se constată 
în rezultatele obţinute la Exemplul 4.2) nu are nici o legătură cu existenţa 
zerourilor de decuplare. Din (4.40) este lesne de înţeles că dacă există unele 
perechi ( ), ( ), , 1, ,i js s i j i jϕ ψ ρ= ≠ , care au anumiţi factori comuni, atunci 

polinoamele ( )p s  şi ( )z s  au şi ele exact aceiaşi divizori comuni. Perechile 

( ), ( )i is sϕ ψ , 1,i= ρ , nu pot acea divizori comuni deoarece sunt relativ prime.  



Fig. I.5.1. Circuit R, L, C 

U(s) R 

C 
L 

Y1(s) 

Y2(s) 

5. Fracţii de matrice 

5.1. Definiţii 
 Această reprezentare este o extindere naturală a reprezentării prin funcţii de 
transfer scalare a sistemelor dinamice liniare constante monovariabile ( 1m p= = ).  
 În mod obişnuit reprezentarea prin fracţie de matrice se poate obţine direct 
din ecuaţiile în transformate Laplace ale sistemului analizat. Această afirmaţie se 
ilustrează în continuare cu ajutorul unui exemplu. 

 Exemplul 5.1 
 Fie circuitul electric R, L, C cu schema 
din fig. I.5.1, în care ( )U s  este tensiunea 

sursei, 1( )Y s  este tensiunea la bornele 

inductanţei şi 2 ( )Y s  este intensitatea 

curentului. Se scriu, în transformate Laplace, 
următoarele ecuaţii: 

 
1 2

1 2 2

( ) ( ),
1( ) ( ) ( ) ( ).

Y s LsY s

Y s RY s Y s U s
Cs

=

+ + =  

 Mărimea de intrare este scalarul ( )U s  şi mărimea de ieşire este vectorul 

1 2( ) [ ( ) ( )]TY s Y s Y s= . Prin câteva prelucrări simple se obţine ecuaţia matriceală: 

 1

2

( ) ( )

( )1 0
( )

1 ( )

L LD s N s

Y sLs
U s

Cs RCs Y s Cs

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤− ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥+⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

 Rezultă că matricea de transfer poate fi scrisă ca o fracţie de matrice la stânga: 

( )LD s  – numitorul 
 

1
1 1 0

( ) ( ) ( )
1LL

Ls
G s D s N s

Cs RCs Cs

−
− ⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = ⎢ ⎥ ⎢ ⎥+⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ ( )LN s  – numărătorul 

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
.  

 ( )G s , matrice p m× , nrang ( ) min( , )G s m pρ ≤ , se poate reprezenta ca: 

• fracţie matriceală la dreapta, de forma: 
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 1( ) ( ) ( )R RG s N s D s−= , (5.1) 

• fracţie matriceală la stânga, de forma: 

 1( ) ( ) ( )L LG s D s N s−= , (5.2) 

în care ( ), ( )R LN s N s  sunt matrice numărător, ( ), ( )R LD s D s  – matrice numitor, 

iar grddet ( ), grddet ( )R LD s D s  sunt ordinele reprezentărilor / modelelor. 

 a. Definiţia bazată pe forma Smith – McMillan 
 Evaluarea simplă a proprietăţilor acestor reprezentări se poate baza şi pe 
Teorema 4.1. Se obţin fracţii matriceale de forma (5.1) şi (5.2) folosind factorizarea 
(4.15) şi forma Smith – McMillan (4.16). După calcule relativ simple se obţin: 

 { } { }

1

1
11

( ) ( )

diag ( ),..., ( ) 0diag ( ),..., ( ) 0
( ) ( ) ( ) ,

00 0

(5.3)R R

m

N s D s

s ss s
G s L s R s

I
ρρ

ρ

ϕ ϕψ ψ

−

−

−

= =

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 
{ } { }

1

1
1 1

( )( )

diag ( ),..., ( ) 0 diag ( ),..., ( ) 0
( ) ( ) ( ) ,

0 0 0

(5.4)LL

p

N sD s

s s s s
G s L s R s

I
ρ ρ

ρ

ϕ ϕ ψ ψ

−

−

−

==

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
 

în care, pentru (5.1) şi respectiv (5.2), se identifică: 

 1

( ) ( )
( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )R R R

p m m m
N s L s M s D s R s M sψ ϕ

−

× ×
= = , (5.5) 

 1

( ) ( )
( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )L L L

p m p p
N s M s R s D s M s L sψ ϕ

−

× ×
= = , (5.6) 

 { }1

( )

diag ( ),..., ( ) 0
( )

0 0p m

s s
M s ρ

ψ
ψ ψ

×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

, (5.7) 

 
{ }1

( )

diag ( ),..., ( ) 0
( )

0R
mm m

s s
M s

I
ρ

ϕ
ρ

ϕ ϕ

−×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

, (5.8) 

 
{ }1

( )

diag ( ),..., ( ) 0
( )

0L
pp p

s s
M s

I
ρ

ϕ
ρ

ϕ ϕ

−×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. (5.9) 
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 Întrucât perechile de polinoame ( ), ( ), 1,i is s iψ ϕ ρ= , sunt relativ prime, 

rezultă că şi perechile de matrice ( ), ( )RM s M sψ ϕ  şi ( ), ( )LM s M sψ ϕ  sunt relativ 

prime, la dreapta şi respectiv la stânga (v. Anexa B.3). Pe de altă parte, matricele 
( )L s  şi ( )R s  sunt unimodulare (v. Anexa B.1). Urmează că perechile de matrice 

( ), ( )R RN s D s  şi ( ), ( )L LN s D s , bazate pe forma Smith – McMillan, sunt de 
asemenea relativ prime, la dreapta şi respectiv la stânga.  
 Privitor la ordinele reprezentărilor (5.3) şi (5.4), ţinând seama şi de (4.21), 
(4.27), pentru gradele polinoamelor implicate se poate scrie: 

 1grddet ( ) grddet ( ) grd ( ) grd ( )R R iiD s M s s p sρ
ϕ ϕ== = =∑ , (5.10) 

 1grddet ( ) grddet ( ) grd ( ) grd ( )L L iiD s M s s p sρ
ϕ ϕ== = =∑ . (5.11) 

 Aceasta înseamnă că reprezentările (5.3) şi (5.4) bazate pe forma Smith – 
McMillan sunt de ordinul minim, egal cu gradul McMillan (v. Observaţia 4.3).  
 În general, fracţiile de matrice (5.1) şi (5.2) nu sunt unice. Acesta este cazul 
când matricele numărător şi numitor admit divizori comuni (v. Anexa B.3).  
 Fie matricele polinomiale nesingulare ( )RW s  şi ( )LW s  după cum urmează: 

• ( )RW s , m m× , divizor comun la dreapta pentru ( ), ( )R RN s D s ; se scrie: 

 ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )R R R R R RN s N s W s D s D s W s= = ; (5.12) 

• ( )LW s , p p× , divizor comun la stânga pentru ( ), ( )L LN s D s ; se scrie: 

 ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )L L L L L LN s W s N s D s W s D s= = . (5.13) 

 Prin ⋅  s-au notat matricele rezultate prin explicitarea divizorilor comuni. 
 Înlocuind (5.12) şi (5.13) respectiv în (5.1) şi (5.2) se obţin: 

 
1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )R R R R R RG s N s W s D s W s N s D s

− −⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦ , (5.14) 

 
1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )L L L L LLG s W s D s W s N s D s N s

− −⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦ , (5.15) 

în care rezultatele finale s-au obţinut prin „simplificarea” divizorilor comuni 
( )RW s  şi respectiv ( )LW s .  
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 Privitor la ordinele reprezentărilor (5.14) şi respectiv (5.15) se scrie: 

 grddet ( ) ( ) grddet ( ) grddet ( ) grddet ( )R R R R RD s W s D s W s D s= + ≥ ,(5.16) 

 grddet ( ) ( ) grddet ( ) grddet ( ) grddet ( )L L L L LW s D s W s D s D s= + ≥ .(5.17) 

 Inegalităţile finale din (5.16), (5.17) conduc la următoarea definiţie. 

 Definiţia 5.1 
 A. O reprezentare de tip fracţie de matrice se numeşte ireductibilă dacă în 
matricea de transfer matricele numărător şi numitor sunt relativ prime.  
 B. În caz contrar reprezentarea se numeşte reductibilă.  

 Observaţia 5.1 
 Dacă divizorii comuni ( )RW s  şi ( )LW s  din (5.12) şi respectiv (5.13) sunt: 

• c.m.m.d.c. non-unimodulari, atunci rezultatele finale din (5.14) şi respectiv 
(5.15) (adică după „simplificare”) sunt reprezentări ireductibile; 

• matrice unimodulare, atunci inegalităţile (5.16) şi (5.17) devin egalităţi 
deoarece det ( ) constant 0RW s = ≠  şi det ( ) constant 0LW s = ≠ . 

 Urmează că reprezentările ireductibile sunt de ordin minim (egal cu gradul 
McMillan). Totodată, ele nu sunt unice, ci pot diferi între ele, ca în (5.14) şi (5.15) 
prin divizorii comuni unimodulari ( )RW s  şi respectiv ( )LW s .  

 Exemplul 5.2 
 Fie matricea de transfer: 

 
2 2 2

2 2

( 1) ( 2) ( 2)
( )

( 2) ( 2)

s s
s s s

G s
s s

s s

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + +⎢ ⎥= ⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

.  

 Să se determine reprezentările de tip fracţie matriceală ireductibilă, la 
dreapta şi la stânga. 
 Se foloseşte în acest scop forma Smith – McMillan. Se aduce mai întâi ( )G s  

la forma (4.28) cu (4.35) în care 2 2
1( ) ( 1) ( 2)s s sϕ = + +  şi 

 
2

2 2

( 1)
( )

( 1) ( 1)

s s s
N s

s s s s

⎡ ⎤+⎢ ⎥= ⎢ ⎥− + − +⎢ ⎥⎣ ⎦
. 
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 Pentru ( )N s  se obţin 0 1( ) 1, ( )s s sδ δ≡ =  şi 3 2
2( ) ( 1) ( 2)s s s sδ = + + . 

Conform relaţiei (4.32) rezultă: 2 2
1 2( ) , ( ) ( 1) ( 2)s s s s s sε ε= = + + . 

 Forma Smith a matricei ( )N s  (relaţia (4.30)) este: 

 1
2 2

2

( ) 0 0
( )

0 ( ) 0 ( 1) ( 2)
s s

S s
s s s s

ε
ε

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ +⎣ ⎦⎣ ⎦

. 

 Conform relaţiei (4.29), ( )S s  se obţine din ( )N s  prin operaţii elementare cu 
coloanele şi liniile lui ( )N s  până se ajunge la ( )S s . Efectiv se operează astfel: 
 (a) Elementul (1,1) din ( )N s  coincide deja cu 1( )sε . Se înmulţeşte cu 

2( 1)s +  linia 1 din ( )N s  şi se adună la linia 2. Acest lucru conduce la: 

 

11

2

2 22 2

( ) ( )

1 0 1 0( 1)
( ) ( ) , ( )

( 1) 1 ( 1) 10 ( 1) ( 2)

N

a

L s L s

s s s
N s N s L s

s ss s s
−−= ≡

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤+⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ − ++ +⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
. 

 (b) Elementul (2,2) din ( )aN s  coincide cu 2( )sε . Se înmulţeşte cu 2( 1)s− +  
coloana 1 din ( )aN s  şi se adună la coloana 2. Acest lucru conduce la: 

 

11

2 2

2 2

( ) ( )

01 ( 1) 1 ( 1)
( ) ( ) ( ) , ( )

0 ( 1) ( 2)0 1 0 1

N

b a

R s R s

ss s
S s N s N s R s

s s s
−−= ≡

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤− + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥≡ = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
. 

 În conformitate cu (4.34) rezultă că  

 2 2 2
1 2 1 2( ) ( 1) ( 2) , ( ) 2, ( ) , ( )s s s s s s s s sϕ ϕ ψ ψ= + + = + = = , 

 2 2 2( ) ( ) diag{( 1) ( 2) , 2}, ( ) diag{ , }R LM s M s s s s M s s sϕ ϕ ψ≡ = + + + = . 

 Mai departe, ţinând seama de (4.33) şi (5.1), (5.2), (5.3) – (5.9), după calcule 
relativ simple, se obţin următoarele două reprezentări ireductibile: 

 
12 2 2

1 1
2 2

0 ( 1) ( 2) ( 1) ( 2)
( ) ( )

( 1) 0 ( 2)R
s s s s s

G s LM R M
s s s s

−
− −

ψ ϕ

⎡ ⎤⎡ ⎤ + + − + +⎢ ⎥⎢ ⎥= = ⎢ ⎥⎢ ⎥− + +⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
, 

 
12 2 2

1 1
2 2

( 1) ( 2) 0 ( 1)
( ) ( )

( 1) ( 2) ( 2) 0L
s s s s s

G s M L M R
s s s s

−
− −

ϕ ψ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = ⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

.  
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 b. Definiţia bazată pe reprezentarea de stare 
 Reprezentările prin fracţie de matrice se pot obţine şi din reprezentarea de 
stare (2.1), (2,2).  
 În ipoteza că modelul (2.1), (2.2) nu are nici un fel de zerouri de decuplare 
(v. secţiunea 3.3), procedura de urmat se poate explica pe baza părţii strict proprii 

0 ( )G s  (v. relaţia (4.6)) a matricei de transfer ( )G s :  

 0 1( ) ( )nG s C I s A B−= − . (5.18) 

 Pentru obţinerea fracţiei de matrice la dreapta se face mai întâi factorizarea:  

 11( ) ( ) ( )n RI s A B E s D s−−− = , (5.19) 

în care ( ), ( )R RD s E s  sunt relativ prime la dreapta. Din (5.19) şi (5.18) se obţine: 

 0 10( ) ( ) ( )R RG s N s D s−= , (5.20) 

 0 ( ) ( )RRN s CE s= . (5.21) 

 0( ), ( )R RD s N s  fiind relativ prime, reprezentarea (5.20) este ireductibilă. 

 În mod similar, se poate transforma 0( )G s  într-o fracţie de matrice la 
stânga. Făcând mai întâi factorizarea:  

 11( ) ( ) ( )n LLC I s A D s E s−−− = , (5.22) 

în care ( ), ( )R RD s E s  sunt relativ prime la stânga. Din (5.22) şi (5.18) se obţine: 

 1 00( ) ( ) ( )L LG s D s N s−= , (5.23) 

 0 ( ) ( )LLN s E s B= . (5.24) 

 0( ), ( )L LD s N s  fiind relativ prime, şi reprezentarea (5.23) este ireductibilă. 

 c. Forme unice 
 O posibilitate de a reprezenta ( )G s  în mod unic prin fracţii matriceale, 
[140], de exemplu la dreapta, este următoarea: 

 1( ) ( ) ( ) ( )R RG s V s T s D s−= + , (5.25) 
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unde ( ), ( )R RV s T s  şi ( )D s , de dimensiuni ,p m m m× ×  şi respectiv p m× , sunt 
matrice polinomiale unic determinate; ( )D s  reprezintă partea polinomială şi 

1( ) ( )R RV s T s−  reprezintă partea strict proprie 0( )G s  a lui ( )G s . Matricele ( )RV s  şi 

( )RT s  au următoarele proprietăţi: 

(a) ( )RV s  şi ( )RT s  sunt relativ prime la dreapta. 

(b) ( )RT s  este superior triunghiulară şi are pe diagonala principală polinoame 
monice de grad maxim pe liniile pe care se află. În plus, dacă un element de 
pe diagonala principală este 1, atunci toate celelalte elemente aflate pe linia 
corespunzătoare sunt nule. 

(c) grddet ( )RT s  este minim, adică reprezentarea (5.25) este ireductibilă. 

(d) Forma Smith a matricei ( )RT s  este (5.8). 

(e) Forma Smith a matricei ( ) ( ) ( )R RV s D s T s+  este (5.7). 
 Similar, se reprezintă ( )G s , în mod unic, prin fracţia matriceală la stânga: 

 1( ) ( ) ( ) ( )LLG s T s V s D s−= + . (5.26) 

( )LT s  şi ( )LV s  sunt similare, mutatis mutandis, cu ( )RT s  şi ( )RV s . ( )LT s  este 
inferior triunghiulară, pe diagonala principală are polinoame monice de grad maxim 
pe coloane şi are forma Smith (5.9). ( ) ( ) ( )L LV s T s D s+  are forma Smith (5.7). 
 De menţionat că rezultatele de la Exemplul 5.2 sunt de forma (5.25), (5.26). 

(f) Analog se pot defini reprezentări unice de forma (5.25) şi (5.26) în care 
( )RT s  şi ( )LT s  sunt respectiv inferior şi superior triunghiulare. În acest caz în 

formele Smith elementele diagonalei principale sunt plasate în succesiune inversă 
comparativ cu (5.7) – (5.9). 

5.2. Poli şi zerouri de transmisie 
Teorema 5.1 

 Polii reprezentărilor de tip fracţie de matrice ireductibile de forma (5.1) sau 
(5.2), (5.20) sau (5.23), şi (5.25) sau (5.26), sunt, după caz, zerourile polinoamelor: 
det ( )RD s  sau det ( )LD s , şi det ( )RT s  sau det ( )LT s , în care ( )RD s , ( ), ( )L RD s T s  

şi ( )LT s  sunt matricele numitor corespunzătoare.  
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 D. Din reprezentările ireductibile (5.1) sau (5.2) şi (5.25), (5.26), ţinând 
seama de Teorema 4.2, rezultă: 

 1 1 1
1det ( ) det ( )det ( ) ( ) ( )R R iiD s R s M s s p sρ

ϕ α ϕ α− − −
== = =∏ , 

 1 1 1
1det ( ) det ( ) det ( ) ( ) ( )L L iiD s M s L s s p sρ

ϕ β ϕ β− − −
== = =∏ , 

în care det ( ) 0R sα= ≠  şi det ( ) 0L sβ= ≠ , sau 

 1det ( ) det ( ) ( ) ( )R L iiT s T s s p sρ ϕ== = =∏ .  

 În cazurile (5.20) sau (5.23) se face o transformare pe baza formei Smith – 
McMillan, după care se procedează ca mai sus.  

 Teorema 5.2 
 A. Zerourile de transmisie ale reprezentărilor de tip fracţie matriceală 
ireductibile (5.1) sau (5.2), şi (5.25) sau (5.26) sunt, după caz, zerourile matricelor 
numărător: ( )RN s  sau ( )LN s , şi ( ) ( ) ( )R RV s D s T s+  sau ( ) ( ) ( )L LV s T s D s+ . 
 B. Zerourile de transmisie ale reprezentărilor de tip fracţie matriceală 

ireductibile (5.20) sau (5.23) sunt zerourile matricelor numărător: 0 ( )RN s  sau 
0 ( )LN s .  

 C. Pentru m pρ= = , zerourile de transmisie sunt, după caz, zerourile 
următoarelor polinoame: det ( )RN s , det ( )LN s , det( ( ) ( ) ( ))R RV s D s T s+ , 

det( ( ) ( ) ( ))L LV s T s D s+ , 0det ( )RN s , şi 0det ( )LN s . 

 D. A. Pentru (5.1) sau (5.2) se poate scrie: 

 nrang ( ) nrang ( ) ( ) nrang ( )RN s L s M s M sψ ψ ρ= = = , 

 nrang ( ) nrang ( ) ( ) nrang ( )LN s M s R s M sψ ψ ρ= = = , 

deoarece ( )L s  şi ( )R s  sunt matrice unimodulare. 
 Conform cu 5.1.c (e) sau (f) şi (5.7), pentru (5.25) sau (5.26) se poate scrie: 

 [ ]nrang ( ) ( ) ( ) nrang ( )R RV s D s T s M sψ ρ+ = = , 

 [ ]nrang ( ) ( ) ( ) nrang ( )L LV s T s D s M sψ ρ+ = = . 



5. Fracţii de matrice 
 

 95 

 Din (5.7) rezultă că nrang ( )M sψ  este dat de singurul minor de ordinul ρ  

(maxim), neidentic nul, conţinut de ( )M sψ . Acesta este (v. şi Teorema 4.3): 

 { }1 1det diag ( ),..., ( ) ( ) ( )iis s s z sρ
ρψ ψ ψ== =∏ . 

 B. În cazurile (5.20) sau (5.23) se aplică o conversie pe baza formei Smith – 
McMillan, după care se procedează ca mai sus. 
 C. Pentru m pρ= = , polinoamele det ( ), det ( )R LM s N s , (det ( )RV s +  

)( ) ( )RD s T s+  şi ( )det ( ) ( ) ( )L LV s T s D s+  sunt proporţionale cu ( )z s .  

 Exemplul 5.3 
 Fie reprezentarea de tip fracţie de matrice la dreapta: 

 
12 2

2 2 2

0 ( 1) ( 2) ( 1) 0
( )

( 2) ( 2) ( 1)( 2) ( 2)

s s s
G s

s s s s s

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− + − + + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

 Să se determine polii şi zerourile de transmisie ale matricei de transfer ( )G s . 
 Mai întâi se caută matricele divizori, dacă există, ale matricelor numitor şi 
numărător. Prin operaţii elementare pe liniile şi coloanele celor două matrice se 
obţin următoarele rezultate 

 
2 2

2 2

( )( )

1 00 ( 1) ( 2) 0 ( 1)
( ) ( )

0 2( 2) ( 2) ( 2) 1
RR

R R

W sN s

s s s
N s W s

ss s s
==

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ≡⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ +⎢ ⎥− + − + − + − ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
, 

 
2 2

2 2 2

( )( )

1 0( 1) 0 ( 1) 0
( ) ( )

0 2( 1)( 2) ( 2) ( 1)( 2) 2
RR

R R

W sD s

s s
D s W s

ss s s s s s
==

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ≡⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ +⎢ ⎥+ + + + + + ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
. 

 Rezultă că ( )RW s  este un divizor comun al matricelor numitor şi numărător. 

 Pentru a arăta că ( )RN s  şi ( )RD s  sunt relativ prime la dreapta este necesar 
şi suficient să se găsească matricele ( )P s  şi ( )Q s  astfel încât (v. Anexa B.3): 

 2( ) ( ) ( ) ( )R RP s N s Q s D s I+ = . 

 Efectuând toate calculele se ajunge la următorul rezultat: 
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2 2

2

( ) ( )

0 ( 2) 0 ( 1)

1 ( 1)( 2) ( 2) 1
RP s N s

s s s

s s s s
= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥+⎢ ⎥ ⎢ ⎥− + + − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

 
2 2 2

2

( ) ( )

1 02 1 ( 1) 0
0 10 ( 2) ( 1)( 2) 2

RQ s D s

s s s s

s s s s s
= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − − − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− + + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
. 

 În aceste condiţii următoarea  reprezentare este ireductibilă. 

 
12 2

2 2

0 ( 1) ( 1) 0
( )

( 2) 1 ( 1)( 2) 2

s s
G s

s s s s

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− + − + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

 Polinoamele căutate sunt: 
 – conform Teoremei 5.1: 2( ) det ( ) ( 1) ( 2)Rp s D s s s= = + + ; 

 – conform Teoremei 5.2.C: 2 2( ) det ( ) ( 1) ( 2)Rz s N s s s= = + + . 

 Pentru a verifica aceste rezultate se efectuează calculele în ( )G s  şi se obţin: 

 

1 1

2
3 2 4

2 2 2
2 ( ) ( ) ( )

( 1)( 1)( 2) ( 1) ( 2) ( 1)12( )
2 1 ( 1) ( 2) ( 2) ( 1)

( 1) 2 p s s N s

ss s s s ssG s
s s s s s
s s ϕ= ≡ =

⎡ ⎤+⎢ ⎥+ + ⎡ ⎤+ + +⎢ ⎥+ ⎢ ⎥⎢ ⎥= = ⎢ ⎥⎢ ⎥+ + + ⎢ ⎥+ − +⎢ ⎥ ⎣ ⎦−⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

, 

 4 3 4 3
0 1 2 1 2( ) ( ) 1, ( ) ( 1) ( 2) , ( ) 1, ( ) ( 1) ( 2)s s s s s s s s sδ δ δ ε ε= = = + + = = + + , 

 2
1 1 1 1( ) / ( ) ( ) / ( ) 1/( 1) ( 2)s s s s s sψ ϕ ε ϕ= = + + , 

 2 2
2 2 2 1( ) / ( ) ( ) / ( ) ( 1) ( 2)s s s s s sψ ϕ ε ϕ= = + + , 

 2 2 2
1 1 2 2( ) 1, ( ) ( 1) ( 2), ( ) ( 1) ( 2) , ( ) 1s s s s s s s sψ ϕ ψ ϕ= = + + = + + = . 

 Forma Smith – McMillan şi polinoamele polilor şi zerourilor sunt: 

 1 2 2 2
21 2

( ) ( ) 1( ) diag , diag , ( 1) ( 2)( ) ( ) ( 1) ( 2)
s sM s s ss s s s

ψ ψ
ϕ ϕ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = + +⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎪ ⎪ ⎪ ⎪+ +⎪ ⎪⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭
, 

 2 2 2
1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( 1) ( 2), ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 2)p s s s s s z s s s s sϕ ϕ ψ ψ= = + + = = + + .  

 Acest rezultat confirmă rezultatele obţinute anterior pentru ( )p s  şi ( )z s .  



 

6. Reprezentarea polinomială 

6.1. Preliminarii 
 Reprezentarea intrare – stare – ieşire (2.1), (2.2) ca şi reprezentarea intrare – 
ieşire (4.1) constituie de fapt rezultatele procedurilor de formulare a modelului 
matematic al unui sistem dinamic real. Procedurile constau în prelucrări de ecuaţii, 
relativ ample, care au ca finalitate cele doua reprezentări. 
 Aceste reprezentări şi prelucrările menţionate prilejuiesc însă şi unele 
aprecieri critice. Ele se referă atât la artificialitatea noţiunii de stare, în cazul (2.1), 
(2.2), cât şi la conceptul black box, în cazul (4.1), în care esenţial este mecanismul 
de transformare a intrării în ieşire fără a evidenţia starea internă.  
 O soluţie alternativă o constituie reprezentarea intrare – stare parţială – 
ieşire, numită şi reprezentarea polinomială [141], [143]. Ea constă din ecuaţii 
diferenţiale şi ecuaţii algebrice obţinute direct din legile structural – funcţionale ale 
fenomenelor din sistemul dinamic modelat. Prelucrările ecuaţiilor sunt minore. De 
regulă, se fac numai simple deplasări de termeni şi, eventual, liniarizări.  
 În general, reprezentarea de stare parţială are următoarea formă: 

 ( ) ( ) , , ,r mP w Q u t w u= ∈ ∈ ∈⋅ ⋅ , (6.1) 

 ( ) ( ) , py R w V u y= + ∈⋅ ⋅ , (6.2) 

în care u  şi y  sunt mărimile de intrare şi de ieşire, w  este vectorul de stare 

parţială şi r  este dimensiunea stării parţiale. ( ), ( ), ( )P Q R⋅ ⋅⋅  şi ( )V ⋅  sunt 
operatori matriceali derivativi, ale căror elementele sunt operatori polinomiali 
derivativi cu coeficienţi constanţi (similar cu operatorul ( )D ⋅ , v. Observaţia 2.1). 
 Aplicând în (6.1), (6.2) transformarea Laplace, [15], [47], cu condiţii iniţiale 
nule se obţine reprezentarea polinomială propriu-zisă: 

 ( ) ( ) ( ) ( )P s W s Q s U s= , (6.3) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Y s R s W s V s U s= + . (6.4) 

 În cele ce urmează se admit ca ipoteze de lucru:  

 det ( ) 0, grddet ( )P s P s n≡/ = , (6.5) 



Cap. I. Modele matematice ale sistemelor dinamice liniare 
 

 98 

şi det ( )P s  este monic (în caz contrar, se multiplică (6.3) cu o constantă adecvată). 
 Ca şi la reprezentarea de stare, n  se numeşte ordinul sistemului / modelului. 
 Reprezentarea (6.3), (6.4) cu (6.5) îmbină într-o manieră avantajoasă 
instrumentele oferite de reprezentările (2.1), (2.2) şi (4.1), în raport cu care, după 
cum se va vedea în continuare, se pot stabili relaţii foarte utile. 

 Exemplul 6.1 
 Se consideră dispozitivul de acţionare din fig. I.6.1 (de tip difuzor 
electrodinamic) care se utilizează ca element de acţionare – poziţionare în unele 

echipamente periferice sau ca element 
de comandă a pistonului distribuitor (de 
fluid) al servomotorului hidraulic. 
 Să se determine reprezentarea de 
stare parţială (polinomială) a sistemului. 
 În conformitate cu notaţiile din 
fig. I. 6.1 se scriu următoarele ecuaţii: 

(a) Pentru partea electromecanică: 

 1 1 1 1 2vm w k w k w c w+ + = , 

în care m  este masa bobinei mobile, vk  

– coeficientul de frecare vâscoasă al 
amortizorului, k  – constanta elastică a 
resortului, 1w  – deplasarea bobinei, 2w  

– intensitatea curentul prin înfăşurarea 
bobinei mobile, şi 1c  – coeficientul de 

proporţionalitate al forţei electromagnetice 1 2c w  produse de interacţiunea între 

curentul 2w  şi fluxul magnetic constant al magnetului permanent.  

(b) Pentru partea electrică: 

 2 1 2 2 ,c w L w R w u+ + =  

unde L  şi R  sunt inductanţa şi rezistenţa bobinei, u  – tensiunea aplicată bobinei, 
şi 2c  – coeficientul tensiunii induse 2 1c w  ca urmare a mişcării bobinei cu viteza 

1w  în fluxul magnetic constant al magnetului permanent. 

Fig. I.6.1. Schema unui dispozitiv de tip 
difuzor electrodinamic (a – secţiune 

axială) şi schema electrică echivalentă (b)

kv 

c1w2 

k 

sud 

sud 

L R 

c2w1 w2 u 

nord 
magnet 

permanent 

bobină
mobilă 

m

amortizor 
w1 

a 

b 

resort 
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 Pentru acest sistem mărimea de intrare este u , starea parţială este definită de 
vectorul 1 2[ ]Tw w , şi mărimea de ieşire este 1y w= . Trecând la transformate 

Laplace în ecuaţiile de mai sus se obţine următoarea reprezentare polinomială: 

 
2 11

2 2

( )( ) ( )

( ) 0
( )

( ) 1
v

Q sP s W s

W sms k s k c
U s

c s Ls R W s

== =

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + − ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
,  [ ] 1

2
( )

( )

( )
( ) 1 0

( )
R s

W s

W s
Y s

W s
=

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎣ ⎦

.  

6.2. Definiţii 

 Din forma ecuaţiilor (6.1), (6.2) rezultă că reprezentarea polinomială este o 
generalizare a reprezentării de stare. Într-adevăr, trecând la transformate Laplace în 
(2.1), (2.2), pentru condiţii iniţiale nule, se obţine: 

 ( ) ( ) ( )nI s A X s BU s− = , (6.6) 

 ( ) ( ) ( ) ( )Y s C X s D s U s= + . (6.7) 

Aceasta este o reprezentare polinomială de tipul (6.3), (6.4) cu particularizările: 
( ) ( ),W s X s r n= = , ( ) , ( ) , ( )nP s I s A Q s B R s C= − = =  şi ( ) ( )V s D s= . 

 Ţinând seama de (4.1) cu (4.2), de (5.1) sau (5.2), şi de (6.3), (6.4) rezultă că 
transferul intrare – ieşire: 

 ( ) ( ) ( )Y s G s U s=  (6.8) 

poate fi concretizat de matricea de transfer respectiv sub următoarele forme: 

 1( ) ( ) ( )nG s C I s A B D s−= − + , (6.9) 

 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )R LR LG s N s D s D s N s− −= = , (6.10) 

 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )G s R s P s Q s V s−= + . (6.11) 

 Pe de altă parte, este lesne de văzut că reprezentarea (6.3), (6.4) poate fi 
scrisă şi sub următoarea formă matriceală: 

 
( ) ( ) ( ) 0 ( ) ( )

, ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

P s Q s W s P s Q s
T s

R s V s U s Y s R s V s
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, (6.12) 

în care ( )T s  se numeşte matricea de sistem a reprezentării polinomiale. 
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 În mod similar, se procedează şi pentru reprezentarea de stare (6.6), (6.7): 

 
( ) 0

, ( )
( ) ( ) ( ) ( )

n nI s A B X s I s A B
T s

C D s U s Y s C D s

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
. (6.13) 

6.3. Transformări echivalente 
 Definiţia 6.1 
 Două matrice de sistem, de dimensiuni ( ) ( )r p r m+ × + , 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) , ( )
( ) ( ) ( ) ( )

P s Q s P s Q s
T s T s

R s V s R s V s

⎡ ⎤⎡ ⎤− −⎢ ⎥⎢ ⎥= = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
, (6.14) 

se numesc echivalente în sens strict dacă există matricele polinomiale 
( ), ( ), ( ), ( )M s N s K s L s , cu ( )M s  şi ( )N s  unimodulare (v. Anexa B.1) de ordinul 

r , astfel încât are loc transformarea de echivalenţă în sens strict: 

 

( )( )

( ) 0 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) 0( ) ( )( ) ( )
LK

p m
N sM s

M s N s L sP s Q sP s Q s

K s I IR s V sR s V s
==

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤−− ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
.  (6.15) 

 Evident, ( ), ( )K LM s N s  fiind de asemenea unimodulare, (6.15) constă din 
operaţii elementare pe linii şi pe coloane. Acest fapt conduce la următorul rezultat. 

 Teorema 6.1, [141] 
 Orice matrice de sistem (6.12) poate fi transformată prin echivalenţă în sens 
strict într-o matrice de sistem (6.13), bazată pe reprezentarea de stare.  

 Exemplul 6.2 
 Se consideră matricea de sistem: 

 

31 0
( ) 0 1 1

1 0 0

s s
T s s

⎡ ⎤+⎢ ⎥
⎢ ⎥= +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

. 

 Să se aducă ( )T s  la o formă bazată pe reprezentarea de stare. 

(a) În ( )T s  se înmulţeşte linia 2 cu 2 1s s− +  şi se scade din linia 1. Rezultă: 
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21 1 ( 1)
( ) 0 1 1

1 0 0
a

s s s
T s s

⎡ ⎤+ − − − +⎢ ⎥
⎢ ⎥= +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

. 

(b) Se înmulţeşte coloana 1 din aT  cu 2s−  şi se adună la coloana 3. Rezultă: 

 
1 1 3

( ) 0 1 1
1 0 ( 2)

b

s
T s s

s

⎡ ⎤+ − −⎢ ⎥
⎢ ⎥= +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

. 

 Aceasta este matricea de sistem a reprezentării de stare.  
 Definiţia 6.1 şi Teorema 6.1 conduc la extinderea noţiunii de valoare proprie 
(v. paragraful 2.2.a) la cazul reprezentării polinomiale după cum urmează. 

 Definiţia 6.2 
 Valorile proprii ale sistemului (6.3), (6.4) sunt zerourile polinomului monic: 

 ( ) det ( )d s P s . (6.16) 

 ( )d s  se numeşte polinomul caracteristic al sistemului (6.3), (6.4).  

 Teorema 6.2 
 Două matrice de sistem echivalente în sens strict au acelaşi polinom 
caracteristic (exceptând factorul det ( )det ( ) constantk M s N s= =  introdus de 
(6.15)) şi au aceiaşi matrice de transfer (implicit, acelaşi polinom al polilor şi 
acelaşi polinom al zerourilor de transmisie).  
 D. Efectuând calculele în (6.15) se obţin: 

 
( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( ) ( )]( ) ( )

[ ( ) ( ) ( )] ( ) [ ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

M s P s N s M s Q s P s L sP s Q s

K s P s R s N s K s P s R s L s K S Q s V sR s V s

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −−⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
, 

 det ( ) det ( ) ( ) ( ) det ( )det ( )det ( ) ( )P s M s P s N s M s N s P s k d s= = = .  

 Utilizând formula (6.11) se pot scrie în mod succesiv următoarele egalităţi: 

 
[ ] [ ] [ ]

1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

G s R s P s Q s V s

K s P s R s N s M s P s N s M s Q s P s L s

−

−

= + =

= + − +
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[ ]

[ ] [ ] [ ]1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

K s P s R s L s K s Q s V s

K s P s R s P s Q s P s L s K s P s L s Q s

R s L s V s R s P s Q s V s G s

−

−

+ + − + =

= + − + − +

+ + = + =

 

6.4. Poli şi zerouri de decuplare  
 a. Poli 
 Polinomul polilor, ( )p s , al sistemului (6.3), (6.4) se determină pe baza 
matricei de transfer (6.11) folosind Teoremele 4.2 sau 4.5.  
 Ţinând seama de relaţia (3.35), rezultă că pe baza cunoaşterii mulţimilor 
valorilor proprii, pV , şi a polilor, P , se poate determina mulţimea zerourilor de 

decuplare, 0Z , şi respectiv 0( )z s  – polinomul zerourilor de decuplare: 

 0
p p\= ⊆Z V P V , (6.17) 

 0( ) ( ) / ( )z s d s p s= . (6.18) 

 Caracterizarea zerourilor de decuplare de la 3.3 şi noţiunea de matrice de 
sistem conduc la o nouă abordare a determinării zerourilor de decuplare. 

 b. Zerouri de decuplare la intrare 

 Teorema 6.3 

 Mulţimea 0
intZ , a zerourilor de decuplare la intrare ale sistemului (2.1), (2.2), 

este identică cu mulţimea zerourilor matricei: 

 [ ]( )u nT s I s A B− − .  (6.19) 

 D. Conform secţiuni 3.3, rezultă că pentru s ζ=  – un zero de decuplare la 

intrare – există o matrice linie w  (o linie din 1W V−= , v. Secţiunea 2.3) astfel încât: 

 
( ) 0

0.
nw I A

wB

ζ⎧ − =⎪⎪⎨⎪ =⎪⎩
 (6.20) 

 Din (6.20) (cu a doua ecuaţie înmulţită cu 1− ) rezultă ecuaţia: 

 0nw I A Bζ⎡ ⎤− − =⎢ ⎥⎣ ⎦ . 
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Această ecuaţie are o soluţie 0w≠  dacă şi numai dacă: 

 rang nI A B nζ⎡ ⎤− − <⎢ ⎥⎣ ⎦  . 

 Întrucât nrang ( )uT s n= , rezultă că ζ  este un zero al matricei ( )uT s .  

 Conform Teoremelor 6.2 şi 6.3 se poate demonstra şi următorul rezultat. 

 Teorema 6.4 

 Mulţimea 0
intZ , a zerourilor de decuplare la intrare ale sistemului (6.3), (6.4), 

este identică cu mulţimea zerourilor matricei: 

 [ ]( ) ( ) ( )uT s P s Q s− .  (6.21) 

c. Zerouri de decuplare la ieşire 

Teorema 6.5 

 Mulţimea 0
iesZ , a zerourilor de decuplare la ieşire ale sistemului (2.1), (2.2), 

este identică cu mulţimea zerourilor matricei: 

 ( )
n

y

I s A
T s

C

⎡ ⎤−⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

.  (6.22) 

 D. Se ştie de la 3.3 că pentru s ζ=  – un zero de decuplare la ieşire – există 
un vector propriu v  (o coloană a matricei V , v. secţiunea 2.3) astfel încât: 

 
( ) 0

0.
nI A v

C v

ζ⎧ − =⎪⎪⎨⎪ =⎪⎩
 (6.23) 

 Din (6.23) rezultă ecuaţia: 

 ( ) 0
TT T

nI A C vζ⎡ ⎤− =⎢ ⎥⎣ ⎦ , 

care are o soluţie 0v ≠  dacă şi numai dacă: 

 rang ( )
TT T

nI A C nζ⎡ ⎤− <⎢ ⎥⎣ ⎦ . 

 Întrucât nrang ( )yT s n= , rezultă că ζ  este un zero al matricei ( )yT s .  

 Folosind Teoremele 6.2 şi 6.5 se obţine şi următorul rezultat. 
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 Teorema 6.6  

 Mulţimea 0
iesZ , a zerourilor de decuplare la ieşire ale sistemului (6.3), (6.4), 

este identică cu mulţimea zerourilor matricei: 

 
( )

( ) ( )y
P s

T s R s
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

.  (6.24) 

 d. Proprietăţi de invarianţă la transformări echivalente în sens strict 

 Teorema 6.7 
 Zerourile de decuplare la intrare şi zerourile de decuplare la ieşire sunt 
invariante în raport cu transformările de echivalenţă în sens strict de forma (6.15).  
 D. Folosind (6.15) se scrie în mod succesiv: 

 

[ ]
v. (6.23)( ),

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

( ) ( )
( ) ( ) ,

0

u
m

u

u
m

T s

N s L s
T s P s Q s M s P s Q s

I

N s L s
M s T s

I

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤− = − =⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

( ),
v. (6.24)

( ) 0 ( ) 0( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( )
y

y y
p p

T s

M s M sP sP s
T s N s T s N s

K s I K s IR sR s

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
. 

 Din nrang ( ) nrang ( )u uT s T s=  cu Teorema 6.4 şi nrang ( ) nrang ( )y yT s T s=  

cu Teorema 6.6 rezultă că demonstraţia este încheiată.  

 e. Reprezentări polinomiale ireductibile 
 Prin analogie cu Definiţia 5.1 se poate introduce următoarea noţiune. 

 Definiţia 6.3 
 A. Reprezentarea polinomială (6.3), (6.4) se numeşte ireductibilă dacă 

( ), ( )R s P s  sunt relativ prime la dreapta şi ( ), ( )P s Q s  sunt relativ prime la stânga.  
 B. În caz contrar reprezentarea se numeşte reductibilă.  

 În cazul unei reprezentări polinomiale reductibile, este posibil să se scrie: 
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 ˆ ˆ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )R R RP s P s W s R s R s W s= = , (6.25) 

 ˆˆ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )L L LP s W s P s Q s W s Q s= = , (6.26) 

în care ( ), ( )R LW s W s  sunt c.m.m.d.c., matrice pătratice non-unimodulare, la 
dreapta pentru ( ), ( )R s P s  şi respectiv la stânga pentru ( ), ( )P s Q s . 

 Înlocuind succesiv (6.25) şi (6.26) în matricea de transfer (6.11), ( )RW s  şi 

respectiv ( )LW s  se simplifică. Prin simplificarea divizorilor comuni rezultă 
reprezentări de ordin mai mic. În aplicaţii simplificarea este implicită în calculele 
din (6.11). Se explică astfel lipsa zerourilor de decuplare din matricea de transfer.  
 Făcând legătura cu Teoremele 6.4 şi 6.6 se poate obţine următorul rezultat. 

 Teorema 6.8 
 Polinoamele zerourilor de decuplare la intrare şi la ieşire sunt respectiv: 

 0
int ( ) det ( )Lz s W s ,  (6.27) 

 0
ies ( ) det ( )Rz s W s . (6.28) 

 D. Se înlocuiesc (6.25) şi (6.26) în (6.21) şi respectiv (6.24), se evaluează 

rangurile matricelor ( )uT s  şi ( )yT s , din care rezultă respectiv (6.27) şi (6.28).  

 f. Zerouri de decuplare la intrare – ieşire 
 În general, pentru determinarea mulţimii zerourilor de decuplare la intrare – 

ieşire, 0
int ies−Z , se pot folosi relaţiile (3.26) şi (6.17), din care rezultă: 

 0 0 0 0 00
pint ies int ies int ies( ) \ ( ) \ ( \ )− = ∪ = ∪Z Z Z Z Z Z V P . (6.29) 

 Exemplul 6.3 
 Se consideră următoarea matrice de sistem: 

 
2

3 0 0 1 1
0 ( 1) ( 2) ( )

( ) ( )
0 0 2 1 1 0 1 0 1

1 0 1 0 0

u
y

s

s s s s s T s s
T s T s

s

⎡ ⎤+ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤+ + −⎢ ⎥ −⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥= ≡ ≡ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥+ − ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

. 
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 Să se determine mulţimile zerourilor de decuplare ale sistemului. 
 Are loc nrang ( ) 3uT s = . Minorii de ordin maxim sunt: 2( 1)( 2)( 3)s s s s+ + + , 

2 2( 1)( 3), 2 ( 2)( 3), ( 1)( 2)s s s s s s s s s+ + + + + + . Polinomul zerourilor de 

decuplare la intrare este c.m.m.d.c. monic: 0
int ( )z s s= . Urmează că 0

int {0}=Z . 

 Similar, nrang ( ) 3yT s = . Minorii de ordin maxim sunt: 2( 1)( 2)( 3)s s s s+ + + , 
2 2( 1)( 3), ( 1)( 2)s s s s s s− + + + + . Polinomul zerourilor de decuplare la ieşire 

este c.m.m.d.c. monic: 0 2
ies ( ) ( 1)z s s s= + . Urmează că 0

ies {0, 0, 1}= −Z . 

 Polinomul caracteristic are expresia 2( ) ( 1)( 2)( 3)d s s s s s= + + +  şi 
mulţimea valorilor proprii este p {0, 0, 1, 2, 3}= − − −V .  

 Pe de altă parte, calculând funcţia de transfer se obţine: 

 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( 2)( 3)

G s R s P s Q s V s
s s

−= + =
+ +

. 

 Polinomul şi mulţimea polilor sunt ( ) ( 2)( 3)p s s s= + +  şi respectiv 
{ 2, 3}= − −P . Urmează că polinomul şi mulţimea zerourilor de decuplare sunt 

0 2( ) ( ) \ ( ) ( 1)z s d s p s s s= = +  şi respectiv 0
p \ {0, 0, 1}= = −Z V P . Polinomul şi 

mulţimea zerourilor de decuplare la intrare – ieşire se obţin după cum urmează 
0 0 0 0
int ies int ies( ) [ ( ) ( )]/ ( )z s z s z s z s s− = =  şi respectiv 0 0 0 0

int-ies int ies[ ] \ {0}= ∪ =Z Z Z Z .  

6.5. Zerourile matricei de sistem  
 Zerourile matricei de sistem ( )T s  sunt acei z ∈  pentru care  

 rang ( ) nrang ( ) min( , )G z G s r m r p< ≤ + + . 

 Polinomul zerourilor matricei de sistem este egal cu produsul factorilor 
invarianţi ai formei Smith a matricei de sistem. Prin urmare, el coincide cu 
c.m.m.d.c. al tuturor minorilor de ordin maxim ai matricei de sistem. 
 Mulţimea TZ  a zerourilor matricei de sistem, ( )T s , este constituită din 

mulţimile Z  – a zerourilor de transmisie, 0
iesZ  – de decuplare la ieşire, şi 0

ies \ intZ  

– de decuplare la intrare care nu sunt şi de decuplare la ieşire, [90], [144]. Acest 
fapt permite să se scrie:  
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 0 0
ies ies \ intT = ∪ ∪Z Z Z Z ,   0

T⊆ ⊆ ∪Z Z Z Z . 

 Zerourile matricei de sistem au proprietatea că sunt invariante în raport cu 
reacţia după stare / ieşire. Se va demonstra acest fapt pentru sistemul (2.1), (2.2), cu 

0D ≡ , p m= .  
 Fie sistemul descris de ecuaţiile: 

 , , ,n mx Ax Bu t x u= + ∈ ∈ ∈ , (6.30) 

 , my C x y= ∈ . (6.31) 

Acestuia i se adaugă o reacţie fie după stare, fie după ieşire, având formele:  

 u K x v=− + , (6.32) 

 u L y v=− + , (6.33) 

în care mv ∈  este noua mărime de intrare a sistemului.  
 Cele trei matrice de sistem au următoarele expresii: 

 
( ) ( )

( ) , ( ) , ( )
0 0 0

n n n
K L

I s A B I s A BK B I s A BLC B
T s T s T s

C C C

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − − − − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

 Teorema 6.9 
 Pentru sistemul (6.30), (6.31) mulţimea zerourilor de sistem este invariantă 
în raport respectiv cu reacţiile după stare (6.32) şi după ieşire (6.33). 
 D. Pentru m p=  zerourile invariante sunt zerourile polinomului det ( )T s . 
 Prin operaţii elementare se scriu în mod succesiv: 

 
( ) 0

det ( ) det det
0 0

n n n
K

m

I s A BK B I s A B I
T s

C C K I

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

 
0

det det det ( )
0

n n

m

I s A B I
T s

C K I

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

 
( ) 0

det ( ) det det
0 0

n n n
L

m

I s A BLC B I s A B I
T s

C C LC I

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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0

det det det ( )
0

n n

m

I s A B I
T s

C LC I

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
. 

Aceasta însemnă că zerourile matricei de sistem sunt invariante în raport cu reacţia 
după stare şi respectiv cu reacţia după ieşire.  
 Pentru sistemul (6.30), (6.31) zerourile matricei de sistem, numite şi 
zerourile invariante, pot fi determinate şi în felul următor, [124].  
 Pentru B  şi respectiv C  se determină matricele:  

•  M  – ( )n m n− × , cu linii liniar independente, pentru care 0M B= ; 
•  N  – ( )n n m× − , cu coloane liniar independente, pentru care 0C N = . 

 Cu M  şi N , numite matrice anulatoare la stânga şi respectiv la dreapta, se 
calculează 1( )M N M A N− , ale cărei valori proprii sunt zerourile invariante.  

 Exemplul 6.4 
 Pentru sistemul de la Exemplul 3.2 să se determine zerourile invariante. 

 Pentru 

 
1 1 3
1 5 1
3 1 1

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

, 
1 1
0 1
1 0

B
⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

, 
1 1 0
1 0 1

C
⎡ ⎤−⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎣ ⎦

,  

se aleg matricele anulatoare 

 [ ]
1

1 1 1 , 1
1

M N
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

şi se obţine: 

 [ ] [ ]

1

1

1 1 1 3 1
( ) 1 1 1 1 1 1 1 1 5 1 1 7

1 3 1 1 1
M N M A N

−

−

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎟⎜ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎟⎜ ⎟⎜ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎟⎜= =⎟⎜ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎟⎜ ⎟⎜ − −⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

 Întrucât 0 =∅Z  şi 3m p= = , urmează că {7}T = =Z Z . La Exemplul 

3.2 s-a arătat că 7z=  este unicul zero de transmisie al sistemului.  



Capi to lu l  II 
CONTROLABILITATEA ŞI OBSERVABILITATEA 

SISTEMELOR DINAMICE LINIARE 

1. Analiza bazată pe reprezentarea de stare 
 Noţiunile şi rezultatele prezentate în subcapitolul I.3 evidenţiază, într-o 
manieră directă, faptul că polii şi zerourile unui sistem dinamic liniar constant 
influenţează cantitativ şi calitativ transferul intrare – stare – ieşire.  
 Forme bine precizate ale acestei influenţe, corelate cu stimularea prin 
mărimea de intrare, constituie simptomatologia de bază a evoluţiei tripletului 
( ( ), ( ), ( )) m n pu t x t y t ∈ × ×\ \ \ , t +∈\ . Pe acest temei poate fi caracterizat 

sistemul, structural şi parametric, ca suport al transferului intrare – stare – ieşire.  
 Pentru analiza proprietăţilor structurale de controlabilitate a stării şi de 
observabilitate a stării se are în vedere modelul matematic intrare – stare – ieşire 
liniar şi invariant în timp: 

 , , ,n mx A x Bu t x u+= + ∈ ∈ ∈� \ \ \ , (1.1) 

 ( ) , py C x D u y= + ∈\⋅ , (1.2) 

cu starea iniţială: 

 0(0) nx x= ∈\ . (1.3) 

 Pentru o mărime de intrare : mu +→\ \ , continuă pe porţiuni şi având cel 

mult o mulţime numărabilă de discontinuităţi de prima speţă, soluţia problemei 
Cauchy (1.1), (1.3) are expresia (v. relaţia (1.80)): 

 ( )
0 0

( ) ( ) , 0
tAt A tx t e x e Bu d tθ θ θ−= + ≥∫ . (1.4) 

 Din (1.4) şi (1.2) rezultă că matricele , , , ( )A B C D ⋅  (polii şi zerourile 
sistemului) determină cantitativ şi calitativ transferul intrare – stare – ieşire al 
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sistemului. Aceasta are loc în contextul acţiunii intrării ( )u t , iar evoluţia stării 
(1.4) şi ieşirii (1.2) reflectă, prin evoluţii caracteristice, însăşi structura sistemului.  
 În acest context se vor avea în vedere acele evoluţii caracteristice care sunt 
legate de aprecierea apriorică a informaţiei necesare pentru:  

(a) Sinteza mărimii de intrare ( )u t  care transferă starea ( )x t , în timp finit, între 
orice stare iniţială nulă şi orice stare finală finită. 

(b) Determinarea stării iniţiale 0x , oricare ar fi aceasta, cunoscându-se mărimea 

de intrare ( )u t  şi mărimea de ieşire ( )y t  peste un interval finit de timp. 
 Aceste doua probleme se asociază cu proprietăţile structurale de 
controlabilitate a stării (a) şi de observabilitate a stării (b), aflate într-o relaţie 
directă cu proprietăţi ale perechilor ( , )A B  şi respectiv ( , )C A , sau cu zerourile de 
decuplare la intrare şi respectiv la ieşire. 

1.1. Definiţii şi caracterizări 
 a. Controlabilitatea stării; gradul de controlabilitate 

 Definiţia 1.1 
 A. Un sistem dinamic se numeşte de stare complet controlabilă dacă pentru 
orice 0ft >  şi orice n

fx ∈\ , finiţi, există o mărime de intrare ( ) mu t ∈\ , 

[0, ]ft t∈ , care transferă ( )x t  din orice stare iniţială 0(0)x x=  în orice stare finală 

0( )f fx t x x= ≠ .  

 B. În caz contrar sistemul se numeşte, după situaţie, de stare incomplet 
controlabilă sau de stare necontrolabilă.  
 Matematic, Definiţia 1.1 se referă la existenţa unei soluţii ( )u t , [0, ]ft t∈ , a 

ecuaţiei integrale (1.4). De exemplu, pentru 0 0x = , ft t= , ( )f fx t x= , de forma: 

 ( )
0

( )f f
t A t

fx e Bu dθ θ θ−= ∫ . (1.5) 

 Fenomenologic însă, este vorba de proprietatea sistemului (1.1) de a putea fi 
comandat punctual pornind din starea iniţială 0 0x =  până la orice stare finală  

fx , pe o traiectorie oarecare între acestea. Evident, pot exista o infinitate de 
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traiectorii între 0 0x =  şi fx . Sub aspectul controlabilităţii, traiectoria cea mai 

semnificativă este cea parcursă utilizând energia de comandă minimă (v. şi 
VI.1.1.d). Soluţia în acest sens a ecuaţiei (1.5) se bazează pe matricea Gram: 

 ( ) ( )
0

(0, )
Tf f f

t A t A tT
fM t e BB e dθ θ θ− −∫� , (1.6) 

simetrică, construită pe considerente uşor intuibile pornind chiar de la integrala din 
(1.5). Dacă (0, )fM t  este nesingulară, se verifică imediat că 

 ( ) 1( ) (0, ) , [0, ]
T

fA t tT
f f fu t B e M t x t t− −= ∈ , (1.7) 

este o soluţie a ecuaţiei (1.5), adică o comandă conform Definiţiei 1.1.  

 Observaţia 1.1  
 Pentru fiecare pereche fixată ( , ) (0, ) n

f ft x ∈ +∞ ×\ , energia comenzii 

(1.7), pentru transferul stării între 0 0x =  şi 0fx ≠ , este minimă. Se scrie: 

 con 2 1
min 0 0

( , ) ( ) ( ) ( ) (0, )f ft t TT
f f f ffE t x u d u u d x M t xθ θ θ θ θ −= = =∫ ∫ . (1.8) 

Cu alte cuvinte, pentru orice ( ) ( ), [0, ],fu t u t t t≠ ∈�  au loc: 

 ( )
0

( )f f
t A t

fx e Bu dθ θ θ−= ∫ � , (1.9) 

 2 2
0 0

( ) ( )f ft t
u d u dθ θ θ θ>∫ ∫� . (1.10) 

 Din relaţiile (1.5) şi (1.9) rezultă: 

 ( ) ( )
0 0

( ) ( )f ff f
t tA t A te Bu d e Bu dθ θθ θ θ θ− −=∫ ∫� . (1.11) 

 Se multiplică (1.11), la stânga, cu 1(0, )T
ffx M t− . Folosind (1.7) rezultă: 

 
0 0

( ) ( ) ( ) ( )f ft tT Tu u d u u dθ θ θ θ θ θ=∫ ∫� ,  

 2
0 0

( ) ( ) ( )f ft tTu u d u dθ θ θ θ θ=∫ ∫� . (1.12) 
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 Din 2
0 0

( ) ( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )] 0f ft t Tu u d u u u u dθ θ θ θ θ θ θ θ− = − − >∫ ∫� � �  şi (1.12) rezultă: 

 2 2 2 2
0 0

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) 0f ft tTu u u u d u u dθ θ θ θ θ θ θ θ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − = − >⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫� � � . 

Din aceasta rezultă inegalitatea (1.10), adică energia comenzii (1.7) este minimă.  
 Rezultatul următor arată modul în care controlabilitatea stării rezidă în 
proprietăţile matricelor Ate B , (0, )fM t  şi ale perechii ( , )A B . 

 Teorema 1.1 
 Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 

(i) Sistemul (1.1), (1.2) este de stare complet controlabilă. 
(ii) Matricea (0, )M t  este nesingulară pentru orice 0t>  fixat. 
(iii) Matricea următoare este de rang n : 

 2 1[ , , ,..., ]n
n B AB A B A B−=C C � . (1.13) 

 D. ( ) ( )i ii⇒ . Se presupune că (0, )fM t  este singulară pentru orice 0ft > , 

finit. Atunci există un vector , 0nα α∈ ≠\ , astfel încât: 

 
2

0
(0, ) 0TftT T A

fM t B e dθα α α θ−= =∫ , (1.14) 

din care rezultă: 

 0,TT A tB e tα−
+= ∈\ . (1.15) 

 Pe de altă parte, sistemul fiind de stare complet controlabilă, există o mărime 
de intrare ( )u t  care transferă ( )x t  din 0(0) 0x x= ≠  în ( ) 0f fx t x= = , ceea ce, 

în conformitate cu (1.4), înseamnă: 

 0 0
( )ft Ax e Bu dθ θ θ−=−∫ . (1.16) 

 Făcând acum produsul 0
Tx α  din (1.15), (1.16) se obţine: 

 0 0 0
( ) 0TftT T T Ax u B e dθα θ α θ−

=
=− =∫ �����	����
 . 
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 Alegând 0x α=  rezultă că 0α= , ceea ce contrazice faptul că 0α≠ . 

Urmează că (0, )fM t  este nesingulară. 

 ( ) ( )ii i⇒ . Dacă (0, )fM t  este nesingulară, atunci mărimea de intrare: 

 1( ) (0, ) (0) ( ) , [0, ]T fA tT A t
f f fu t B e M t x e x t t t−− − ⎡ ⎤=− − ∈⎢ ⎥⎣ ⎦ , (1.17) 

transferă starea sistemului din orice (0)x  în orice ( )fx t . Într-adevăr, înlocuind 

(1.17) în (1.4), cu 0 0t = , afirmaţia precedentă se confirmă. 

 ( ) ( )iii i⇒ . Se presupune că sistemul (1.1), (1.2) nu este de stare complet 
controlabilă, ceea ce implică faptul că matricea (0, )fM t  este singulară, respectiv 

relaţia (1.15) cu 0α≠  este adevărată. Derivând repetat (1.15) în 0t =  se obţine: 

 0, 0, 1T kA B k nα = = − . (1.18) 

Acestea sunt echivalente cu: 

 0Tα =C , (1.19) 

ceea ce, având în vedere că rang n=C , este absurd. Urmează că sistemul (1.1), 
(1.2) este de stare complet controlabilă. 
 ( ) ( )i iii⇒ . Se presupune că rang n<C . Urmează că există , 0nα α∈ ≠\ , 
astfel încât are loc (1.19), respectiv are loc (1.18). Se amplifică (I.2.16) la stânga cu 

Tα  şi la dreapta B . Cu (1.18) se obţine (1.15), iar aceasta implică valabilitatea 
relaţiei (1.14). Întrucât completa controlabilitate a stării este echivalentă cu 
nesingularitatea matricei (0, )fM t  (s-a demonstrat deja ( ) ( )i ii⇔ ), din (1.14) 

rezultă 0α= . Aceasta contrazice faptul că 0α≠ . Urmează că rang n=C . 
 ( ) ( )ii iii⇔ . Rezultă în mod evident, din demonstraţiile precedente.  

 Observaţia 1.2 
 Condiţia (iii), fiind independentă de timp – spre deosebire de (ii), reflectă 
natura structural – algebrică a controlabilităţii stării. Acest fapt rezultă din forma 
matricei C , definită prin (1.13) şi numită matricea de controlabilitate a stării. Ea 
evidenţiază dependenţa controlabilităţii stării de perechea ( , )A B  şi în acest sens se 
vorbeşte despre controlabilitatea perechii ( , )A B . Alte detalii se prezintă în 
paragraful 1.1.d şi în secţiunea 1.3.  
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 Matricea C , din cele mn  coloane, are cel mult n  coloane liniar 
independente (v. Anexa A). Aceasta înseamnă că în evaluarea rangului se poate 
folosi un număr mai mic de coloane aşa cum se arată în următoarele două teoreme. 

 Teorema 1.2 
 Sistemul (1.1), (1.2), cu rang B m= , este de stare complet controlabilă dacă 
şi numai dacă următoarea matrice este de rang n : 

 2
1 [ , , ,..., ]n m

n m B AB A B A B−
− + =C .  (1.20) 

 Teorema 1.3 
 Dacă sistemul (1.1), (1.2) este de stare complet controlabilă, atunci există un 
cel mai mic număr natural μ  astfel încât: 

 2 1rang [ , , ,..., ]B AB A B A B nμ
μ

−= =C .  (1.21) 

 Observaţia 1.3 
 Numărul μ  se numeşte indicele de controlabilitate. Pentru rang B m=  şi 
1 m n≤ ≤ , numărul natural μ  satisface condiţia / min ( 1, )n m n mμ η≤ ≤ − + , în 
care η  este gradul polinomului minimal al matricei A .  
 Matricea simetrică (0, )M t , numită gramianul de controlabilitate, defineşte 

energia minimă con
min ( , )E t x  conform Observaţiei 1.1. Cu 0t>  final fixat şi x  final 

pe hipersfera 1x =  din n\  ( 1 2( )Tx x x=  este norma euclideană, v. Anexa 

A), energia minimă depinde de poziţia lui x  situat pe 1x = .  

 În condiţiile Teoremei 1.1, (0, )M t  este pozitiv definită (v. Anexa C). Cu 
0t>  fixat, fie valorile proprii ale matricei (0, )M t : 

 1 2( ) ( ) ... ( ) 0nt t tσ σ σ≥ ≥ ≥ > . 

Corespunzător acestor valori proprii, fie i nx ∈\ , 1,2,...,i n= , vectorii proprii 

ortonormaţi ( 1ix =  şi ( ) 0i T jx x = , i j≠ , , 1,i j n= ) ai matricei (0, )M t . 

Pentru ix x= , conform cu (1.8), se scrie: 

 con 1 11
min ( , ) ( ) (0, ) ( ) ( ) ( ), 1,2,...,i i T i i T i

i iE t x x M t x x t x t i nσ σ− −−= = = = . (1.22) 
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 De fapt, 1( ), 1,2,..., ,i t i nσ− =  sunt semiaxele respectiv pe direcţiile i nx ∈\ , 

1,2,...,i n= , ale hiperelipsoidului energiei. Pentru fiecare x  de pe hipersfera 1x = , 

consumul minim de energie con
min ( , )E t x  este lungimea razei vectoare a punctului de 

pe hiperelipsoidul energiei aferent lui x . con con 11
1min minmin ( , ) ( , ) ( )i

i E t x E t x tσ−= =  şi 

con con 11
1min minmax ( , ) ( , ) ( ) ( )i n

i nE t x E t x t tσ σ−−= = ≥  sunt energiile minimă şi maximă 

ale stărilor finale 1x  şi respectiv nx . Ele ilustrează concludent anizotropia spaţiului 
stărilor, sub aspectul controlabilităţii. Cazul 2n=  este prezentat în fig. II.1.1. 

 Observaţia 1.4  
 Utilizând (1.8), calitatea controlabilităţii complete a stării se apreciază prin: 

 energia minimă pe direcţia de consum de energie maxim: 

 con con con
min max min min1( ) max ( , ) max ( , ) 1/ ( )i

i nxE t E t x E t x tσ== = = ; (1.23) 

 gradul de controlabilitate (raportul dintre consumurile minim şi maxim): 

 
con concon min1 minminmincon
con concon

minmax 1min min1

min ( , ) min ( , ) ( )( )( ) (0,1]
( ) ( )max ( , ) max ( , )

i
x i n

i
ix

E t x E t x tE tg t
E t tE t x E t x

σ
σ

=

=
= = = ∈� .(1.24) 

 Evident, este de dorit un consum de 

energie con
min max ( )E t , pe direcţia de consum 

maxim, acceptabil de mic ( ( )n tσ  relativ 
mare) şi un grad de controlabilitate 
apropiat de 1: con ( ) 1g t �  ( 1( ) ( )nt tσ σ� , 

spaţiul stărilor să fie aproape izotrop). 
Acestea arată că sistemul este complet 
controlabil, relativ uşor şi aproape uniform 
în toate direcţiile spaţiului stărilor.   
 Controlabilitatea stării este o proprietate intrinsecă. Pentru a demonstra acest 
fapt fie transformarea liniară nesingulară de stare (de similitudine):  

 1,x S x x S x−= =� � . (1.25) 

Fig. II.1.1. Elipsa energiei con
min ( , )E t x  

2x

1x  

1
2σ−  1

1σ
−

2x1x

1x =  

con
min ( , )E t x  
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 Cu aceasta sistemul (1.1), (1.2) se transformă în sistemul echivalent: 

 , , ,n mx Ax Bu t x u+= + ∈ ∈ ∈� � �� � �\ \ \ , (1.26) 

 ( ) , py C x D u y= + ∈� �� \⋅ , (1.27) 

 1 1, , , ( ) ( )A SAS B SB C CS D D− −� �� �� � � �⋅ ⋅ . (1.28) 

 Teorema 1.4 
 Controlabilitatea stării este invariantă în raport cu transformarea (1.25).  
 D. Pentru C�  (v. (1.13)) al sistemului (1.26), (1.27), cu (1.28), se scrie: 

 2 1rang rang[ , , ,..., ] rang rangnB AB A B A B S−= = =C C C� � � �� � � � .  (1.29) 

 b. Observabilitatea stării; gradul de observabilitate 

 Definiţia 1.2 
 A. Un sistem dinamic se numeşte de stare complet observabilă dacă pe baza 
cunoaşterii mărimilor de intrare ( )u t  şi de ieşire ( )y t  peste un interval finit de timp 

[0, ]ft , 0ft > , se poate determina starea iniţială 0(0) nx x= ∈\  oricare ar fi aceasta.  

 B. În caz contrar sistemul se numeşte, după situaţie, de stare incomplet 
observabilă sau de stare neobservabilă.  
 Fără reducerea generalităţii, situaţia cea mai simplă de determinare a lui 0x  

din (1.4), (1.2) este  

 ( ) 0, [0, ]fu t t t≡ ∈ , (1.30) 

ceea ce, din (1.4) şi (1.2), conduce la următoarea evoluţie:  

 0( ) , [0, ]A t
fy t C e x t t= ∈ . (1.31) 

 În termenii Definiţiei 1.2, se pune problema posibilităţii determinării stării 
iniţiale 0x . Fiind vorba însă de cunoaşterea ieşirii ( )y t  peste intervalul [0, ]ft , 

soluţia se bazează pe matricea Gram: 

 ( ) ( )
0

(0, )
Tf f f

t A t A tT
fN t e C C e dθ θ θ− −∫� , (1.32) 

construită pentru a fi utilizată în următoarele operaţii. Se multiplică (1.31) la stânga 
cu TA t Te C , se integrează pe [0, ]ft  şi apoi se ţine seama de (1.32). Se obţine: 
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 0 0
(0, ) ( )Tft A T

fN t x e C y dθ θ θ= ∫  (1.33) 

deoarece s-a avut în vedere că 

 ( ) ( )
0 0

(0, )
TTf f f f

t t A t A tA T A T
fe C C e d e C C e d N tθ θθ θ θ θ− −= =∫ ∫ . 

 Dacă (0, )fN t  este nesingulară, din (1.33) se obţine soluţia căutată: 

 1
0 0

(0, ) ( )Tft A T
fx N t e C y dθ θ θ−= ∫ . (1.34) 

 Comparând (0, )fM t  (relaţia (1.6)) cu (0, )fN t  (relaţia (1.32)) se constată 

că înlocuind A  cu TA  şi B  cu TC  se transformă (0, )fM t  în (0, )fN t  şi invers. 

Proprietăţile de controlabilitate şi observabilitate a stării se numesc duale şi orice 
rezultat de controlabilitate este valabil, mutatis mutandis, pentru observabilitate şi 
invers. În acest sens, prin dualitate, din Teorema 1.1 se obţine rezultatul următor. 

 Teorema 1.5 
 Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 

(i) Sistemul (1.1), (1.2) este de stare complet observabilă. 
(ii) Matricea (0, )N t  este nesingulară pentru orice 0t>  fixat. 
(iii) Matricea următoare este de rang n : 

 2 1, , ( ) ,...,( )
TT T T T T T n T

n C A C A C A C−⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦�O O .  (1.35) 

 Observaţia 1.5 
 Condiţia (iii), fiind independentă de timp – spre deosebire de (ii), reflectă 
natura structural – algebrică a observabilităţii stării. Acest fapt rezultă din forma 
matricei O , definită prin (1.35) şi numită matricea de observabilitate a stării. Ea 
evidenţiază dependenţa observabilităţii stării de perechea ( , )C A  şi în acest sens se 
vorbeşte despre observabilitatea perechii ( , )C A . Alte detalii se prezintă în 
paragraful 1.1.d şi în secţiunea 1.3.  
 Matricea O , din cele n p  lini, are cel mult n  linii liniar independente (v. 
Anexa A). Aceasta înseamnă că în evaluarea rangului ei se poate opera şi cu un 
număr mai mic de linii aşa cum se arată în următoarele două teoreme. 
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 Teorema 1.6 
 Sistemul (1.1), (1.2), cu rangC p= , este de stare complet observabilă dacă 
şi numai dacă următoarea matrice este de rang n : 

 2
1 , , ( ) ,..., ( )

TT T T T T T n p T
n p C A C A C A C−
− +

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦O .  (1.36) 

 Teorema 1.7 
 Dacă sistemul (1.1), (1.2) este de stare complet observabilă, atunci există un 
cel mai mic număr natural ν  astfel încât: 

 2 1rang , , ( ) ,..., ( )
TT T T T T T TC A C A C A C nν

ν
−⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦O .  (1.37) 

 Observaţia 1.6 
 ν  este indicele de observabilitate. Pentru rangC p=  şi 1 m n≤ ≤ , are loc 

/ min ( 1, )n p n pν η≤ ≤ − + , η  fiind gradul polinomului minimal al lui A .  

 Observaţia 1.7 
 În virtutea dualităţii, sistemului (1.1), (1.2) i se asociază sistemul dual: 

 , , ,T T n px A x C u t x u∗ ∗ ∗ + ∗ ∗= + ∈ ∈ ∈� \ \ \ , (1.38) 

 ( ) ,T T my B x D u y∗ ∗ ∗ ∗= + ∈\⋅ . (1.39) 

 Ţinând seama de (1.6) şi (1.32), pentru sistemul dual se definesc: 

 ( ) ( )
0

(0, ) (0, )Tt A t T A tM t e C Ce d N tθ θ θ− −
∗ =∫� , (1.40) 

 ( ) ( )
0

(0, ) (0, )Tt A t T A tN t e B B e d M tθ θ θ− −
∗ =∫� , (1.41) 

ceea ce, conform Teoremelor 1.1 şi 1.5, conduce la următorul rezultat.  

 Teorema 1.8 
 Sistemul (1.1), (1.2) este de stare complet controlabilă / observabilă dacă şi 
numai dacă dualul său (1.38), (1.39) este de stare complet observabilă / 
controlabilă.  

 Observaţia 1.8  
 În virtutea acestui rezultat, pentru 0t>  final fixat, calitatea observabilităţii 
complete a stării se apreciază prin calitatea controlabilităţii complete a stării 
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dualului respectiv prin: 
 energia minimă pentru direcţia de consum maxim (a sistemului dual): 

 obs con con
min max min max min( ) ( ) max ( , ) 1 ( )i

i nE t E t E t x tζ∗ ∗= = = , (1.42) 

în care  

 1 2( ) ( ) ... ( ) 0nt t tζ ζ ζ≥ ≥ ≥ >   

sunt valorile proprii ale gramianului de observabilitate (0, )N t , respectiv 
gramianului de controlabilitate dual (0, )M t∗ ; 

 gradul de observabilitate (raportul dintre consumurile minim şi maxim): 

 
conobs con
minmin min min minobs

obs con con
1min max min max min

min ( , ) ( )( ) ( )
( ) (0,1]

( )( ) ( ) max ( , )

i
i n

i
i

E t x tE t E t
g t

tE t E t E t x

ζ

ζ
∗∗

∗ ∗
= = = ∈� . (1.43) 

 Evident, referitor la sistemul dual, este de dorit un consum de energie 
obs
min max ( )E t  pe direcţia de consum maxim, acceptabil de mic ( ( )n tζ  relativ mare) 

şi un grad de observabilitate apropiat de 1: obs ( ) 1g t �  ( 1( ) ( )nt tζ ζ� , adică 

spaţiul stărilor să fie aproape izotrop). Acestea arată că sistemul este complet 
observabil, relativ uşor şi aproape uniform, în toate direcţiile spaţiului stărilor.  

 Observabilitatea stării este o proprietate intrinsecă, aşa cum se arată mai jos. 

 Teorema 1.9 
 Observabilitatea stării este invariantă în raport cu transformarea (1.25).  
 D. Pentru O�  (v. (1.35)) al sistemului (1.26), (1.27), cu (1.28), se scrie: 

 1 1rang rang , ,...,( ) rang rang
TT T T T n TC A C A C S− −⎡ ⎤= = =⎢ ⎥⎣ ⎦O O O� � � � � � .  (1.44) 

 c. Controlabilitatea ieşirii 
 Conceptele de controlabilitate şi observabilitate a stării conduc şi la acela de 
controlabilitate a ieşirii, cu considerarea şi a transferului direct intrare – ieşire. 

 Definiţia 1.3 
 A. Un sistem dinamic se numeşte de ieşire complet controlabilă dacă pentru 
orice 0ft >  şi orice p

fy ∈\ , finiţi, există o mărime de intrare ( ) mu t ∈\ , 

[0, ], 0f ft t t∈ > , care transferă ( )y t  din orice 0(0)y y=  în orice 0( )f fy t y y= ≠ .  



II. Controlabilitatea şi observabilitatea sistemelor dinamice liniare 
 

 120

 B. În caz contrar sistemul se numeşte, după situaţie, de ieşire incomplet 
controlabilă sau de ieşire necontrolabilă.  
 Pentru sistemul (1.1), (1.2), prin analogie cu Teorema 1.1 (iii) se poate 
formula şi demonstra următorul rezultat. 

 Teorema 1.10 
 Sistemul (1.1), (1.2), cu ( )D D= =⋅ constant, este de ieşire complet 
controlabilă dacă şi numai dacă: 

 2 1
iesrang rang , , ,..., ,nC B C AB C A B C A B D p−⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦C .  

 Din Teorema 1.10 cu 0D ≠  rezultă că, în general, controlabilitatea 
completă a ieşirii nu depinde de controlabilitatea completă a stării şi / sau de 
observabilitatea completă a stării. De pildă, pentru rang D p=  are loc 

iesrang p=C  chiar şi pentru 0, 0, 0A B C= = = . 

 d. Zerourile de decuplare 
 Controlabilitatea şi observabilitatea stării sistemului dinamic (1.1), (1.2) pot 
fi examinate şi cu ajutorul răspunsului la impuls în forma modală (de exemplu, în 
cazul valorilor proprii simple – relaţia (I.3.23)). Controlabilitatea stării este o 
calitate a conexiunii între mărimea de intrare şi modurile proprii w  (v. relaţia 
(I.2.37)). Aceasta în sensul că un anumit mod propriu w  este sau nu comandabil cu 
mărimea de intrare după cum există sau nu o conexiune între mărimea de intrare şi 
acel mod propriu. Similar, observabilitatea stării este o calitate a conexiunii între 
modurile proprii v  (v. relaţia (I.2.36)) şi mărimea de ieşire. Aceasta în sensul că 
un anumit mod propriu v  este sau nu prezent în mărimea de ieşire dacă există sau 
nu o conexiune între acel mod propriu şi mărimea de ieşire. Aşadar, este evident că 
între controlabilitatea şi observabilitatea stării şi zerourile de decuplare la intrare şi 
respectiv la ieşire există o relaţie directă (v. relaţia (I.3.22) şi fig. I.3.2).  

 Teorema 1.11 
 Sistemul (1.1), (1.2) este de stare incomplet controlabilă dacă şi numai dacă 
are zerouri de decuplare la intrare.  
 D. Conform cu transformarea de similitudine (I.2.27), din (1.13) rezultă: 

 2 1rang rang , , ,..., n
c c c cB JB J B J B−⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦C , (1.45) 
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în care 1
cB V B−� , det 0V ≠ . Pentru simplitate fie A  cu valori proprii simple şi 

J  diagonală. Din (1.45) rezultă echivalenţa controlabilităţii incomplete cu: 

 2 1rang , , ,..., n
c c c cB J B J B J B n−⎡ ⎤<⎢ ⎥⎣ ⎦ , 

respectiv cu faptul că cB  are cel puţin o linie complet nulă. Cu (I.3.18), acest lucru 

este echivalent cu existenţa a cel puţin unui zero de decuplare la intrare. 
 În cazul în care J  este o matrice Jordan, pe baza unui raţionament 
asemănător, dar mai laborios sub aspectul calculelor, se obţine acelaşi rezultat.  

 În mod similar sau prin dualitate se demonstrează şi următorul rezultat. 

 Teorema 1.12 
 Sistemul (1.1), (1.2) este de stare incomplet observabilă dacă şi numai dacă 
are zerouri de decuplare la ieşire.  
 Controlabilitatea şi / sau observabilitatea incompletă a stării (existenţa unor 
zerouri de decuplare la intrare şi / sau la ieşire) au ca efect anumite „simplificări” 
(eliminări) de divizori comuni în matricea de transfer. Ele au loc implicit în toate 
elementele cel puţin ale unei linii şi/sau coloane. Şi anume în fiecare element 
numitorii şi numărătorii au divizori comuni de forma ( ),s λ λ−  fiind un zero de 
decuplare (v. şi Observaţia I.4.2). Urmarea este că, în general, mulţimea polilor 
este inclusă în mulţimea valorilor proprii conform relaţiei (I.3.35),. 

 Exemplul 1.1 
 Se consideră sistemul  
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�
�
�
� ���������	��������
 �����	����


1

2

3

4
0 1
C

x
x
x
x

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎣ ⎦������	�����


. 

 Să se analizeze controlabilitatea şi observabilitatea stării pentru ,b c ∈\ , să 
se determine zerourile de decuplare (pentru care sistemul este de stare incomplet 
controlabilă / observabilă) şi să se calculeze matricea de transfer şi polii. 
 Sistemul este de ordinul 4n= . Prin calcule simple se verifică imediat că 
rang 3,B b= ∈\ , şi rang 3C = , c ∈\ . Conform Teoremelor 1.2 şi 1.6 se scrie: 
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 [ ]2

1 1 0 1 1 0
3 pentru 0,0 1 0 0 2 0rang rang , rang 3 3 3 4 pentru 0;

0 0 1 0 4 4

b
B AB b b b b b b b

⎡ ⎤− −⎢ ⎥ ⎧ =⎪−⎢ ⎥ ⎪= = =⎨⎢ ⎥− − − ⎪ ≠⎢ ⎥ ⎪⎩⎢ ⎥− −⎣ ⎦

C  

 2

1 1 0 1 1 0
3 pentru 0,2 2 2rang rang ,( ) rang 0 1 0 0 3 0 4 pentru 0.

0 0 1 0 0 4

T T T cc c c c c cC CA
c

⎡ ⎤− −⎢ ⎥ ⎧ =⎪− − −⎢ ⎥ ⎪⎡ ⎤= = =⎨⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ − ⎪ ≠⎢ ⎥ ⎪⎩⎢ ⎥−⎣ ⎦

O  

 Pentru 0, 0b c≠ ≠  sistemul este de stare complet controlabilă şi de stare 
complet observabilă. Matricea de transfer, conform cu (4.2), are următoarea formă: 

 
2

1 ( 1) 2 0
1 ( 1)( 2)

( 1) 3 ( 1) (3 4 5) 2 3 6( )
( 1)( 3) ( 1)( 2)( 3) 3

10
2 4

c s c
s s s

b s b b c s b c s b c bG s
s s s s s s

c
s s

⎡ ⎤+ + +⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + +⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + + + + + + + + + +⎢ ⎥=
⎢ ⎥+ + + + + +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

+ +⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

 Pentru 0, 0b c= ≠  sistemul este de stare incomplet controlabilă. A  fiind 
diagonală, este direct vizibil din ecuaţia de stare că 3μλ =−  este zero de 

decuplare la intrare deoarece 3x  este decuplată la intrare. ( )G s  devine: 

 

1 ( 1) 2 0
1 ( 1)( 2)

( 3)
( )

c s c
s s s
s

G s

+ + +
+ + +
+

=
( 1) ( 3)s s+ +

[( 1) 2] ( 3)c s c s+ + + +
( 1)( 2) ( 3)s s s+ + +

1 ( 1) 2 0
1 ( 1)( 2)

0 1 ( 1) 2 0
3 1 ( 1)( 2)

11 00 2 42 4

c s c
s s s

c s c
s s s s

cc
s ss s

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + +⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ +⎣ ⎦+ +⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

 În elementele neidentic nule ale liniei a doua binomul ( 3)s+  este divizor 
comun între numărători şi numitori. Prin simplificare a fost eliminat din ( )G s .  
 Pentru 0, 0b c≠ =  sistemul este de stare complet controlabilă şi incomplet 
observabilă. Similar, este direct vizibil din ecuaţia de stare că 2ηλ =−  este zero 

de decuplare la ieşire deoarece 2x  este decuplată la ieşire. ( )G s  devine: 



1. Analiza bazată pe reprezentarea de stare 
 

 123 

 

( 2)1
1

( )

s
s

G s

+
+

=

( 1) ( 2)s s+ +
0

[( 1) 3] ( 2)( 1) 3
( 1)( 3)

b s b sb s b
s s

+ + + ++ + +
+ + ( 1) ( 2)s s+ +

1 1 0
1 1

( 1) 3 ( 1) 3
3 ( 1)( 3) ( 1)( 3) 3( 3)

10 1 0 00 42 4

s s
b b s b b s b b

s s s s s ss

ss s

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ + +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ + + + + + +⎢ ⎥⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥+ + + + + ++ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ++ + ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

 În elementele neidentic nule ale coloanei a doua, binomul ( 2)s+  este 
divizor comun între numărători şi numitori. Prin simplificare a fost eliminat din 

( )G s . 
 În fine pentru 0b c= =  sistemul este stare incomplet controlabilă şi de stare 
incomplet observabilă. După simplificări, rezultă matricea de transfer: 

 

1 1

1 1

1

( 1) ( 1) 0 4 4 0
1( ) ( 1) ( 1) 0 4 4 0

( 1)( 4)
0 0 ( 4) 0 0 1

s s s s

G s s s s s
s s

s s

− −

− −

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + + = + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥+ +⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

, 

a cărei formă Smith – McMillan este: { }1( ) diag diag{[( 1)( 4)] , 1}, 0M s s s −= + + . 

 Polii sistemului sunt 1s = −  şi 4s = − , în timp ce valorile proprii sunt: 
1, 2, 3, 4− − − − . Se confirmă că 2s = −  şi 3s = −  sunt zerourile de decuplare. 

 Trebuie remarcat că simplificările se pot realiza explicit numai dacă se 
înlocuiesc 0b=  şi/sau 0c=  direct în ( )G s . Dacă înlocuirile se fac în matricele 

,B C , atunci „simplificările” au loc implicit, zerourile de decuplare fiind eliminate 

prin calculul produselor dintre 1( )nI s A −−  şi B  şi respectiv C  şi 1( )nI s A −− .  
 Fireşte că este posibilă stabilirea unor relaţii între Teoremele 1.11 şi 1.12 şi 
Teoremele I.6.3 şi respectiv I.6.5, toate în formă negată. 

 Teorema 1.13 
 Sistemul (1.1), (1.2) este de stare complet controlabilă dacă şi numai dacă 

pentru valorile proprii , 1,i i nλ = , ale sistemului au loc: 

 [ ]rang nrang , 1,n i nI A B I s A B n i nλ⎡ ⎤− − = − − = =⎢ ⎥⎣ ⎦ .  (1.46) 
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Teorema 1.14
Sistemul (1.1), (1.2) este de stare complet observabilă dacă şi numai dacă

pentru valorile proprii , 1,i i n  , ale sistemului au loc:

rang nrang , 1,
n i nI A I s A

n i n
C C

    
        
      

.  (1.47)

e. Controlabilitatea şi observabilitatea stării sunt proprietăţi generice
Fie mulţimea tuturor perechilor de matrice ( , )A B , cu ,n m fixaţi,

( , ); ,{ }n n n mA B A B      ,

şi fie cc submulţimea perechilor ( , )A B complet controlabile şi nc cc\   –
submulţimea perechilor ( , )A B incomplet controlabile (inclusiv necontrolabile).

În aceste ipoteze se poate demonstra că mulţimea cc este densă în mulţimea
( )n n m a elementelor matricelor ,A B , ceea ce este echivalent cu ncint  , în

care int M este interiorul mulţimii M .

Totodată, n c generează o suprafaţă algebrică, respectiv un obiect geometric

de dimensiune 2, descris de o ecuaţie polinomială.
Evident, un rezultat similar se poate formula, prin dualitate, şi pentru mulţimile

perechilor de matrice ( , )C A complet observabile şi, respectiv incomplet observabile

(inclusiv neobservabile).
Prin urmare, controlabilitatea şi observabilitatea stării sunt proprietăţi

generice. Se spune că probabilitatea de a selecta aleatoriu o pereche ( , )A B / ( , )C A

incomplet controlabilă / observabilă este nulă. Situaţie confirmată de altfel şi de
marea majoritate a sistemelor întâlnite în aplicaţii, pentru care mult mai frecvente şi
mai problematice sunt slaba calitate a controlabilităţii / observabilităţii complete a
stării (v. Observaţiile 1.2 şi 1.5).

În acest context, se poate afirma că proprietăţile de controlabilitate şi
observabilitate a stării definesc calitatea transferului intrare – stare – ieşire. Totodată,
ele au o importanţă cardinală în obţinerea unor realizări echilibrate de ordin redus (v.
secţiunea 4.3) şi în proiectarea reacţiei după stare (v. secţiunea III.4.1), după ieşire
(v. secţiunea III.4.2) sau după starea estimată (v. secţiunea III.4.3).
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1.2. Structura spaţiului stărilor 
 Conceptele de controlabilitate şi observabilitate completă a stării se asociază 
cu abilitatea de a comanda starea în sensul transferului ei între două stări oarecare 
în timp finit, şi, respectiv, de a evalua starea iniţială, oricare ar fi aceasta, pe baza 
cunoaşterii mărimilor de intrare şi de ieşire peste un interval finit de timp. 
 Proprietăţile de controlabilitate şi observabilitate a stării au caracter 
intrinsec. Conform Teoremelor 1.4 şi 1.9, ele nu depind de alegerea bazei de 
vectori în spaţiul stărilor în raport cu care se formulează reprezentarea intrare – 
stare – ieşire.  

 a. Subspaţiul complet controlabil 
 Pentru simplificarea expunerii se particularizează Definiţia 1.1 pentru cazul 

0 0( ) 0x t x= = . Cu aceasta ecuaţia (1.4) devine: 

 ( )
0

( ) ( ) ,
t A tx t e Bu d tθ θ θ−

+= ∈∫ \ . (1.48) 

 În această situaţie, pentru fiecare t +∈\  fixat, se poate defini subspaţiul:  

 { }( )
cc 0

; ( ) ,
tn A t m nx x e Bu d uθ θ θ−∈ = ∈ ⊆∫X � \ \ \ , (1.49) 

numit subspaţiul complet controlabil. Acesta este subspaţiul liniar al stărilor finale 
x , accesibile pornind din starea iniţială 0 0x =  prin aplicarea mărimii de intrare 

( ), [0, ]u x tθ ∈ . ncX  fiind subspaţiul necontrolabil, se scrie: cc nc
n⊕ =X X \ , în 

care ⊕  este suma directă de subspaţii.  
 Se introduce subspaţiul liniar numit imaginea matricei de controlabilitate C :  

 Im ; ,{ }n mnx x z z= ∈ = ∈\ \C C . (1.50) 

 Teorema 1.15 

 Im=X C C . (1.51) 

 D. În conformitate cu (I.2.16), pentru (1.49) se poate scrie: 

 ( ) 1
10 0

( ) ( ) ( )
t tnA t k

kke Bu d A B f t u d uθ θ θ θ θ θ− −
== − =∑∫ ∫ C , 
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în care: 

 10 0
( ) ( ) ,....., ( ) ( )

Tt tT T mn
nu f t u d f t u dθ θ θ θ θ θ

⎡ ⎤− − ∈⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫� \ . 

 Întrucât ( ), 1,kf t k n= , sunt liniar independente (v. paragraful I.2.2.b), 
rezultă că prin alegerea adecvată a lui ( ), [0, ]u tθ θ∈ , se poate realiza orice 

mnu ∈\ . În aceste condiţii rezultatul (1.51), cu (1.49) şi (1.50), este evident.  

 Teorema 1.16 
 Sistemul (1.1), (1.2) este de stare incomplet controlabilă dacă şi numai dacă 
el este echivalent cu sistemul reprezentat prin ecuaţiile: 

 cc 12 cc

nc0 0

A A B
x x u

A

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

� � �
�� �

� , (1.52) 

 1 2 ( )y C C x D u⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦
� � �� ⋅ , (1.53) 

în care ccdim A n<�  şi perechea cc cc( , )A B� �  este complet controlabilă. 

 D. Necesitatea. Fie rang r n= <C . Se aleg r  coloane liniar independente 

din C , fie ele 1 2, ,..., rv v v  (v. Anexa A). Se poate scrie: 

 1 2[ , ,..., ]rv v v M= C , 

în care M  este matricea mn r×  prin care se selectează respectivele r  coloane. 
 În aceste condiţii, făcând uz de (1.13) şi de teorema Cayley-Hamilton (v. 
paragraful I.2.2.b), se poate scrie: 

 [ ] N ]
1

0
(Cayley-
Hamilton)

1
2

21 2

1

0 0 0
0 0

0 0, ,..., , ,...,

0 0

n
k

n k

n m

m n m
n

m n mr

A

m m

I
I I

I IA v v v A M AB A B A B M M

I I
α

α
α
α

α

−

−−

−

−

⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎡ ⎢ ⎥−= = =⎢⎣ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

∑

C C

"
"
"

# # # #
"

. 

 Acest rezultat implică: 

 Im , 1,kAv k r∈ =C , (1.54) 
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 1 , 1,r
k j k jjAv a v k r== =∑ � , 

unde , , 1,j ka j k r=� , sunt constante adecvat alese. 

 Se adaugă vectorii liniar independenţi 1,...,r nv v+  astfel ca 1 2, ,..., nv v v  să fie 

bază de vectori în n\ . Cu constantele adecvate , 1, , 1,j ka j r k r n= = +�  se scrie: 

 1 , 1,r
k j k jjAv a v k r n== = +∑ � . 

 Totodată se defineşte transformarea de similitudine (v. (1.25) – (1.28)) prin: 

 1
1 1 1 1,..., ,..., , ,..., ,...,

TT TT T
r r n r nrS v v v v S w w w w−

+ +
⎡ ⎤⎡ ⎤= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ , 

 
1,

, , 1,
0,i j

i j
w v i j n

i j
⎧ =⎪⎪= =⎨⎪ ≠⎪⎩

, 

unde , 1,iw i n= , sunt liniile matricei S . În această situaţie din (1.28) rezultă: 

 cc 121

nc0

A A
A SAS

A
−

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

� �
�

� , (1.55) 

în care ccdim A r n= <�  deoarece: 

 1 0, 1, , 1,r
i k j k i jjw Av a w v i r n k r== = = + =∑ � . 

 Pe de altă parte, coloanele , 1,kb k m= , ale matricei B  au proprietatea: 

 1 , 1,r
k j k jjb b v k m== =∑ � , 

în care , 1, , 1,j kb j r k m= =� , sunt constante adecvate. Ca urmare, din (1.28) rezultă: 

 cc

0
B

B S B
⎡ ⎤
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

�
� , (1.56) 

în care s-a avut în vedere că: 

 1 0, 1, , 1,r
i k j k i jjw b b w v i r n k m== = = + =∑ � . 
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 În aceste circumstanţe prin transformarea x S x=  (v. (1.25)) sistemul (1.1), 

(1.2) se transformă în echivalentul (1.26), (1.27), cu (1.28), în care matricele A�  şi 
B�  au formele (1.55) şi (1.56). Acestea corespund de fapt ecuaţiilor (1.52), (1.53), 
cu ccdim A r n= <� . Matricele 1 2,C C� �  au forme determinabile. 

 Pentru a arăta că perechea cc cc( , )A B� �  este complet controlabilă se are în 

vedere Teorema 1.4. Se scrie: 

 

2 1

1 1
cc cc cc cc cc cc cc cc cc

1
cc cc cc cc cc cc

rang rang rang rang[ , , ,..., ]

, , , , , ,
rang

0, 0, 0, 0, , 0

rang , ,..., dim .

n

r r n

r

r S B AB A B A B

B A B A B A B A B

B A B A B A

−

− −

−

= = = = =

⎡ ⎤
⎢ ⎥= =⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦

C C C� � � �� � � �

� � � �� � � � �" "
" "

� � �� � �

 

Aceasta dovedeşte că perechea cc cc( , )A B� �  este complet controlabilă. 

 Suficienţa este evidentă.  

 Observaţia 1.9 
 Relaţia (1.54) arată că dacă ccv ∈X  atunci ccAv ∈X . Se spune că spaţiul 

controlabil ccX  este A -invariant şi se scrie: 

 cc ccA ⊂X X .  (1.57) 

 Observaţia 1.10 
 Teorema 1.16 evidenţiază structura sistemului sub aspectul controlabilităţii 
stării. Se disting două subsisteme: unul de stare complet controlabilă ( ccA� ) şi unul 

de stare necontrolabilă ( ncA� ). Echivalent, spaţiul stărilor este suma subspaţiilor 

controlabil ccX  şi necontrolabil ncX , adică cc nc
n⊕ =X X \ . Evident, cc

n=X \  este 

echivalentă cu completa controlabilitate a sistemului. Pentru cc
n⊂X \  sistemul este 

de stare incomplet controlabilă şi pentru cc {0}=X  este de stare necontrolabilă.  

 Observaţia 1.11 
 Teorema 1.16 arată că valorile proprii ale matricei ncA�  sunt zerourile de 

decuplare la intrare ale sistemului (1.52), (1.53) sau ale echivalentului (1.1), (1.2).  
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Ca urmare, conform Teoremei 1.15 rezultă că: 

 cc cc cc n c n cdim dim Im dim dimn A n A n n r= = = = − = − =CX , 

unde nc n cdimn A�  este numărul zerourilor de decuplare la intrare.  

 Exemplul 1.2 
 Se consideră sistemul:  

 

N

[ ]
1 1 1

2 2 2

3 3 3

0 0 1 1
1 0 3 1 , 3 1 1
0 1 3 0 C

BA

x x x
x x x u y x
x x x=

==

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − + = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

�
�

�����	����

�

�����	����


. 

 Să se determine subspaţiul controlabil şi descompunerea structurală de forma 
(1.52), (1.53). 
 În conformitate cu Teorema 1.1 (iii) se poate scrie: 

 2
1 0 1

rang rang[ , , ] rang 1 1 3 2 3
0 1 2

B AB A B n
⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥= = − = < =⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

C . 

 În aceste circumstanţe ImC  este subspaţiul a cărui bază de vectori este 

definită de coloanele liniar independente ale lui C  (v. Anexa A). Ca atare: 

 1 2 1 2

1 0 1 1 0 1 0
Im Im 1 1 3 Im 1 1 ; 1 1 ; ,

0 1 2 0 1 0 1

nx x α α α α

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− ⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − = = ∈ = + ∈⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

C \ \ . 

 Pentru a determina sistemul echivalent (1.52), (1.53) se construieşte matricea 

S  din (1.28). În acest sens, bazei lui ImC , [ ] [ ]{ }1 21 1 0 , 0 1 1T Tv v= = , i se 

adaugă [ ]3 0 0 1 Tv =  astfel ca 1 2 3, ,v v v  să fie liniar independenţi. Ca urmare: 

 [ ]
1

1
1 2 3 2

3

1 0 0 1 0 0
1 1 0 , 1 1 0
0 1 1 1 1 1

w
S v v v S w

w

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= = = = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 
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 În conformitate cu (1.28) rezultă: 

 

[ ]

1

1

1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1
1 1 0 1 0 3 1 1 0 1 2 2 ,

1 1 1 0 1 3 0 1 1 0 0 1

1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 ,

1 1 1 0 0

1 0 0
3 1 1 1 1 0

0 1

A S AS

B S B

C C S

−

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = − − = − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= = − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= = −

�

�

� [ ]2 2 1 .
1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 [ ]
1 1 1

2 2 2

3 3 3

0 1 1 1

1 2 2 0 , 2 2 1

0 0 1 0

x x x

x x u y x

x x x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − − + = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ − ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

�� � �
�� � �
�� � �

.  

 b. Subspaţiul neobservabil 
 Pentru simplificarea tratării se particularizează Definiţia 1.2 pentru ( ) 0u t ≡ . 
În aceste condiţii din (1.2), (1.4) pentru fiecare t  fixat se obţine: 

 0( ) Aty t Ce x= . 

 Situaţia tipică în care 0x  nu poate fi determinat este aceea în care ( ) 0y t ≡ . 

Din relaţia precedentă rezultă că, pentru fiecare t  fixat, ecuaţia: 

 0 0AtCe x =  

defineşte stările iniţiale 0x  neobservabile. Ca urmare se defineşte: 

 n o { ; 0}n At nx Ce x∈ = ⊆� \ \X . (1.58) 

numit subspaţiul neobservabil. Acesta este subspaţiul liniar al stărilor iniţiale x  
nedeterminabile deşi se cunosc ( ) 0u t ≡  şi ( ) 0y t ≡  peste orice interval de timp 

finit [0, ]t . coX  fiind subspaţiul complet observabil, se scrie co no
n⊕ =X X \ , în 

ccA�  
ccB�



1. Analiza bazată pe reprezentarea de stare 
 

 131 

care ⊕  este suma directă de subspaţii.  
 Se introduce subspaţiul liniar numit nucleul matricei de observabilitate O :  

 Ker { ; 0}nx x= ∈ =O O . (1.59) 

 Teorema 1.17 

 n o Ker= OX . (1.60) 

 D. În conformitate cu (I.2.16), pentru (1.58) se poate scrie: 

 1
11 ( ) ( ),..., ( ) 0nAt k

k p p nkCe x C A f t x I f t I f t x−
=

⎡ ⎤= = =⎢ ⎥⎣ ⎦∑ O . 

 Întrucât ( ), 1,kf t k n= , sunt liniar independente (v. paragraful I.2.2.b), 
rezultă că: 

 0x=O . 

Aceasta înseamnă că (1.60), cu (1.58), (1.59), este adevărată.  

 Teorema 1.18 
 Sistemul (1.1), (1.2) este de stare incomplet observabilă dacă şi numai dacă 
el este echivalent cu sistemul reprezentat prin ecuaţiile: 

 1co

221 no

0 BA
x x u

BA A

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

, (1.61) 

 co 0 ( )y C x D u⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦
⋅ , (1.62) 

în care perechea co co( , )C A  este complet observabilă, cu codim A n< . 

 D. Necesitatea. Fie rang r n= <O . Se aleg r  linii liniar independente din 

O , fie ele 1 2, ,..., rw w w  (v. Anexa A). La acestea se adaugă liniile 1,...,r nw w+  

astfel încât vectorii 1 2 1, ,..., , ,...,T T TT T
r nrw w w w w+  să formeze o bază de vectori în n .  

 Totodată se defineşte transformarea de similitudine (v. (1.25) – (1.28)) prin: 

 1
1 11 1,..., ,..., , ,..., ,...,

TT TT T
r n r r nrS w w w w S v v v v−

++
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ , 

în care , 1,iv i n= , sunt coloanele matricei S .  
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 Coloanele 1,...,r nv v+  formează o bază de vectori în subspaţiul KerO . 

Aceasta implică: 

 1,..., 0r nv v+⎡ ⎤=⎣ ⎦O . 

 În astfel de condiţii, făcând uz de (1.35) şi de teorema Cayley-Hamilton (v. 
I.2.2.b), se poate scrie: 

 
1

0

1

2

1 1

1 1

[ ,..., ]

0 0
0 0 0

,..., ,..., 0
0 0n

k
n k

r n

p

r n r n

p
n A

n p n p p

v v

ICA

CA
A v v v v

I
C A I I Iα α α α

−

−

++ +

=−
−

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = =⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ − − −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑

O O . 

 Acest rezultat implică: 

 Ker , 1,kAv k r n∈ = +O , (1.63) 

adică: 

 
1

, 1,
n

k j k jj r
Av a v k r n

= +
= = +∑ , 

unde , , 1,j ka j k r n= + , sunt constante adecvat alese. 

 Liniile lui S  şi coloanele lui 1S−  satisfac condiţiile: 

 
1,

, , 1,
0, 0i j

i j
w v i j n

i
⎧ =⎪⎪= =⎨⎪ ≠⎪⎩

. 

În această situaţie din prima relaţie din (1.28) rezultă: 

 co1

21 no

0A
A S AS

A A
−

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

, (1.64) 

în care odim A r n= < , deoarece are loc: 

 1 0, 1, , 1,n
i k j k i jj rw Av a w v i r k r n= += = = = +∑ . 

 Pe de altă parte, 0, 1,kC v k r n= = + , ceea ce conduce la: 

 
 

Cayley–Hamilton
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 1
co 0C C S C− ⎡ ⎤= = ⎢ ⎥⎣ ⎦

� � . (1.65) 

 În aceste circumstanţe prin transformarea x S x=�  (v. (1.25)) sistemul (1.1), 

(1.2) se transformă în echivalentul (1.26), (1.27), cu (1.28), în care matricele A  şi 
C  au formele (1.64) şi (1.65). Acestea corespund de fapt ecuaţiilor (1.61), (1.62), 

cu codim A r n= <� . Matricele 1 2,B B� �  au forme determinabile. 

 Pentru a arăta că perechea co co( , )C A� �  este complet observabilă se aplică 

Teorema 1.9. Se scrie: 

 

1 1

1 1
co co co co co co co co co

1
co co co co co

rang rang rang rang , ,..., ( )

, , , ( ) , ( ) , , ( )
rang

0, 0, 0, 0, , 0,

rang , ,..., ( )

TT T T T n T

TT T T T r T T r T T n T

T T T T r T

r S C A C A C

C A C A C A C A C

C A C A C

− −

− −

−

⎡ ⎤= = = = =⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥= =⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡=

O O O� � � � � �

� � � � � � � � �" "
" "

� � � � �
codim .

T
A⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦
�

 

Aceasta demonstrează că perechea co co( , )C A� �  este complet observabilă. 

 Suficienţa este evidentă.  

 Observaţia 1.12 
 Relaţia (1.63) arată că dacă n ov ∈X  atunci noAv ∈X . Se spune că spaţiul 

neobservabil noX  este A -invariant şi se scrie: 

 n o noA ⊂X X .  (1.66) 

 Observaţia 1.13 
 Teorema 1.18 evidenţiază structura sistemului sub aspectul observabilităţii 
stării. Se disting două subsisteme: unul de stare complet observabilă ( coA� ) şi unul de 

stare neobservabilă ( noA� ). Echivalent, spaţiul stărilor este suma subspaţiilor 

observabil coX  şi neobservabil n oX , adică co no
n⊕ =X X \ . co

n=X \  este 

echivalentă cu completa observabilitate a sistemului. Pentru  co
n⊂X \ sistemul 

este de stare incomplet observabilă şi pentru  co {0}=X este de stare neobservabilă.  
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 Observaţia 1.14 
 Teorema 1.18 arată că valorile proprii ale matricei noA  sunt zerourile de 

decuplare la ieşire ale sistemului (1.61), (1.62) sau ale sistemului echivalent (1.1), 
(1.2). Ca urmare, conform Teoremei 1.17 rezultă că: 

 n o no n odim dim Ker dim A n n r= = = = −OX , 

unde n o n odimn A  este numărul zerourilor de decuplare la ieşire.  

 Exemplul 1.3 
 Se consideră sistemul de la exemplul 1.2. Să se determine subspaţiul 
neobservabil şi descompunerea structurală de forma (1.61), (1.62). 
 În conformitate cu Teorema 1.5 (iii) se poate scrie: 

 
2

3 1 1
rang rang rang 1 1 3 2 3

1 3 5

C
CA n
CA

⎡ ⎤−⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = − = < =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

O . 

 Ca urmare, din (1.59) rezultă: 

 [ ]{ }Ker ; 1 2 1 ;Tnx x α α= ∈ = ∈O . 

 În aceste condiţii se alege [ ]3 1 2 1 Tv = , şi se adaugă [ ]1 1 0 0 Tv = , 

[ ]2 2 1 0 Tv = , astfel încât 1 2 3, ,v v v  sunt liniar independenţi(v. Anexa A). În 

această situaţie se obţin: 

 [ ]
1

1
1 2 3 2

3

1 2 1 1 2 3
0 1 2 , 0 1 2
0 0 1 0 0 1

w
S v v v S w

w

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= = = = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

Folosind relaţiile (1.28) rezultă:  

 1
1 2 3 0 0 1 1 2 1 2 1 0
0 1 2 1 0 3 0 1 2 1 0 0
0 0 1 0 1 3 0 0 1 0 1 1

A S AS−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = − − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, 

coA  



1. Analiza bazată pe reprezentarea de stare 
 

 135 

 
1 2 3 1 1
0 1 2 1 1
0 0 1 0 0

B S B

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= = − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

� ,  

 [ ] [ ]1
1 2 1

3 1 1 0 1 2 3 5 0
0 0 1

C C S−
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= = − = − −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

� . 

 Aşadar sistemul echivalent (1.61), (1.62) are forma: 

 [ ]
1 11

2 2 2

3 33

2 1 0 1
1 0 0 1 , 3 5 0
0 1 1 0

x xx
x x u y x

x xx

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + = − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

� � ��
�� � �
� � ��

.  

 c. Descompunerea canonică Kalman 
 Prin Definiţiile 1.1 şi 1.2, Teoremele 1.1 – 1.4, 1.11, 1.13, 1.15, 1.16 şi 
respectiv 1.5 – 1.7, 1.9, 1.12, 1.14, 1.17, 1.18 au fost definite şi caracterizate două 
proprietăţi duale (Teorema 1.8) distincte: controlabilitatea şi observabilitatea stării.  
 Ambele proprietăţi sunt structural dihotomice (Teoremele 1.15, 1.16 şi 1.17, 
1.18). Ca urmare, sistemul (1.1), (1.2) poate fi descompus în patru subsisteme şi 
anume: 1S  – de stare complet controlabilă şi neobservabilă, 2S  – de stare complet 

controlabilă şi complet observabilă, 3S  – de stare necontrolabilă şi neobservabilă, 

4S  – şi de stare necontrolabilă şi complet observabilă. Subspaţiile corespunzătoare 

sunt: 1 2 3 4, , ,X X X X . În legătură cu acestea se poate formula următorul rezultat. 

 Teorema 1.19 
 Sistemul (1.1), (1.2) este de stare incomplet controlabilă şi incomplet 
observabilă dacă şi numai dacă el este echivalent cu sistemul reprezentat prin: 

 

11 12 13 14 1

22 24 2

33 34

44

0 0
0 0 0

00 0 0

A A A A B
A A Bx x u

A A
A

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

� � � � �
� � ��� �� �

�

, (1.67) 

 2 40 0 ( )y C C x D u⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦
� � � ⋅ , (1.68) 

coC�
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în care iiA  sunt matricele de evoluţie ale subsistemelor , 1,4iS i= , de dimensiuni: 

 

11 1

22 2 1

33 1

44 1 2

dim dimIm Ker ,
dim dimIm 0,
dim dim Ker 0,
dim 0.

A n n
A n n
A n
A n n n

⎧⎪ = = <⎪⎪⎪ = = − >⎪⎪⎨⎪ = − >⎪⎪⎪ = − − >⎪⎪⎩

C O

C

O

� ∩
�
�
� ,

 (1.69) 

 D. Necesitatea. Fie subspaţiul de stare complet controlabilă şi de stare 
neobservabilă: 

 1 Im Ker= C O∩X . (1.70) 

 Atunci subspaţiul controlabil, ImC  (v. Teorema 1.15), se exprimă ca suma 
directă a subspaţiilor: 1X  – de stare complet controlabilă şi de stare neobservabilă, 

şi 2X  – de stare complet controlabilă şi de stare complet observabilă. Se scrie: 

 1 2Im = ⊕C X X . (1.71) 

 Fie subspaţiile 1 2 3 4, , ,X X X X  cu următoarele caracteristici: 

 

{ }
{ }
{ }
{ }

1

1 1 2

1 2 1 2 3

1 2 3

1 1 1 1

2 2 2 1

3 3 3 1

4 4 4 1

dim , ,....................., ,

dim 0, ,............, ,

dim 0, ,..., ,

dim 0, ,........., ,

n

n n n

n n n n n

n n n n

n n v v

n v v

n v v

n v v

+ +

+ + + +

+ + +

= < =

= > =

= > =

= > =

X X

X X

X X

X X

 

în care, prin relaţiile din dreapta, s-au dat reprezentările prin bazele de vectori. 
 Întrucât ImC  şi KerO  sunt A -invariante (v. Observaţiile 1.9 şi 1.12), din 
(1.70) rezultă că şi 1X  este A -invariant. Ca urmare se poate scrie: 

 1
1 , 1,n

k j k jjAv a v k n== =∑ � , 

în care j ka�  sunt constante adecvat alese. De asemenea, conform cu (1.71) se scrie: 

 1 2
1 1 21 , 1,n n

k j k jjAv a v k n n n+
== = + +∑ � . 
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 În mod similar, 1 3Ker = ⊕O X X  este A -invariant şi ca urmare: 

 1 1 2 3

1 2
1 2 1 2 31 1 , 1,n n n n

k j k j j k jj j n nAv a v a v k n n n n n+ +
= = + += + = + + + +∑ ∑� � , 

unde j ka�  sunt constante adecvat alese. Dar 4X  nu este A -invariant şi se scrie: 

 1 2 31 , 1,n
k j k jjAv a v k n n n n== = + + +∑ � , 

unde j ka�  sunt constante adecvat alese. Totodată, se introduc matricele: 

 
1 1 1 2 1 2 1 2 3 1 2 3

1
1 1 1 1,..., ,..., ,..., ,...,n n n n n n n n n n n n nS v v v v v v v v−

+ + + + + + + + +
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦ , 

 
1 1 1 2 1 2 1 2 3 1 2 31 1 1 1,..., ,..., ,..., ,...,

T
T T T T T T T T

nn n n n n n n n n n n nS w w w w w w w w+ + + + + + + + +
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

, 

 
1,

, , 1,
0, 0i j

i j
w v i j n

i
⎧ =⎪⎪= =⎨⎪ ≠⎪⎩

. 

 În această situaţie, folosind prima relaţie din (1.28) rezultă: 

 

11 12 13 14

22 241

33 34

44

0 0

0 0

0 0 0

A A A A

A A
A S AS

A A

A

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

� � � �

� �
�

� �

�

, 

în care s-a avut în vedere că: 

 

1 1 2 1 1 2 1 2 3

1 2 1 2 3 1 2

1 2 3 1 2 3

0, 1, , 1, , 1, ,

1, , 1, ,

1, , 1, .

i kw Av i n n n k n k n n n n n

i n n n n n k n n

i n n n n k n n n

= = + + = = + + + +

= + + + + = +

= + + + = + +

 

 Matricele B�  şi C�  rezultă pe baza Teoremelor 1.16 şi 1.18. 
 Suficienţa este evidentă.  
 O problemă importantă din punctul de vedere al aplicaţiilor este 
determinarea subspaţiului 1 Im Ker= C O∩X  (v. relaţia (1.70)). Fie 

 
cc1 cc nc ncIm { ,..., }, dimIm dimnv v n n A n n= = = − = −C C � , 
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no1 n o n oKer { ,..., }, dim Ker dimnv v n A  O O  ,

în care ncA şi noA au semnificaţiile din Teoremele 1.16 şi 1.18 şi cărora le

corespund respectiv subspaţiile ortogonale
cc n o1 1{[ ,..., ] }, {[ ,..., ] }n nv v v v  .

Pentru 1 rezultă, [50]:

cc no1 1 1[ ,..., ] , [ ,..., ]n nv v v v


           
 .

Aceste subspaţii ortogonale se determină prin inversarea matricelor:

cc cc

1
1 1[ ,..., , ,..., ]n n nS v v v v

 ,

co co

1
1 1[ ,..., , ,..., ]n n nS v v v v

 ,

în care
cc 1,...,n nv v şi

co 1,...,n nv v au fost adăugaţi în mod corespunzător pentru

constituirea a două baze de vectori în n .

În acest fel se obţin:

cc cc1 1[ ,..., , ,..., ]T T T T T
nn nS w w w w ,

co co1 1[ ,..., , ,..., ]T T T T T
nn nS w w w w ,

ceea ce înseamnă că:

   cc cc1 1[ ,..., ] ,...,T T
n nnv v w w

 ,

   co co1 1[ ,..., ] ,...,T T
n nnv v w w

 ,

 cc co1 1 1[ ,..., , ,..., ]T TT T
n nn nw w w w 

  .

Reprezentarea (1.67), (1.68) se numeşte descompunerea canonică Kalman.
Ea pune în evidenţă structura sistemului (1.1), (1.2) şi relevă un fapt esenţial:
transferul intrare – ieşire are loc numai prin subsistemul 22 2 2( , , , ( ))A B C D    . Pentru

a aborda această problemă se demonstrează mai întâi următorul rezultat.



1. Analiza bazată pe reprezentarea de stare 
 

 139 

 Teorema 1.20 
 Matricea de transfer a sistemului (1.1), (1.2) este invariantă în raport cu 
transformările liniare nesingulare ale vectorului de stare de forma (1.25).  
 D. Se demonstrează că matricele de transfer 1( ) ( ) ( )nG s C I s A B D s−= − +  

(a sistemului (1.1), (1.2)) şi 1( ) ( ) ( )nG s C I s A B D s−= − +� � � � �  (a echivalentului (1.26), 

(1.27), obţinut cu (1.25) şi (1.28) satisfac identitatea ( ) ( )G s G s≡ . Într-adevăr, 

 
1 1 1 1 1

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

n

n n

G s C I s A B D s C S S S s S AS S B D s

CS S I s A S S B D s C I s A B D s G s

− − − − −

− − − −

= − + = − + =

= − + = − + = ,

� � � � �
 

 Teorema 1.21 
 Dacă sistemul (1.1), (1.2) este de stare incomplet controlabilă şi incomplet 
observabilă, atunci matricea de transfer are expresia: 

 
2

1
2 22 2( ) ( ) ( )nG s C I s A B D s−= − +� � � � , (1.72) 

în care 22 2 2, , , ( )A B C D� �� � ⋅  şi 2n  au semnificaţiile de la Teorema 1.19. 

 D. În virtutea Teoremelor 1.19 şi 1.20 se poate scrie: 

 

1

2

3

4

1
11 1 2 1 3 1 4 1

22 24 2
2 4

33 34

44

0 0
( ) 0 0 ( )

0 0 0
00 0 0

n

n

n

n

I s A A A A B
I s A A B

G s C C D s
I s A A

I s A

−⎡ ⎤− − − − ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎡ ⎤= + =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ − − ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

� � � � �
� � �� � �

� �

�

 

 

1

2

3

4

2

1
11

1
1

22 2
2 4 1

33

1
44

1
2 22 2

( )

0 ( ) 0
0 0

0 0 ( ) 0
00 0 0 ( )

( ) ( ) ( ).

n

n

n

n

n

I s A B
I s A B

C C
I s A

I s A

D s C I s A B D s

−

−

−

−

−

⎡ ⎤− ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ − ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

+ = − +

× × ×
×
×

� �
� �

� �
�

�

� �� �

 

 Prin ×  s-au desemnat matrice determinabile. Forma lor concretă nu este 
relevantă pentru demonstraţie deoarece, pe parcurs, se înmulţesc cu matrice nule.  
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 Teorema 1.21 
 În polinomul caracteristic al sistemului (1.1), (1.2) 

 
1 2 3 411 22 33 44

( ) det( ) det( )

det( )det( )det( )det( )
n n

n n n n

d s I s A I s A

I s A I s A I s A I s A

= − ≡ − ≡

≡ − − − −

�

� � � �  (1.73) 

se disting: polinomul polilor (identic cu polinomul caracteristic al matricei 22A� ) 

 
22 22( ) ( ) det( )np s d s I s A≡ = − �  (1.74) 

şi polinomul zerourilor de decuplare: 

 
1 3 4

0
11 33 44( ) det( )det( )det( )n n nz s I s A I s A I s A= − − −� � � , (1.75) 

în care 
3 433 44det( )det( )n nI s A I s A− −� �  este polinomul zerourilor de decuplare la 

intrare, 
1 311 33det( )det( )n nI s A I s A− −� �  este polinomul zerourilor de decuplare la 

ieşire, şi 
3 33det( )nI s A−�  este polinomul zerourilor de decuplare la intrare – ieşire.  

 Exemplul 1.4 
 Se consideră sistemul de la Exemplul 1.2. Să se determine descompunerea 
canonică Kalman, funcţia de transfer, polii şi zerourile de decuplare. 
 De la Exemplele 1.2 şi 1.3 se ştie că: 

 
1 0 1

Im 1 , 1 , Ker 2
0 1 1

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

C O . 

 Se constată că: 

 [ ] [ ] [ ]1 1 0 0 1 1 1 2 1T T T+ = , 

ceea ce implică Im Ker⊃C O . Ca urmare: 

 1 1

1
Im Ker Ker 2 , 1

1
n

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥= ∩ = = =⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

C O OX . 
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 Fie acum: 

 2 1 2

0 1 0
1 , Im 2 1
1 1 1

⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = ⊕ = ⊕⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

CX X X , 

ceea ce implică 2 3 331, 0 ( {0})n n= = =X  şi 4 1n = . 

 În consecinţă, spaţiul stărilor, 3\ , se reprezintă prin următoarea sumă 
directă de subspaţii: 

 

completare

3

Im

Ker

1 0 0
2 1 0
1 1 1

=

=

⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⊕ ⊕⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

C

O


��������������

\

���	��
 ���	��


. 

 Folosind acum transformarea de similitudine (1.25), bazată pe: 

 1
1 0 0 1 0 0
2 1 0 , 2 1 0
1 1 1 1 1 1

S S−

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= = −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

, 

se obţin: 

 1
1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 1
2 1 0 1 0 3 2 1 0 0 1 1
1 1 1 0 1 3 1 1 1 0 0 1

A S AS−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = − − = − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

� , 

 [ ] [ ]1
1 0 0 1 1 1 0 0
2 1 0 1 1 , 3 1 1 2 1 0 0 2 1
1 1 1 0 0 1 1 1

B SB C CS−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = − = − = = − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

�� . 

 În mod concret, 11 1A =−� , 22 1A =−� , 44 1A =−� , 1 1B =� , 2 1B =−� , 

2 2C =−�  şi 4 1C =� . Urmează că: 3( ) ( 1)d s s= + , 0 2( ) ( 1)z s s= +  (cu un zero de 

decuplare la intrare şi un zero de decuplare la ieşire), 2( ) ( ) 1p s d s s≡ = + , şi 
1( ) 2( 1)G s s −=− + .  
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1.3. Forme canonice 
 a. Forma canonică controlabilă 
 Demonstraţia Teoremei 1.16 sugerează o procedură de obţinere a unei 
reprezentări intrare – stare – ieşire având o formă prestabilită în ipoteza că 
perechea ( , )A B  din (1.1), (1.2) este complet controlabilă şi rang B m n= ≤ . 

Aşadar rang n=C  şi în consecinţă se poate constitui o matrice de transformare S , 

pe baza matricei C , procedând după cum urmează: 
 1º Se trec în revistă coloanele matricei de controlabilitate, C , de la stânga la 
dreapta, şi se colectează numai acele coloane care sunt liniar independente (v. 
Anexa A) faţă de coloanele deja selectate. 
 2º Cu respectivele coloane se construieşte matricea: 

 1 21 1 1
1 1 1 2 2 2 ,, ,..., , , ,..., ,..., ,..., m

m m mF b Ab A b b Ab A b b Ab A bμ μ μ− − −⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦ , (1.76) 

în care , 1,ib i m= , sunt coloanele matricei B , şi , 1,i i mμ = , obţinuţi implicit prin 

selecţia de la 1º, se numesc indicii de controlabilitate, cu 1
m

ii nμ= =∑ .  

 Se remarcă în acest context că 1max i m iμ μ≤ ≤=  este indicele de 

controlabilitate a stării sau a perechii ( , )A B , definit deja la Observaţia 1.3. 
 3º Se calculează: 

 1
1 2, ,...,

TT T T
nF f f f− ⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦ , (1.77) 

în care , 1,if i n= , sunt liniile matricei 1F− . 

 4º Fie 
ikf , linia corespunzătoare indicelui  

 1 , 1,i
i jjk i mμ== =∑ .  

 Cu aceste linii se defineşte matricea: 

 1 2
1 1 2 2

1 1 1,..., ( ) , ,..., ( ) ,..., ,..., ( ) m
m m

T T T T T T T T T
k k k k k kS f A f f A f f A fμ μ μ− − −⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

. (1.78) 

 5º Se utilizează S  şi 1S−  în transformarea (1.28) şi se obţine: 
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11 1

1

( )
1, , 1,

( )

,

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

, ,

0 0 0 1 0 0i j

m

m mm

i j
i i

ii

i m i j m
i j

A A

A

A A

AA
μ μμ μ ×

= =
≠

×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥× × × × × ×⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (1.79) 

 

1

( )
1,

coloana

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

,

0 0 0 0 0

0 0 1

i

i

m

m
i m

i

B

B B

B

μ ×
=

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ × ×⎢ ⎥⎣ ⎦

↑

. (1.80) 

 Prin ×  s-au marcat elementele, posibil, nenule. 
 C  nu are, în acest context, o formă remarcabilă. 

 Reprezentarea (1.26), (1.27) cu A  şi B  precizate mai sus se numeşte forma 
canonică controlabilă a sistemului (1.1), (1.2). Denumirea este justificată prin 

aceea că proprietatea de controlabilitate completă a perechii de matrice ( , )A B  este 
implicit asigurată prin definiţie. 
 Este interesant de observat că numărul de coeficienţi nenuli din A , alţii 
decât elementele unitare, depinde de indicii de controlabilitate. Numărul lor maxim 
posibil este mn  şi corespunde situaţiei în care primele n  coloane ale lui C  sunt 
liniar independente (v. Anexa A). 

 Exemplul 1.5 
 Se consideră sistemul descris de ecuaţiile (1.1), (1.2) în care matricele 

, , ,A B C D  au următoarele forme: 
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0 0 0 1 0 0

1 0 0 2 0 0 0 0 0 1
, , , 0

22 11 4 0 0 1 0 0 1 0

23 6 0 6 1 3

A B C D

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

 Se cere să se determine forma canonică controlabilă. 
 Se porneşte de la matricea de controlabilitate: 

 2 3

0 0 1 3 6 18 25 75

0 0 2 6 13 39 56 168
, , ,

0 1 0 4 0 16 11 97

1 3 6 18 25 75 90 270

B AB A B A B

⎡ ⎤− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −⎢ ⎥⎡ ⎤= = ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

C , 

din care se selectează coloanele 1 – 3 şi 5. Prin urmare: 1 3μ =  şi 2 1μ = . 

 În conformitate cu (1.76) şi (1.77), se obţine: 

 

0 1 6 0

0 2 13 0

0 0 0 1

1 6 25 3

F

⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
= ⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

, 

 
1 1

2 1 2

1

3

4

3)

4)

28 11 3 1

13 6 0 0

(2 1 0 0

(0 0 1 0

k

k

F
f

f

μ

μ μ

−
← = =

= + =←

⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

 Cu (1.78) se determină matricea transformării de similitudine (1.25): 

 

3

3
2

3

4

2 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

f

f A
S

f A

f

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, 
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 1

0 1 0 0

1 2 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

S−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
= ⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

 În aceste condiţii din relaţiile (1.28) rezultă matricele sistemului echivalent, 
în forma canonică controlabilă: 

 

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
, ,

6 11 6 0 1 3 0 0 0 1
11 0 0 4 0 1

A B C

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

� �� .   

 b. Forma canonică observabilă 
 Această formă canonică poate fi construită prin dualitate, pornind de la 
forma canonică controlabilă. 
 Pentru sistemul (1.1), (1.2) cu rang n=O  şi rangC p n= ≤  se poate 

construi o matrice de transformare S , pe baza matricei O , procedând după cum 
urmează: 
 1º Se trec în revistă liniile matricei de observabilitate, O , de sus în jos, şi se 
colectează numai acele linii care sunt liniar independente faţă de liniile deja 
selectate (v. Anexa A). 
 2º Cu respectivele linii se construieşte matricea: 

 21 1 11
1 1 2 2,..,( ) , ,..., ( ) ,.., ,..., ( ) p

TT T T TT T T T T
p pF c A c c A c c A cν νν − −−⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦ , (1.81) 

în care , 1,ic i p= , sunt liniile matricei C , şi , 1,i i pν = , obţinuţi în mod implicit 

prin selecţia de la 1º, se numesc indicii de observabilitate, cu 1
p

ii nν= =∑ .  

 Se remarcă în acest context că 1max i p iν ν≤ ≤=  este indicele de 

observabilitate a stării sau a perechii ( , )C A , deja definit la Observaţia 1.6. 
 3º Se calculează inversa matricei F : 
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 [ ]1
1 2, ,..., nF f f f− = , (1.82) 

în care , 1,if i n= , sunt coloanele matricei 1F− . 

 4º Fie 
ikf  coloana corespunzătoare indicelui  

 1 , 1,i
i jjk i pν== =∑ . 

 Cu aceste coloane se defineşte matricea: 

 1 2
1 1 2

1 1 11 ,..., ,..., ,..., ,..., p
p pk k k k kS f A f A f f A fν − ν − ν −− ⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

. (1.83) 

 5º Se calculează S . Se utilizează S  şi 1S −  în relaţiile (1.28) şi se obţine: 

 

11 1

1

( ) ( )
1, , 1,

,

0 0 0

0 0 01 0 0

, ,0 1 0

0 0 0

0 0 1

i i i j

p

p p p

ii i j

i p i j p
i j

A A

A

A A

A A
ν ν ν ν× ×
= =

≠

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤×⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎡ ⎤××⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= =× ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ×⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥×⎢ ⎥⎣ ⎦

 (1.84) 

 1 2 linia
( )

1,

0 0 0

0 0 0

, ,..., , 0 0 1

0 0

0 0

i

p i i
p

i p

C C C C C
ν

←
×
=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥×⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥×⎣ ⎦

. (1.85) 
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 Şi în acest caz prin × s-au marcat elementele, posibil, nenule.  
 B�  nu are, în această situaţie, o formă remarcabilă. 
 Reprezentarea (1.26), (1.27), cu A�  şi C�  precizate mai sus, se numeşte 
forma canonică observabilă a sistemului (1.1), (1.2). Denumirea se justifică prin 
aceea că proprietatea de observabilitate completă a perechii de matrice ( , )C A� �  este 
asigurată implicit prin definiţie. 

 Exemplul 1.6 
 Se consideră sistemul (1.1), (1.2) cu următoarele matrice: 

 

0 1 0 0 1 1 0

0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0

, , , 00 0 0 0 1 0 1
0 0 1 1 0

0 0 1 0 1 0 1

1 1 0 0 0 0 0

A B C D

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ −⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

 Se cere să se determine forma canonică observabilă. 
 Se porneşte de la matricea de observabilitate: 

 

0 0 0 0 1 2 0 1 0 0

1 0 0 0 1 2 1 1 0 1

0 1 0 1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 2 0 1 0 0 1 2

T

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥

− − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥

= −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

O . 

Se aleg din TO /O  coloanele / liniile 1 – 3 şi  4 – 5. Prin urmare: 1 23, 2ν ν= = .  

 În conformitate cu (1.81), şi (1.82) se obţin matricele: 

 

0 1 0 0 0

0 0 0 0 1

1 1 0 0 0

0 0 1 1 0

0 0 1 0 2

F

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

, 
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1 1 2 1 2

1

3 5
3; 5

1 0 1 0 0

1 0 0 0 0

.0 2 0 0 1

0 2 0 1 1

0 1 0 0 0

k k

F

f f
ν ν ν

−

= = = + =

⎡ ⎤− −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

↑ ↑

 

 Având în vedere (1.83), se determină matricea transformării de similitudine 
(1.25): 

 1 2
3 3 3 5 5

1 0 1 0 0

0 0 1 0 0

, , , , 0 0 1 1 0

0 0 1 1 1

0 1 0 0 0

S f Af A f f Af−

⎡ ⎤− −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥= = −⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

, 

 

1 1 0 0 0

0 0 0 0 1

0 1 0 0 0

0 1 1 0 0

0 2 1 1 0

S

⎡ ⎤− −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

. 

 Cu acestea, din relaţiile (1.28) rezultă matricele sistemului echivalent, în 
forma canonică observabilă: 

 

0 0 1 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0

, ,0 1 0 0 0 0 0
0 0 2 0 1

0 0 0 0 0 0 1

0 0 1 1 0 0 0

A B C

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

.   



2. Analiza bazată pe reprezentarea polinomială 
 Relaţiile stabilite între reprezentarea polinomială (I.6.1), (I.6.2) şi 
reprezentarea intrare – stare – ieşire (1.1), (1.2) constituie calea firească a extinderii 
conceptelor de controlabilitate / observabilitate a stării la cele de controlabilitate / 
observabilitate a stării parţiale. Aceste extinderi se realizează mutatis mutandis 
(înlocuind în mod adecvat în Definiţiile 1.1 şi 1.2 starea nx ∈  cu starea parţială 

rw∈ ).  

2.1. Controlabilitatea stării parţiale 
 Definiţia 2.1 
 A. Un sistem dinamic se numeşte de stare parţială complet controlabilă 
dacă pentru orice 0ft >  şi orice r

fw ∈ , finiţi, există o mărime de intrare 

( ) mu t ∈ , [0, ]ft t∈ , care transferă ( )w t  din orice stare iniţială 0(0)w w=  în 

orice stare finală 0( )f fw t w w= ≠ .  

 B. În caz contrar sistemul se numeşte, după situaţie, de stare parţială 
incomplet controlabilă sau de stare parţială necontrolabilă.  
 S-a arătat în secţiunea I.6.2 (v. relaţia (I.6.12)) că sistemul (I.6.1), (I.6.2) 
poate fi reprezentat prin matricea de sistem: 

 
( ) ( )

( )
( ) ( )

P s Q s
T s

R s V s

⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. (2.1) 

 Totodată şi sistemul (1.1), (1.2) poate fi reprezentat prin matricea de sistem 
(v. secţiunea I.6.2, relaţia (I.6.13)): 

 1( )
( )

nI s A B
T s

C D s

⎡ ⎤− −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. (2.2) 

 Extinderile avute în vedere se bazează pe echivalenţa în sens strict (v. 
secţiunea I.6.3) între matricea de sistem (2.1) şi matricea de sistem (2.2), prin care 
controlabilitatea stării parţiale este echivalentă cu controlabilitatea stării, [84], 
[111], [141]. 



II. Controlabilitatea şi observabilitatea sistemelor dinamice liniare 
 

 150

 În aceste circumstanţe, prin analogie cu Teorema 1.13 se poate formula 
următorul rezultat de controlabilitate completă a stării parţiale. 

 Teorema 2.1 
 Sistemul (I.6.1), (I.6.2) este de stare parţială complet controlabilă dacă şi 

numai dacă pentru valorile proprii , 1,i i nλ = , ale sistemului au loc: 

 rang ( ) ( ) dim ( ) , 1,i iP Q P s r i nλ λ⎡ ⎤− = = =⎢ ⎥⎣ ⎦ .  (2.3) 

 În virtutea echivalenţei în sens strict şi prin analogie cu Teorema 1.11 se 
poate formula şi următorul rezultat. 

 Teorema 2.2 
 Sistemul (I.6.1), (I.6.2) este de stare parţială incomplet controlabilă dacă şi 
numai dacă are zerouri de decuplare la intrare.  

 Utilizând acum ireductibilitatea reprezentării polinomiale (v. Definiţia I.6.3), 
se obţine următorul rezultat de controlabilitate completă. 

 Teorema 2.3 
 Sistemul (I.6.1), (I.6.2) este de stare parţială complet controlabilă dacă şi 
numai dacă matricele ( )P s  şi ( )Q s  din (I.6.3) sunt relativ prime la stânga.  
 Se ştie că zerourile de decuplare la intrare ale sistemului (I.6.1), (I.6.2) (cu 
matricea de sistem (2.1)) sunt zerourile matricei (v. Teorema I.6.4): 

 [ ]( ) ( ) ( )uT s P s Q s− . (2.4) 

 Din acest fapt urmează că folosind Teorema 2.1 se poate formula şi 
următorul rezultat. 

 Teorema 2.4 
 Sistemul (I.6.1), (I.6.2) este de stare parţială complet controlabilă dacă şi 
numai dacă pentru toţi s ∈  are loc: 

 [ ]nrang ( ) ( ) dim ( )P s Q s P s r− = = .  (2.5) 

 Exemplul 2.1 
 Se consideră sistemul cu reprezentarea polinomială de la Exemplul I.6.3. Să 
se studieze controlabilitatea parţială a stării. 
 Valorile proprii ale sistemului se determina ca zerouri ale polinomului: 
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 2det ( ) ( 1)( 2)( 3)P s s s s s= + + + . 

 Acestea sunt: 1,2 3 4 50, 1, 2, 3λ λ λ λ= =− =− =− .  

 Se evaluează: [ ]rang ( ) ( ) , 1,5i i iP Q r iλ λ− = = . Pentru 1,2 0λ =  se obţine:  

 [ ]rang (0) (0) 2 3P Q− = <  

şi conform Teoremei 2.1 sistemul este de stare parţială incomplet controlabilă.  

2.2. Observabilitatea stării parţiale 
 Definiţia 2.2 
 A. Un sistem dinamic se numeşte de stare parţială complet observabilă dacă 
pe baza cunoaşterii mărimilor de intrare ( )u t  şi de ieşire ( )y t  peste un interval 

finit de timp [0, ]ft , 0ft > , se poate determina starea parţială iniţială 

0(0) nw w= ∈  oricare ar fi aceasta.  

 B. În caz contrar sistemul se numeşte, după situaţie, de stare parţială 
incomplet observabilă sau de stare parţială neobservabilă.  
 În virtutea argumentelor invocate deja la începutul acestui subcapitol, prin 
dualitate, pe baza Teoremei 2.1 se poate formula următorul rezultat de 
observabilitate completă a stării parţiale. 

 Teorema 2.5 
 Sistemul (I.6.1), (I.6.2) este de stare parţială complet controlabilă dacă şi 
numai dacă pentru valorile proprii , 1,i i nλ = , ale sistemului au loc: 

 
( )

rang dim ( ) , 1,
( )

i

i

P
P s r i n

R

λ

λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥ = = =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

.  (2.6) 

 Utilizând acum ireductibilitatea reprezentării polinomiale (v. Definiţia I.6.3), 
prin analogie cu Teorema 2.3 se obţine următorul rezultat de observabilitate 
completă a stării parţiale. 

 Teorema 2.6 
 Sistemul (I.6.1), (I.6.2) este de stare parţială complet observabilă dacă şi 
numai dacă matricele ( )P s  şi ( )R s  din (I.6.3) sunt relativ prime la dreapta.  
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 Pornind de la teoremele precedente, în virtutea echivalenţei în sens strict şi 
prin analogie cu Teorema 1.12 se poate formula şi următorul rezultat. 

 Teorema 2.7 
 Sistemul (I.6.1), (I.6.2) este de stare parţială incomplet observabilă dacă şi 
numai dacă are zerouri de decuplare la ieşire.  

 Se ştie că zerourile de decuplare la ieşire ale sistemului (I.6.1), (I.6.2) (cu 
matricea de sistem (2.1)) sunt zerourile matricei (v. Teorema I.6.6): 

 
( )

( )
( )y

P s
T s

R s

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. (2.7) 

 Din acest fapt urmează că folosind Teorema 2.5 se poate formula şi 
următorul rezultat. 

 Teorema 2.8 
 Sistemul (I.6.1), (I.6.2) este de stare parţială complet observabilă dacă şi 
numai dacă pentru toţi s ∈  are loc: 

 
( )

nrang dim ( )
( )

P s
P s r

R s

⎡ ⎤
⎢ ⎥ = =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

.  (2.8) 

 Exemplul 2.2 
 Se consideră sistemul de la Exemplul 2.1. Să se studieze observabilitatea 
stării parţiale. 
 S-a arătat la Exemplul 2.1 că valorile proprii ale sistemului sunt: 

1,2 3 4 50, 1, 2, 3λ λ λ λ= =− =− =− . Pentru a utiliza Teorema 2.8 se evaluează: 

( )
rang , 1,5

( )
i

i
i

P
r i

R
λ

λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= =⎢ ⎥⎣ ⎦

. Pentru 1,2 30, 1λ λ= =−  se obţin: 

 (0)rang 2 3(0)
P
R
⎡ ⎤

= <⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

,  ( 1)rang 2 3( 1)
P
R
⎡ ⎤− = <⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Conform Teoremei 2.5 sistemul este de stare parţială incomplet observabilă.  



3. Controlabilitatea funcţională şi  
observabilitatea funcţională 

 Proprietăţile de controlabilitate şi observabilitate, aşa cum au fost statuate 
prin Definiţiile 1.1 – 1.3 şi 2.1, 2.2, au, în mod evident, un caracter punctual. 
Concret, de exemplu în cazul controlabilităţii ieşirii (conform Definiţiei 1.3), 
esenţială este existenţa unei mărimi de intrare ( )u t  care să realizeze evoluţia ieşirii 

( )y t  din orice ieşire iniţială 0(0)y y=  în orice ieşire finală ( )f fy t y= , fără ca 

traiectoria dintre ele să fie impusă. 
 Din punctul de vedere al aplicaţiilor există situaţii în care traiectoria pe care 
evoluează mărimea de ieşire ( )y t  sub acţiunea mărimii de intrare ( )u t  are o 
semnificaţie aparte. Acest lucru trebuie înţeles în sensul existenţei unei mărimi de 
intrare ( )u t  care determină (în sens cauzal) evoluţia mărimii de ieşire ( )y t  de-a 
lungul oricărei traiectorii prescrise. Evident că acest tip de controlabilitate a ieşirii 
are caracter funcţional şi se deosebeşte esenţial de controlabilitatea ieşirii (v. 
paragraful 1.1.c), care are caracter punctual. 
 În mod similar şi prin dualitate, se introduce observabilitatea funcţională a 
intrării prin care se înţelege posibilitatea determinării mărimii de intrare (unice) 

( )u t , oricare ar fi aceasta, care produce o mărime de ieşire ( )y t , cunoscută. 
 Ambele concepte s-au dovedit foarte utile în analiza sistemelor automate 
multivariabile (v. secţiunea IV.1.1), ca şi în unele aspecte legate de interconectarea 
sistemelor dinamice, [94]. 
 Pornind de la acest mod de abordare, mai degrabă euristic, al controlabilităţii 
funcţionale şi al observabilităţii funcţionale, pentru a pregăti un studiu riguros, se 
vor da mai întâi câteva rezultate pregătitoare. 

3.1. Inversabilitatea matricelor de transfer 
 Este de domeniul evidenţei că în abordarea matematică a controlabilităţii / 
observabilităţii funcţionale, problema de fond este aceea a surjectivităţii / 
injectivităţii transformării funcţionale liniare ( ) ( ) ( )Y s G s U s=  (v. (1.4.1)), prin 
matricea de transfer ( )G s . Concret şi în ultimă analiză, această problemă este intim 
legată de existenţa unei inverse la stânga / dreapta a matricei ( )G s . 
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 Definiţia 3.1 
 O matrice ( )RG s , de dimensiuni m p× , se numeşte o inversă la dreapta a 
matricei de transfer ( )G s  dacă: 

 ( ) ( )R pG s G s I= .  (3.1) 

 Din această definiţie rezultă imediat că existenţa unei inverse la dreapta a 
matricei ( )G s  implică în mod necesar ca p m≤ . 

 Teorema 3.1 
 Matricea de transfer ( )G s  are o inversă la dreapta dacă şi numai dacă: 

 nrang ( )G s p= .  (3.2) 

 D. Necesitatea. Se presupune că (3.2) nu are loc, adică nrang ( )G s p< . Dar, 

conform ipotezei, există o anumită matrice ˆ ( )RG s  pentru care ˆ( ) ( )R pG s G s I= . 

Atunci, conform inegalităţii Sylvester, privitor la rangul produsului ˆ( ) ( )RG s G s  se 
poate scrie: 

 ˆ ˆrang nrang ( ) ( ) min[nrang ( ), nrang ( )]p R Rp I G s G s G s G s p= = ≤ < . 

Evident, acest rezultat este absurd şi, ca urmare, necesitatea este dovedită. 
 Suficienţa. Dacă nrang ( )G s p= , atunci există, în mod particular, o matrice 
M  constantă, de dimensiuni m p×  şi rang M p= , astfel încât ( )G s M este 
pătratică şi nesingulară. De exemplu, o astfel de matrice este cea care colectează în 

( )G s M  toate coloanele liniar independente ale matricei ( )G s . În aceste condiţii 
este posibil să se construiască: 

 (a1) [ ] 1( ) ( )RG s M G s M −= . (3.3) 

Aceasta este o inversă la dreapta a matricei ( )G s , fapt verificabil folosind (3.1).  
 Este evident că inversa la dreapta a matricei ( )G s , conform relaţiei (3.3), nu 
este unică, deoarece matricea M  nu este unică. În general, M  poate fi înlocuită cu 
o matrice polinomială sau cu elemente raţionale. O astfel de inversă este pseudo-
inversa la dreapta (numită şi inversa Moore – Penrose la dreapta): 

 (a2) 
1

( ) ( ) ( ) ( )T T
RG s G s G s G s

−+ ⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦ . (3.4) 
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 Definiţia 3.2 
 O matrice ( )LG s , de dimensiuni m p× , se numeşte o inversă la stânga a 
matricei de transfer ( )G s  dacă: 

 ( ) ( )L mG s G s I= .  (3.5) 

 Din această definiţie rezultă imediat că existenţa unei inverse la stânga a 
matricei ( )G s  implică în mod necesar ca m p≤ . 

 Teorema 3.2 
 Matricea de transfer ( )G s  are o inversă la stânga dacă şi numai dacă: 

 nrang ( )G s m= .  (3.6) 

 Demonstraţia este similară cu aceea a Teoremei 3.1. 
 Analog cu (a1) şi (a2), se pot construi următoarele două inverse la stânga: 

 (b1) [ ] 1( ) ( )LG s N G s N−= , (3.7) 

în care N  este o matrice constantă, de dimensiuni m p×  şi rang N m= , care 
colectează în ( )N G s  toate liniile liniar independente ale matricei ( )G s . 

 (b2) 
1

( ) ( ) ( ) ( )T T
LG s G s G s G s

−+ ⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦ , (3.8) 

care este pseudo-inversa la stânga (numită şi inversa Moore – Penrose la stânga). 
 În cazul soluţionării ecuaţiilor matriceale pseudo-inversele sunt unice [8]. 

 Exemplul 3.1 
 Se consideră matricea de transfer de la Exemplul I.4.2. 
 Să se studieze existenţa unei inverse. 
 Întrucât 2 3p m= < = , rezultă că este posibilă numai existenţa unei inverse 
la dreapta. Într-adevăr, nrang ( ) 2G s =  şi conform relaţiei (3.3) se poate scrie: 

 

( ) 1

1
( ) ( )

1 11 0 1 0 1 00
1 ( 1)( 2)

0 1 0 1 2 2
1 1 1

0 0 0 0 0 0
1 2 2

RG s M G s M
s s

s s s
s s

s s s

−

−
= =

⎛ ⎞⎡ ⎤− ⎟⎜⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+⎢ ⎥ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜⎢ ⎥ ⎟+ + +⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜⎢ ⎥ ⎟= = + +⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎟⎜ ⎟⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎟−⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎟⎜⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎟⎜⎝ ⎠+ + +⎣ ⎦

.  
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3.2. Controlabilitatea funcţională a ieşirii  
 Definiţia 3.3 
 A. Un sistem dinamic se numeşte de ieşire complet controlabilă funcţional 
dacă există o mărime de intrare ( ),u t t +∈ , care generează o evoluţie dorită a 

mărimii de ieşire ( ),y t t +∈ , oricare ar fi aceasta.  

 B. În caz contrar şi în mod nuanţat sistemul se numeşte de ieşire incomplet 
controlabilă funcţional sau de ieşire necontrolabilă funcţional.  

 Teorema 3.3 
 Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 

(i) Sistemul (I.4.1) este de ieşire complet controlabilă funcţional. 
(ii) ( )G s  are o inversă la dreapta. 
(iii) nrang ( )G s p= .  

 D. Conform Teoremei 3.1 rezultă ( ) ( )ii iii⇔ . 

 Condiţia (i) este echivalentă cu existenţa unei soluţii ( )U s  a ecuaţiei (I.4.1) 

oricare ar fi ( )Y s . Folosind inversa generalizată ( )gG s  a lui ( )G s , [8], se scrie: 

 ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g g
mU s G s Y s G s G s I U s⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦ , (3.9) 

care există dacă şi numai dacă pentru orice ( )Y s  are loc condiţia de consistenţă: 

 ( ) ( ) ( ) 0g
pG s G s I Y s⎡ ⎤− =⎢ ⎥⎣ ⎦ . (3.10) 

 ˆ ( ) mU s ∈  este arbitrar, iar inversa generalizată ( )gG s  se defineşte prin: 

 ( ) ( ) ( ) ( )gG s G s G s G s= . (3.11) 

 Pornind de la (3.1), şi consistent cu (3.11), se adoptă: 

 ( ) ( )g
RG s G s= . (3.12) 

 Înlocuind (3.12) în (3.9) se obţine soluţia: 

 [ ] ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )R R mU s G s Y s G s G s I U s= + − , (3.13) 

care există pentru orice ( )Y s . Aceasta deoarece condiţia de consistenţă (3.10) are 
loc pentru orice (3.12) cu (3.1) şi pentru orice ( )Y s . Urmează că ( ) ( )i ii⇔ .  
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 Exemplul 3.2 
 Pentru sistemul de la Exemplu 1.1, cu 0b c= = , să se analizeze 
controlabilitatea funcţională a ieşirii. 
 Pentru 0b c= =  se obţin: 

 

4 4 0
1( ) 4 4 0

( 1)( 4)
0 0 1

s s

G s s s
s s

s

⎡ ⎤+ +⎢ ⎥
⎢ ⎥= + +⎢ ⎥+ + ⎢ ⎥

+⎢ ⎥⎣ ⎦

,  det ( ) 0G s ≡/ ,  1( ) ( )RG s G s−= . 

 Ca urmare sistemul este de ieşire complet controlabilă funcţional.  

 Observaţia 3.1 
 Se reaminteşte că sistemul de la Exemplul 1.1, pentru cazul 0b c= = , are 
două zerouri de decuplare – unul la intrare şi unul la ieşire. Conform Teoremelor 
1.11 şi 1.12 sistemul este de stare incomplet controlabilă şi incomplet observabilă. 
Acest fapt nu are vreo influenţă asupra controlabilităţii funcţionale a ieşirii.  

3.3. Observabilitatea funcţională a intrării  
 Definiţia3. 4 
 A. Un sistem dinamic se numeşte de intrare complet observabilă funcţional 
dacă pe baza cunoaşterii evoluţiei mărimii de ieşire ( ),y t t +∈ , se poate 

determina mărimea de intrare (unică) ( ),u t t +∈ , oricare ar fi aceasta.  

 B. În caz contrar şi în mod nuanţat sistemul se numeşte de intrare incomplet 
observabilă funcţional sau de intrare neobservabilă funcţional.  

 Teorema 3.4 
 Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 

(i) Sistemul (I.4.1) este de intrare complet observabilă funcţional. 
(ii) ( )G s  are o inversă la stânga. 
(iii) nrang ( )G s m= .  

 D. Conform Teoremei 3.2 rezultă ( ) ( )ii iii⇔ . 

 Condiţia (i) este echivalentă cu existenţa unei soluţii (unice) ( )U s  a ecuaţiei 
(I.4.1) pentru un ( )Y s  dat (generat de ( )U s ). S-a văzut că ecuaţia (I.4.1) are 
soluţia (3.9) dacă şi numai dacă are loc (3.10), cu (3.11). 
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 Pornind de la (3.5), şi consistent cu (3.11), se adoptă: 

 ( ) ( )g
LG s G s= . (3.14) 

 Urmează că ( ) ( )i ii⇔ . Într-adevăr, înlocuind (3.14) în (3.9) rezultă soluţia: 

 ( ) ( ) ( )LU s G s Y s=  (3.15) 

(unică pentru ( ) ( )L LG s G s+= , v. relaţia (3.8)), care există dacă şi numai dacă: 

 ( ) ( ) ( ) 0L pG s G s I Y s⎡ ⎤− =⎢ ⎥⎣ ⎦ . (3.16) 

Condiţia (3.16) rezultă din (3.10) şi (3.14). Evident, ea este satisfăcută deoarece 
( )Y s  nu este arbitrar, ci este generat (cauzal) de ( )U s  conform ecuaţiei (I.4.1).  

 Exemplul 3.3  
 Pentru sistemul de la Exemplu 1.1, cu 0b c= = , să se analizeze 
observabilitatea  funcţională a intrării. 
 La Exemplul 3.2 s-a arătat că există 1( )G s− . Urmează că sistemul este de 
intrare complet observabilă funcţional.  

 Observaţia 3.2  
 Sistemul de la Exemplul 1.1 are două zerouri de decuplare (la intrare şi la 
ieşire), adică este de stare incomplet controlabilă / observabilă (v. Teoremele 1.11, 
1.12). Acest fapt nu influenţează observabilitatea funcţională a intrării.  

 Observaţia 3.3 
 Controlabilitatea funcţională a ieşirii şi observabilitatea funcţională a intrării 
sunt proprietăţi duale. Pentru a susţine această afirmaţie se defineşte sistemul: 

 1 1
* * * * * *( ) ( ) ( ), { } , { }T p mY s G s U s u U y Y− −= = ∈ = ∈L L ,(3.17) 

care este dualul sistemului (I.4.1). Conform Teoremelor 3.1 şi 3.2, se poate construi 
o inversă la dreapta a sistemului (I.4.1) pe baza unei inverse la stânga a dualului 
(3.17) şi viceversa. Ca urmare se poate formula următorul rezultat.  

 Teorema 3.5 
 Sistemul (I.4.1) este de ieşire / intrare complet controlabilă / observabilă 
funcţional dacă şi numai dacă dualul său (3.17) este de intrare / ieşire complet 
observabilă / controlabilă funcţional.  
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 Observaţia 3.4 
 Simultaneitatea controlabilităţii şi observabilităţii funcţionale complete a 
ieşirii şi respectiv intrării este echivalentă cu existenţa inversei 1( )G s− , iar aceasta 
implică în mod necesar m p= .  

 Observaţia 3.5 
 Între controlabilitatea / observabilitatea stării (parţiale) şi controlabilitatea / 
observabilitatea funcţională a intrării / ieşirii nu există relaţii de interdependenţă. 
Acest fapt a fost ilustrat în cadrul Exemplelor 3.2. şi 3.3.  

3.4. Condiţii de inversabilitate 
 Condiţiile de inversabilitate (3.2) şi (3.6) sunt dificil de aplicat deoarece 

( )G s  este o matrice cu elemente raţionale. O altă abordare, interesantă şi teoretic, 
se bazează pe reprezentarea de stare. Sistemul (I.4.1) are forma (I.2.1), (I.2.2), iar 
inversul său (la dreapta – (3.13) sau la stânga – (3.15)) are reprezentarea: 

 , , ,n pz A z B y t z y+= + ∈ ∈ ∈ , (3.18) 

 ( ) , mu C z D y u= + ∈⋅ . (3.19) 

Matricea de transfer a acestui sistem are expresia: 

 1( ) ( ) ( )nG s C I s A B D s−= − + . (3.20) 

 De exemplu, pentru inversa la dreapta are loc ( ) ( )RG s G s=  şi, totodată 
trebuie să fie satisfăcută (3.1) cu (I.4.2) şi (3.20), adică: 

 1 1( ) ( ) ( ) ( )n n pC I s A B D s C I s A B D s I− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ . 

 Se consideră acum transpusa relaţiei precedente şi se obţine: 

 1 1( ) ( ) ( ) ( )T T T T T T T T
n n pB I s A C D s B I s A C D s I− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ . 

Această relaţie conduce la constatarea că sistemul următor: 

 
* * * * *

* * * *

, , , ,

( ) , ,

T T n m

T T p

z A z C y t z y

u B z D y u

+= + ∈ ∈ ∈

= + ∈⋅
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care este dualul sistemului (3.18), (3.19), este în acelaşi timp inversul la stânga al 
sistemului: 

 * * * * *

* * * *

, , , ,

( ) , .

T T n p

T T m

x A x C u t x y

y B x D u y
+= + ∈ ∈ ∈

= + ∈⋅  

Acesta, la rândul său, este dualul sistemului (I.2.1), (I.2.2). 
 Desigur că se poate considera că (3.20) este o inversă la stânga, dar 
rezultatul la care se va ajunge este previzibil prin dualitate. Concluzia este cea deja 
enunţată prin Observaţia 3.3 şi Teorema 3.5. 
 În situaţia în care un sistem dat este cunoscut prin reprezentarea de stare 
(I.2.1), (I.2.2), cu ( )D D= =⋅ constant, câteva condiţii de inversabilitate la dreapta, 
echivalente între ele, sunt cuprinse în rezultatul următor. Condiţii similare de 
inversabilitate la stânga se pot obţine prin dualitate. 

 Teorema 3.6 
 Pentru sistemul reprezentat prin ecuaţiile (I.2.1), (I.2.2), cu ( )D D= =⋅  
constant, afirmaţiile următoarele sunt echivalente: 

(i) Sistemul este inversabil la dreapta (complet controlabil funcţional la ieşire): 

(ii) rang ( , , , ) ( 1)A B C D p nΦ = + , (3.21) 

 

1 2 1

2 2 2

3 2 3

1

... ...
0 ... ...

( , , , ) 0 0 ... ...

0 0 0 ... ...

n n

n n

n n

n

D C B C AB C A B C A B
D C B C A B C A B

A B C D D C A B C A B

D C A B

Φ

− −

− −

− −

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

.(3.22) 

(iii) rang ( , , , ) ( 1)( 1)A B C D n pΨ = + + , (3.23) 

 

0 0
0 0 0

0 0
( , , , ) 0 0 0

0

n

n

n

A B I
C D

A B I
A B C D C D

A B I
C D

Ψ

⎡ ⎤− −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

. (3.24) 
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(iv) nrang
nI s A B

n p
C D

⎡ ⎤− −⎢ ⎥= +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

.  (3.25) 

 Pe baza relaţiilor (3.21), (3.23) şi (3.25) şi pentru 0D=  este posibilă 
obţinerea unor condiţii aplicabile practic, mai puţin laborioase sub aspectul 
calculelor. 
 Se porneşte de la faptul că pentru rang B m n= ≤  există o matrice M , de 
ordinul n , nesingulară, astfel încât: 

 
0
mI

B M B
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

. (3.26) 

 Folosind transformarea x M x=  în (I.2.1), (I.2.2) se obţine sistemul 
echivalent (1.26), (1.27) cu (3.26) şi cu matricele: 

 
11 12

1
1 2

21 22

}
, , 0

}

m

n m m n m
m n m

A A
A MAM C CM C C D

A A
−

− −
−

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥= = = = =⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

.(3.27) 

 Teorema 3.7 
 Pentru sistemul (I.2.1), (I.2.2), care este echivalent cu (1.26), (1.27), cu 
(3.26), (3.27), următoarele afirmaţii sunt echivalente: 

(i) Sistemul este inversabil la dreapta (complet controlabil funcţional la ieşire). 

(ii) 1
1 2 22 21nrang ( )m nC C I s A A p−

−
⎡ ⎤+ − =⎢ ⎥⎣ ⎦ . (3.28) 

(iii) 22 21 2 1rang ( , , , ) ( 1)A A C C p n mΦ = − + . (3.29) 

(iv) 22 21 2 1rang ( , , , ) ( 1)( )A A C C n m n m pΨ = − + − + . (3.30) 

(v) 
22 21

2 1

nrang
n mI s A A

n m p
C C

−
⎡ ⎤− −⎢ ⎥= − +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

.  (3.31) 

 Matricele Φ  şi Ψ  au fost definite prin relaţiile (3.22) şi respectiv (3.24).  
 Condiţii similare de inversabilitate la stânga se pot obţine prin dualitate. 
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 Exemplul 3.4 
 Se consideră sistemul (I.2.1), (I.2.1) cu 3, 2n m p= = =  şi: 

 

1 1 3 1 1
1 1 0

1 5 1 , 0 1 , , 0
1 0 1

3 1 1 1 0

A B C D

⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

 Să se afle dacă este inversabil la dreapta (complet controlabil la intrare). 
 În conformitate cu (3.26) se poate scrie: 

 

1 1 0 1 1 1 0

0 1 0 0 1 0 1

1 1 1 1 0 0 0

B MB

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤− ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

 În continuare se utilizează (3.27): 

 1

1 1 0 1 1 3 1 1 0 2 4 4

0 1 0 1 5 1 0 1 0 0 4 1

1 1 1 3 1 1 1 0 1 0 2 5

A MAM−

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

, 

 

1 1 0
1 1 0 1 0 0

0 1 0 , 0
1 0 1 2 2 1

1 1 1

C CM D

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤− ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

 Se observă că (3.31) este satisfăcută deoarece 3 2 2 3n m p− + = − + =  şi 

 
22 21

2 1

5 0 2

nrang nrang 0 1 0 3

1 2 2

n m
s

I s A A

C C
−

⎡ ⎤− −⎡ ⎤ ⎢ ⎥− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

 Urmează că sistemul considerat este inversabil la dreapta (complet 
controlabil funcţional la ieşire). În mod similar se poate arăta că sistemul este 
inversabil la stânga (complet observabil funcţional la intrare).  

21A  22A  1C 2C



4. Realizări ale matricei de transfer 

4.1. Realizări directe 
 S-a arătat la I.4.1 că problema obţinerii unei realizări a matricei de transfer 

( )G s , de dimensiuni p m×  şi cu elemente raţionale, se reduce la determinarea 
matricelor A , B  şi C  de dimensiuni respectiv n n× , n m× , şi p n×  astfel încât:  

 1 0( ) ( )nC I s A B G s−− = , (4.1) 

în care 0 ( )G s  este partea strict proprie, unic determinată, a matricei ( )G s  (v. 
relaţia (I.4.7)). În ceea ce priveşte partea polinomială ( )D s  a matricei ( )G s , prin 

transformarea inversă Laplace, corespondentul ei în (I.2.2) este ( )D ⋅ . 
 Pentru aprecierea posibilităţilor de soluţionare a problemei (4.1), de mare 
utilitate sunt Teoremele 1.19 şi 1.21 (v. paragraful 1.2.c). Conform relaţiei (1.72), 

0 ( )G s  este complet determinată de tripletul 22 2 2( , , )A B C  al subsistemului de 

stare complet controlabilă şi complet observabilă. Restul subsistemelor (de stare 
necontrolabilă şi / sau neobservabilă) nu au nici o contribuţie în 0( )G s . Consecinţa 
acestui fapt este că problema (4.1) nu are soluţie unică. Şi anume în sensul că, pe 
de o parte, ordinul n  al realizării ( , , )A B C  nu este unic şi, pe de altă parte, pentru 
n  dat, conform Teoremei 1.20 (v. paragraful 1.2.c), există o infinitate de triplete 
( , , )A B C , echivalente între ele (prin relaţii de forma (1.28)) care satisfac (4.1). 
 Desigur că, în aceste circumstanţe, prima problemă de rezolvat  este aceea a 
existenţei unei realizări ( , , )A B C  conform relaţiei (4.1). 

 Teorema 4.1 
 Fiind dată matricea strict proprie 0( )G s , de dimensiuni p m× , există o 
realizare ( , , )A B C  conform relaţiei (4.1) cu n  adecvat ales.  
 D. Se vor da două demonstraţii constructive. Fie: 

 1
1 1( ) ...r r

r rq s s a s a s a−
−= + + + +  

c.m.m.m.c. al numitorilor tuturor elementelor neidentic nule ale matricei 0( )G s .  
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 Ca urmare, 0( ) ( )q s G s  este o matrice polinomială şi se poate scrie: 

 00 1
1( ) ( ) r r k

kkG s q s G s− −
== ∑ , (4.2) 

în care 0, 1,kG k r= , sunt matrice p m×  constante, unic determinate. Se va arăta 

în continuare că pe această bază se pot construi două realizări conform relaţiei 
(4.1), cu n  adecvat ales. 
 Prima demonstraţie. Fie 

 

0
11 1
0
2

0
1

0

( )( ) ( )

( )
( )00 0

, ,
00 0 0 ( )
00 0 ( )

TT
m r m r m m

T
m

T
r

Tm r
mr mmr mr p mr

Ga I a I a I I
GI

A B C
G

I G

−

−

×× ×

⎡ ⎤⎡ ⎤− − − ⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. (4.3) 

 Cu acestea se calculează următoarea matrice de dimensiuni mr m× : 

 1( )mrZ I s A B−= − , 

 În acest scop se multiplică la stânga cu ( )mrI s A−  şi se obţine: 

 s Z AZ B− = . 

 Se înlocuiesc A  şi 1 ,...,
TT T

rZ Z Z⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦  ( , 1,kZ k r= , de ordinul m ). Rezultă: 

 1 11 , 0, 1, 1r
k k m i iks Z a Z I s Z Z i r+=+ = − = = −∑ . 

Mai departe, prin substituţii succesive, se obţin: 

 1 2 1, ,..., , ( )
Tr r

m m m r r mZ s I s I I Z Z q s I− − −⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦ . 

 În aceste circumstanţe se poate scrie: 

 0 01 0 1 1 2
1 2( ) , ,..., ( ) , ,...,

Tr r
mr r m m mC I s A B C Z G G G q s s I s I I− − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤− = = =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦  

 01 0
1( ) ( )r r k

kkq s G s G s− −
== =∑ . 
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 A doua demonstraţie. Fie 

 

01 1
02 2

0
1 1

0

( )( )( )

0
0 0 0

, ,
0 0

00 0

T
p p p

p

r p p r

r p r
p p rpr mpr pr

a I I G I
a I G

A B C
a I I G
a I G
− −

×××

⎡ ⎤− ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦

. (4.4) 

 Cu acestea se calculează mai întâi matricea de dimensiuni p pr× : 

 1( )prW C I s A −= − . 

 În acest scop se multiplică la dreapta cu ( )prI s A−  şi se obţine: 

 sW WA C− = . 

 Se înlocuiesc A  şi [ ]1 2, ,..., rW W W W  ( , 1,kW k r= , de ordinul p ). Rezultă: 

 1 11 , 0, 1, 1r
k k p i iksW a W I sW W i r+=+ = − = = −∑ . 

Mai departe, prin substituţii succesive, se obţin: 

 1 2 1, ,..., , ( )r r
r p p p r pW W s I s I I W q s I− − −⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦ . 

 În această situaţie se poate scrie: 

 1 1 1 2 0 0
1( ) ( ) , ,..., ( ) ,..., ( )

Tr r T T
pr p p p rC I s A B WB q s s I s I I G G− − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤− = = =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦  

 1 0 0
1( ) ( )r r k

kkq s G s G s− −
== =∑ .  

 Relaţiile (4.3) şi (4.4) oferă posibilitatea obţinerii, de o manieră foarte 
simplă, a unei realizări a matricei de transfer strict proprii (4.2). Din acest motiv 
(4.3) şi (4.4) se mai numesc şi realizări directe. Proprietăţile lor de controlabilitate 
şi observabilitate a stării se prezintă în rezultatele următoare.  

 Teorema 4.2 
 Fie matricea de transfer 0( )G s , p m× , strict proprie, cu ( )q s  c.m.m.m.c. al 

numitorilor tuturor elementelor neidentic nule şi ( )Gq s  polinomul polilor lui 0( )G s . 
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 (a1) Realizarea directă (4.3) este de stare complet controlabilă.  
 (a2) Ea este de stare complet observabilă dacă şi numai dacă: 

 ( ) ( )m
Gq s q s≡ . (4.5) 

 (b1) Realizarea directă (4.4) este de stare complet observabilă.  
 (b2) Ea este de stare complet controlabilă dacă şi numai dacă: 

 ( ) ( )p
Gq s q s≡ . (4.6) 

 D. (a1) Conform Teoremei 1.2 (v. 1.1.a) se poate scrie: 

 ( 1) 1

dimensiuni: 
[( 1) 1]

0

rang rang

0 0

0 0 0

m

m

r m

mmr m r m

m

I

I

mr

I

I

− +

× − +

⎡ ⎤× × × ×⎢ ⎥
⎢ ⎥× × ×⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥× ×⎢ ⎥
⎢ ⎥×⎢ ⎥⎣ ⎦

C , (4.7) 

 
unde ×  sunt submatrice determinabile, dar nerelevante în cadrul demonstraţiei. 
Este evident că (4.3) este de stare complet controlabilă. 
 (a2) Pentru analiza observabilităţii stării se au în vedere Teoremele 1.12 şi 
1.14 (v. 1.1.d). Mai întâi se evaluează polinomul caracteristic al matricei A . 
Întrucât A  din (4.3) este o matrice de tip Frobenius de submatrice, după calcule 
relativ simple, bazate pe dezvoltarea după prima linie de submatrice, se obţine: 

 ( ) det( ) ( )m
mrd s I s A q s= − = . (4.8) 

 Întrucât ( )Gq s  este polinomul polilor, rezultă că 

 0
ies ( ) ( ) / ( ) ( ) / ( )m

G Gz s d s q s q s q s= =  (4.9) 

este polinomul zerourilor de decuplare la ieşire. Motivul este că realizarea (4.3) nu 
are zerouri de decuplare la intrare deoarece este de stare complet controlabilă (v. 
Teoremele 1.11 şi 1.13 de la 1.1.d). Este clar că, având în vedere Teoremele 1.12 şi 
1.14 (v. 1.1.d), realizarea (4.3) este de stare complet observabilă dacă şi numai 
dacă 0

ies ( ) ( ) / ( ) 1m
Gz s q s q s= ≡ . Acest fapt este echivalent cu (4.5). 

mr coloane
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 (b1) Conform Teoremei 1.6 (v. 1.1.b) se poate scrie: 

 ( 1) 1

dimensiuni: 
[( 1) 1]

0 0 0
0 0
0 0

rang rang 0

p

p

r p p

pp r p pr

I
I

prI
I

− +

− + ×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥×⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= =× ×⎢ ⎥
⎢ ⎥× × ×⎢ ⎥
⎢ ⎥× × × ×⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

O , (4.10)  

unde ×  sunt submatrice determinabile, dar nerelevante în cadrul demonstraţiei. 
Este evident că (4.4) este de stare complet observabilă. 
 (b2) În continuare se face uz de Teoremele 1.11 şi 1.13 (v. 1.1.d). Matricea 
A  din (4.4) este o matrice de tip Frobenius de submatrice. Prin urmare, polinomul 
caracteristic are expresia: 

 ( ) det( ) ( )p
prd s I s A q s= − = . (4.11) 

 În consecinţă: 

 0
int ( ) ( ) / ( ) ( ) / ( )p

G Gz s d s q s q s q s= =  (4.12) 

este polinomul zerourilor de decuplare la intrare. Motivul este că realizarea (4.4) nu 
are zerouri de decuplare la ieşire deoarece este de stare complet observabilă (v. 
Teoremele 1.12 şi 1.14 de la 1.1.d). Este evident că, ţinând seama de Teoremele 
1.11 şi 1.13 (v. 1.1.d), realizarea (4.4) este de stare complet controlabilă dacă şi 
numai dacă 0

int ( ) ( ) / ( ) 1p
Gz s q s q s= ≡ . Acest fapt este echivalent cu (4.6).  

 Observaţia 4.1 
 Proprietăţile evidenţiate de Teorema 4.2 justifică utilizarea următoarelor 
denumiri: (4.3) se numeşte realizare directă de stare complet controlabilă, iar (4.4) 
se numeşte realizare directă de stare complet observabilă.  

 Exemplul 4.1 
 Se consideră matricea de transfer de la exemplul I.4.2. 
 Să se determine realizările directe (4.3) şi (4.4) şi să se analizeze respectiv 
observabilitatea stării şi controlabilitatea stării. 
 Matricea de transfer de la Exemplul I.4.2 poate fi pusă sub forma: 

pr linii
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 0 2
3 2

( )

1 0 1 1 0 2 2 0 11( )
2 2 1 1 1 3 0 0 2 1 1

q s

G s s s
s s s

=

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ − − ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + +⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪+ − − − − − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
. 

 (a) Conform cu (4.3), pentru 3, 3, 2r m p= = =  şi 9mr = , se scrie: 

 

2 0 0 1 0 0 2 0 0 1 0 0 1 1
0 2 0 0 1 0 0 2 0 0 1 0 0 1
0 0 2 0 0 1 0 0 2 0 0 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

, ,0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

A B C

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

3
0 0
2 0
2 2
0 1
1 1

T⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

. 

 De la exemplul I.4.2 se ştie că polinomul polilor are forma: 

 2( ) ( 1)( 1)( 2)Gq s s s s= − + + . 

 Pe de altă parte polinomul caracteristic (relaţia (4.8)) este 

 [ ]33( ) ( ) ( 1)( 1)( 2)d s q s s s s= = − + + . 

Aceasta înseamnă că polinomul zerourilor de decuplare la ieşire are expresia: 

 0 2 2
ies ( ) ( ) / ( ) ( 1) ( 1) ( 2)Gz s d s q s s s s= = − + + . 

 Realizarea este incomplet observabilă cu no 7dim dimKer 5= =OX . 

 (b) În conformitate cu (4.4), pentru 6pr = , se poate scrie: 

 

2 0 1 0 0 0 1 0 1
0 2 0 1 0 0 1 1 1
1 0 0 0 1 0 1 0 2 1 0 0 0 0 0

, ,
0 1 0 0 0 1 3 0 0 0 1 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 2 0 1
0 2 0 0 0 0 2 1 1

A B C

⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 
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 În acest caz polinomul caracteristic (v. relaţia (4.11)) are forma: 

 [ ]22( ) ( ) ( 1)( 1)( 2)d s q s s s s= = − + + . 

Aceasta înseamnă că polinomul zerourilor de decuplare la intrare are forma: 

 0
int ( ) ( ) / ( ) ( 1)( 1)Gz s d s q s s s= = − + . 

 Realizarea este incomplet controlabilă cu c 3dim dim Im 4= =CX .  

 Observaţia 4.2 
 Se remarcă faptul că în realizările directe se pot introduce zerouri de 
decuplare (la ieşire – în realizarea directă de stare complet controlabilă şi la intrare 
– în cea de stare complet observabilă), care nu au, în mod necesar, corespondente 
în structura sistemului real, reprezentat prin matricea de transfer considerată.  

4.2. Realizări minimale 
 La exemplul 4.1 s-a văzut că pentru una şi aceeaşi funcţie de transfer strict 
proprie este posibilă determinarea unor realizări de ordine diferite. În mod firesc se 
poate formula următoarea definiţie. 

 Definiţia 4.1 
 O realizare ( , , )A B C  a matricei de transfer 0( )G s , conform cu (4.1), se 
numeşte minimală dacă dim A n=  este cea mai mică posibil.   

 Teorema 4.3 
 O realizarea ( , , )A B C  a matricei de transfer 0( )G s , conform cu (4.1), este 
minimală dacă şi numai dacă este de stare complet controlabilă şi complet 
observabilă.  
 D. Necesitatea se demonstrează imediat folosind Teorema 1.19 (.v. 1.2.c). 
 Suficienţa. Fie ( , , )A B C  o realizare de stare complet controlabilă şi complet 

observabilă a matricei de transfer 0 ( )G s , conform relaţiei (4.1). Pentru 

demonstraţia prin reducere la absurd, fie ˆ ˆˆ( , , )A B C  o altă realizare de stare complet 

controlabilă a aceleiaşi matrice de transfer cu ˆ ˆdim A n n= < . Evident că: 

 1 1
ˆ

ˆ ˆ ˆ( ) ( )n nC I s A B C I s A B− −− ≡ − . (4.13) 
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 Se utilizează în continuare dezvoltările în serie:  

 1 1 1 1
ˆ1 1

ˆ ˆ( ) , ( )i i i i
n ni iI s A A s I s A A s∞ ∞− − − − − −

= =− = − =∑ ∑ . (4.14) 

Ele sunt extinderi la cazul matriceal ale seriei geometrice: 1 1
1(1 ) i

ix x∞− −
=− =∑ .  

 Din (4.13) şi (4.14) se obţine: 

 1 1ˆ ˆ ˆ, 1,2,3,....i iCA B CA B i− −= =  . (4.15) 

 În această situaţie se evaluează produsul O C  în care se înlocuiesc (4.15): 

 

1

2
1

1 1 2 2

,...,

n

n
n

n n n n

C C B C AB C A B
C A C AB C A B C A BB AB A B

CA CA B CA B CA B

−

−

− − −

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

O C  

 

1

2
1

1 2 2 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆˆ ˆˆ ˆ,...,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ

n

n
n

n n

n n n n

C B CAB CA B C
C AB CA B CA B CA B AB A

CA B CA B CA B CA

−

−

− − −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎡ ⎤= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

O C . (4.16) 

 Întrucât rang n=O  şi rang n=C  din (4.16) rezultă: 

 ˆˆrang rang n nn= =O C O C . (4.17) 

 Pe de altă parte, ˆ
ˆ ˆ ˆrang rangn n n n= = <O O , ˆ

ˆ ˆ ˆrang rangn n n n= = <C C . În 
conformitate cu (4.17) şi folosind inegalitatea Sylvester se obţine: 

 ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆrang rang min(rang ,rang )n n n n n nn n= = ≤ =O C O C O C . 

Prin urmare ˆn n≤ , ceea ce este absurd deoarece s-a admis că n̂ n< .  
 Această teoremă statuează unicitatea ordinului unei realizări minimale, dar 
nu şi unicitatea respectivei realizări minimale. 

 Teorema 4.4 
 Dacă ( , , )A B C  şi ( , , )A B C  sunt realizări minimale ale matricei de transfer 

0 ( )G s , conform cu (4.1), atunci ele sunt echivalente.  
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 D. Din 1 1( ) ( )n nC I s A B C I s A B− −− = − , similar cu (4.15), rezultă că: 

 , 0,1,2,...i iCA B CA B i= =  . (4.18) 

 Fie dim dimn A A= =  şi ,C C  matricele de controlabilitate ale celor două 
realizări definite conform cu (1.13). În aceste condiţii din (4.18) rezultă: 

 C C=C C  . (4.19) 

 Întrucât rang rang n= =C C , se poate defini matricea pătratică nesingulară: 

 
11 T TS

−− ⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦C C C C . (4.20) 

Aceasta, utilizată adecvat în (4.19), conduce la: 

 1C S C− = . (4.21) 

 Fie acum ,O O  cele două matrice de observabilitate. În mod similar, din 
(4.18) rezultă: 

 B B=O O  . (4.22) 

 Întrucât rang rang n= =O O , se poate defini matricea pătratică nesingulară: 

 
1T TS

−⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦O O O O . (4.23) 

Aceasta, utilizată adecvat în (4.22), conduce la: 

 S B B= . (4.24) 

 În continuare, în conformitate cu (4.18) se poate scrie: 

 , A A= =O C O C O C O C , (4.25) 

din care, conform cu (4.20), (4.23), rezultă: 

 1S AS A− = . (4.26) 

 Pe de altă parte, din (4.20), (4.23) şi prima relaţie din (4.25) se obţine: 

 
1 11 11 TT T T T T T T

nSS I
− −− −− ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦O O O O C C C C O O O O C C C C . 
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 Acest rezultat implică S S= . În atare situaţie, din (4.26), (4.24) şi (4.21) 
rezultă (1.28), ceea ce confirmă echivalenţa celor două realizări minimale.  

 a. Ordinul unei realizări minimale 
 Desigur că, în acest stadiu al analizei, o problemă subsecventă este aceea a 
determinării ordinului realizării minimale. În situaţia determinării efective a unei 
realizări minimale, pentru o matrice de transfer dată, problema ordinului ei trebuie 
soluţionată înainte de orice tentativă de construcţie a unei realizări minimale. 
 O primă indicaţie este oferită de gradul McMillan (v. Observaţia I.4.3), 
respectiv de gradul polinomului polilor matricei 0 ( )G s . Autenticitatea acestei 
informaţii se justifică prin faptul că forma Smith – McMillan este ireductibilă. 
 Utilizarea parametrilor Markov. O altă posibilitate de determinare a 
ordinului realizării minimale este sugerată de demonstraţia Teoremei 4.3. 
 Fie 0( )G s  o matrice de transfer strict proprie, de dimensiuni p m× , şi fie 
dezvoltarea în serie în punctul s=∞ : 

 0
1( ) k

kkG s M s∞ −
==∑ , (4.27) 

în care , 1,2,3,...kM k = , sunt matricele parametrilor Markov ai matricei 0 ( )G s . 
Se defineşte matricea Hankel de submatrice: 

 

1 2

2 3 1
,

1 1

...

...
, , 1,2,...

...

j

jM i p j m
i j

i i i j

M M M
M M M

i j

M M M

+ ×

+ + −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ∈ =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

RH  . (4.28) 

 Teorema 4.5 
 Fie , 1α β≥  întregii cei mai mici astfel încât 

 , ,rang rang , , 1,2,...M M
i j i jα β α β+ += =H H  . (4.29) 

Atunci nα β= = , în care n  este ordinul realizării minimale a matricei 0 ( )G s .  

 D. Fie ( , , )A B C  o realizare minimală cu rang n=C  şi rang n=O . 
Folosind (4.1) şi (4.14) rezultă: 

 0 1
1( ) k k

kG s CA B s∞ − −
==∑ ,  (4.30) 
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ceea ce, cu (4.27), conduce la egalităţile: 

 1 , 1,2,3,...k
kM C A B k−= =  . (4.31) 

 În continuare, din (4.28) şi (4.31) se obţine: 

 

1

2
1

,

11 2

...

...
, ,..., ,

...

, 1,2,... ; i

j

j
M j
i j i j

j
ii i i j

CCB CAB CA B

CACAB CA B CA B
B AB A B

CACA B CA B CA B

i j

−

−

−− + −
=

=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

=

C

O C

O

H
 

 , ,rang rangM
α β α βα βρ = O CH    

,

,

, pentru ,

, pentru ,

n n

n n

α β

α β

ρ α β

ρ α β

⎧ < <⎪ ⎫⎪⎪ ⎪⎪⇒⎨ ⎬⎪ ⎪= ≥⎪ ⎪⎭⎪⎩
, 

 , ,rang M
i j i jα β α βρ + + + + =H   

   rang i jα β+ += O C        
,

,

, pentru ,
, , 1

, pentru ,

i j

i j

n n
i j

n n

α β

α β

ρ α β

ρ α β

+ +

+ +

⎧ < <⎪ ⎫⎪⎪ ⎪⎪⇒ ≥⎨ ⎬⎪ ⎪= ≥⎪ ⎪⎭⎪⎩
. 

 Urmează că nα β= =  sunt cei mai mici întregi pentru care are loc (4.29).  

 Exemplul 4.2 
 Se consideră matricea de transfer de la exemplul I.4.2. 
 Se cere să se determine ordinul unei realizări minimale. 
 Dezvoltarea în serie în punctul s=∞  (relaţia (4.27)) are forma: 

 

1 2

3 4

5 6

128 0 128 128 0 160
128 ( )

128 64 64 128 32 32

128 0 208 128 0 232

128 16 16 128 8 8

128 0 244 128 0 250 128 0 253

128 4 4 128 2 2 128 1 1

G s s s

s s

s s

− −

− −

− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡− − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
− − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

7 ... .s−
⎤

⎢ ⎥ +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
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 S-a înmulţit ( )G s  cu 128 pentru eliminarea numitorului comun. De la 
Exemplul I.4.2 se ştie că gradul McMillan este grd ( ) 4p s = . Se construieşte 

matricea Hankel de blocuri de matrice 4 1,4 1
M
+ +H . Se face abstracţie de factorul 128. 

 5,5

128 0 64 128 0 160 128 0 208 128 0 232

128 64 64 128 32 32 128 16 16 128 8 8

128 0 160 128 0 208 128 0 232 128 0 244

128 32 32 128 16 16 128 8 8 128 4 4

128 0 208 128 0 232 128 0 244 128 0 250

128 16 16 128 8 8 128 4 4 128 2 2

128 0 232 128 0 24

M

− − − −
− − − −

− − − −
− − − −

=
− − − −

− − − −
− −

H

4 128 0 250 128 0 253

128 8 8 128 4 4 128 2 2 128 1 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦

. 

 Pentru calculul rangului acestei matrice, se elimină coloanele 7, 10, care sunt 
identice respectiv cu 1, 4. Similar, se elimină coloanele 8, 11 – proporţionale cu 5. 
În matricea rămasă, de dimensiuni (8 7)× , se scade coloana 1 din 4, se adaugă 
coloana 6 înmulţită cu 2 la coloana 5, şi se adună coloana 7 înmulţită cu 2 la 
coloana 6. Se obţine astfel o matrice cu coloanele 4-6 proporţionale din care se pot 
elimina coloanele 5 şi 6. În acest fel pentru (4.29) rezultă: 

 4 1,4 1

128 0 64 256 232

128 64 64 0 8

128 0 160 256 244

128 32 32 0 4
rang rang

128 0 208 256 250

128 16 16 0 2

128 0 232 256 253

128 8 8 0 1

M
+ +

⎡ ⎤− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥= ⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

H . 

 Se adună linia 4 înmulţită cu 2 la linia 2, linia 6 înmulţită cu 2 la linia 4, şi 
linia 8 înmulţită cu 2 la linia 6. Apoi se adună linia 5 la linia 7, linia 3 la linia 5 şi 
linia 1 la linia 3. Rezultă o matrice cu liniile 3, 5, 7 proporţionale şi liniile 2, 4, 6 
identice. Evident, liniile 4-7 pot fi eliminate. Se obţine: 
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 4,4 4 1,4 1

128 0 64 256 232

384 0 0 0 0
rang rang rang 4

0 0 96 0 12

128 8 8 0 1

M M
+ +

⎡ ⎤− −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= = =
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

H H .  

 În final rezultă că 4n α β= = =  deoarece acelaşi rang se obţine, prin 

calcule similare, şi pentru matrice Hankel de forma 4 ,4 , , 2,3...M
i j i j+ + =H .  

 Utilizarea coeficienţilor Taylor. În ipoteza că 0 ( )G s  nu are poli în origine se 
poate utiliza dezvoltarea în serie Taylor:  

 0 1
1( ) k

kkG s T s∞ −
==∑ , (4.32) 

în care: 

 
1

0
1

0

1 ( ) , 1,2,...
( 1)!

k

k k
s

dT G s k
k ds

−

−
=

⎡ ⎤
⎢ ⎥= =⎢ ⎥− ⎣ ⎦

 , (4.33) 

sunt matricele coeficienţilor Taylor ai matricei 0 ( )G s . Se defineşte matricea 
Hankel de submatrice: 

 

1 2

2 3 1
,

1 1

...

...
, , 1,2,..

...

j

jT i p j m
i j

i i i j

T T T

T T T
i j

T T T

+ ×

+ + −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ∈ =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

RH . (4.34) 

 Ca o generalizare a unui rezultat valabil pentru 1m p= = , [92], se poate 
demonstra, în mod similar cu Teorema 4.5, şi următoarea aserţiune: 

 Teorema 4.6 
 Fie 0 ( )G s , fără poli în 0s= . Fie , 1α β≥  întregii cei mai mici astfel încât 

 , ,rang rang , , 1,2,...T T
i j i jα β α β+ += =H H  . (4.35) 

Atunci nα β= = , în care n  este ordinul realizării minimale a matricei 0 ( )G s .  



II. Controlabilitatea şi observabilitatea sistemelor dinamice liniare 
 

 176

 Exemplul 4.3 
 Se consideră matricea de transfer: 

 0

1 1
1 1( )

1 1
1 2

s sG s

s s

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ += ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

. 

 Să se determine ordinul unei realizări minimale. 
 În conformitate cu (4.32) se scrie: 

 1
1 1

( 1) , 1,2,...
1 2

k
k k

T k−
−

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − =⎢ ⎥
⎣ ⎦

 . 

 Utilizând (4.34) rezultă: 

 

1 2 3 4

2 3 4 5

,
3 4 5 6

4 5 6 7

1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 1 2 1 2 1 2
1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1rank rang
1 2 1 2 1 2 1 2
1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 1 2 1 2 1 2

T
i jα β

− − − −

− − − −

+ +
− − − −

− − − −

⎡ ⎤− − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −= ⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

H . 

Liniile 3, 5, 7, ... pot fi eliminate deoarece sunt proporţionale cu linia 1. Se scrie: 

 

1 2 3 4

2 3 4 5

, 3 4 5 6

4 5 6 7

1 1 1 1 1

1 2 2 2 2

1 2 2 2 2
rank rang

1 2 2 2 2

1 2 2 2 2

T
i j

− − − −

− − − −

α+ β+ − − − −

− − − −

⎡ ⎤− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

H . 

Se multiplică linia a 2-a cu 1 2 3 42 , 2 , 2 , 2 ,...− − − −− −  şi se sumează respectiv la 
liniile 3, 4, 5, 6… . Se procedează apoi similar pe coloane. Se obţine: 
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1
1

,

1 1 1 3 7
1 1 1 0

1 2 0 0 0
1 2 0 0

1 0 0 0 0
rang rang rang 31 0 0 0

3 0 0 0 0
0 0 0 0

7 0 0 0 0

T
i jα β

−
−

+ +

⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

H . 

Rezultă , ,rang rang 3T T
i jα β α β+ += =H H  pentru 3, , 1,2,...i jα β= = = . Urmează 

că ordinul căutat este 3n α β= = = , acesta fiind totodată şi gradul McMillan.  

 b. Determinarea unei realizări minimale 
 Două soluţii imediate, [77], sunt următoarele:  
 Soluţia 1: se obţine mai întâi o realizare complet controlabilă (de exemplu 
(1.52), (1.53) sau (4.3) etc.) şi apoi se aplică procedura din demonstraţia teoremei 
1.18 (cu reţinerea numai a părţii de stare complet observabilă).  
 Soluţia 2: se obţine mai întâi o realizare complet observabilă (de exemplu 
(1.61), (1.62) sau (4.4) etc.) şi apoi se aplică procedura din demonstraţia teoremei 
1.16 (cu reţinerea numai a părţii de stare complet controlabilă). 
 Prezentarea soluţiei 1. Fie coloanele matricei 0 ( )G s  

 

1

1 1

( )
( ) ( )

1( ) , 1,
( )( ) ( )

( )

k

k k
c
k c

kpk pk

pk

a s
r s q s

g s k m
r sa s q s

r s

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= = =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

, (4.36) 

în care  

 1
, 1 ,0( ) ... , 1,k k

k

n nc
k n kkr s s s k mα α−

−= + + + = , (4.37) 

este c.m.m.m.c. al numitorilor din ( )c
kg s , şi 

 1 2
, 1 , 2 ,0( ) ... , 1, , 1,j j

j j

n n
i j i j n i j n i jq s s s i p j mβ β β− −

− −= + + + = = .(4.38) 

 0( )G s  poate fi realizată în următoarea formă canonică controlabilă, [77]: 
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1 ,0 1 ,1 1 , 1

,0 ,1 , 1,0 ,1 , 1

0 1 0 0

, ,0 0 1 0
1

k

k
k

k k k n

k k k

pk pk pk nk k k n

A b C
β β β

β β βα α α

−

−−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− − − ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

, (4.39) 

 
1 1

1

0 0

, , ,...,
0 0

m

m m

A b

A B C C C
A b

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎡ ⎤= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. (4.40) 

 Urmează ca din ( , , )A B C , complet controlabilă, să se separe partea de stare 
complet observabilă, conform cu demonstraţia Teoremei 1.18. 
 Fie rang dimn n A= < =O . Prin urmare se pot selecta din matricea O  

liniile liniar independente 1,..., nw w , cu ajutorul cărora se constituie matricea: 

 1 ,...,
TT T

nS w w⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦ . (4.41) 

 Se determină apoi matricea U  astfel încât: 

 nSU I= . (4.42) 

 În aceste condiţii realizarea minimală este dată de matricele: 

 , ,A SAU B SB C CU= = = . (4.43) 

 Exemplul 4.4 
 Să se determine o realizare minimală a matricei de transfer: 

 0
2

4 6 2 31( )
3 2 2 1

s s
G s

s s

⎡ ⎤+ +⎢ ⎥= ⎢ ⎥+ + − −⎣ ⎦
. 

 Conform cu (4.36) – (4.38) se obţin polinoamele 11( ) 4 6q s s= + , 

21 2q =− , 12( ) 2 3q s s= + , 22( ) 1q s =− , 2
1 2( ) ( ) 3 2c cr s r s s s= = + + . Apoi cu 

(4.39) şi (4.40) rezultă: 

 1 1 1
0 1 0 6 4

, , ,
2 3 1 2 0

A b C
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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 2 2 2
0 1 0 3 2

, ,
2 3 1 1 0

A b C
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, 

 

0 1 0 0 0 0
2 3 0 0 1 0 6 4 3 2

, ,
0 0 0 1 0 0 2 0 1 0
0 0 2 3 0 1

A B C

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎡ ⎤− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

 În aceste condiţii se obţine: 

 

6 4 3 2
2 0 1 0
8 6 4 3

0 2 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥= − − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

O . 

 CA  depinde liniar de C . Rezultă că şi 2 3,CA CA  depind liniar de C . Prin 

urmare, rang 2 dim 4n A= = < =O  şi, în conformitate cu (4.41) – (4.43), rezultă: 

 1

2

6 4 3 2 0 2 0 01,
2 0 1 0 4 6 0 08

Tw
S U

w
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

, 

 
3 1 4 2 1 01 , ,
1 3 0 0 0 12

A B C
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

Dimensiunea minimă 2 a acestei realizări este confirmată de faptul că polinomul 
polilor, 2( ) 3 2p s s s= + + , este de gradul 2 (identic cu gradul McMillan).  

 Prezentarea soluţiei 2. Fie liniile matricei 0( )G s  

 1
1

1

( ) ( ) 1( ) ( ).... ( ) , 1,
( ) ( ) ( )

k k ml
k k mk l

k k m k

a s a s
g s q s q s k p

r s r s r s

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎡ ⎤= = =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

, (4.44) 

în care 

 1
, 1 ,0( ) ... , 1,k k

k

n nl
k n kkr s s s k pα α−

−= + + + = , (4.45) 

este c.m.m.m.c. al numitorilor din ( )l
kg s , şi 
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 1 2
, 1 , 2 ,0( ) ... , 1, , 1,i i

i i

n n
i j i j n i j n i jq s s s i p j mβ β β− −

− −= + + + = = .(4.46) 

 0 ( )G s  poate fi realizată în următoarea formă canonică observabilă, [77]: 

 [ ]

,0
1,0 ,0

,1

1, 1 , 1
, 1

0 0
1 0

, , 0 0 1

0 1 k k
k

k
k k m

k
k k k

k n k m n
k n

A B c

α
β β

α

β β
α − −

−

⎡ ⎤− ⎡ ⎤⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎢ ⎥= = =⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦−⎢ ⎥⎣ ⎦

.(4.47) 

 
1 1 10 0

, , .
0 0p p p

A B c

A B C
A B c

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (4.48) 

 În continuare din ( , , )A B C , cu ( , )C A  complet observabilă, se separă partea 
de stare complet controlabilă, conform cu demonstraţia Teoremei 1.16. 
 Fie rang dimn n A= < =C . Se aleg din C  coloanele liniar independente 

1,..., nv v , cu ajutorul cărora se construiesc matricele U  şi S  după cum urmează: 

 1 2, ,..., nU v v v⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦ , (4.49) 

 nSU I= . (4.50) 

 În aceste circumstanţe realizarea minimală este constituită de matricele: 

 , ,A SAU B SB C CU= = = .  (4.51) 

 Exemplul 4.5 
 Pentru 0( )G s  de la Exemplul 4.4 să se determine o realizare minimală. 

 Conform cu (4.44) – (4.46): 11( ) 4 6q s s= + , 12( ) 2 3q s s= + , 21 2q =− , 

22( ) 1q s =− , 2
1 2( ) ( ) 3 2l lr s r s s s= = + + . Cu (4.47), (4.48) se obţine: 

 [ ]1 1 1
0 2 6 3

, , 0 1
1 3 4 2

A B c
⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, 

 [ ]2 2 2
0 2 2 1

, , 0 1
1 3 0 0

A B c
⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, 
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0 2 0 0 6 3
0 1 0 01 3 0 0 4 2

, , 0 0 0 10 0 0 2 2 1
0 0 1 3 0 0

A B C

⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, 

 

6 3 8 4
4 2 6 3
2 1 0 0

0 0 2 1

⎡ ⎤− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎢ ⎥= ⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎢ ⎥⎣ ⎦

C . 

 rang 2 dim 4n n A= = < = =C  şi conform cu (4.49) – (4.51) rezultă: 

 [ ]1 2
3 2 1 0 0 0 1 0

, ,
4 3 0 1 0 0 0 1

T

U v v S
⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, 

 
0 2 2 1 2 3

, ,
1 3 0 0 0 1

A B C
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

.  

4.3. Realizări echilibrate 

 Este posibil ca o realizare minimală ( , , )A B C  să nu fie, satisfăcător, de stare 
complet controlabilă şi / sau complet observabilă. Dacă A  este hurwitziană (v. 
III.1.2), calitatea acestor proprietăţi este reflectată şi de gramianii pe orizont infinit:  

 
0

TA T AM e B B e dτ τ τ
∞

∫ , (4.52) 

 
0

TA T AN e C C e dτ τ τ
∞

∫ , (4.53)  

obţinuţi din (1.6) şi (1.32) cu ftτ θ= − , ft =∞ . A  fiind hurwitziană (toate 

valorile ei proprii au partea reală strict negativă), M  şi N  există şi sunt finite.  

 Observaţia 4.3  
 Spaţiului stărilor este anizotrop după cum urmează:  

• pentru controlabilitate: în sistemul de axe definit de vectorii proprii 
ortonormaţi ai lui M , de hiperelipsoidul având semiaxele egale cu valorile 
proprii ale lui M ;  
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• pentru observabilitate: în sistemul de axe definit de vectorii proprii 
ortonormaţi ai lui N , de hiperelipsoidul având semiaxele egale cu valorile 
proprii ale lui N .  

 Interpretările energetice şi semnificaţiile calitative au fost prezentate la 
Observaţiile 1.4 şi respectiv 1.8.   
 În general, cele două anizotropii ale spaţiului stărilor pot fi foarte diferite 
deoarece cele două sisteme de axe şi, respectiv, cele două hiperelipsoide nu 
coincid. O astfel de situaţie poate fi depăşită utilizând următoarele rezultate.  

 Definiţia 4.2 
 O realizare minimală ( , , )A B C  asimptotic stabilă (cu A  hurwitziană, v. 
III.1.2) se numeşte echilibrată dacă gramianii de controlabilitate (4.52) şi de 
observabilitate (4.53) pe orizont infinit sunt egali şi diagonali.   

 Teorema 4.7  
 Pentru o realizare minimală ( , , )A B C  asimptotic stabilă există o realizarea 

echivalentă ( , , )A B C  echilibrată.  

 D. Fie transformarea 1,x S x x S x−= = , care conduce la realizarea 

echivalentă 1 1, ,A SAS B S B C C S− −= = = . Se va arăta că pentru acest sistem 
echivalent se pot obţine matricele diagonale egale:  

 1 1, ( )T TM S M S N S N S− −= = . (4.54) 

 M  este matrice simetrică şi pozitiv definită. Există matricea U , a vectorilor 

proprii ortonormaţi ai lui M  (cu 1TU U −= ), astfel încât d
TM U M U= , cu 

d 1diag{ ,..., }nM σ σ , în care 1 ... 0nσ σ≥ ≥ >  sunt valorile proprii. Folosind 

transformarea 1/ 2
d( )Q M U−=  (similară cu S  din (4.54)), din M  şi N  se obţin:  

 1/ 2 1/ 2
d d

ˆ T T
nM Q M Q M U M U M I− −= = = , (4.55) 

 1 1ˆ ( )TN Q N Q− −= . (4.56) 

 N̂  este matrice simetrică şi pozitiv definită. Există matricea V , a vectorilor 

proprii ortonormaţi ai lui N̂  (cu 1TV V −= ), astfel încât d
ˆ TN V N V= , cu 
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d 1diag{ ,..., }nN ζ ζ , în care 1 ... 0nζ ζ≥ ≥ >  sunt valorile proprii. Folosind acum 

transformarea 1/ 4
d( ) TR N V=  (similară cu S  din (4.54)), din M̂  şi N̂  (v. (4.55) şi 

(4.56)) se obţin:  

 1/ 4 1/ 4 1/ 2
d d d

ˆ T T
nM R M R N V I V N N= = = , (4.57) 

 1 1 1/ 4 1/ 4 1/ 2
d d d d

ˆ( )T T TN R N R N V V N V V N N− − − −= = = , (4.58) 

 1/ 2 1/ 2
1diag{ ,..., }nM N ζ ζ= = . (4.59) 

 În (4.57) – (4.59) valorile  

 1 1 1
1 2 ... nζ ζ ζ− − −≤ ≤ ≤  (4.60) 

sunt consumurile minime de energie de comandă pe direcţiile vectorilor proprii (v. 
Observaţia 1.3), pentru transferul din 0x=  pe hipersfera de rază 1, 1x = .  
 Transformarea căutată este  

 1/ 2 1/ 4
d d

TS Q R N U N V−= = .  (4.61) 

 Observaţia 4.4 
 Tripletul ( , , )A B C , cu A  matrice hurwitziană, este o realizare echivalentă 
echilibrată. Cu alte cuvinte, pentru sistemul minimal echivalent: 

 x A x Bu= + , (4.62) 

 y C x=  (4.63) 

anizotropia spaţiului stărilor este aceeaşi atât pentru controlabilitatea stării cât şi 
pentru observabilitatea stării. Revenind la cele afirmate în cadrul Observaţiei 4.3, se 
constată că sistemele de axe şi hiperelipsoidele asociate matricelor M  şi respectiv 
N  sunt identice.  

4.4. Realizări de ordin redus 

 Evident, şi în cazul realizării echivalente echilibrate ( , , )A B C  este posibil 
ca proprietăţile de controlabilitate şi de observabilitate, acum reflectate de 
gramianii egali şi diagonali (4.59), să nu fie calitativ satisfăcătoare. Şi anume în 
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sensul că doar primele ρ , 1 nρ≤ < , consumuri minime de energie (v. relaţiile 

(4.59), (4.60)), sunt sub un anumit consum admisibil admis 0E > . Se scrie:  

 1 1 1
admis1 2 ... Eρζ ζ ζ− − −≤ ≤ ≤ ≤ . (4.64) 

 Ca urmare, gramianii (4.59) pot fi partiţionaţi astfel: 

 1/ 2 1/ 21/ 2 1/ 2
1 1diag{ ,..., , ,..., }nM N ρ ρζ ζ ζ ζ+= = . (4.65) 

 În mod similar, transformarea (4.61) se exprimă prin: 

 
11 1 2

11
2 1 2 2

, dim
S S

S SS S ρ
⎡ ⎤
⎢ ⎥= =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. (4.66) 

 Cu aceasta sistemul echilibrat (4.62), (4.63) se scrie sub forma: 

 
111 1 2

22 1 2 2

BA A
x x u

BA A

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

, (4.67) 

 1 2y C C x⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦ . (4.68) 

 Conform cu (4.64) rezultă că numai subsistemul 11 1 1( , , )A B C  participă 

semnificativ la transferul intrare – stare – ieşire. Subsistemul 22 2 2( , , )A B C  fiind 

„mai greu” controlabil şi observabil, poate fi neglijat. 11 1 1( , , )A B C  este o 

realizare de ordin redus a matricei strict proprii 0 ( )G s . Se utilizează aproximarea: 

 00 1
1 11 11( ) ( ) ( )G s G s C I s A B−

ρ≅ = − , (4.69) 

dar numai dacă 00
1( ) ( )G s G s ε− ≤ , cu un 0ε>  dat, acceptabil de mic. 

 Similar, cvadruplul 11 1 1( , , , ( ))A B C D ⋅  (v. relaţia (I.4.7)) este o realizare 

de ordin redus a matricei de transfer ( )G s  şi se scrie: 

 00 1
1 11 11( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )G s G s D s G s G s D s C I s A B D s−

ρ= + ≅ = + = − + .(4.70) 



Ca pi to lu l  III 
STABILITATEA ŞI STABILIZAREA  

SISTEMELOR DINAMICE LINIARE 

 Stabilitatea este cea mai importantă proprietate a sistemelor dinamice, fiind 
adesea, în mod implicit, una din condiţiile lor de existenţă şi funcţionalitate. Este 
de domeniul evidenţei că un sistem tehnic instabil nu poate realiza scopul pentru 
care a fost proiectat. Prin urmare, un sistem proiectat în conformitate cu anumite 
prescripţii tehnologice trebuie să fie analizat şi sub aspectul stabilităţii înainte de a 
fi realizat fizic şi / sau utilizat. Dacă proprietatea de stabilitate este asigurată, atunci 
este posibil să se înzestreze sistemul considerat şi cu alte proprietăţi cum ar fi: 
optimalitatea, fiabilitatea etc. În cazul în care cerinţele de bază privind stabilitatea 
nu sunt satisfăcute, este necesară modificarea procedurii de proiectare, respectiv a 
parametrilor şi / sau structurii sistemului pentru a îndeplini cu prioritate cerinţele de 
stabilitate. În aceste circumstanţe, practica actuală a proiectării sistemelor dinamice 
se bazează pe analize teoretice aprofundate şi pe verificări adecvate prin simulare, 
ca etape premergătoare indispensabile şi ca premise de realizare şi a altor 
proprietăţi, în plus faţă de aceea de stabilitate. 

1. Stabilitatea internă 

1.1. Definiţii 
 Fenomenologic şi conceptual, stabilitatea internă a unui sistem dinamic este 
direct legată de echilibrul intern al sistemului (substanţial şi energetic). Acest 
echilibru se caracterizează prin aceea că vitezele tuturor mărimilor sunt nule.  

 Definiţia 1.1 
 Starea x x=  = constant, soluţie a ecuaţiei intrare – stare x A x Bu= +  (v. 

ecuaţia (II.1.1)), se numeşte stare (punct) de echilibru ( 0x x= = ) dacă 

 0A x Bu+ = .  (1.1) 
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 Noţiunile de stare de echilibru şi de punct de echilibru sunt echivalente şi 
vor fi utilizate în funcţie de context. 
 Pentru 0u=  din (II.1.1) se obţine ecuaţia omogenă a stării: 

 , , nx A x t x+= ∈ ∈ , (1.2) 

a cărei stare de echilibru este 0x = .  

 Observaţia 1.1 
 Pentru orice altă stare de echilibru 0x ≠ , care se obţine din (1.1) în cazurile 

constant 0u= ≠  şi / sau det 0A= , se aplică schimbarea de variabilă z x x= − . 
Conform cu (1.1), din (II.1.1) se obţine ecuaţia z A z=  a cărei stare de echilibru 
este 0z= . Urmează că analiza stabilităţii interne a sistemului (II.1.1) se poate 
baza, fără reducerea generalităţii, pe ecuaţia (1.2) şi pe studiul soluţiei banale 
(stării de echilibru) 0x=  la care este reductibilă orice altă stare de echilibru.   

 Observaţia 1.2 
 Pornind de la considerente intuitive, se spune că starea de echilibru, 
respectiv soluţia banală 0x= , a sistemului (1.2) este stabilă dacă după ce a fost 
perturbată prin alocarea stării iniţiale 0(0)x x= , plasată arbitrar într-o vecinătate a 
lui 0x= , starea ( ), 0x t t ≥  rămâne în orice vecinătate, suficient de mică, a lui 

0x= . Rezultă că stabilitatea stării de echilibru este o problemă de continuitate a 
soluţiei ecuaţiei (1.2) în raport cu condiţia iniţială (0)x .  
 Se disting următoarele patru noţiuni de stabilitate internă, utilizabile pentru 
caracterizarea sistemelor dinamice (atât liniare cât şi neliniare).  

 Definiţia 1.2 
 A. Starea de echilibru 0x=  se numeşte stabilă dacă pentru orice 0ε>  
există 0δ>  astfel încât 0x δ<  implică ( ) , 0x t tε< ≥ .  

 B. Starea de echilibru 0x=  se numeşte global stabilă (se spune că sistemul 
este stabil) dacă este stabilă pentru orice 0

nx ∈ .   

 Definiţia 1.3 
 A. Starea de echilibru 0x=  se numeşte asimptotic stabilă dacă aceasta este 
stabilă şi lim ( ) 0t x t→∞ = .  
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 B. Starea de echilibru 0x=  se numeşte global asimptotic stabilă (se spune 
că sistemul este asimptotic stabil) dacă este asimptotic stabilă pentru orice 

0
nx ∈ .   

 Definiţia 1.4 
 A. Starea de echilibru 0x=  se numeşte instabilă dacă nu este stabilă.  
 B. Starea de echilibru 0x=  se numeşte global instabilă (se spune că sistemul 
este instabil) dacă este instabilă pentru orice 0

nx ∈ .   
 Un rezultat imediat este acela că, în fiecare caz, globalitatea implică, în mod 
necesar, unicitatea stării de echilibru 0x= , ceea ce, conform ecuaţiei (1.1) cu 

0u= , este echivalent cu det 0A≠ .  
 Având în vedere soluţia Cauchy a ecuaţiei (1.2):  

 0( ) , 0A tx t e x t= ≥ , (1.3) 

în care 0(0)x x=  este starea iniţială a sistemului, se trag următoarele concluzii:  
(a) Stabilitatea asimptotică a soluţiei unice 0x=  este echivalentă cu stabilitatea 

asimptotică a sistemului.  
(b) Instabilitatea soluţiei unice 0x=  este echivalentă cu instabilitatea 

sistemului. 
 Din Definiţiile 1.2 şi 1.3 rezultă că stabilitatea asimptotică implică stabilitatea. 
Implicaţia inversă nu este adevărată. Acest fapt prilejuieşte următoarea nuanţare. 

 Definiţia 1.5 
 Starea de echilibru 0x=  a unui sistem dinamic se numeşte neutral stabilă 
dacă ea este stabilă, dar nu este asimptotic stabilă.  
 În cazul 2n=  sistemul evoluează în planul stărilor, fiind posibilă o 
interpretare geometrică simplă a Definiţiilor 1.2 – 1.4. Evoluţia pentru 0t ≥  are 
loc din cauza perturbării stării de echilibru 0x=  (în care se afla sistemul până în 

0t = ) prin alocarea, la 0t = , a stării iniţiale 0x . Inegalităţile x δ<  şi x ε<  
(în norma euclideană, v. Anexa A) au ca imagini discuri mărginite de cercurile 

,C Cε δ , cu centrul în origine şi de raze ε  şi respectiv δ .  

 Dacă 0x=  este o stare de echilibru stabilă, atunci oricare ar fi cercul Cε , 
există în interiorul său un cerc Cδ , astfel încât orice traiectorie care porneşte din 

interiorul lui Cδ  rămâne în interiorul lui Cε  – fig. III.1.1.a.  
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 Dacă 0x=  este o stare de echilibru asimptotic stabilă, atunci orice 
traiectorie care porneşte din interiorul lui Cδ  rămâne în Cε  şi în plus ea converge, 

în timp, către origine – fig. III.1.1.b.  
 O comportare contrară aceleia din fig. III.1.1.a., respectiv există un Cε  astfel 

încât pentru orice Cδ  există o traiectorie care porneşte din interiorul lui Cδ  şi iese 

din interiorul lui Cε , arată că starea de echilibru 0x=  este instabilă – fig. III.1.1.c. 
 O examinarea comparativă a definiţiilor 1.2 – 1.5 conduce la constatarea că 
situaţia cea mai avantajoasă (calitativ şi practic) este starea de echilibru global 
asimptotic stabilă. 

 

Fig. III.1.1. Definiţiile 1.2 – 1.4, imagini geometrice; P – perturbarea stării de echilibru 
0x = , la 0t= , prin alocarea stării iniţiale 0x ; starea de echilibru este: a – stabilă 

(neutral), b – asimptotic stabilă, c – instabilă. 

1.2. Caracterizări 
 Teorema 1.1 
 Starea de echilibru 0x=  a sistemului (1.2) (respectiv (I.2.1), (I.2.2)) este 
stabilă dacă şi numai dacă toate valorile proprii ale matricei A  au partea reală 
nepozitivă şi cele cu partea reală nulă sunt de multiplicitate geometrică egală cu 
multiplicitatea algebrică; în acest ultim caz 0x=  este neutral stabilă.  
 D. Din (1.3) şi (I.2.54), trecând la norme, rezultă: 

 01 1 1 1( ) , 0
( )!

i i j i
k lr p k kt

i j k l
tx t e x t
k l

λα
−

= = = =≤ ≥
−∑ ∑ ∑ ∑ , (1.4) 

în care s-a făcut uz de majorarea: 

P

x(t) 

0

c 

x2 

x0 x1 

Cε 

Cδ 

x2 

P 

Cε 

x(t) 

0

a 

x1 
x0 

Cδ 

P

x(t)

0
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x2 

x1 
x0 

Cε 
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 , 1, , 1, , 1, , 1,k l
i j i j i i jv w i r i p k k l kα≤ = = = = . 

 Este evident că pentru orice 0ε>  există ( ) 0δ ε >  astfel încât: 

 ( ) , 0x t tε< ≥ , pentru orice 0 ( )x δ ε< , (1.5) 

dacă şi numai dacă Re 0, 1,i i rλ ≤ = , iar pentru acei i  pentru care Re 0iλ = , au 

loc 1, 1,i j ik j p= = . Aceasta, în conformitate cu 1
ip

i j ij k q= =∑ , este echivalentă 

cu i ip q= . În acest ultim caz lim ( ) 0t x t→∞ ≠ , ceea ce înseamnă că 0x=  este 

neutral stabilă.  

 Teorema 1.2 
 Sistemul (1.2) (respectiv (I.2.1), (I.2.2)) este asimptotic stabil dacă şi numai 
dacă toate valorile proprii ale matricei A  au partea reală strict negativă.  
 D. Din (1.4) rezultă: lim ( ) 0t x t→∞ =  dacă şi numai dacă valorile proprii 

ale matricei A  satisfac condiţia: { ; Re 0}, 1,i s s i rλ −∈ ∈ < = . În plus, 
det 0A≠ , ceea ce dovedeşte că starea de echilibru 0x=  este unică şi, ca urmare, 
ea este global asimptotic stabilă.  

 Teorema 1.3 
 Starea de echilibru 0x=  a sistemului (1.2) (respectiv (I.2.1), (I.2.2)) este 
instabilă dacă şi numai dacă cel puţin o valoare proprie a matricei A  are partea 
reală nenegativă şi în cazul că este nulă multiplicitatea ei geometrică este mai mică 
decât cea algebrică (există o submatricea canonică Jordan este de ordin 2≥ ).  
 D. Această teoremă se obţine prin negarea Teoremei 1.1.  
 Relativ la Teorema 1.3 trebuie remarcat faptul că globalitatea instabilităţii 
este asigurata numai în cazul în care matricea A  nu are valori proprii în 0s= , 
respectiv pentru det 0A≠ . Acest fapt este echivalent cu unicitatea stării de 
echilibru 0x= . 

 Observaţia 1.3 
 Matricea A  cu valorile proprii , 1,i i rλ −∈ = , respectiv polinomul 
caracteristic ( ) det ( )nd s I s A= −  se numesc hurwitziene. Sistemul (I.2.1), (I.2.2) 
este asimptotic stabil dacă şi numai dacă A , respectiv ( )d s  sunt hurwitziene. De 
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Exemplul 1.1

Se consideră sistemul (1.2) cu:

a b b b

A b c a b c b c

c c a c

 
 
       
    

.

Să se analizeze stabilitatea sistemului în funcţie de valorile parametrilor
, ,a b c .

Polinomul caracteristic al matricei A are forma:

3( ) ( )d s s a  .

Matricea A are valoarea proprie 1 a  , de multiplicitate algebrică 1 3q  .

Pentru 0a sistemul este asimptotic stabil, în timp ce pentru 0a acesta
este instabil (starea de echilibru 0x este unică).

Pentru 0a starea de echilibru 0x  nu este unică deoarece det 0A .
Pentru a evalua multiplicitatea geometrică se utilizează (I.2.38) şi se obţine:

1 3 1

0

3 rang( ) 3 rang

1, 0, 0,
3 rang 3 rang 2, 0, 0,

3, 0.

a

b b b

p I A b c b c b c

c c c

b b b cb b
b c b c b c c b

c c b cc c


 

  
 
            
    

                                    

Rezultă că pentru ,b c nenuli sau nesimultan nuli, starea 0x este instabilă
în timp ce pentru 0b c  , starea 0x este neutral stabilă. Pentru confirmarea
acestor ultime rezultate se utilizează (1.3) cu (I.2.54) pentru 0a  şi 1 1, 2, 3p  .

Pentru 1 11, 3, 1r q p   , şi implicit 11 3k  , starea de echilibru 0x

este instabilă deoarece din soluţia:

1 1 1 2 2 2 1 3 2 3 3 32
011 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11( ) ( / 2 )x t v w t v w v w t v w t v w v w x     
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se obţine lim ( )t x t  .

Pentru 1 2p  , şi (de exemplu) 11 1k  şi 12 2k  , rezultă soluţia:

1 1 1 1 1 2 2 2
011 11 12 12 12 12 12 12( ) ( )x t v w v w t v w v w x    .

Şi în această situaţie sistemul este instabil deoarece lim ( )t x t  .

În schimb, pentru 1 3p  şi, implicit, 11 12 13 1k k k   se obţine:

1 1 1 1 1 1
011 11 12 12 13 13( ) ( )x t v w v w v w x    constant 0 .

În acest caz starea de echilibru 0x (neunică) este neutral stabilă. 

1.3. Structura spaţiului stărilor

Consistent cu Definiţia 1.3, se poate afirma că starea iniţială 0x este

„asimptotic stabilă” (adică evoluţia stării sistemului (1.2) are loc spre starea de

echilibru 0x asimptotic stabilă) dacă şi numai dacă (1.3) satisface condiţia:

0lim ( ) lim 0At
t tx t e x   . (1.6)

Pentru a evalua toate condiţiile iniţiale „asimptotic stabile” ale sistemului (1.2)

se separă în polinomul caracteristic ( )d s al matricei A două polinoame: ( )d s şi

( )d s ale căror zerouri sunt situate în  şi respectiv \    . Este evident

că polinomul caracteristic se poate factoriza după cum urmează:

( ) ( ) ( )d s d s d s  . (1.7)

Polinoamele ( )d s , ( )d s sunt relativ prime. Acest lucru este echivalent (v.

Anexa B.3) cu existenţa polinoamelor 1( )c s şi 2( )c s astfel încât:

1 2( ) ( ) ( ) ( ) 1c s d s c s d s   . (1.8)

Înlocuind în (1.8) formal s cu A şi înmulţind la dreapta cu nx se obţine:

1 2( ) ( ) ( ) ( ) , nc A d A x c A d A x x x    . (1.9)

Dar conform teoremei Cayley – Hamilton (v. I.2.2.b) se poate scrie:
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 ( ) ( ) ( ) 0d A d A d A+ −= = . 

Din aceasta rezultă că pentru: 

 1Im[ ( ) ( )]x c A d A+∈ , (1.10) 

în care Im M  este imaginea matricei M , se obţine: 

 ( ) 0d A x− = . (1.11) 

 Din (1.10) (care arată că x  aparţine nucleului Ker ( )d A− ) şi (1.11) rezultă: 

 1Im[ ( ) ( )] Ker ( )c A d A d A+ −⊂ . (1.12) 

 Pe de altă parte, pentru ( ) 0d A x− =  folosind relaţia (1.9) se obţine 

1( ) ( )c A d A x x+ = , adică: 

 1Ker ( ) Im[ ( ) ( )]d A c A d A− +⊂ . (1.13) 

 Cu (1.12) şi (1.13) s-a demonstrat de fapt că: 

 1Ker ( ) Im[ ( ) ( )]d A c A d A− += . (1.14) 

 În mod similar se poate demonstra că: 

 2Ker ( ) Im[ ( ) ( )]d A c A d A+ −= . (1.15) 

 Prin urmare, folosind (1.9), (1.14) şi (1.15), spaţiul stărilor n  se poate 
exprima ca o sumă directă de subspaţii: 

 ( ) ( )n A A− += ⊕X X . (1.16) 

În această sumă se disting subspaţiile: 

 ( ) Ker ( )A d A− −=X , (1.17) 

numit subspaţiul condiţiilor iniţiale „asimptotic stabile”, şi 

 ( ) Ker ( )A d A+ +=X , (1.18) 

numit subspaţiul condiţiilor iniţiale „neutral stabile sau instabile”. 
 Evident că sistemul (1.3) este asimptotic stabil dacă şi numai dacă  
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 ( ) nA− =X . 

 Este relativ uşor de arătat că bazele de vectori ale subspaţiilor −X  şi +X  
sunt constituite din vectorii proprii asociaţi valorilor proprii care sunt zerourile 
polinoamelor ( )d s−  şi respectiv ( )d s+  (v. relaţia (1.7)), de grade n−  şi n+  cu 

n n n− ++ = . Într-adevăr, dacă 1 ,..., nv v −
− −  şi 1 ,..., nv v +

+ +  sunt cele două categorii 

de vectori, asociate valorilor proprii simple 1 ,..., nλ λ −
− −

−∈  şi respectiv 

1 ,..., nλ λ +
+ +

+∈ , atunci au loc relaţiile: 

 1 1( ) ( ), ( ) ( )n n
i ii id s s d s sλ λ

− +
− − + +

= == − = −∏ ∏ , 

 1 1( ) ( ), ( ) ( )n n
i n i ni id A A I d A A Iλ λ

− +
− − + +

= == − = −∏ ∏ , 

 ( ) 0, 1, , ( ) 0, 1,i n i i n iA I v i n A I v i nλ λ− − − + + +− = = − = = . 

 În aceste circumstanţe pentru (1.17) şi (1.18) rezultă: 

 1( ) { ,..., }nA v v −
− − −=X ,  1( ) { ,..., }nA v v +

+ + +=X , (1.19) 

în care s-a folosit convenţia reprezentării subspaţiilor prin bazele lor de vectori. 
 Înlocuind acum (I.2.35) în (1.3), soluţia sistemului (1.2) se scrie sub forma: 

 0 01 1( ) ,i i
n nt t

i i i ii ix t v w e x v w e x tλ λ
− +− +− − + +

+= == + ∈∑ ∑ , (1.20) 

în care , 1,iv i n− −= , şi , 1,iv i n+ += , constituie coloanele matricei modale V , iar 

, 1,iw i n− −= , şi , 1,iw i n+ += , sunt liniile corespunzătoare ale inversei matricei 

modale 1W V−= . 
 Evident că pentru 0 ( )x A−∈X  din (1.19) şi (1.20) se obţine: 

 01( ) ,i
n t

i iix t v w e x tλ
− −− −

+== ∈∑ , (1.21) 

deoarece 0 0, 1,iw x i n+ += = . Soluţia (1.21) satisface (1.6). 

 Dacă 0 ( )x A+∈X  din (1.19) şi (1.20) rezultă: 
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 01( ) ,i
n t

i iix t v w e x tλ
+ ++ +

+== ∈∑ , (1.22) 

deoarece 0 0, 1,iw x i n− −= = . Soluţia (1.22) nu satisface (1.6). 

 În mod similar se poate arăta că rezultatele (1.19) – (1.22) rămân valabile 
mutatis mutandis şi în cazul valorilor proprii multiple. 

 Exemplul 1.2 
 Se consideră sistemul (1.2) cu matricea A  de la Exemplul I.2.2. 
 Să se determine subspaţiile ( )A+X  şi ( )A−X . 
 Se ţine seama de rezultatele obţinute, pentru aceeaşi matrice, la Exemplul 
I.2.4. Folosind vectorii proprii ai matricei A  (coloanele matricei modale V ), se pot 
scrie relaţiile: 

 { } [ ] [ ]{ }1 2
11 11( ) , 1 2 2 , 0 1 2T TA v v+ = = − −X  pentru 1 13, 2qλ = = ; 

 { } [ ]{ }1
21( ) 2 2 1 TA v− = = −X  pentru 2 23, 1qλ =− = , 

 1 1 1 2 2 1 13 3 3
0 0 0 011 11 11 11 11 21 21( ) ( )A t t t tx t e x v w e x t v v w e x v w e x−= = + + + . 

În ultima relaţie s-au folosit liniile matricei 1W V−= : 

 [ ] [ ] [ ]1 2 1
11 11 21

1 1 15 4 2 , 6 3 6 , 2 2 1
9 9 9

w w w= − = − = − . 

 Pentru 1
0 21 ( ),x v Aα α−= ∈ ∈X , se obţine: 

 1 3
21( ) , lim ( ) 0t

tx t v e x tα −
→∞= = , 

deoarece 1 1 1 2 2 1
0 011 11 21 11 11 210, 0w x w v w x w vα α= = = = .  

 Pentru 1 2
0 1 2 1 211 11( ) ( ), ,x v v Aα α α α+= + ∈ ∈X , se obţine: 

 1 1 23 3
1 211 11 11( ) ( ) , lim ( )t t

tx t v e t v v e x tα α →∞= + + =+∞ , 

deoarece 1 1 1 1 2
0 1 221 21 11 21 11 0w x w v w vα α= + = .  
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1.4. Ecuaţia Liapunov 
 Un rezultat foarte util în continuare este următorul v. Teoremele 4.7 şi 4.13). 

 Teorema 1.4 
 Sistemul (I.2.1), (I.2.2) este asimptotic stabil dacă şi numai dacă ecuaţia 
Liapunov: 

 T TA P PA Q Q+ =− , (1.23) 

are o soluţie P , matrice reală, simetrică şi pozitiv definită pentru orice Q  astfel 
ales încât perechea ( , )Q A  este complet observabilă.  
 D. Suficienţa. Ecuaţia (1.23) admite o soluţie P , reală, simetrică şi pozitiv 
definită (v. Anexa C). Se consideră funcţia Liapunov (v. metoda directă Liapunov, 
subcapitolul V.3) asociată oricărei soluţii a sistemului (1.2): 

 ( ) ( ) ( )TV t x t Px t= . (1.24) 

 Derivata acestei funcţii în raport cu t , ţinând seama de (1.2) şi (1.23), este: 

 2( ) ( ) ( ) ( )T TV t x t Q Q x t Qx t=− =− . (1.25) 

 Înlocuind (1.3) în (1.25), cu 0 0t = , rezultă: 

 
2

0( ) 0, 0AtV t Qe x t=− < ≥ , (1.26) 

deoarece perechea ( , )Q A  este complet observabilă. 
 Integrând (1.25) pe intervalul [0, ]T , ţinând seama de (1.26), rezultă: 

 2

0
( ) (0) ( ) 0

T
V T V Q x t dt− =− ≤∫ . (1.27) 

 Întrucât ( )V t  (relaţia (1.24)) este pozitiv definită rezultă că ( ) 0V t ≥  pentru 
0T ≥ , ceea ce, din (1.27), conduce la: 

 2
000

0 ( ) (0) , 0
T TQ x t dt V x P x T≤ ≤ = ≥∫ . (1.28) 

 Dar din (1.25), (1.26) rezultă că există un 0μ>  (cea mai mică valoare 

proprie a matricei pozitiv definite TQ Q ) astfel încât 2 2T Tx Q Q x Q x xμ= ≥ .  
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 În aceste condiţii din (1.28) rezultă: 

 
22

00
( )

T
x t dt P xμ ≤ <+∞∫ , 

ceea ce implică: 

 2

0
( ) , lim ( ) 0T T

x t dt x t dt
∞ ∞

→∞<+∞ =∫ ∫ . 

 Întrucât soluţia (1.3) este continuă în t , din a doua relaţie de mai sus rezultă 
(1.6), ceea ce înseamnă că sistemul (I.2.1), (I.2.2) este asimptotic stabil. 
 Necesitatea. A  este hurwitziană şi trebuie să se arate că ecuaţia (1.23), 
pentru orice Q , cu ( , )Q A  complet observabilă, are o soluţie P , reală simetrică şi 
pozitiv definită. 
 Se consideră ecuaţia diferenţială matriceală: 

 , (0)T TS A S S A S Q Q= + = . (1.29) 

 Este uşor de arătat că soluţia acestei ecuaţii este: 

 ( ) TA t T A tS t e Q Qe= . (1.30) 

 Se va arăta că 

 
0 0

( ) TA T AP S d e Q Qe dθ θθ θ θ
∞ ∞

=∫ ∫  (1.31) 

este soluţia ecuaţiei (1.23). Într-adevăr, întrucât A  este hurwitziană, matricea 
(1.31) este bine definită. Integrând (1.29) pe intervalul [0, ]∞ , ţinând seama de 
(1.30), (1.31) se obţine (1.23). Soluţia (1.31) este reală şi simetrică prin definiţie. 
Perechea ( , )Q A  fiind complet observabilă, în conformitate cu Teorema 1.5 de la 
II.1.1.b rezultă că P  este nesingulară. În plus, înlocuind (1.31) în (1.24) se obţine: 

 
2

0 0
0TT T A T A AV x P x x e Q Qe x d Qe x dθ θ θθ θ

∞ ∞
= = = >∫ ∫ . 

 Aceasta dovedeşte că P  este pozitiv definită.   



2. Stabilitatea externă 
 S-a arătat că în relaţia (I.3.12) componenta de regim permanent, ( )Py t , 
constituie, de regulă, raţiunea de a fi a sistemului (I.2.1), (I.2.2). Totodată, ( )Ty t  – 
componenta de regim tranzitoriu, deşi indezirabilă, este inerentă şi ca atare 
inevitabilă. În această situaţie şi întrucât ( )Py t  şi ( )Ty t  coexistă cronologic, este 

de dorit ca ( )u t <+∞  să implice ( )Py t <+∞ , t ∈ , simultan cu 

 lim ( ) 0t Ty t→∞ =  (2.1) 

astfel ca, de la un anumit moment 0st > , finit şi nu excesiv de mare, să aibă loc 

 ( ) ( ),P sy t y t t t≈ ≥ . (2.2) 

 Din raţiuni practice, st  – numit şi durata componentei de regim tranzitoriu – 

se defineşte, convenţional, prin inegalitatea ( )Ty t ε≤  pentru st t≥ , cu o normă 

adecvat aleasă; 0ε>  are semnificaţia de eroare care justifică aproximaţia (2.2). 
 Având în vedere expresia (I.3.13) a componentei de regim tranzitoriu rezultă 
că prin condiţia (2.1) se poate stabili o legătură simplă cu stabilitatea asimptotică a 
sistemului (I.2.1), (I.2.2). În acelaşi timp, condiţiile de mărginire ( )u t <+∞ , 

( ) ,y t t<+∞ ∈ , se referă fără echivoc la transferul intrare – ieşire. Aceasta 

situează discuţia într-un context simptomatologic diferit de cel evidenţiat în 
subcapitolul 1, dar având conexiuni, sub aspect structural, cu stabilitatea 
asimptotică. În mod specific este vorba de conceptul de stabilitate BIBO (bounded 
input – bounded output), utilizat încă de timpuriu în teoria sistemelor automate, 
care se bazează pe condiţiile de mărginire menţionate mai sus. 
 Din analiza transferului decuplat (v. (I.3.21), (I.3.22) pentru λ∉ P ), şi din 

analiza transferului „rezonant” (v. (I.3.30), (I.3.27) cu (I.3.11), (I.3.31) şi kλ ∈P ) 
se trage concluzia că sistemul (I.2.1), (I.2.2) este BIBO stabil dacă şi numai dacă 
mulţimea polilor, P , satisface condiţia: 

 −⊂P . (2.3) 

 Această concluzie rămâne valabilă şi în cazul valorilor proprii multiple în 
care, în afara aspectului multiplicităţii polilor, nu apar situaţii semnificativ noi. 
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 Este evident că dacă (2.3) nu are loc, atunci nu au loc nici (2.1), (2.2). Prin 
urmare, 0( ) ( )tu t e u tλ σ=  şi ,Re 0λ λP∈ ≥  implică ( )Py t →∞ . Pentru Re 0λ= , 

λ P∈  în sistem se produc fenomene de rezonanţă propriu-zise. În aceste situaţii 
sistemul este BIBO instabil. 

2.1. BIBO stabilitatea  
 În cele ce urmează se are în vedere transferul exprimat prin (I.3.10) sau 
(I.4.1) al sistemului (I.2.1), (I.2.2). 

 Definiţia 2.1 
 A. Sistemul dinamic (I.2.1), (I.2.2) se numeşte BIBO stabil dacă pentru orice 
mărime de intrare mărginită şi (0) 0x = , mărimea de ieşire este mărginită. 
 B. În caz contrar sistemul se numeşte BIBO instabil.  

 Teorema 2.1 
 Sistemul (I.2.1), (I.2.2), reprezentat prin matricea de răspuns la impulsul 
Dirac, ( )g t , este BIBO stabil dacă şi numai dacă: 

 
0

( )g t dt
∞

<+∞∫ . (2.4) 

 D. Suficienţa. Pentru (2.4) şi ( ) , 0u t M t≤ ≥ , cu 0M> , din (I.3.10) rezultă: 

 
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t t

y t g t u d M g d M g dθ θ θ θ θ θ θ
∞

≤ − ≤ ≤ <+∞∫ ∫ ∫ . 

Aceasta denotă că sistemul este BIBO stabil. 

 Necesitatea. Se foloseşte norma matriceală: 1( ) max ( )m
j i jig t g t== ∑ , în 

care ( ), 1, , 1,i jg t i m j p= = , sunt elementele matricei de răspuns la impuls, 

( )g t . Se presupune că deşi sistemul este BIBO stabil, condiţia (2.4) nu este 

satisfăcută. Aceasta înseamnă că pentru orice 0k>  există un kt  astfel încât: 

 10 0
( ) max ( )k kt t m

j i jig t dt g t dt kmp== >∑∫ ∫ . 

 Urmează că cel puţin pentru un element ( )i jg t  al lui ( )g t  are loc: 
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0

( ) constantkt
i jg t dt k> =∫ . (2.5) 

 Se alege acum ( ) ( ) sgn ( )m j i j ku t I g t t= − , în care ( )m jI  este coloana j  a 

matricei mI . Din (I.3.10), cu (2.5), pentru componenta i  a lui ( )y t , se obţine: 

 
0 0

( ) ( )sgn ( ) ( )k kt t
i k i j k i j k i jy t g t g t d g t dt kθ θ θ= − − = >∫ ∫ . 

Aceasta înseamnă că sistemul nu este BIBO stabil, contrar ipotezei.  

 Teorema 2.2 
 Sistemul (I.2.1), (I.2.2) este BIBO stabil dacă şi numai dacă toţi polii 
matricei sale de transfer au partea reală strict negativă, respectiv polinomul polilor 
matricei de transfer este hurwitzian. 
 D. Conform cu (I.4.8), pentru 0( ) ( )u t u tδ=  şi 0( )U s u=  ( 0u  cu elemente 

nenule şi 0, 0α β= =  în (I.4.8)), matricea de răspuns la impulsul Dirac este 

 1 1
1( ) ( ) ( ) ( )

( )!
i i ij p t

i ji j
i

g t K t e t D t
j

ν ν ν σ δ
ν

−
= =

⋅= +
−∑ ∑ , (2.6) 

 ( )
1

1
1 ( ) , 1, , 1,

( 1)!
i

i

j

i j i ij s p

dK s p G s i j
j ds

ν ν ν
−

− =

⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤⎪ ⎪= − = =⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦− ⎪ ⎪⎩ ⎭
, (2.7) 

în care , 1,ip i ν= , sunt polii matricei de transfer ( ) { ( )}G s g t=L  având 

multiplicităţile , 1,i iν ν=  (v. Teoremele I.4.2, I.4.5, şi II.1.21). 
 În aceste circumstanţe este evident că (2.4) este satisfăcută dacă şi numai 
dacă , 1,ip i ν−∈ = , respectiv polinomul polilor este hurwitzian.  

 Conform Teoremei 2.2, analiza BIBO stabilităţii se reduce la studiul 
localizării în planul complex a rădăcinilor polinomului ( )p s  al polilor matricei de 
transfer ( )G s . În acest scop se utilizează metode polinomiale (v. subcapitolul 3). 
 Se poate formula un rezultat asemănător cu Teorema 2.1, dar referitor la 
matricea de răspuns indicial (I.3.8). 

 Teorema 2.3 
 Sistemul (I.2.1), (I.2.2) este BIBO stabil dacă şi numai dacă lim ( )t h t→∞  
există şi este finită.  
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 D. Se are în vedere (I.3.8) în care se trece la limită pentru t →+∞ , ţinând 
seama şi de (2.4).  

2.2. Relaţii cu stabilitatea asimptotică 
 Teorema 2.2 oferă o primă indicaţie privind relaţia dintre BIBO stabilitatea 
şi stabilitatea asimptotică. 

 Teorema 2.4 
 Dacă sistemul (I.2.1), (I.2.2) este asimptotic stabil atunci el este BIBO stabil.  
 D. De la Teorema 1.2 se ştie că stabilitatea asimptotică este echivalentă cu 

localizarea valorilor proprii ale sistemului în − . Mulţimea polilor este inclusă în 
mulţimea valorilor proprii (v. relaţia (I.3.35)). Rezultă că, în conformitate cu 
ipoteza teoremei, polii sistemului sunt localizaţi în − . Aceasta, în virtutea 
Teoremei 2.2, implică BIBO stabilitatea.  
 Din demonstraţia Teoremei 2.2 rezultă că BIBO stabilitatea nu implică 
stabilitatea asimptotică deoarece , in general, mulţimea polilor nu coincide cu 
mulţimea valorilor proprii. Legat de acest fapt se reaminteşte şi descompunerea 
canonică Kalman de la II.1.2.c. Toate acestea conduc la următoarele afirmaţii. 

 Teorema 2.5 
 Dacă sistemul (I.2.1), (I.2.2) este de stare complet controlabilă şi complet 
observabilă şi BIBO stabil, atunci el este asimptotic stabil.  

 Teorema 2.6 
 Dacă sistemul (I.2.1), (I.2.2) este BIBO stabil, atunci partea sa de stare 
complet controlabilă şi complet observabilă este asimptotic stabilă.  

 Teorema 2.7 
 Dacă sistemul (I.2.1), (I.2.2) este BIBO stabil şi părţile sale de stare 
necontrolabilă şi / sau neobservabilă sunt asimptotic stabile, atunci sistemul este 
asimptotic stabil.  
 Din Teoremele 2.4 – 2.7 rezultă că stabilitatea asimptotică este mai tare 
decât BIBO stabilitatea, motiv pentru care stabilităţii asimptotice i se acordă, în 
mod justificat, o atenţie deosebită. 



3. Metode polinomiale 

3.1. Criteriile Hurwitz şi Routh 
 Pentru formularea unor rezultate utilizabile în legătură cu Teoremele 1.3 şi 
2.2, se defineşte polinomul cu coeficienţi reali: 

 1 2
1 2 1( ) ... ,n n n

n ns s a s a s a s a sΔ − −
−= + + + + + ∈^ . (3.1) 

 După caz, ( )sΔ  este fie polinomul caracteristic, ( )d s , al matricei A , fie 
polinomul (monic al) polilor, ( )p s , al matricei de transfer ( )G s . Stabilitatea 
asimptotică (v. Teorema 1.2 şi Observaţia 1.3) şi BIBO stabilitatea (v. Teorema 
2.2) sunt echivalente cu faptul că ( )d s  şi respectiv ( )p s  sunt hurwitziene.  

 Teorema 3.1 
 O condiţie necesară ca polinomul ( )sΔ  să fie hurwitzian este ca:  

 0, 1,ia i n> = .  (3.2) 

 D. Coeficienţii lui ( )sΔ  sunt reali. Rezultă că zerourile sale, , 1,is i n= , 

sunt reale sau complexe (acestea sunt în perechi complex conjugate). ( )sΔ  fiind 

hurwitzian, urmează că Re 0, 1,is i n< = . Conform formulelor Viète se scrie: 

 

1 1 2

2 1 2 1 2 1

1 2 3

( ... ) 0,

... 0,

..................
( 1) ..... 0,

n

n n

n
n n

a s s s

a s s s s s s

a s s s s

−

=− + + + >

= + + + >

= − >

 (3.3) 

ceea ce demonstrează inegalităţile (3.2).  
 Simplitatea condiţiei necesare (3.2.) o face foarte de utilă în aplicaţii, ca prim 
criteriu de sortare, mai ales în forma negată a Teoremei 3.1, care urmează.  

 Teorema 3.2 
 O condiţie suficientă ca polinomul ( )sΔ  să nu fie hurwitzian este ca cel 
puţin unul dintre coeficienţii săi să fie nul sau negativ.   
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 Fie matricea Hurwitz (de ordinul n ) asociată polinomului ( )sΔ :  

 

1

3 2 1

5 4 3 2

1 0 0 0

1 0

0

0 0 0 0

n

n

a

a a a

a a a aH

a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

…

…

…

# # # # … #

…

. (3.4) 

În (3.4) diagonala principală este formată din coeficienţii lui ( )sΔ . Pe linii, la 
stânga diagonalei principale, se scrie 0ka =  pentru toţi k n> .  

 Fie schema Routh (de ordinul n ) asociată polinomului ( )sΔ : 

 

01 02 03

1 11 12 13

2 21 22 23

2 21 2 2 1

1 11 1 1 1

1 1

0 1,

n

n

n

n i i i j i j

n i i i j i j

n i i i j i j

n

r r rs
r r rs
r r rs

r r rs
r r rs
r r rs

rs

−

−

− + − − − +

− + − − − +

− +

" " " " "

" " " " "

" " " " "

" " " " " " " "#
" " " " "

" " " " "

" " " " "

" " " " " " " "#

 (3.5) 

în care 

 01 02 2 03 4 11 1 12 3 13 51, , ,..., , , ,...;r r a r a r a r a r a= = = = = =  (3.6) 

 2 1 2 1

1 1 1 11 1

1 , 2, 3, .. . , , 1, 2, .. .
i i j

i j
i i ji

r r
r i n j

r rr
− − +

− − +−
= − = =  . (3.7) 

 Folosind (3.4) şi (3.5) – (3.7) se pot demonstra următoarele teoreme, [175]. 

 Teorema 3.3 (Hurwitz) 
 O condiţie necesară şi suficientă ca ( )sΔ  să fie hurwitzian este ca: 

 det 0, 1,H k n> =k .  (3.8) 
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Fig. III.3.1  Stabilitatea relativă  
şi gradul de stabilitate 

s1s4

s2 

s3

s5

Pl. s 

α min 

α 

0 Re s 

jIm s 

 Rezultate bazate pe determinanţi de ordinul 2 din schema Routh sau pe 
variaţia totală a argumentului lui ( )sΔ  (v. Anexa F) sunt următoarele, [175].  

 Teorema 3.4 (Routh) 
 O condiţie necesară şi suficientă ca ( )sΔ  să fie hurwitzian este ca: 

 1 0, 0,1,2,...,ir i n> = .   (3.9) 

 Teorema 3.5 (Cremer – Leonhard) 
 O condiţie necesară şi suficientă ca ( )sΔ  să fie hurwitzian este ca: 

 0( ) 2j nπΔ ω +∞ = .  (3.10) 

3.2. Stabilitatea relativă 

 Matricea de tranziţie Ate  (v. (1.3)) sau matricea ( )g t  de răspuns la impulsul 
Dirac (v. (2.6), (2.7)) se utilizează pentru evaluarea calităţii stabilităţii (asimptotice 
sau BIBO). Aceasta constă în determinarea „apropierii” unui sistem (asimptotic sau 
BIBO) stabil de limita pierderii stabilităţii (asimptotice sau BIBO). Evaluarea se 
bazează pe abaterile elementelor ( )At

i je , 

, 1,i j n=  şi respectiv ( )( ) i jg t , 1,i p= , 

1,j m= , faţă de limita nulă către care tind 
în mod natural pentru t →∞ . Abaterile 
sunt cu atât mai mari (şi de durată mai 
mare) cu cât zerourile polinomului ( )sΔ  

(caracteristic sau al polilor), situate în −^ , 
sunt mai apropiate de axa imaginară 
Re 0s= . 
 Stabilitatea trebuie realizată la un 
nivel acceptabil de calitate. Pentru aceasta 
trebuie să se asigure încă din faza de proiectare o anumită rezervă de stabilitate 
(asimptotică sau BIBO). Aceasta este distanţa minimă min 0α >  a zerourilor 

1 2, ,..., ns s s  ale lui ( )sΔ  (situate în −^ ) faţă de axa imaginară Re 0s=  – fig. III.3.1. 
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Ea este o măsură de asigurare a unei calităţi acceptabile şi de prevenire a pierderii 
stabilităţii (asimptotice sau BIBO) în următoarele situaţii: 

• deplasarea unor zerouri spre axa imaginară (spre dreapta) sub influenţa 
factorilor mediului ambiant sau prin îmbătrânirea materialelor; 

• localizarea incertă a zerourilor deoarece parametrii sistemului se situează între 
anumite limite de toleranţă (admise în tehnică prin norme şi standarde), iar 
estimarea acestor parametri este afectată de erori (sistematice şi aleatoare). 

 În sprijinul acestor afirmaţii pledează şi dependenţa zerourilor polinomului 
( )sΔ  de coeficienţii săi (formulele Viète, v. relaţiile (3.3)). Variaţii relativ mici ale 

coeficienţilor , 1,ia i n= , (de pildă erorile de estimare) pot implica variaţii relativ 

mari ale zerourilor , 1,is i n= . 

 Gradul de stabilitate (asimptotică sau BIBO) este prin definiţie distanţa α  
dintre axa imaginară a planului complex şi zeroul lui ( )sΔ  cel mai apropiat – fig. 
III.3.1. Încă din faza de proiectare, dar şi ulterior – în timpul funcţionării 
sistemului, trebuie să se asigure: minα α≥ . Aceasta în condiţiile în care α  nu 

poate fi determinat cu exactitate (datorită incertitudinilor parametrice) sau se poate 
modifica sub influenţa factorilor de mediu şi datorită îmbătrânirii materialelor. 
 Rezerva de stabilitate şi gradul de stabilitate definesc împreună stabilitatea 
(asimptotică sau BIBO) relativă a respectivului sistem. 

3.3. Polinoame interval şi domenii parametrice de stabilitate 

 Din varii motive (tehnologice, de siguranţă etc.) este necesar să se cunoască 
între ce limite se pot modifica parametrii unui sistem fără ca acesta să-şi piardă 
stabilitatea sau să i se reducă rezerva de stabilitate. În acest context se are în vedere 
că pe lângă anumiţi parametri influenţaţi de mediu şi de îmbătrânirea materialelor, 
sistemul are şi parametri ajustabili (prin dispozitive prevăzute de proiectant) care 
pot fi modificaţi de operatorul uman oricând este necesar. 

 a. Polinoame interval (criteriul Haritonov) 
 Fie P  mulţimea polinoamelor interval de grad n  de forma: 

 1 2
0 0 1 2 1( ) ...n n

n n ns b s b s b s b s bΔ −
− −= + + + + + , (3.11) 

în care coeficienţii sunt reali, incerţi, dar se situează în intervale bine definite: 
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 , , 0, 0,1,2,...,i i i i ib b b b b i n⎡ ⎤∈ ≥ > =⎢ ⎥⎣ ⎦ . (3.12) 

 Teorema 3.6 (Haritonov)) 
 Orice polinom din P  este hurwitzian dacă şi numai dacă următoarele patru 
polinoame extreme sunt hurwitziene: 

 

2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6

2 3 4 5 6
2 1 2 3 4 5 6

2 3 4 5 6
3 1 2 3 4 5 6

2 3 4
4 1 2 3 4

( ) ...,

( ) ...,

( ) ...,

( )

n n n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n

s b b s b s b s b s b s b s

s b b s b s b s b s b s b s

s b b s b s b s b s b s b s

s b b s b s b s b s b

Δ

Δ

Δ

Δ

− − − − − −

− − − − − −

− − − − − −

− − − −

= + + + + + + +

= + + + + + + +

= + + + + + + +

= + + + + + 5 6
5 6 ... .ns b s− −+ + ,

 (3.13) 

 Simplitatea remarcabilă a testării naturii unei mulţimi infinite de polinoame 
prin natura a doar patru polinoame explică marea utilitate practică a Teoremei 3.6 
în caracterizarea robusteţii stabilităţii (asimptotice sau BIBO) pe baza 
polinoamelor interval.  
 În situaţia în care mulţimea P  nu satisface Teorema 3.6, intervalele (3.12) se 
înlocuiesc cu  

 , , 0, 0, 0,1,2,...,i i i i ib b b b b i nε ε ε⎡ ⎤∈ > ≥ > =⎢ ⎥⎣ ⎦ . (3.14) 

 Parametrul ε  oferă o posibilitate de determinare a intervalelor (3.14), ale 
coeficienţilor incerţi , 0,1,2,...,ib i n= , astfel încât Teorema 3.6 să poată fi 

satisfăcută. Cu (3.14) se redefinesc noile polinoame extreme (3.13), dependente de 
ε , şi se determină maxε  astfel ca acestea să fie hurwitziene. Evident, maxε  este o 

măsură a robusteţii stabilităţii (asimptotice sau BIBO). 

 b. Domenii parametrice de stabilitate 
 Din Teoremele 3.3 şi 3.4, pentru sistemele de ordin 3n≤ , cu doi parametri 
incerţi şi / sau ajustabili, rezultă că determinarea în planul parametrilor a 
domeniului de stabilitate se poate face relativ simplu utilizând (3.8) sau (3.9). 
 În cazul sistemelor de ordin 4n≥ , cu mai mult de doi parametri incerţi şi / 
sau ajustabili, se pune problema rezolvării unui sistem de 4n≥  inecuaţii neliniare, 
care adesea este o problemă soluţionabilă prin calcule laborioase. 
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 O posibilitate de simplificare a procedurii de determinare a domeniului 
parametric de stabilitate constă în a evalua mai întâi acele valori ale parametrilor 
pentru care polinomul ( )sΔ , iniţial hurwitzian, devine nehurwitzian ca urmare a 
variaţiei parametrilor săi. Întrucât zerourile polinomului ( )sΔ  depind continuu de 
coeficienţii săi (prin formulele Viète, v. (3.3)), rezultă că ( )sΔ  devine nehurwitzian 
atunci când unele din zerourile sale se deplasează din semiplanul complex stâng 
spre cel drept şi cel puţin un zero atinge axa imaginară. 
 Se poate demonstra că ( )sΔ  devine nehurwitzian exact atunci când, [175]: 

 
1

0

det 0.

n

n

a

H −

⎧ =⎪⎪⎪⎨⎪ =⎪⎪⎩
 (3.15) 

 Într-adevăr, 0na =  dacă şi numai dacă 0s=  este un zero al lui ( )sΔ . De 

asemenea, utilizând formula lui Orlando: 

 ( 1) 2
1 1det ( 1) ( )n n

n i ji j nH s s−
− ≤ < ≤= − +∏ , (3.16) 

în care , 1,is i n= , sunt zerourile polinomului ( )sΔ , rezultă că 1det 0nH − =  este 

echivalentă cu existenţa unei perechi de zerouri imaginar conjugate.  
 Este evident că ecuaţiile (3.15) reprezintă frontiera dintre domeniile în care 

( )sΔ  este hurwitzian şi respectiv non-hurwitzian. Pentru a determina efectiv natura 
fiecărui domeniu se consideră un punct în unul dintre domenii. Corespunzător, se 
particularizează coeficienţii lui ( )sΔ , se aplică Teoremele 3.3 sau 3.4 şi se trage o 
concluzie privind natura întregului domeniu căruia îi aparţine punctul considerat. 
 Făcând schimbarea de variabilă mins z α= −  se pot utiliza ecuaţiile (1.15) 

şi pentru polinomul min( )zΔ α− . Se poate determina astfel domeniul de rezervă 

de stabilitate (asimptotică sau BIBO) pentru min 0α >  dat. 

 Pe de altă parte, realizarea efectivă a unei rezerve de stabilitate (asimptotică 
sau BIBO) date, minα , se poate verifica făcând în ( )sΔ  aceeaşi schimbare de 

variabilă, mins z α= − , după care se aplică Teoremele 3.3 sau 3.4 polinomului 

min( )zΔ α− . Satisfacerea uneia dintre aceste teoreme este echivalentă cu 

localizarea zerourilor polinomului ( )sΔ  în min{ ; Re }s s α∈ <−^ . 



4. Problema stabilizării 

4.1. Reacţia după stare 
 Pentru sistemul dinamic liniar constant (I.2.1), (I.2.2) se consideră legea de 
reglare cu reacţie după stare: 

 , , ,n mu M v K x x u v= − ∈ ∈ , (4.1) 

în care K  este matricea reacţiei după stare, v  este noua mărime de intrare a 
sistemului şi M  este o matrice constantă, adecvat aleasă. În fig. I.3.1 legea (4.1) se 
adaugă ca o conexiune stare – intrare. Înlocuind (4.1) în (I.2.1), (I.2.2) se obţine: 

 ( )x A BK x BMv= − + , (4.2) 

 ( )y C DK x DMv= − + . (4.3) 

 Este vizibil că matricele K  şi M  pot determina unele modificări 
parametrice în sistemul (I.2.1), (I.2.2). Sub aspect structural se constată însă o 
anumită proprietate de invarianţă după cum rezultă şi din următoarea teoremă. 

 Teorema 4.1 
 Subspaţiul controlabil al sistemului (I.2.1), (I.2.2) este acelaşi ca şi al 
sistemului (4.2), (4.3) pentru orice K  şi det 0M ≠ .  
 D. Se ştie că matricea de controlabilitate a sistemului (I.2.1), (I.2.2) este 
(II.1.13). Fie KC  matricea de controlabilitate a sistemului (4.2), (4.3). Subspaţiile 

controlabile ale celor două sisteme sunt respectiv ImC  şi Im KC . Fie vectorul 

, 0x x∈ ≠ , ortogonal pe C , care satisface condiţia 0Tx =C . Aceasta implică: 

 0, 0, 1T ix A B i n= = − . 

 Pe de altă parte, 0Tx B M = , ceea ce înseamnă că se pot scrie relaţiile: 

 ( ) 0T T Tx A BK BM x ABM x BKBM− = − = , 

 1( ) ( )( ) 0, 1, 1T i T ix A BK BM x A BK A BK BM i n−− = − − = = − . 

 0T
Kx =C . 
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 Urmează că spaţiile ortogonale satisfac Im ImK
⊥ ⊥⊃C C , fapt echivalent cu: 

 Im Im K⊃C C . (4.4) 

 Incluziunea inversă rezultă din aceea că pentru 0x ≠  cu 0T
Kx =C  are loc: 

 ( ) 0, 0, 1T ix A BK BM i n− = = − . 

 Întrucât det 0M ≠  rezultă că: 

 0, 0, 1T ix A B i n= = − , 

 
1

1

( ) ( )( )

( ) ... 0, 0, 1.

T i T i

T i T i

x A BK BM x A BK A BK BM

x A A BK BM x A BM i n

−

−

− = − − =

= − = = = = −
 

 Ca urmare, 

 Im Im K⊂C C . (4.5) 

 Din relaţiile (4.4) şi (4.5) rezultă Im Im K=C C .  

 Exemplul 4.1 
 Se consideră sistemul de la Exemplul II.1.2 cu legea de reglare după stare de 
forma (4.1) pentru 3, 1n m= =  şi M  un scalar nenul. Să se arate că subspaţiul 
controlabil al acestui sistem este invariant în raport cu legea de reglare (4.1). 
 De la Exemplul II.1.2 se ştie că: 

 
1 0

Im 1 , 1
0 1

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

C . 

 În conformitate cu (4.2) se scrie: 

 [ ]
1 2 3

1 2 3 1 2 3

0 0 1 1 1

1 0 3 1 1 3

0 1 3 0 0 1 3

k k k

A BK k k k k k k
K

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− = − − = − − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, 

 [ ] [ ]1 1 0 0T TBM M M M= = . 
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 În aceste condiţii matricea de controlabilitate a sistemului cu reacţie este: 

 

2
1 2 1 2 2 3

2
1 2 1 2 1 2 3

1 2

1 ( ) ( ) 1

1 ( 1) ( ) 2 3

0 1 ( 2)
K

k k k k k k

k k k k k k k M

k k

⎡ ⎤− + + − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥= − + − + − − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− + +⎣ ⎦

C . 

 Matricea 3×3 de mai sus poate fi transformată prin operaţii elementare, în 
mod succesiv, după cum urmează: 

 

2
1 2 1 2 2 3

1 2 1 2 1 2 2 3

1 2

1 ( ) ( ) ( 1)

1 ( 1) ( )( 1) ( 3)

0 1 ( 2)

k k k k k k

k k k k k k k k

k k

⎡ ⎤− + + − + +⎢ ⎥
⎢ ⎥− + − + + − − + + →⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− + +⎣ ⎦

 

 
1 2 2 3 2 3

1 2 2 3 2 3

1 ( ) ( 1) 1 0 ( 1) 1 0 0

1 ( 1) ( 3) 1 3 ( 3) 1 1 2

0 1 2 0 3 2 0 1 2

k k k k k k

k k k k k k

− + − + + − + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

− + − − + + → − + + → −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

Aceasta înseamnă că 

 
1 0

Im 1 , 1 Im
0 1

K

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

C C .  

a. Alocarea valorilor proprii 
 Deşi proprietatea de controlabilitate a stării este invariantă în raport cu legea 
de reglare (4.1), este posibil ca prin această reacţie după stare să se producă 
schimbări parametrice esenţiale în matricea A BK− , cu modificarea valorilor sale 
proprii, după cum rezultă din următoarea afirmaţie. 

 Teorema 4.2 
 Pentru sistemul (4.2), (4.3), cu rang B m n= ≤ , există o matrice K  astfel 
încât polinomul caracteristic al matricei A BK−  să aibă toţi coeficienţii (reali) 
arbitrari dacă şi numai dacă perechea ( , )A B  este complet controlabilă.  
 D. Necesitatea. Se presupune prin absurd că perechea ( , )A B  este incomplet 

controlabilă. Conform Teoremei II.1.16 rezultă că relaţiile (II.1.52) şi (II.1.53) pun 
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în evidenţă părţile de stare controlabilă şi de stare necontrolabilă ale sistemului 
(I.2.1), (I.2.2). Cu matricea de transformare S  din (II.1.55) se mai obţine: 

 1
1 2K K K K S−⎡ ⎤=⎢ ⎥⎣ ⎦ . 

Folosind şi (II.1.55), (II.1.56), polinomul caracteristic al matricei A BK−  este: 

 [ ] 1 1det ( ) det ( )n nI s A BK I s S AS S BKS− −⎡ ⎤− − = − − =⎢ ⎥⎣ ⎦  

 
cc cc 1 12 cc 2

nc
det ( ) det

0
r

n
n r

I s A B K A B K
I s A BK

I s A−

⎡ ⎤− + − +⎢ ⎥⎡ ⎤= − − = =⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 cc cc 1 ncdet ( ) det( )r n rI s A B K I s A−
⎡ ⎤= − − −⎢ ⎥⎣ ⎦ . 

ncdet( )n rI s A− −  nu poate avea coeficienţi arbitrari. Ca atare [ ]det ( )nI s A BK− −  

nu poate avea nici el toţi coeficienţii arbitrari, fapt care contrazice ipoteza. 
 Suficienţa. Se va arăta că dacă perechea ( , )A B  este complet controlabilă, 
atunci există o matrice K  astfel încât matricea A BK−  să aibă un polinom 
caracteristic cu toţi coeficienţii (reali) aleşi în mod arbitrar. 
 Forma canonică controlabilă (II.1.79), (II.1.80) se rescrie astfel: 

 

1
1 1

1

0

,

0m
mm

A
a b

A SAS B SB

A
ba

−

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

,  

unde i
i

A
a
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

, ia , 0
ib

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

, ib  au respectiv dimensiunile i nμ × , 1 n×  i mμ × , 1 m× , şi 

 
1
1

1 coloane

1
coloane1) 1 coloane(

0,................,0, ,......, 0,.......,0[ ]
i

i mi ijj

i

n

A Iμ
μμμμ −

=

−

− × −+

=

∑
, 

 0 1 2 1, , ,......., , 1,[ ]i i i i ina i mα α α α −= = . 

, 1,i i mμ = , sunt indicii de controlabilitate ai perechii ( , )A B , cu 1
m

ii nμ= =∑ . 
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 Cu transformarea bazată pe matricea S  se introduce 1K KS−= . 

 De asemenea se introduce matricea pătratică de ordinul m  nesingulară: 

 1 ,...,
TT T

m mB b b⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦ , 

în care liniile , 1,ib i m= , au fost definite implicit în B . Apoi se determină: 

 1
ˆ ˆˆ ,...,

TT T
m mK B K k k⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦ , 

în care ˆ , 1,ik i m= , sunt liniile matricei K̂ . În această situaţie se obţine: 

 1
1 1 1 2 2 2

ˆ ˆ ˆˆ , , , ,......, ,
TT T T T T T T T T

m m m mA BK A BB K A a k A a k A a k− ⎡ ⎤− = − = − − −⎢ ⎥⎣ ⎦ . 

 Fie 1
1( ) ...n n

K nd s s sγ γ−= + + +  un polinom cu coeficienţi reali arbitrari. 
Elementele matricei K  se determină din egalitatea: 

 1
1 1

ˆdet ( ) det ( ) ...n n
n n n nI s A BK I s A K s s sγ γ γ−

−
⎡ ⎤⎡ ⎤− − = − − = + + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ , 

după cum urmează: 

 1

1 1

coloane

ˆ [ 0,............,0, 1, 0,......,0 ], 1, 1,

ˆ [ .... ].

i
jj

i i

m m n n

k a i m

k a

μ

γ γ γ

=

−

⎧⎪ = − = −⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪ = +⎪⎪⎩

∑  (4.6) 

 Se verifică imediat că: 

 
1 2 1

1
1

( )

0 1 0 0
0 0 1 0

det ( ) det
0 0 0 1

... ,

n n

n n n

n n
n

Kd s

I s A BK I s

s s

γ γ γ γ

γ γ

− −

−

=

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎢ ⎥− − = − =⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪− − − −⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

= + + +

 

 1 ˆ, mK KS K B K−= = .  (4.7) 
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 Exemplul 4.2 
 Se consideră sistemul de la Exemplul II.1.5. Se cere să se aloce prin reacţie 
după stare următoarele valori proprii: 1, 1,4i iλ =− = . 

 De la Exemplul II.1.5 se ştie că forma canonică controlabilă este dată de: 

 1

0 1 0 0 0 0 2 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0

, ,6 11 6 0 1 3 0 0 0 1
11 0 0 4 0 1 0 0 1 0

A SAS B SB S−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, 

în care se identifică  

 1 [ 6 11 6 0]a = − − − , 2 [ 11 0 0 4]a = − − , 1 [1 3]b = , 2 [0 1]b = . 

 Pentru 4 4 3 2( ) ( 1) 4 6 4 1s s s s s sΔ = + = + + + + , din (4.6) se obţine: 

 
6 11 6 1 6 11 6 1ˆ

11 1 0 4 0 6 4 4 10 4 6 0
K

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − − − − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥− + + + − + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
. 

 Conform relaţiilor (4.7), cu S  cunoscut de la Exemplul II.1.5, se obţine: 

 
11 3 6 11 6 1 25 24 1 24

0 1 10 4 6 0 16 10 0 6
K S

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
.  

b. Stabilizarea prin reacţie după stare 
 Conform Teoremei 4.1, subspaţiul controlabil al sistemului (I.2.1), (I.2.2) 
este invariant în raport cu legea de reglare (4.1). Mai mult, ImC  este ( )A BK−  – 
invariant (pentru acest tip de invarianţă v. II.1.2.a), după cum se va arăta mai jos. 

 Teorema 4.3 
 Există o matrice K  pentru a realiza un polinom caracteristic cc ( )d s  

corespunzător subspaţiului ImC  al sistemului (I.2.1), (I.2.2), cu proprietatea: 

 cc ( ) Im 0d A BK− =C . (4.8) 

 D. Conform Teoremei II.1.16 pentru rang r n= <C  există o bază de vectori 

1,..., rv v  a lui ImC  şi o pereche cc cc( , )A B  complet controlabilă astfel încât: 
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 [ ] [ ]1 1 cc cc cc( ) ,..., ,..., ( )r rA BK v v v v A B K− = − , (4.9) 

 [ ]cc 1,..., rK K v v= . 

 Întrucât perechea cc cc( , )A B  este complet controlabilă, conform Teoremei 

4.2, există ccK  astfel încât să se realizeze: 

 cc cc cc ccdet ( ) ( )rI s A B K d s⎡ ⎤− − =⎢ ⎥⎣ ⎦ , 

cu cc ( )d s  un polinom de gradul r , cu coeficienţi reali aleşi în mod arbitrar. 

 Conform teoremei Cayley – Hamilton (v. I.2.2.b) rezultă: 

 cc cc cc cc( ) 0d A B K− = . (4.10) 

 Pe de altă parte din (4.9) se mai obţine: 

 [ ] [ ]1 1 cc cc cc( ) ,..., ,..., ( ) , 0,1,2,....i i
r rA BK v v v v A B K i− = − =  . (4.11) 

 Din (4.11) cu (4.10) rezultă: 

 cc 1 1 cc cc cc cc( ) ,..., ,..., ( ) 0r rd A BK v v v v d A B K⎡ ⎤ ⎡ ⎤− = − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ , 

ceea ce implică (4.8).  
 Din teorema 4.3 rezultă că nu toate valorile proprii ale unui sistem sunt 
alocabile prin reacţie după stare, ci numai acelea aparţinând subsistemului de stare 
complet controlabilă. Valorile proprii ale sistemului de stare necontrolabilă 
(zerourile de decuplare la intrare) sunt invariante în raport cu reacţia după stare şi 
ele se regăsesc neschimbate în structura sistemului (4.2), (4.3). Acest fapt rezultă 
cu claritate din Teorema I.6.9 şi din demonstraţia necesităţii Teoremei 4.2. 
 O problemă cu implicaţii practice importante este aceea a alocării valorilor 
proprii în −  prin reacţia după stare. 

 Definiţia 4.1 
 Sistemul (I.2.1), (I.2.2) se numeşte stabilizabil dacă există o matrice K  
astfel încât sistemul (4.2), (4.3) să fie asimptotic stabil.  
 Evident, conform cu Teorema 4.3, problema stabilizării nu este echivalentă 
cu problema alocării valorilor proprii după cum rezultă din cele ce urmează. 
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 Teorema 4.4 
 Dacă sistemul (I.2.1), (I.2.2) este de stare complet controlabilă, atunci el este 
stabilizabil.  
 D. Prin dualitate se ştie că ( , )A B  este controlabilă dacă şi numai dacă 

( , )T TB A , respectiv ( , )T TB A−  este complet observabilă. Aceasta este echivalentă cu 
faptul că următoarea matrice este simetrică şi pozitiv definită (v. secţiunea II.1.1): 

 1
1 10

(0, ) , 0Tt A T AM t e B B e d t− −= >∫ θ θ θ . 

Aceasta satisface egalitatea: 

 1 11 1(0, ) (0, ) TAt A tT T TAM t M t A B B e B B e− −+ = − , 

care se verifică înlocuind 1(0, )M t  şi integrând. Egalitatea se scrie şi sub forma: 

 1 1
1 1 1 1(0, ) (0, ) (0, ) (0, )

TT TA B B M t M t M t A B B M t− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 1 1( )TAt A tT TB B e B B e− −=− + . 

 Alegând acum 

 1
1(0, )TK B M t−=  (4.12) 

se obţine următoarea ecuaţie Liapunov (v. secţiunea 1.4): 

 1 11 1( ) (0, ) (0, )( ) ( )TAt A tT T TA BK M t M t A BK B B e B B e− −− + − =− + . 

Conform Teoremei 1.4, urmează că sistemul (4.2), (4.3) este asimptotic stabil.  

 Teorema 4.5 
 Sistemul (I.2.1), (I.2.2), de stare incomplet controlabilă, este stabilizabil dacă 
subsistemul de stare necontrolabilă este asimptotic stabil.  
 D. Fie rang r n= <C . Din demonstraţia Teoremei 4.2 rezultă că: 

 [ ] ( )cc cc 1 ncdet ( ) det ( ) detn r n rI s A BK I s A B K I s A−
⎡ ⎤− − = − − −⎢ ⎥⎣ ⎦ . 

Aceasta înseamnă că prin 1K  valorile proprii ale matricei cc cc 1( )A B K−  sunt 

arbitrar alocabile (v. Teorema 4.4). Dacă subsistemul de stare necontrolabilă este 
asimptotic stabil, atunci sistemul (I.2.1), (I.2.2) este stabilizabil.  
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 Abordarea geometrică de la II.1.3 conduce la următorul rezultat. 

 Teorema 4.6 
 Fie sistemul (I.2.1), (I.2.2) pentru care ( )d s+  este polinomul valorilor 

proprii situate în { ; Re 0}s s+ ∈ ≥ . Dacă 

 Ker ( ) Imd A+ ⊂ C , 

atunci sistemul este stabilizabil.  

 c. Utilizarea ecuaţiei Liapunov 
 Soluţia (4.12) a problemei de stabilizare este dificil de utilizat deoarece 
necesită cunoaşterea matricei de tranziţie a sistemului (I.2.1), (I.2.2). O soluţie mai 
simplă este următoarea. 

 Teorema 4.7 
 Fie sistemul (I.2.1), (I.2.2) de stare complet controlabilă şi fie 

 
{ }

{ }1

sup , 1 ,

sau

sup , 1, .

T

m
n

ijj

x Ax x

a i n=

⎧⎪⎪ ≤⎪⎪⎪⎪=⎨⎪⎪⎪⎪ =⎪⎪⎩ ∑
λ  (4.13) 

 Atunci soluţia problemei stabilizării este 

 1TK B Z−= , (4.14) 

unde Z  este soluţia următoarei ecuaţii Liapunov: 

 ( ) ( )T T
n nA I Z Z A I BBλ λ+ + + =  (4.15) 

pentru orice mλ λ> .  

 D. Pentru orice mλ λ>  matricea ( )nA Iλ− +  este o matrice hurwitziană. 

Într-adevăr, fie ( )x t  orice soluţie a ecuaţiei: ( ) ( ) ( )nx t A I x t=− +λ . 

 Atunci ( ) ( ) ( )( ) ( )T T
nx t x t x t A I x t=− +λ  şi deci 

 2( ) 2 ( )( ) ( )T
n

d x t x t A I x t
dt

=− +λ . (4.16) 

 În conformitate cu (4.13) din (4.16) rezultă: 
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 2 2( ) 2( ) ( )m
d x t x t
dt

≤− −λ λ ,  ⇒   2 2 2( )( ) (0) ,m tx t x e tλ λ− −
+≤ ∈ . 

Aceasta înseamnă că pentru orice mλ λ>  matricea ( )nA Iλ− +  este hurwitziană. 
 Ca atare, conform Teoremei 1.4, ecuaţia Liapunov: 

 ( ) ( )T T
n nA I Z Z A I BBλ λ− + − + =−  

are o soluţie Z , simetrică şi pozitiv definită. Evident că din 

 1 1( ) ( )T T T T
nA I BB Z Z Z A I BB Z BB− −+ − + + − =−λ λ  

rezultă că 1T
nA I BB Zλ −+ −  este hurwitziană. Întrucât completa controlabilitate a 

perechii ( , )A B  este echivalentă cu completa controlabilitate a perechii 

( , )nA I Bλ+  pentru orice λ∈  (v. Teorema II.1.13), rezultă că ( , )nA I Bλ+  este 

stabilizabilă prin K  de forma (4.14). Întrucât 0mλ λ> > , valorile proprii ale 
matricei ( )A BK−  sunt la o distanţă λ  la stânga valorilor proprii ale matricei 

( )nA I BKλ+ − . Ca urmare, ( )A BK−  este o matrice hurwitziană, ceea ce 
înseamnă că legea de reglare (4.1) cu (4.14) stabilizează sistemul (I.2.1), (I.2.2).  

 Exemplul 4.3 
 Se consideră sistemul (I.2.1), (I.2.2) cu următoarele matrice: 

 
6 2 0

,
3 1 1

A B
⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 . 

 Să se stabilizeze sistemul prin reacţie după stare. 
 Întrucât rang 2=C , se poate utiliza (4.14). Este uşor de verificat că A  nu 
este hurwitziană şi că 6mλ ≅ . Pentru 8λ=  ecuaţia (4.15) este echivalentă cu: 

 
1 2

2 3

1 2 3

14 2 0
6 14 1
3 21 2 0

z z
z z
z z z

⎧⎪ − =⎪⎪⎪ + =⎨⎪⎪⎪ + − =⎪⎩

, în care 
1 2

2 3

z z
Z

z z

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

 În aceste condiţii se obţine: 

 [ ]1/ 3 7 / 3 6 21 1.050, 7 1 ,
7 / 3 24 7.281/ 23 1.073/ 23350 23

Z K A BK
⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = − − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

.  
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4.2. Reacţia după ieşire 
 În cazul în care starea sistemului (I.2.1), (I.2.2) nu este accesibilă pentru 
concretizarea legii (4.1) se poate utiliza legea de reglare cu reacţie după ieşire: 

 , , ,m pu M v L y u v y= − ∈ ∈ , (4.17) 

unde L  este o matrice m p×  constantă. În fig. I.3.1 legea (4.17) se adaugă ca o 
conexiune ieşire – intrare. Din (I.2.1), (I.2.2) (cu 0D= ) şi (4.17) rezultă: 

 ( )x A B LC x B M v= − + , (4.18) 

 y C x= . (4.19) 

 Comparând (4.18) cu (4.2) rezultă că alegând 

 LC K= , (4.20) 

prin LC  se pot obţine aceleaşi rezultate ca şi prin K . Aşadar problema se poate 
formula în următoarea formă: fiind dat K , de exemplu conform Teoremelor 4.2 – 
4.7, în ce condiţii există L  care satisface ecuaţia (4.20). 
 Pentru rezolvarea ecuaţiei (4.20) se utilizează noţiunea de inversă 
generalizată a unei matrice. gC  este o inversă generalizată a matricei C , [8], dacă  

 gCC C C= .  

Evident, orice matrice admite o inversă generalizată, care în general nu este unică. 

 Teorema 4.8 
 Pentru sistemul (4.18), (4.19) există o matrice L  astfel încât polinomul 
caracteristic al matricei A BLC−  să aibă coeficienţi reali arbitrari dacă şi numai 
dacă există K  în condiţiile Teoremei 4.2 şi gC  pentru care are loc: 

 ( ) 0g
nK C C I− = .  (4.21) 

 D. Pentru K  în conformitate cu Teorema 4.2, ecuaţia (4.20) are o soluţie: 

 arb ( )g g
pL KC L C C I= + − , (4.22) 

în care arbL  este o matrice arbitrară (de aceleaşi dimensiuni ca matricea L ), dacă 

şi numai dacă are loc condiţia de consistenţă (4.21) pentru cel puţin un K  şi cel 
puţin un gC .  
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 Verificarea condiţiei de consistenţă poate fi evitată în cazul p m n= < , în 
care este utilizabil următorul rezultat, [85]. 

 Teorema 4.9 
 Ecuaţia (4.20) are o soluţie L , pentru p m n= <  şi rangC m= , dacă şi 
numai dacă 

 rang
K

mC
⎡ ⎤
⎢ ⎥=⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

.  

 Exemplul 4.4 
 Se consideră sistemul de la Exemplul II.1.5. 
 Să se analizeze posibilitatea alocării prin reacţie după ieşire a valorilor 
proprii 1, 1,4i iλ =− = . 
 De la Exemplul II.1.5 sunt cunoscute 2m p= =  şi C . La Exemplul 4.2 s-a 

determinat K  prin care se alocă valorile proprii 1, 1,4i iλ =− = . Cu acestea se 
obţine: 

 

25 24 1 24
16 10 0 6

rang rang 4 2
0 0 0 1
0 0 1 0

K
C

⎡ ⎤− −⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥− −⎢ ⎥= = >⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Acest rezultat, conform Teoremei 4.9, arată că este imposibil să se aloce valorile 
proprii specificate prin reacţie după ieşire.  

4.3. Estimatorul asimptotic de stare 
 Din Teoremele 4.8 şi 4.9 rezultă că nu întotdeauna este posibil ca, prin (4.17) 
– reacţia statică după ieşire, să se aloce arbitrar toate valorile proprii ale sistemului 
(4.18), (4.19). Este însă posibilă alocarea parţială a valorilor proprii, [60]. Aceasta 
înseamnă că un număr de valori proprii ale sistemului (I.2.1), (I.2.2) (cu 0D= ), 
altele decât cele din categoria zerourilor de decuplare, se regăsesc neschimbate ca 
valori proprii ale sistemului (4.18), (4.19). 
 Aceste limitări privind posibilităţile de alocare a valorilor proprii prin reacţie 
statică după ieşire de forma (4.17) pot fi eliminate dacă se utilizează reacţia 
dinamică după ieşire (v. Observaţia IV.1.1). O analiză detaliată în domeniul 
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frecvenţelor a sistemelor cu reacţie după ieşire, înzestrate cu regulatoare de tip 
dinamic, numite şi sisteme automate multivariabile, se va face în capitolul IV. 
 S-a arătat la 3.1 că utilizarea reacţiei după stare (în condiţiile Teoremei 4.2) 
permite alocarea arbitrară a valorilor proprii ale sistemului în circuit închis. În 
cazul reacţiei după ieşire (v. Teoremele 4.8 şi 4.9), o serie de restricţii limitează 
posibilităţile de a asigura sistemului în circuit închis proprietăţile dinamice dorite. 
 Pe de altă parte, în aplicaţii, se constată că nu toate componentele vectorului 
de stare al unui sistem sunt direct măsurabile sau dacă ele sunt totuşi măsurabile, 
numărul şi costul traductoarelor necesare nu justifică utilizarea reacţiei după stare. 
 În aceste circumstanţe şi întrucât prin cunoaşterea stării este posibilă 
alocarea arbitrară a valorilor proprii, se are în vedere şi posibilitatea aproximării 
stării pe baza cunoaşterii mărimilor de intrare şi de ieşire ale sistemului. Această 
soluţie este sugerată de Definiţia II.1.2 şi este de aşteptat ca valorificarea ei să fie 
în legătură cu proprietatea de observabilitate a stării sistemului considerat. 
 Evident că mărimea aproximantă x̂  – numită în continuare starea estimată – 
poate fi utilizată pentru realizarea unei legi de reglare de forma (4.1) în care x  se 
înlocuieşte cu x̂ . Un sistem dinamic cu ajutorul căruia se obţine starea estimată a 
altui sistem se numeşte estimator de stare. Este de la sine înţeles că mărimea de 
intrare a estimatorului de stare este formată din mărimile de intrare şi de ieşire ale 
sistemului a cărui stare se estimează. În ceea ce priveşte calitatea estimării stării, o 
evaluare pertinentă a ei este posibilă pe baza erorii de estimare: 

 ˆx x xε − . (4.23) 

 În mod evident şi fără a mai fi necesară o argumentare detaliată, este de dorit 
ca ˆ( ) ( )x t x t→ , adică ( ) 0x tε → , pentru t →+∞ . Dar ( )x tε  este eroarea de 

estimare. În acest context, afirmaţia „ ( ) 0x tε →  pentru t →+∞ ” este condiţia de 
anularea asimptotică a erorii de estimare. Un astfel de estimator se numeşte 
estimator asimptotic de stare, [75]. 

a. Estimatorul de stare de tip identitate 
 Există mai multe posibilităţi de a alege structura estimatorului de stare. Se 
tratează în continuare estimatorul de stare de tip identitate a cărui stare proprie este 
în acelaşi timp starea estimată x̂ . Pentru sistemul (I.2.1), (I.2.2) (cu 0D= ) un 
astfel de estimator de stare este descris de ecuaţia: 
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 ˆ ˆ ˆ ˆ( ) , , , (0) 0nx A LC x Bu Ly t x x+= − + + ∈ ∈ = . (4.24) 

L  este o matrice de dimensiuni n p×  care se alege astfel încât: 

 [ ]ˆlim ( ) ( ) lim ( ) 0t tx t x t x tε→∞ →∞− = = . (4.25) 

 Se remarcă faptul că ordinul estimatorului este n , adică acelaşi cu ordinul 
sistemului (I.2.1), (I.2.2). De asemenea pentru simplificarea expunerii, în (I.2.2) s-a 
considerat 0D= . Dar constant 0D= ≠  nu influenţează esenţial estimarea stării, 
ci numai o serie de aspecte formale care conduc la aşa-numitul estimator de stare 
tare, [233]. 
 Întrucât existenţa matricei L  este direct legată de condiţia (4.25), pentru a se 
vedea în ce mod poate fi ea determinată, se elimină ,x y  şi x̂  între relaţiile (I.2.1), 
(I.2.2) (cu 0D= ), (4.23) şi (4.24) şi se obţine ecuaţia erorii de estimare: 

 ( ) , (0) (0)x A LC x x xε ε ε= − = . (4.26) 

 În conformitate cu condiţia (4.25) – de anulare asimptotică a erorii, matricea 
L  trebuie aleasă (dacă există) astfel încât matricea A LC−  să fie hurwitziană. 
 Din faptul că, în particular, se poate lucra cu T T TA C L−  rezultă cu claritate 
că prin dualitate (v. Observaţia II.1.7 şi Teorema II.1.8) se ajunge la problema 
alocării valorilor proprii, respectiv la forma duală a Teoremei 4.2. 

 Teorema 4.10 
 Pentru estimatorul de stare (4.24), cu rangC p n= ≤  există o matrice L  
astfel încât polinomul caracteristic al matricei A LC−  să aibă toţi coeficienţii 
(reali) arbitrari dacă şi numai dacă perechea ( , )A C  este complet observabilă.  
 Demonstraţia urmează, prin dualitate, o cale similară cu aceea de la Teorema 
4.2. Mai mult, acea demonstraţie fiind constructivă, ea poate fi utilizată pentru 
determinarea matricei TL  (în locul lui K ) pe baza matricelor TA  şi TC  (în loc de 
A  şi B ) şi a  polinomului ( )Ld s  cu coeficienţi reali arbitrari (în locul lui ( )Kd s ). 

b. Detectarea stării 
 Prin analogie cu Teorema 4.3 (prin dualitate) se trage concluzia că în cazul 
unui sistem de stare incomplet observabilă nu toate valorile proprii ale 
estimatorului (4.24) sunt alocabile prin matricea L . Ci numai acelea aparţinând 
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subsistemului de stare complet observabilă. Valorile proprii ale sistemului de stare 
neobservabilă se regăsesc neschimbate în structura estimatorului (4.24). 
 O problemă foarte importantă pentru aplicaţii este aceea a existenţei unui 
estimator asimptotic de stare pentru un sistem dat. 

 Definiţia 4.2 
 Sistemul (I.2.1), (I.2.2) (cu 0D= ) se numeşte detectabil dacă există o 
matrice L  astfel încât estimatorul de stare (4.24) să fie asimptotic stabil.  
 Este uşor de observat că problema detectării stării nu este echivalentă cu 
problema alocării valorilor proprii ale estimatorului prin matricea L . Acest fapt 
face obiectul următoarelor trei teoreme, care se obţin prin dualitate din Teoremele 
4.4, 4.5 şi 4.7. 

 Teorema 4.11 
 Dacă sistemul I.2.1), (I.2.2) (cu 0D= ) este de stare complet observabilă, 
atunci el este detectabil.  

 Teorema 4.12 
 Sistemul (I.2.1), (I.2.2) (cu 0D= ) de stare incomplet observabilă este 
detectabil dacă subsistemul de stare neobservabilă este asimptotic stabil.  

 Teorema 4.13 
 Fie sistemul (I.2.1), (I.2.2) (cu 0D= ) de stare complet observabilă şi fie 

mλ  conform relaţiei (4.13). 
 Atunci soluţia problemei detectării este 

 1 TL Z C−= , (4.27) 

unde Z  este soluţia următoarei ecuaţii Liapunov: 

 ( ) ( )T T
n nA I Z Z A I C Cλ λ+ + + =  (4.28) 

pentru orice mλ λ> .  

c. Estimatorul de stare de ordin minim 
 Estimatorul de stare (4.24) are dezavantajul că este de ordinul n , adică 
acelaşi ca ordinul sistemului estimat, care adesea poate fi neconvenabil de mare.  
 Trebuie să se aibă însă în vedere că pentru rangC p n= <  ieşirea y  
conţine, sub forma a p  combinaţii liniare, informaţii despre cele n  componente 
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ale stării x . Urmează că, utilizând adecvat ieşirea y , dimensiunea estimatorului 

poate fi redusă, dar astfel încât starea estimatorului n pz −∈  să asigure 

 
( )

( ) pentru( )
z t P

x t ty t C
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥→ →+∞⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, (4.29) 

în care P  este o matrice de dimensiuni ( )n p n− × , convenabil aleasă. 
 Se alege P  astfel încât 

 rang
TT TP C n⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦ . (4.30) 

Urmează că 
TT TP C⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦  este inversabilă şi (4.29) poate fi scrisă şi sub forma: 

 
1 ( )

( ) pentru( )
P z t

x t tC y t

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ → →+∞⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. (4.31) 

 Din (4.31) rezultă că ( )x t  poate fi estimat din ( )z t  şi ( )y t  cu condiţia 
definirii corecte a ecuaţiilor intrare – stare – ieşire ale estimatorului de stare. O 
posibilitate în acest sens este reprezentată de următorul set de ecuaţii: 

 ˆ ˆ ˆ , , , (0) 0n pz Az By Eu t z z−
+= + + ∈ ∈ = , (4.32) 

 ˆ ˆˆ ˆ, nx Cz Dy x= + ∈ , (4.33) 

unde ieşirea estimatorului, x̂ , este starea estimată şi ˆ ˆˆ ˆ ˆ, , , ,A B C D E  sunt matrice de 
dimensiuni adecvate, a căror determinare face obiectul celor ce urmează. 
 Dacă sistemul (4.32), (4.33) satisface condiţia (4.25), atunci acesta se 
numeşte estimator asimptotic de stare de ordin minim al sistemului (I.2.1), (I.2.2) 
(cu 0D= ). 

 Teorema 4.14 
 Sistemul (4.32), (4.33) este un estimator asimptotic de stare de ordin minim 
al sistemului (I.2.1), (I.2.2) (cu 0D= ) dacă şi numai dacă au loc următoarele 
condiţii: 

(i) Matricea Â  este hurwitziană. 
(ii) Există o matrice P  astfel încât: 
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 ˆ ˆPA AP BC− = , (4.34) 

 Ê PB= , (4.35) 

 ˆ ˆ
nCP DC I+ = . (4.36) 

 D. Pentru a găsi condiţia ca ( ) ( )z t Px t→  pentru t →+∞ , se înmulţeşte 

ecuaţia (I.2.1) la stânga cu P  din care se scade apoi, membru cu membru, ecuaţia 
(4.32). Se obţine: 

 ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )w Aw PB E u PA AP BC y= + − + − − , (4.37) 

în care 

 w Px z−  (4.38) 

are semnificaţia de eroare parţială de estimare. 
 Este evident că ( ) 0w t →  pentru t →+∞  este echivalentă cu condiţiile (i) 
şi (ii) – relaţiile (4.34), (4.35). 
 Condiţia (4.25), echivalentă cu (4.31), are loc dacă şi numai dacă ( ) 0w t →  
pentru t →+∞ .  
 Totodată, conform cu (4.33), ţinând seama de (4.29) şi de x̂ x→ , are loc: 

 ˆ ˆ
n

P
C D IC

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
, 

care este echivalentă cu (ii) – relaţia (4.36).  

d. Determinarea unui estimator de ordin minim 
 În ceea ce priveşte determinarea matricelor ˆ ˆˆ ˆ ˆ, , , ,A B C D E , bine cunoscută 
este metoda Gopinath, [118], în care P  asigură alocarea valorilor proprii ale 
matricei Â . O altă posibilitate constă în a alege Â  (conform condiţiei (i) din 
Teorema 4.14) şi B̂  în mod adecvat, după care se determină ˆ ˆ ˆ, ,C D E  şi P  din 
(4.30), (4.34) – (4.36). Se prezintă în continuare metoda Gopinath. 
 Este uşor de verificat că (4.34) şi (4.36) se pot scrie sub forma echivalentă: 

 
ˆ ˆ

ˆ ˆ n

A B P PA
C IC D

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
. (4.39) 
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 Dacă 
TT TP C⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦  este nesingulară, aşa cum s-a statuat deja prin condiţia 

(4.30), atunci din (4.39) se obţine: 

 
1ˆ ˆ

ˆ ˆ n

A B PA P
I CC D

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
. (4.40) 

Pentru P  cunoscut matricele ˆ ˆˆ ˆ, , ,A B C D  se determină din (4.40), iar matricea Ê  
se obţine din (4.35). 
 Alegerea matricei P  nu este în întregime arbitrară, ci trebuie avută în vedere 
condiţia (i) de la Teorema 4.14. În acest scop se procedează după cum urmează: 
 1º Se constituie o matrice C∗ , de dimensiuni ( )n p n− × , astfel încât 

următoarea matrice să fie nesingulară: 

 
C

S
C
∗⎡ ⎤

⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. (4.41) 

 2º Se utilizează S  şi 1S −  în transformarea de similitudine (I.1.28). Din 
(4.41), cu partiţionările corespunzătoare aceleia din matricea S , se obţin matricele: 

 

11 12
1

21 22

1
1

2

,

, 0 .p

A A
A SAS

A A

B
B SB C CS I

B

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥= = = = ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (4.42) 

 3º Pentru sistemul echivalent (4.42) se determină estimatorul ˆ ˆˆ ˆ ˆ, , , ,A B C D E  
folosind matricea: 

 n pP I L−
⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦ , (4.43) 

unde L  este o matrice ( )n p n− ×  care se va alege în scopul alocării valorilor 
proprii ale estimatorului. 
 4º Pentru (4.42), (4.43) din (4.40), mutatis mutandis, rezultă: 
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1 11 21 12 22ˆ ˆ

0ˆ ˆ 0 0
0

n p n pn p
n p

p pn
p

A LA A LAI L I LI L AA B
II IIC D I

−
− −−

−

⎡ ⎤− −⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ −−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

În acest fel se obţin: 

 

11 21

11 21 12 22

1 2

ˆ ,

ˆ ,

ˆ ˆ ,
0

ˆ .

n p

p

A A LA

B A L LA L A LA L

I L
C D

I

E B LB

−

= −

= − + −

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

= −

 (4.44) 

 Se admite că perechea ( , )C A  este complet observabilă. Atunci 

 
21 22

2
21 11 22 21 21 12 22

1

0

rang rang

p

n

IC
A ACA

n
A A A A A A A

CA −

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= = =⎢ ⎥⎢ ⎥ + +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

O . 

Aceasta implică independenţa liniară a primelor n p−  coloane din O . Ca urmare, 

perechea 21 11( , )A A  este complet observabilă şi Â  (v. prima relaţie din (4.44)) 

poate avea orice valori proprii ca o consecinţă a alegerii adecvate a matricei L . 

 5º Întrucât estimatorul ˆ ˆˆ ˆ ˆ, , , ,A B C D E  se asociază sistemului (4.42), rezultă 

că ieşirea x̂  se poate utiliza pentru estimarea stării sistemului (I.2.1), (I.2.2) (cu 
0D= ) deoarece 1 ˆ( ) ( )S x t x t− →  pentru t →+∞ . Ca urmare estimatorul asociat 

sistemului (I.2.1), (I.2.2) (cu 0D= ) este dat de matricele: 

 1 1ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ, , , ,A A B B C S C D S D E E− −= = = = = . (4.45) 

 6º Se alege matricea L  astfel încât 11 21
ˆÂ A A LA= = −  să aibă valorile 

proprii prestabilite. Se pot folosi în acest scop procedurile din secţiunea 4.1. 
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 Exemplul 4.5 
 Se consideră sistemul (I.2.1), (I.2.2) cu: 

 

0 1 0 0
0 1 1

0 0 1 , 0 , , 0
1 0 0

1 3 3 1

A B C D

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

 Să se determine un estimator asimptotic de stare de ordinul 1 având valoarea 
proprie –1. 
 1º Se alege [ ]0 0 1C∗ =  şi cu (4.41) se obţine: 

 1

0 0 1 0 0 1

0 1 1 , 1 1 0

1 0 0 1 0 0

C
S S

C
−∗

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= = − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

 2º Utilizând (4.42) rezultă: 

 1 1

6 3 1 1
0 1 0

7 3 1 , 1 ,
0 0 1

1 1 0 0

A SAS B SB C CS− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = = − = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

 3º Se adoptă 1 21P l l⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦ . 

 4º Utilizând (4.44) se obţine: 

 

1 2

2 2
1 1 2 2 1 1 2 21 2

1 2

1

ˆ 6 7 ,

ˆ 3 9 7 1 7 6 ,

1
ˆ ˆ ˆ0 , 1 0 , 1 .

0 0 1

A l l

B l l l l l l l l l l

l l

C D E l

=− − −

⎡ ⎤= − − − − − − − − − −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 5º – 6º Alegând 1 1l =−  şi 2 2l =  se ajunge, conform relaţiilor (4.45), la 

estimatorul asimptotic de stare de ordinul 1, descris de ecuaţiile (4.32), (4.33) cu 
matricele: 
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 [ ]
0 0 1

ˆ ˆˆ ˆ ˆ1, 1 2 , 1 , 0 2 , 0

1 1 2

A B C D E

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥=− = − − = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

.  

e. Reacţia după starea estimată 
 În condiţiile în care este posibilă estimarea stării sistemului (I.2.1), (I.2.2) 
(cu 0D= ) în locul legii (4.1) se poate utiliza legea de reglare: 

 ˆ ˆ, , ,n mu Mv Kx x u v= − ∈ ∈ , (4.46) 

în care v  şi M  au semnificaţia din relaţia (4.1). 
 Ţinând seama de ecuaţiile (4.32) şi (4.33) ale estimatorului de ordin minim, 
din (I.2.1), (I.2.2) (cu 0D= ) şi (4.46) rezultă: 

 ˆˆ( )x A BKDC x BKCz BMv= − + + , (4.47) 

 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )z BC EKDC x A EKC z EMv= − + − + , (4.48) 

 y Cx= , (4.49) 

care sunt ecuaţiile subsistemului cu reacţie după starea estimată, furnizată de un 
estimator asimptotic de stare de ordin minim. 

 Teorema 4.15 (de separare) 
 Polinomul caracteristic al sistemului (4.47) – (4.49) (cu reacţie după starea 
estimată dată de un estimator de ordin minim) se poate factoriza sub forma: 

 [ ]0
ˆ( ) det ( ) detn n pd s I s A BK I s A−

⎡ ⎤= − − −⎢ ⎥⎣ ⎦ .  (4.50) 

 D. Se defineşte, conform relaţiei (4.38), transformarea de stare: 

 
0n

n p

x I x

w P I z−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, 

care se aplică sistemului (4.47), (4.48). Ţinând seama de (4.34) – (4.36) se obţine: 

 
ˆ

ˆ 00

x x BMA BK BKC
v

w wA

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
. (4.51) 
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 Sistemul (4.51) este echivalent cu sistemul (4.47), (4.48). Având în vedere 
forma particulară a matricei sistemului (4.51), rezultă imediat că polinomul său 
caracteristic are forma (4.50).  
 Rezultatul exprimat prin Teorema 4.1, valabil şi pentru estimatorul de stare 
de tip identitate (4.24), este remarcabil prin faptul că permite rezolvarea problemei 
regulatorului (matricea K ) în întregime separat de aceea a estimatorului de stare 
(matricele L  şi respectiv Â ).  
 O consecinţă a Teoremelor 4.2, 4.10, 4.14 şi 4.15 este următorul rezultat 
deosebit de important pentru sinteza sistemelor automate multivariabile. 

 Teorema 4.16 
 Pentru orice sistem dinamic liniar constant de ordinul n , de stare complet 
controlabilă şi complet observabilă, având matricea de ieşire de dimensiuni p n×  
şi de rang p n< , se poate realiza o reacţie după ieşire printr-un sistem dinamic 
liniar constant de ordinul n p−  astfel încât polinomul caracteristic de gradul 
2n p−  al sistemului în circuit închis să aibă toţi coeficienţii (reali) arbitrari.  
 În legătură cu demonstraţia Teoremei 4.15, un alt aspect de natură structurală 
este prezentat în rezultatul următor. 

 Teorema 4.17 
 Estimatorul de stare de ordin minim din componenţa sistemului în circuit 
închis (4.47) – (4.49) este de stare necontrolabilă.  
 D. Conform cu (4.51) (care este echivalentul sistemului (4.47), (4.48)), din 
Teorema II.1.16 rezultă că subsistemul reprezentat prin vectorul stare w  este de 
stare necontrolabilă.  



Capi to lu l  IV 
SISTEME AUTOMATE LINIARE 

MULTIVARIABILE 

1. Analiza stabilităţii 
 Prin sistem automat multivariabil se înţelege un sistem cu mai multe mărimi 
de intrare şi mai multe mărimi de ieşire şi, fapt esenţial, cu mai multe conexiuni de 
reacţie negativă. Astfel de sisteme se întâlnesc tot mai frecvent în aplicaţii. 
Metodele clasice (elaborate pentru sisteme automate monovariabile – cu o singură 
conexiune de reacţie negativă) sunt inoperante în noul context. Ca urmare, sunt 
necesare noi metode de studiu, dedicate sistemelor automate multivariabile. 
 Ceea ce este distinctiv în studiul sistemelor automate este faptul că 
rezultatele de stabilitate deliberat şi special obţinute pentru astfel de sisteme în 
domeniul frecvenţelor (de pildă criteriul Nyquist) permit caracterizarea sistemului 
în circuit închis, ca asimptotic stabil sau BIBO stabil, pe baza cunoaşterii 
sistemului în circuit deschis. Dacă în analiza stabilităţii unui sistem automat acest 
aspect pare a fi mai puţin relevant, pentru sinteza lui el este foarte important. 
Principalul motiv este acela că sinteza unui sistem automat constă în determinarea 
structurii şi / sau parametrilor unei părţi a sistemului în circuit deschis (în speţă a 
regulatorului) în scopul satisfacerii cerinţelor impuse sistemului în circuit închis. 
 În aceste circumstanţe extinderea utilizării metodelor domeniului 
frecvenţelor pentru abordarea studiului sistemelor automate multivariabile 
reprezintă o evoluţie firească, în care noţiunea centrală, ca şi în trecut, rămâne 
stabilitatea. Această extindere s-a desfăşurat pe două direcţii: (1) s-a realizat o 
generalizare a metodelor clasice (principiul argumentului, locurile de transfer 
caracteristice, criteriul Nyquist generalizat); (2) s-au aplicat metode şi rezultate din 
analiza funcţională şi teoria operatorilor. 
 Acest capitol este dedicat expunerii principalelor rezultate obţinute în cadrul 
primei direcţii în care se operează cu noţiuni şi procedee cunoscute şi devenite 
clasice în cadrul analizei şi sintezei sistemelor automate monovariabile. 
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1.1. Descrierea matematică 
 Structura unui sistem automat multivariabil cu reacţie unitară este dată în fig. 
IV.1.1. Matricele de transfer ( )RG s  şi ( )FG s , de ordinul m , reprezintă regulatorul 
şi partea fixată (elementele de execuţie, instalaţia automatizată şi traductoarele). 

, , , mv y u w∈  sunt respectiv: referinţa, mărimea reglată, abaterea şi comanda. 
Controlabilitatea funcţională completă a ieşirilor şi observabilitatea funcţională 
completă a intrărilor se asigură prin det ( ) 0FG s ≡/ , det ( ) 0RG s ≡/  (v. subcap. II.3). 

 
Fig. IV.1.1. Structura de bază a unui sistem automat multivariabil 

 Conform fig. IV.1.1, ecuaţiile de funcţionare a sistemului sunt următoarele: 

 ( ) ( ) ( )FY s G s W s= , (1.1) 

 ( ) ( ) ( )RW s G s U s= , (1.2) 

 ( ) ( ) ( )U s V s Y s= − , (1.3) 

în care ( ), ( ), ( ), ( )U s V s W s Y s  sunt transformatele Laplace ale mărimilor , , ,u v w y . 
 Eliminând ( )U s  şi ( )W s  între ecuaţiile (1.1) – (1.3) se obţine: 

 [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m F R F RI G s G s Y s G s G s V s+ = . (1.4) 

 Din ecuaţia (1.4) rezultă: 

 0( ) ( ) ( )Y s G s V s= , (1.5) 

în care 

 [ ] 1
0( ) ( ) ( )mG s I G s G s−+ , (1.6) 

 ( ) ( ) ( )F RG s G s G s  (1.7) 

sunt matricele de transfer ale sistemului automat (în circuit închis) şi sistemului în 
circuit deschis (întrerupt în P, cu 0v = , cu 0u ≠  şi u y=− , v. fig. IV.1.1). 

v 
u w

y 
P + _ 

( )RG s ( )FG s
ũ comparatorul 

regulatorul partea fixată
reacţia negativă 
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 La explicitarea mărimii ( )Y s  din ecuaţia (1.4) s-a presupus că matricea 

 ( ) ( )mF s I G s+  (1.8) 

satisface condiţia det ( ) 0F s ≡/ , respectiv că există 1( )F s− . Semnificaţia matricei 
( )F s  rezultă din fig. IV.1.1 în următoarea situaţie. Pentru sistemul în circuit 

deschis (întrerupt în punctul P şi cu ( ) 0V s = ), mărimile de intrare şi de ieşire sunt 
intrarea în regulator, ( )U s , şi ieşirea din comparator, 

 ( ) ( ) ( ) ( )F RU s G s G s U s=− . 

Cu aceasta se evaluează diferenţa ( ) ( )U s U s− . Folosind (1.7), (1.8) se obţine: 

 ( ) ( ) ( ) ( )U s U s F s U s− = . 

 Este clar că diferenţa ( ) ( )U s U s−  depinde de matricea ( )F s , care, din acest 
motiv, se numeşte matricea de transfer diferenţă a reacţiei. 
 Ca şi în cazul sistemelor automate monovariabile şi după cum se va arăta în 
cele ce urmează, matricea de transfer diferenţă a reacţiei conţine informaţii 
esenţiale privitoare la stabilitatea sistemului automat cu structura din fig. IV.1.1. 
 Pentru justificarea acestei afirmaţii, sistemul în circuit deschis, descris prin 
matricea proprie ( )G s , se explicitează prin reprezentarea de stare de ordinul n : 

 , , ,n mx A x Bu t x u+= + ∈ ∈ ∈ , (1.9) 

 , my C x Du y= + ∈ , (1.10) 

în care , , ,A B C D  sunt matrice reale constante de dimensiuni adecvate. 
 La (1.9), (1.10) se adaugă ecuaţia comparatorului (v. fig. IV.1.1, şi (1.3)): 

 u v y= − . (1.11) 

 După calcule relativ simple (se elimină u  între (1.9) – (1.11)), în ipoteza 
det( ) 0mI D+ ≠ , se obţine reprezentarea de stare a sistemului automat: 

 0 0 , , ,n mx A x B v t x v+= + ∈ ∈ ∈ , (1.12) 

 0 0 , my C x D v y= + ∈ , (1.13) 

în care 
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1
0

1
0

1
0

1
0

( )

( )

( )
( ) .

m

m m

m

m

A A B I D C

B B I I D D

C I D C
D I D D

−

−

−

−

⎧⎪ = − +⎪⎪⎪ ⎡ ⎤⎪ = − +⎢ ⎥⎪⎪ ⎣ ⎦⎨⎪ = +⎪⎪⎪⎪ = +⎪⎪⎩

 (1.14) 

 Dacă are loc det( ) 0mI D+ = , atunci sistemul automat nu poate realiza 
funcţionalitatea pentru care a fost conceput. 

 Observaţia 1.1 
 Relaţiile (1.14) evidenţiază modificările structurale şi parametrice induse de 
reacţia negativă. Se remarcă formula matricei 0A  care aminteşte de expresia 

A BLC−  (cu 1( )mL I D −= + ) din problema reacţiei liniare după ieşire. Conform 

celor prezentate în secţiunea III.4.2, este posibil ca matricele 0A  şi A  să aibă 

valori proprii comune. Evident, acest fapt este important în studiul stabilităţii 
sistemului în circuit închis pe baza proprietăţilor sistemului în circuit deschis. 
 Alocarea arbitrară a tuturor valorilor proprii ale matricei 0A  este posibilă 

numai dacă matricea de transfer ( )FG s  a părţii fixate este ireductibilă, [141], şi, pe 
de altă parte, dacă gradul McMillan al matricei ( )RG s  a regulatorului este egal cu 
min ( 1, 1)F Fμ ν− − , în care Fμ  şi Fν  sunt indicii de controlabilitate şi de 
observabilitate ai unei realizări minimale a părţii fixate (v. secţiunea II.1.3).  

1.2. Stabilitatea internă şi stabilitatea externă 
 Se folosesc rezultatele de bază privitoare la stabilitatea sistemelor dinamice 
liniare prezentate în subcapitolul III.1. Pentru studiul stabilităţii sistemului automat 
cu structura din fig. IV.1.1 trebuie să se cunoască polinomul caracteristic: 

 0 0det( )nd I s A= −  (1.15) 

al matricei sistemului automat cu reprezentarea (1.12), (1.13). Totodată trebuie să 
se cunoască polinomul polilor 0 ( )p s  al matricei 0 ( )G s  (v. (1.6) şi Teorema I.4.5). 

 Teorema 1.1 
 Sistemul automat multivariabil cu structura din fig. IV.1.1 este asimptotic 
stabil dacă şi numai dacă polinomul său caracteristic, 0 ( )d s , este hurwitzian.  
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 Teorema 1.2 
 Sistemul automat multivariabil cu structura din fig. IV.1.1 este BIBO stabil 
dacă şi numai dacă polinomul polilor săi, 0 ( )p s , este hurwitzian.  

 Exemplul 1.1 
 Se consideră sistemul automat cu structura din fig. IV.1.2. Să se determine 
valorile 0k>  pentru care sistemul este asimptotic stabil şi respectiv BIBO stabil. 

 
Fig. IV.1.2. Structura sistemului de la exemplul 1.1 

 Pentru a se obţine o reprezentare de stare a sistemului în circuit deschis, se 
definesc variabilele de stare 1 2 3, ,x x x  (fig. IV.1.2) şi se scriu ecuaţiile: 

 

1 2

2 1

3 2

1( ) ( )
1

( ) ( )

( ) ( )

X s X s
s
kX s U s
s
kX s U s
s

⎧⎪⎪ =⎪⎪ +⎪⎪⎪⎪ =⎨⎪⎪⎪⎪⎪ =⎪⎪⎪⎩

  şi  
1 1 2

2 2 3

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).

Y s X s kU s

Y s X s X s

⎧ = +⎪⎪⎪⎨⎪ = +⎪⎪⎩
 

 Se trece la domeniul timpului şi se obţin ecuaţiile de stare în circuit deschis: 

 
1 1

1
2 2

2
3 3

1 1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

BA

x x
u

x x k
u

kx x
==

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

,  
11 1
2

2 23

1 0 0 0
0 1 1 0 0

DC

xy uk
x

y ux
==

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

w1 x1

y1 

w2 x3

y2 

+ +

+ +

( )FG s  

1/( 1)s +  
x2

v1 

+ 

+ _ 

_ 

u1 

u2 v2 

/k s  

k  /k s  

PARTEA FIXATĂ
( )RG s  

REGULATORUL 
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Acestora li se adaugă ecuaţia comparatorului: 

 
1 1 1

2 22

u v y
v yu

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

 Sistemului în circuit deschis nu este asimptotic stabil deoarece polinomul 
său caracteristic 

 2
3( ) det( ) ( 1)d s I s A s s= − = +  

are două rădăcini nule şi, ca urmare, nu este hurwitzian. 
 Utilizând (1.12) – (1.14) se obţin ecuaţiile de stare în circuit închis: 

 
1 1

12 2 2
2 2

2
3 3

00

1 1 0 0 0

0 0
BA

x x
vx k k k x k k vk k kx x

==

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, 

 
1

1 1
2

2 2
3

00

1 0
0 1 1 0 0

DC

x
y vk k kxy v

x ==

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

 Pe baza relaţiei (1.15) se obţine polinomul caracteristic 

 3 2 2 2 2
0 3 0( ) det( ) ( 1) ( 2 )d s I s A s k k s k k s k= − = + − + + + − + + . 

 Matricea Hurwitz asociată acestui polinom are forma: 

 

2

2 2 2
3

2

1 1 0
2 1

0 0

k k
H k k k k k

k

⎡ ⎤− + +⎢ ⎥
⎢ ⎥= − + − + +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Conform criteriului Hurwitz (v. III. 3) condiţiile de stabilitate asimptotică sunt: 

 ( )( )
2

1
2 2 2

2
2

3 2

det 1 0,

det 1 2 0,

det det 0.

H k k

H k k k k k

H k H

=− + + >
= − + + − + − >

= >

 

 A treia inegalitate fiind echivalentă cu a doua, rezultă următoarele condiţii: 
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 ( )2 3 21 0, 3 2 0k k k k k− + + > − + > . 

 Soluţia (0,1)k ∈  este domeniul de stabilitate asimptotică. Reacţia negativă 
are efect stabilizant: pentru 0k>  sistemul în circuit deschis nu este asimptotic 
stabil, dar pentru (0, 1)k ∈  sistemul în circuit închis este asimptotic stabil. 
 Conform relaţiilor (1.7), (1.8) şi (1.6) se obţin: 

 

21 1 0 ( 1)1 ( 1)( ) , ( )
11 0

k s s kk k k
s ss s ssG s F s

k k k s k
ks s s s s

⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ + +⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ +⎢ ⎥+ +⎢ ⎥= = =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, 

 
3 2 2 2 2

0
2

( )( 1) ( 2 )det ( )
( 1) ( )

d ss k k s k k s kF s
s s d s

+ − + + + − + += =
+

, 

 1
2

1( )
det ( )

( 1)

s k k
sF s
k s s kF s
s s s

−

+⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥=

+ +⎢ ⎥−⎢ ⎥+⎣ ⎦

, 

 
2 2

0 2
0

( 1) ( 1)
( )

( ) ( 1) ( 1) ( 1)
ks k s k s skG s

d s s s k s k s k

⎡ ⎤− − − + +⎢ ⎥= ⎢ ⎥+ − − − − +⎣ ⎦
. 

 Din acest rezultat se obţine: 

 ( ) ( )3 2 2 2 2
0 0( ) ( ) 1 2p s d s s k k s k k s k≡ = + − + + + − + + . 

Aceasta înseamnă că sistemul este BIBO stabil pentru (0, 1)k ∈ . Stabilitatea 
asimptotică este echivalentă cu BIBO stabilitatea deoarece pentru 0k ≠  realizarea 
adoptată este minimală (de stare complet controlabilă şi complet observabilă).  

 Observaţia 1.2 
 Polinomul caracteristic al sistemului în circuit deschis (1.9), (1.10) este  

 ( ) det( )nd s I s A= − . (1.16) 

 La Exemplul 1.1 are loc 0det ( ) ( ) / ( )F s d s d s= . Aceasta se poate utiliza în 
studiul stabilităţii ca şi în cazul sistemelor automate monovariabile ( 1m= ). Se va 
arăta că relaţia dintre det ( )F s  şi 0 ( ), ( )d s d s  este valabilă în general.  
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1.3. Rezultate bazate pe teorema Hsu – Chen 
 a. Determinantul matricei diferenţă a reacţiei 
 În continuare se examinează proprietăţile fracţiei raţionale det ( )F s  şi 
utilizarea ei în studiul stabilităţii sistemului cu structura din Fig. IV.1.1. 

 Teorema 1.3 (Hsu – Chen) 
 Între det ( )F s  (v. (1.8)), 0 ( )d s  (v. (1.15)) şi ( )d s  (v. (1.16)) există relaţia: 

 0 ( )det ( )
det ( ) ( )

d sF s
F d s

=
∞

, (1.17) 

în care det ( ) det( ) 0mF I D∞ = + ≠ .  
 DA Întrucât (1.9), (1.10) este o realizare a matricei ( )G s , rezultă că 

 1( ) ( )nG s C I s A B D−= − + . (1.18) 

 În conformitate cu (1.8) şi (1.18) se scrie: 

 1det ( ) det ( )m mF s I C I s A B D−⎡ ⎤= + − +⎢ ⎥⎣ ⎦ . (1.19) 

 Se foloseşte o formulă Schur (v. Anexa E) şi relaţia (1.19) devine: 

 
1

1

( )

det ( ) det ( ) det
n

n
md s

I s A B
F s I s A

C I D
−

−

=

⎡ ⎤−⎢ ⎥= − ⎢ ⎥− +⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

 Se ţine seama de (1.16) şi se face următorul artificiu de calcul: 

 
1

1

( )1det ( ) det det
( ) 0

nn m

mm

I s A BI B I D
F s

C I Dd s I

−

=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤−− +⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
. 

 După înmulţirea determinanţilor din membrul drept se obţine: 

 

0

1

( )

1det ( ) det ( ) det[ ]
( ) n m m

d s

F s I s A B I D C I D
d s

−

=

⎡ ⎤= − + + +⎢ ⎥⎣ ⎦ . (1.20) 

 Ţinând seama de prima relaţie din (1.14), de (1.15) şi de faptul că 
det ( ) lim det ( ) det( ) 0s mF F s I D→∞∞ = = + ≠ , din (1.20) rezultă (1.17).  
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 Teorema 1.3 este un rezultat fundamental pe calea analizei stabilităţii în 
circuit închis pe baza cunoaşterii sistemului în circuit deschis.  

 b. Zerouri invariante şi poli invarianţi 
 Se examinează în continuare situaţiile în care polinoamele 0( )d s  şi ( )d s  pot 
avea zerouri comune sau, cu alte cuvinte, dacă sistemul în circuit deschis poate 
avea valori proprii invariante în raport cu reacţia după ieşire conform fig. IV.1.1. 

 Teorema1. 4 
 Zerourile de decuplare ale sistemului în circuit deschis (1.9), (1.10) sunt 
totodată zerouri de decuplare ale sistemului în circuit închis (1.9) – (1.11), 
respectiv sunt zerouri comune ale polinoamelor ( )d s  şi 0 ( )d s .  
 D. Utilizând descompunerea canonică Kalman (v. Teorema II.1.19), 
conform cu relaţiile (II.1.73) – (II.1.75), pentru sistemul în circuit deschis se scrie: 

 
2 1 3 422 11 33 44

02( ) ( ) ( )

( ) det ( )det ( )det ( )det ( )n n n n

p s d s z s

d s I s A I s A I s A I s A
≡ =

= − − − − , (1.21) 

unde ( )p s  şi 0 ( )z s  sunt polinoamele polilor şi respectiv zerourilor de decuplare.  
 Folosind acum (1.14), (1.15), (II.1.67), (II.1.68), pentru sistemul în circuit 
închis se scrie: 

 
2 1 3 4

1 1
0

1
22 2 2 11 33 44

00 20( ) ( ) ( )

( ) det[ ( ) ] det[ ( ) ] (1.22)

det[ ( ) ]det ( )det ( )det ( )

n m n m

n m n n n

p s d s z s

d s I s A B I D C I s A B I D C

I s A B I D C I s A I s A I s A

− −

−

≡ =

= − + + ≡ − + + ≡

≡ − + + − − − ,  

în care 0( )p s  este polinomul polilor sistemului în circuit închis. 

 Evident, 0 ( )z s  este un divizor comun al polinoamelor ( )d s  şi 0 ( )d s .  
 Prin urmare, zerourile de decuplare ale sistemului în circuit deschis sunt 
invariante în raport cu reacţia după ieşire. Se poate enunţa acum următorul rezultat.  

 Teorema 1.5 
 Între det ( )F s  (v. (1.8)), 0 ( )p s  (v. (1.22)) şi ( )p s  (v. (1.21)) există relaţia: 

 0 ( )det ( )
det ( ) ( )

p sF s
F p s

=
∞

.  (1.23) 
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 În acest context se pune întrebarea dacă 0 ( )p s  şi ( )p s  pot avea şi ele 
divizori comuni. Răspunsul este afirmativ. Se examinează mai întâi două exemple. 

 Exemplul 1.2 
 Se consideră sistemul automat multivariabil cu structura din fig. IV.1.3. Să 
se studieze ce divizor comun au ( )p s  şi 0 ( )p s  şi ce origine are acesta. 

 
Fig. IV.1.3. Structura sistemului de la Exemplul 1.2 

 Conform fig. IV.1.3 pentru sistemul în circuit deschis se scrie: 

 
1 11 00 0

( ) ( ) ( ) 11 1 1011 1
F R

s sG s G s G s

ss s s

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, 2( ) ( 1)p s s s= − . 

 Pentru sistemul în circuit închis, conform relaţiei (1.6), se obţine: 

 [ ]

1

1
20 2

2

11 1 01 0 0 1
( ) ( ) ( ) 11 1 1 11 11 1 ( 1)( 1)

ss sG s I G s G s s
ss s s s s s

−

−

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥+⎢ ⎥ ⎢ ⎥ +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + = = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ +− − − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

 Rezultă că 2
0( ) ( 1) ( 1)p s s s= + −  şi divizorul comun este ( ) 1q s s= − .  

 Pentru a afla originea acestui divizor comun se foloseşte (1.23). Se obţine: 

 
2( 1) ( 1)det ( )

det ( )
s sF s

F
+ −

=∞ 2 ( 1)s s−

2

2
( 1)s

s
+= . 

v1 u1 

x2

w1 x1 y1 

v2 u2 w2 

y2 

+

+ 

+
+

_ 

_ 

1/ s

1/( 1)s − x3 

( )RG s  

REGULATORUL 

1 

1 1/ s

( )FG s  
PARTEA FIXATĂ



1. Analiza stabilităţii 
 

 239 

 In acelaşi timp, un calcul direct al det ( )F s , conform cu (1.8), conduce la: 

 
2

2 2

11 0 ( 1)det ( ) det[ ( )] det 1 111

ssF s I G s
s

s s

⎡ ⎤+⎢ ⎥ +⎢ ⎥= + = =⎢ ⎥+⎢ ⎥−⎣ ⎦

, 

adică, pe această cale apariţia divizorului comun ( ) 1q s s= −  este imposibilă.  
 Pe de altă parte, procedând la determinarea polinomului ( )z s  al zerourilor 
de transmisie al sistemului în circuit deschis, conform Teoremei I.4.6, rezultă: 

 2 2

1 0 ( 1) ( )1det ( ) det ( )1 1 ( 1)
1

s z ssG s p ss s s
s s

⎡ ⎤
⎢ ⎥ −⎢ ⎥= = = ≡⎢ ⎥ −⎢ ⎥⎢ ⎥−⎣ ⎦

,  ( ) 1z s s= − . 

 Aşadar ( ) 1q s s= −  este şi divizorul comun al polinoamelor ( )z s  şi ( )p s . 
Datorită acestui fapt ( )q s  este divizor comun al polinoamelor ( )p s  şi 0 ( )p s .  

 Exemplul 1.3 
 Se consideră sistemul automat multivariabil cu structura din fig. IV.1.1 şi  

 

3 1
1 1( ) 3( 1)6
1 ( 1)( 2)

s sG s s
s s s

⎡ ⎤−⎢ ⎥+ +⎢ ⎥= ⎢ ⎥−⎢ ⎥−⎢ ⎥+ + −⎣ ⎦

. 

 Să se determine polinoamele ( )p s  şi 0 ( )p s  şi eventualul divizor comun. 

 Conform Teoremei I.4.5, ( ) ( 1)( 2)p s s s= + − . Dar, 1det ( ) 3 ( )G s p s−=− . 
Conform Teoremei I.4.6, rezultă că ( ) 1z s ≡  şi implicit ( ) 1q s ≡ . Pe de altă parte, 

din (1.6) rezultă 0 ( ) ( )p s p s≡ , fapt confirmat de det ( ) 1F s =  (calculat cu (1.8)). 

Motivul este că reacţia după ieşire permută polii între ei: –1 trece în 2 şi 2 în –1.  
 Se confirmă faptul că pot exista poli invarianţi în raport cu reacţia după ieşire.  

 Teorema 1.6 
 Sistemul în circuit deschis (1.7) poate avea poli invarianţi în raport cu reacţia 
după ieşire a sistemului automat cu structura din fig. IV.1.1.  
 D. În general, pentru polinoamele monice ( )z s  (al zerourilor) şi ( )p s  (al 

polilor) ale lui ( )G s , având c.m.m.d.c. (monic) ( )q s , se pot scrie relaţiile:  
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 ( ) ( ) ( )z s q s z s= , (1.24) 

 ( ) ( ) ( )p s q s p s= . (1.25) 

 ( ), ( )z s p s  (coprime) rezultă, după simplificări, direct din det ( )G s , adică: 

 ( )det ( )
( )

z sG s k
p s

= ,   k  = constant. (1.26) 

 Se ştie (v. Teorema I.4.6) că amplificând ( ), ( )z s p s  în (1.26) cu ( )q s  se 
obţine:  

 ( ) ( ) ( ) ( )det ( )
( ) ( ) ( ) ( )

z s q s z s z sG s k k k
p s q s p s p s

= ≡ ≡ . (1.27) 

 Pe de altă parte, prin calculul direct al det ( )F s  se obţine: 

 0 0 0ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆdet ( )
ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )

p s r s p s p s
F s k k k

p s r s p s p s
= = = ,  k̂  = constant, (1.28) 

unde 0ˆ ˆ( ), ( )p s p s  sunt monice coprime, iar factorul ( )r s  este astfel ales încât: 

 ˆ( ) ( ) ( )p s r s p s≡ . (1.29) 

 Substituind (1.29) în (1.25) rezultă: 

 ˆ( ) ( ) ( ) ( )p s q s r s p s= . (1.30) 

 Înlocuind acum (1.23) şi (1.25) în (1.28), cu ˆdet ( )F k∞ = , se obţine: 

 0 0 0ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p s q s r s p s q s p s= = , 0 0ˆ( ) ( ) ( )p s r s p s≡ . (1.31) 

 Din (1.30), (1.31) rezultă că ( )p s  şi 0 ( )p s  au divizorul comun ( ) ( )q s r s .  

 Evident, relaţiile (1.30) şi (1.31) conduc imediat la următorul rezultat. 

 Teorema 1.7 
 Între det ( )F s  (v. (1.23)), ˆ ( )p s  (v. (1.29)) şi 0ˆ ( )p s  (v. (1.31)) există relaţia: 

 0ˆ ( )det ( )
ˆdet ( ) ( )

p sF s
F p s

=
∞

.  (1.32) 

 Urmând studiul întreprins la I.6.5 se demonstrează şi următorul rezultat. 
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 Teorema 1.8 
 Zerourile de transmisie ale sistemului în circuit deschis (1.7) sunt invariante 
în raport cu reacţia după ieşire a sistemului automat cu structura din fig. IV.1.1. 
 D. Prin calcul direct din (1.6) (cu (1.7), (1.8)) şi (1.23), (1.27) se obţine:  

 1
0 0

( )
det ( ) det det ( )

p s
G s F G s k−= =

0

( )
( ) ( )

z s
p s p s

1
0 0

0

( ) , det ( )( )
z sk k k Fp s

−= = ∞ .  

 c. Rezultate de stabilitate 
 În general, det ( )F s  poate să nu conţină toate informaţiile privitoare la 
valorile proprii ale sistemului în circuit închis. Cu toate acestea, det ( )F s , obţinut 
cu relaţia (1.8), se poate folosi în analiza stabilităţii sistemului în circuit închis pe 
baza cunoaşterii sistemului în circuit deschis. În acest sens, o cale de generalizare a 
criteriului Nyquist constă în studiul funcţiei det ( )F s  prin metoda frecvenţială. 

 Teorema 1.9 
 Fie P+  şi 0P  numărul de poli ai sistemului în circuit deschis (fig. IV.1.1) 

situaţi respectiv în { }; Re 0s s∈ >  şi { }; Re 0s s∈ = . Sistemul automat 

multivariabil este BIBO stabil dacă şi numai dacă: 

 0argdet ( ) 2F j P Pω π π+∞
+−∞ = + . (1.33) 

 D. Variaţia totală argumentului funcţiei det ( )F jω  se obţine din (1.23): 

 0argdet ( ) arg ( ) arg ( )F j p j p jω ω ω
+∞+∞ +∞

−∞ −∞−∞
= − . (1.34) 

 Conform criteriului Cremer – Leonhard (v. Teorema III.3.5), polinomul 
0( )p s  este hurwitzian dacă şi numai dacă: 

 0 0 00
arg ( ) 2arg ( ) grd ( ) grd ( )p j p j p s p sω ω π π

+∞ +∞

−∞
= = = . (1.35) 

 Aplicând pentru ( )p s  principiul argumentului (v. Anexa F), se scrie: 

 0arg ( ) grd ( ) 2p j p s P Pω π π π+∞
+−∞ = − − . (1.36) 

 Înlocuind (1.35) şi (1.36) în (1.34) se obţine în mod echivalent (1.33).  
 Folosind Teorema III.2.7 se formulează imediat şi următoarea aserţiune. 
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 Teorema 1.10 
 Subsistemele de stare necontrolabilă şi / sau neobservabilă ale sistemului în 
circuit deschis sunt asimptotic stabile.  
 Fie P+  şi 0P  numărul de poli ai sistemului în circuit deschis (fig. IV.1.1) 

situaţi respectiv în { }; Re 0s s∈ >  şi { }; Re 0s s∈ = . Sistemul automat 

multivariabil este asimptotic stabil dacă şi numai dacă are loc (1.33).   

 Exemplul 1.4 
 Se consideră sistemul automat multivariabil cu structura din fig. IV.1.3.  
 Să se studieze stabilitatea asimptotică şi BIBO stabilitatea sistemului. 
 Cu variabilele de stare 1 2,x x  şi 3x , definite în schema din fig. IV.1.3, după 

calcule simple, se obţin reprezentările de stare în circuit deschis şi în circuit închis: 

 
1 11 1 1

2 2 2
2 2

3 3 3

0 0 0 1 0 1 0 00 0 0 0 1 , 0 1 10 0 1 1 0
C

A B

x xx u yx x xu yx x x
=

= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, 

 

0
0 0

1 1 1
1 1

2 2 2
2 2

3 3 3

1 0 0 1 0 1 0 00 1 1 0 1 , 0 1 11 0 1 1 0
C

A B

x x xv yx x xv y
x x x

=
= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= − − + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

 Ambele sunt de stare complet controlabilă şi complet observabilă. Rezultă: 

 2 2
2 0 20 0( ) ( ) ( ) ( 1), ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1)d s d s p s s s d s d s p s s s≡ ≡ = − ≡ ≡ = + − . 

 Urmează că sistemul automat este instabil (intern) şi BIBO instabil. 
 La Exemplul 1.2 s-a calculat direct 2 2det ( ) ( 1)F s s s−= + , pentru care  

 2arg det ( ) arg( 1) arg( ) 2F j j j+∞ +∞ +∞
−∞ −∞ −∞ω = ω+ − ω = π .  

 Pe de altă parte, 01, 2P P+ = =  şi conform cu (1.33) trebuie să aibă loc:  

 argdet ( ) 4F j +∞
−∞ω = π .  

 Evident, 2 4π≠ π  şi, prin urmare, sistemul automat este (BIBO) instabil.  



2. Generalizarea criteriului Nyquist 

2.1. Funcţiile de transfer caracteristice 
 Ideea de bază este de a utiliza valorile proprii ale matricei ( )G s  a sistemului 
în circuit deschis şi legătura lor cu funcţia raţională det ( )F s . Pentru fiecare s∈^ , 

fixat, valorile proprii, ( ), 1,k s k mγ = , sunt zerourile polinomului caracteristic: 

 [ ] 1
1( , ) det ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )m m

m mg s I g s G s g s s g s sΔ α α−≡ − ≡ + + + , (2.1) 

unde ( ), 1,i s i mα = , sunt funcţii raţionale. Polinomul (2.1) poate fi explicitat prin: 

 1( , ) ( ) ( )m
kkg s g s sΔ γ=

⎡ ⎤≡ −⎢ ⎥⎣ ⎦∏ . (2.2) 

 Pentru ( ) 1g s =−  din relaţia (2.2), cu (1.8), se obţine: 

 1det ( ) 1 ( )m
kkF s sγ=

⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦∏ . (2.3) 

 Din (2.3) rezultă că valorile proprii, ( ), 1,k s k mγ = , conţin aceleaşi 

informaţii ca det ( )F s , dar mai detaliate în ceea ce priveşte structura sistemului 
în circuit deschis. Aceasta sugerează calea de urmat pentru generalizarea 
criteriului Nyquist, [129]. Pentru a atinge acest scop este necesar să se răspundă 
mai întâi la următoarele două întrebări: 
 1º ( ), 1,k s k mγ = , fiind în general iraţionale, cum se poate utiliza (2.1)? 

 2º Cum se aplică principiul argumentului? 
 Se va răspunde la aceste întrebări, pe scurt şi explicit, în cele ce urmează. 

 a. Definirea funcţiilor de transfer caracteristice 
 În general, polinomul în variabila g  din (2.1) poate fi factorizat sub forma: 

 [ ] 1 2( , ) det ( ) ( ) ( , ) ( , )... ( , )mg s I g s G s g s g s g sηΔ δ δ δ≡ − ≡ , (2.4) 

în care ( , ), 1, , 1i g s i mδ η η= ≤ ≤ , sunt polinoame în variabila g , de forma: 

 1
1( , ) ( ) ( ) ( ) ... ( ), 1,i i

i

r r
i i i rg s g s a s g s a s iδ η−= + + + = , (2.5) 
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cu 1 ii r mη
= =∑ . Entităţile ( , ), 1,i g s iδ η= , se numesc polinoame ireductibile 

dacă ( ), 1,i j ia s j r= , sunt funcţii raţionale în condiţiile în care η  are valoarea 

maximă posibilă.  
 Pentru fiecare 0s s= ∈ , fixat, fiecare ecuaţie ireductibilă 

 ( , ) 0, 1,i g s iδ η= = , (2.6) 

are ir  soluţii numite ramuri. Pentru s ∈  fiecare ecuaţie ireductibilă din (2.6) 

defineşte, implicit, câte o funcţie algebrică ( )ig s , ir -valentă, numită funcţie de 

transfer caracteristică a matricei ( )G s . Funcţiile ( ), 1,ig s i η= , ir -valente, 

formează setul funcţiilor de transfer caracteristice ale matricei de transfer ( )G s . 
 În virtutea ir -valenţei, ( )ig s  se defineşte pe o suprafaţă Riemann iR , 

formată din ir  foi suprapuse care reproduc de ir  ori planul complex . 

Conexiunile între diferite foi ale suprafeţei iR  se fac prin tăieturi practicate între 

punctele de ramificare ale lui ( )ig s  sau între acestea şi punctul de la infinit (prin 

drepte paralele cu axa reală sau cu axa imaginară). Acest fapt este natural posibil 
deoarece în punctele de ramificare cel puţin două ramuri au valori identice. 
 Principiul argumentului se aplică pentru conturul Nyquist NC  (v. Anexa F). 
Pe fiecare foaie a lui iR  se plasează câte un NC . Parcurgându-le, ele se înlănţuie 

într-o curbă închisă pe iR  prin trecerea prin tăieturi de la o foaie la alta. 

 Exemplul 2.1 
 Fie matricea de transfer: 

 
1 21( )

( 1)( 2) 2 1

s s
G s

s s s s

⎡ ⎤− −⎢ ⎥= ⎢ ⎥+ + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

 Să se determine funcţiile de transfer caracteristice şi suprafeţele Riemann 
corespunzătoare, pe care se vor trasa contururi Nyquist. 
 Înlocuind ( )G s  în (2.1) se obţine polinomul caracteristic ireductibil: 

 2
2 2

2 3( , )
( 1)( 2) ( 1) ( 2)

sg s g g
s s s s

Δ = − +
+ + + +

. 
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 ( )G s  are o singură funcţie de transfer caracteristică (bivalentă). Expresia ei, 

pentru fiecare s ∈R , este dată de cele două valori proprii ale lui ( )G s : 

 
( )
( )

2
1

2
2

1( ) 3
( 1)( 2)

( )
1( ) 3 , .

( 1)( 2)

s s s
s s

g s
s s s s

s s

γ

γ

⎧⎪⎪ = + −⎪⎪ + +⎪=⎨⎪⎪ = − − ∈⎪⎪ + +⎪⎩
R

 

 Discriminantul 2( ) 4( 3)D s s= −  se anulează în 1,2 3s =± . Acestea sunt 

punctele de ramificare ale funcţiei de transfer caracteristice. 
 Suprafaţa Riemann R  are foile f 1,2R  şi contururile Nyquist 1,2NC . Ele se 

înlănţuie prin tăietura între punctele de ramificare – fig. IV.2.1.a, sau prin tăieturile 
între un punct de ramificare şi punctul de la infinit – fig. IV.2.1.b.  

   
Fig. IV.2.1. Foile suprafeţei Riemann cu tăieturi între: (a) punctele de ramificare,  

(b) un punct de ramificare şi punctul de la infinit 

 Alegerea tăieturilor pe foile suprafeţei Riemann iR  nu este, în general, 

unică. Este însă necesar ca ele să conecteze aceste foi de o aşa manieră încât 
funcţia ( )ig s  să devină univalentă pe iR . Faptul că iR  are ir  foi (corespunzător 

ir -valenţei lui ( )ig s ) şi că la întâlnirea unei tăieturi (o conexiune între cel puţin 

două foi) se poate trece de pe o foaie pe alta conduce la constatarea că fiecărui 
punct is ∈R  îi corespunde un singur punct ( )ig s ∈  şi numai unul. 

jIm 

Re 33−

33− Re 

jIm 

CN 1 
f 1R

f 2R

CN 2 

jIm 

Re 3  3−  

3  3−  Re 

jIm 

CN 1 

CN 2 

f 1R  

f 2R  
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 Înainte de a continua căutarea unor răspunsuri la întrebarea 2º de la începutul 
acestei secţiuni este necesară elucidarea a două probleme şi anume: cum se 
determină polinoamele ireductibile şi cum se determină punctele de ramificare. 

 b. Polinoame ireductibile 
 Obţinerea lor este legată de forma canonică diagonală de blocuri Frobenius: 

 { }1 2( ) diag ( ), ( ),..., ( )G s F s F s F sδ δ δη
� � , (2.7) 

 
1

2

1

( )

0 0 0 ( )

1 0 0 ( )

( ) 0 1 0 ( )

0 0 1 ( )

i

i

i

i i

i r

i r

i i r

i

r r

a s

a s

F s a s

a s

δ

−

−
×

⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

"

"

� "���	��

# # # #

"

.  

( )iF sδ  este matricea Frobenius a polinomului ( ) det ( ) ( )
ii r is I g s F sδδ ⎡ ⎤≡ −⎢ ⎥⎣ ⎦ , în 

care 
irI  este matricea unitate de ordinul ir . 

 Evident, există ( )T s , matrice de ordinul m , cu det ( ) 0T s ≡/ , astfel încât: 

 1( ) ( ) ( ) ( )G s T s G s T s−=� . (2.8) 

 Cu ( )T s  adecvat ales, din (2.8) se obţine forma canonică raţională 
ireductibilă a matricei ( )G s . Determinarea matricei ( )T s , ca procedeu practic, se 
bazează pe următoarele considerente. Dacă vectorii: 

 2 1, , ,..., , cuk mx G x G x G x x− ∈^  (2.9) 

sunt liniar independenţi în timp ce vectorii 2 1, , ,..., ,k kx G x G x G x G x−  sunt 
liniar dependenţi (v. Anexa A), atunci şirul (2.9) se numeşte lanţ de lungime k  al 
lui G  şi x  este conducătorul lanţului. Lanţul (2.9) se numeşte de lungime minimă 
(maximă) dacă mx ∈^  a fost astfel ales încât k  este minim (maxim) posibil. 
 Procedeul de determinare a lui ( )G s�  constă în construirea unor lanţuri care 
evidenţiază factorii invarianţi ai lui ( )G s . Întrucât factorii invarianţi sunt produse 
ale polinoamelor ireductibile, rezultă că obţinerea formei canonice necesită 
utilizarea unor lanţuri de lungime minimă.  
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 Practic, se procedează astfel: se alege 1x , conducătorul unui lanţ de lungime 

minimă 1k ; se alege 2x , conducătorul unui lanţ de lungime minimă 2k , liniar 

independent faţă primul; se alege 3x , conducătorul unui lanţ de lungime minimă 

3k , liniar independent faţă de precedentele; se continuă până când ik m=∑ . 

 ( )T s  din transformarea (2.8) se construieşte după cum urmează: 

 1 21 1 1
1 1 1 2 2 2( ) , ,..., , , ,..., ,..., , ,..., jk k k

j j jT s x Gx G x x Gx G x x Gx G x− − −⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦  (2.10) 

 Dificultatea majoră în aplicarea acestei proceduri este găsirea lanţurilor de 
lungime minimă. În aplicaţii însă, de regulă, polinomul caracteristic al lui ( )G s  
este ireductibil, caz în care nu mai este necesară aplicarea procedurii de mai sus. 

 c. Puncte de ramificare 
 Un 0s ∈  se numeşte punct de ramificare al funcţiei de transfer 

caracteristice definită de ecuaţia ireductibilă (2.6) dacă 0s  este zero multiplu. Fie 

ecuaţia ireductibilă (2.6) cu (2.5) (scrisă, pentru simplitate, fără indicele i ): 

 1
1( ) ( ) 0r r

rg a s g a s−+ + + = . (2.11) 

Această ecuaţie are o rădăcină multiplă în 0s  dacă discriminantul 

 

2 1 coloa

1 2 1

1 1

1 2 1

1 2 1

1 1

1

1 1

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1

0

0 0 0 1
( ) 0 0 0 0 ( 1) 2

0 0 0 ( 1) 0
0 0

0 0 0 0
( 1) 0 0 0 0

r

r r

r r

r r

r r

r

r

r

a a a a
a a a

a a a a
D s r r a a a

r r a a

r a
r r a a

−

−

−

−

− −

−

−

−

−
−

−

ne

, (2.12) 

care este un determinant de ordinul 2 1r−  asociat lui (2.11), se anulează în 0s s= . 

r-1 
linii 

r 
linii 
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 d. Locurile de transfer caracteristice 
 În analiza stabilităţii în domeniul frecvenţei se utilizează conturul Nyquist 
(v. Anexa F). Pentru o funcţie de transfer caracteristică ( )ig s , definită pe o 

suprafaţă Riemann iR , variabila s  parcurge o singură dată, în sens negativ, ir -

plul contur Nyquist situat pe cele ir  foi ale lui iR , trecându-se de pe o foaie pe 

alta atunci când se întâlneşte o tăietură. Imaginea ( ),ig jω ω∈\  a acestui contur 

prin funcţia ( )ig s  se numeşte locul de transfer caracteristic. Mulţimea locurilor 

( ), , 1,ig j iω ω η∈ =\ , ale lui ( )G jω , este setul locurilor de transfer caracteristice 
ale sistemului în circuit deschis. ( )G jω  se numeşte matricea de răspuns la 
frecvenţă a sistemului în circuit deschis. Locurile de transfer caracteristice se 
trasează grafic prin proceduri numerice de continuitate (v. Anexa D). 

 Exemplul 2.2 
 Se consideră sistemul automat multivariabil cu matricea de transfer în circuit 
deschis de la Exemplul 2.1. Să se traseze locurile de transfer caracteristice. 

 
Fig. IV.2.2. Locul de transfer caracteristic la Exemplul 2.2 

jIm 

ω=00,8 

0,8 

1( )jγ ω

ω = 1

ω = – 1 

2ω=−  

2ω=

( )1 5/ 2 /3+  

2 ( )jγ ω

B 0,4 0 

ω = –5

ω = –10

ω =10

2ω=−  

2ω=  

( )1 5/ 2 /3−

ω = 5 
ω = 2

ω = 0

A 

ω = –1 
ω = 2 

ω = –2ω = 1 
Re 

0,4 
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 Pentru ( )g s  de la Exemplul 2.1, cu Ns C∈ ⊂R  (adică s jω= ), se scrie: 

 

2
2

1 2 2

2
2

2 2 2

3( ) 3 (2 ) ,
(2 ) 9

( )
3( ) 3 (2 ) , .

(2 ) 9

j j

g j

j j

ω ω
γ ω ω ω

ω ω
ω

ω ω
γ ω ω ω ω

ω ω

⎧⎪ + +⎪ ⎡ ⎤⎪ = + −⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦− +⎪⎪⎪=⎨⎪⎪ − +⎪ ⎡ ⎤⎪ = + − ∈⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦− +⎪⎪⎩

 

 Pentru { }0, 1, 2, 2, 5, 10, 20ω∈  şi folosind relaţiile *
1 2( ) ( )j jγ ω γ ω− = , 

*
2 1( ) ( )j jγ ω γ ω− = , ( ( )*⋅  simbolizează conjugarea numerelor complexe), locul de 

transfer caracteristic este reprezentat în fig. IV.2.2.  

2.2. Aplicarea principiului argumentului 
 a. Funcţiile de transfer caracteristice ale matricei diferenţă a reacţiei 
 Se porneşte de la polinomul caracteristic al matricei ( )F s : 

 [ ] 1
1( , ) det ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m m

F m mf s I f s F s f s s f s sΔ β β−≡ − ≡ + + + , (2.13) 

în care ( ), 1,i s i mβ = , sunt funcţii raţionale. Funcţiile de transfer caracteristice 

( ), 1,if s i η= , se definesc cu ajutorul factorizării în polinoame ireductibile: 

 [ ] 1 2( , ) det ( ) ( ) ( , ) ( , )... ( , )F mf s I f s F s f s f s f sηΔ ψ ψ ψ≡ − ≡ , (2.14) 

în care polinoamele ireductibile au expresiile: 

 1
1( , ) ( ) ( ) ( ) ... ( ), 1,i i

i

r r
i i i rg s f s b s f s b s iψ η−= + + + = . (2.15) 

 Fie 0( )ic s  c.m.m.m.c., monic, al numitorilor funcţiilor ( ), 1,i j ib s j r= , din 

(2.15). În aceste condiţii, polinomul (2.15) este echivalent cu 

 1 1

0 0

( )( )
( , ) ( ) ( ) ... , 1,( ) ( )

ii i
i rir r

i
i i

c sc s
f s f s f s ic s c sψ η−= + + + = , (2.16) 

în care 0( ) ( ) ( ), 1,i j i i j ic s c s b s j r= = . Fie 0( )ic s  şi ( )
ii rc s  coprime. ( )if s , 

definită prin ( , ) 0i f sψ = , este nulă pentru ( ) 0
ii rc s = , iar pentru 0( ) 0ic s →  are 
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loc ( )if s →∞ . Ca urmare, ( )
ii rc s  şi 0( )ic s  sunt polinomul zerourilor şi 

respectiv polinomul polilor funcţiei de transfer caracteristice ( )if s . Aceste 

afirmaţii sunt consistente şi pentru 0( )ic s  şi ( )
ii rc s  non coprime. În acest caz un 

zero al factorului lor comun este în acelaşi timp zero şi pol al lui ( )if s .  

 b. Variaţia totală a argumentului  
 Polinoamele ( )

ii rc s  şi 0( )ic s  fiind cunoscute, variaţia totală a argumentului 

funcţiei ( )if s  pe ir -plul contur Nyquist situat pe iR  are forma (v. Anexa F): 

 
0

( )
arg ( ) arg , 1,( )

i
i

i r
f i

i

c j
f j ic j

ω
Δϕ ω η

ω
+∞+∞

−∞ −∞
= = = . (2.17) 

În acelaşi timp, pentru funcţiile ( ), 1,if s i η= , variaţia totală a argumentului 
setului de funcţii de transfer caracteristice are expresia: 

 11 1 0 0

( ) ( )
arg arg( ) ( )

i i
i

i r i r
f f ii i i i

c j c j
c j c j

η η ηω ω
Δϕ Δϕ

ω ω
+∞ +∞

== = −∞ −∞

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= = = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑ ∏ .(2.18) 

 Pe de altă parte, pentru ( ) 0f s =  din (2.14) cu (2.16) se obţine: 

 1 0

( )
( 1) det ( ) ( )

ii rm
i i

c s
F s c s

η
=− =∏ . (2.19) 

 Din (2.18) şi (2.19) rezultă că variaţia totală a argumentului setului de funcţii 
de transfer caracteristice coincide cu aceea a funcţiei det ( )F s  adică 

 det ( )f F jΔϕ ω +∞
−∞= . (2.20) 

 Relaţia dintre ( )if s  şi ( ), 1,ig s i = η , se obţine din (2.13) şi (1.8). Se scrie: 

 [ ] [ ]det ( ) ( ) det ( ( ) 1) ( )m m mI f s I G s I f s G s− − = − − . (2.21) 

 Din (2.21), cu (2.1), urmează că ( ) ( ) 1g s f s= −  şi respectiv 

 ( ) 1 ( ), 1,i if s g s i η= + = . (2.22) 
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 Acest rezultat arată că prin trasarea locurilor de transfer ( ), 1,ig j iω η= , ale 

matricei ( )G jω , se obţin simultan şi locurile de transfer ( ), 1,if j iω η= , ale 

matricei ( ) ( )mF j I G jω ω= + , dar faţă de un nou sistem de axe cu originea 
translată pe axa reală în punctul 1− . În această situaţie din (2.18) – (2.20) rezultă: 

 , 1 det ( )g f F jΔϕ Δϕ ω +∞
− −∞= = , (2.23) 

în care indicele , 1g −  simbolizează faptul că variaţia totala a argumentului setului 

( ), 1,ig j iω η= , se raportează la noua origine situată în punctul 1− . 

2.3. Criterii Nyuquist generalizate 
 a. Criterii pentru sisteme automate cu reacţie unitară 
 Fie sistemul automat cu structura din fig. IV.1.1 (cu reacţie negativă 
unitară). Relaţia (2.23) şi Teoremele 1.9, 1.10 conduc la următoarele criterii Nyquist. 

 Teorema 2.1 
 Fie P+  şi 0P  numărul de poli ai sistemului în circuit deschis (fig. IV.1.1) 

situaţi respectiv în { }; Re 0s s∈ >  şi { }; Re 0s s∈ = . Sistemul automat 
multivariabil este BIBO stabil dacă şi numai dacă 

 , 1 02g P PΔϕ π π− += + . (2.24) 

 D. Se înlocuieşte (1.33) în (2.23) şi se obţine (2.24).  

 Teorema 2.2 
 Subsistemele de stare necontrolabilă şi / sau neobservabilă ale sistemului în 
circuit deschis (fig. IV.1.1) sunt asimptotic stabile.  
 Fie P+  şi 0P  numărul de poli ai sistemului în circuit deschis (fig. IV.1.1) 

situaţi respectiv în { }; Re 0s s∈ >  şi { }; Re 0s s∈ = . Sistemul automat 

multivariabil este asimptotic stabil dacă şi numai dacă are loc condiţia (2.24).  
 Se constată că şi în cazul sistemelor automate multivariabile punctul 1−  are 
o semnificaţie specială. Se ştie că el se numeşte punctul critic şi că marchează 
trecerea, după caz, de la BIBO stabilitate la BIBO instabilitate respectiv de la 
stabilitate asimptotică la stabilitate neutrală sau instabilitate. Ca şi în cazul 
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sistemelor automate monovariabile, stabilitatea relativă (BIBO / asimptotică) se 
apreciază prin marginea de amplificare şi marginea de fază [175]. Acestea pot fi 
determinate pentru fiecare loc de transfer caracteristic ( )ig jω , faţă de originea 

situată în 1− . Valorile minime pe setul locurilor de transfer caracteristice definesc 
stabilitatea relativă în domeniul frecvenţelor, [175]. 
 La evaluarea variaţiei totale a argumentului setului de locuri de transfer 
caracteristice, ( ), 1,ig j iω η= , faţă de punctul critic, se procedează ca şi în cazul 

sistemelor automate monovariabile. Concret, se evaluează variaţia totală a 
argumentului pentru fiecare loc de transfer caracteristic faţă de punctul critic după 
care se face suma algebrică a respectivelor variaţii totale ale argumentelor. 
 Stabilitatea unui sistem automat multivariabil se poate studia şi în funcţie de 
factorul de amplificare global \{0}k ∈  al regulatorului. Noile forme ale 
Teoremelor 2.1 şi 2.2 se obţin înlocuind matricea de transfer ( )G s  a sistemului în 
circuit deschis cu ( )k G s . Ca urmare relaţia (1.8) se înlocuieşte cu: 

 [ ] 1det ( ) det ( ) det ( )m
m mF s I k G s k k I G s−⎡ ⎤= + = +⎢ ⎥⎣ ⎦ . 

 Punctul critic este 1k−−  şi relaţia (2.23) se înlocuieşte cu 

 1, det ( )g fk F jΔϕ Δϕ ω−
+∞

− −∞= = , (2.25) 

în care indicele 1k−−  simbolizează raportarea la originea situată în punctul 1k−− . 
 Corespunzător Teoremelor 2.1 şi 2.2, se formulează următoarele rezultate. 

 Teorema 2.3 
 Fie P+  şi 0P  numărul de poli ai sistemului în circuit deschis ( ( ), \{0}kG s k∈  

în loc de ( )G s , fig. IV.1.1) situaţi în { };Re 0s s∈ >  şi respectiv { };Re 0s s∈ = . 

Sistemul automat multivariabil este BIBO stabil dacă şi numai dacă 

 1 0, 2g k P PΔϕ π π− +− = + .  (2.26) 

 Teorema 2.4 
 Subsistemele de stare necontrolabilă şi / sau neobservabilă ale sistemului în 
circuit deschis (fig. IV.1.1 cu ( )G s  înlocuit cu ( ), \{0}k G s k ∈ )) sunt 
asimptotic stabile.  
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 Fie P+  şi 0P  numărul de poli ai sistemului în circuit deschis situaţi respectiv 

în { };Re 0s s∈ >^  şi { };Re 0s s∈ =^ . Sistemul automat multivariabil este 

asimptotic stabil dacă şi numai dacă are loc condiţia (2.26).  

 Exemplul 2.3 
 Pentru sistemul automat cu structura din fig. IV.1.1 şi ( )G s  de la Exemplul 
2.1, folosind Teorema 2.3, să se determine k  pentru care sistemul este BIBO stabil. 
 Locul de transfer caracteristic este reprezentat în fig. IV.2.2. Punctele A, O şi 
B împart axa reală în patru intervale în care se poate situa punctul critic 1k−−  
atunci când k  variază de la −∞  la +∞ . Punctele A şi B corespund pulsaţiilor 

2ω=±  şi au coordonatele [(1 5/ 2) / 3, 0]j−  şi [(1 5/ 2) / 3, 0]j+ . 

 Cu 0P+ = , 0 0P = , condiţia (2.26) din Teorema 2.3 impune 1, 0g kΔϕ −− = . 

 Având în vedere fig. IV.2.2, punctul critic se poate situa după cum urmează: 
 I. ( ) ( )1 , (1 5/ 2) / 3 (1 5/ 2) / 3,k−− ∈ −∞ − ∪ + +∞ . Locurile de transfer 

caracteristice nu înconjoară punctul critic, respectiv are loc 1, 0g kΔϕ −− = . Aceasta 

înseamnă că pentru (2 10, 2 10)k ∈ − +  sistemul automat este BIBO stabil.  

 II. ( ) ( )1 (1 5/ 2) / 3, 0 0, (1 5/ 2) / 3k−− ∈ − ∪ +  şi 1 (1 5/ 2) / 3k−− = ∓ . 

Locurile de transfer caracteristice înconjoară de două ori în sens negativ şi 
respectiv trec prin punctul critic. Condiţia 1, 0g kΔϕ −− =  nu are loc. Urmează că 

pentru ( , 2 10] [2 10, )k∈ −∞ − ∪ + +∞  sistemul automat este BIBO instabil.  

 b. Criterii pentru sisteme automate cu reacţie neunitară 
 Structura sistemului automat din fig.IV.1.1 are particularitatea că reacţia 
negativă este unitară. În general reacţia se realizează printr-o matrice ( )TG s , a 

traductoarelor, de ordinul m, cu det ( ) 0TG s ≡/ , fig. IV.2.3. 

 
Fig. IV.2.3. Structura sistemului automat multivariabil cu reacţie neunitară 

v 
u w

y 
+ _ 

( )RG s ( )FG s

( )TG s
P 
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 Matricea de transfer a sistemului în circuit închis (fig. IV.2.3) are forma: 

 1
0 ( ) ( ) ( )dG s F s G s−= , (2.27) 

în care  

 ( ) ( ) ( )d F RG s G s G s=  (2.28) 

este matricea de transfer a căii directe intrare – ieşire, 

 ( ) ( )mF s I G s= +  (2.29) 

este matricea de transfer diferenţă a reacţiei, şi 

 ( ) ( ) ( ) ( )F R TG s G s G s G s=  (2.30) 

este matricea de transfer a sistemului în circuit deschis (în punctul P). 
 Cazul reacţiei neunitare nu este esenţial diferit de cel al reacţiei unitare 
deoarece din relaţia (2.27), trecând la determinanţi se obţine: 

 
0

det ( ) ( )det ( )
det ( ) ( )

d ci

cd

G s d sF s
G s d s

= = , (2.31) 

în care ( )cid s  şi ( )cdd s  sunt polinoamele caracteristice ale sistemului în circuit 
închis şi respectiv în circuit deschis.  
 Cel de al doilea semn de egalitate din relaţia (2.31) aminteşte de Teorema 
1.3 (Hsu – Chen) şi de rolul funcţiei det ( )F s  în studiul stabilităţii. Teorema 1.3 
rămâne valabilă şi în cazul reacţiei neunitare. Demonstraţia este relativ simplă şi se 
bazează pe utilizarea unor reprezentări de stare adecvate pentru matricele ( )dG s  şi 

( )TG s , [121].  
 În aceste condiţii toate rezultatele obţinute pentru cazul reacţiei unitare 
(Teoremele 1.9, 1.10, 2.1 – 2.4) se extind în mod corespunzător şi în cazul reacţiei 
neunitare. În demonstraţiile respectivelor rezultate se utilizează funcţia raţională 
det ( )F s  (v. (2.29)) şi matricea de transfer ( )G s  (v. 2.30)) a sistemului în circuit 
deschis.  



3. Sisteme diagonal dominante 
 Primele cercetări privind stabilitatea sistemelor automate multivariabile (fig. 
IV.1.1) au avut în vedere utilizarea elementelor matricei ( )G s  a sistemului în 
circuit deschis şi nu a funcţiilor de transfer caracteristice ale lui ( )G s . Această 
abordare era justificată de necesitatea cunoaşterii unei relaţii între stabilitatea 
sistemului în circuit închis şi elementele matricei ( )G s . În acest fel elaborarea 
rezultatelor de stabilitate a sistemelor automate multivariabile a avut în vedere 
obiectivele sintezei matricei ( )RG s  a regulatorului. În fond, de dorit ar fi ca, 

folosind un ( )RG s  adecvat, matricea ( )G s  să devină diagonală. Astfel sistemul 
automat multivariabil s-ar transforma în m  sisteme automate monovariabile total 
decuplate. Practic însă o astfel de soluţie radicală, care implică utilizarea unui 
regulator complicat, poate fi înlocuită cu una mai realistă bazată pe realizarea doar 
a unei dominanţe diagonale în matricea ( )G s , [142]. 

3.1. Dominanţa diagonală în domeniul frecvenţelor 
 O matrice Q , pătratică de ordinul m , se numeşte diagonal dominantă dacă 

elementele ei, , , 1,i jq i j m= , satisfac cel puţin unul din următoarele trei seturi de 

inegalităţi: 

 L
1, , 1,m

ii i i kk k iq R q i m= ≠> =∑ , (3.1) 

 C
1, , 1,m

ii i k ik k iq R q i m= ≠> =∑ , (3.2) 

 ( )L C1 , 1,
2i i i iq R R R i m> + = . (3.3) 

 Se spune că matricea Q  este diagonal dominantă pe linii – relaţia (3.1), pe 
coloane – relaţia (3.2) şi în medie – relaţia (3.3). O consecinţă a dominanţei 
diagonale este faptul că matricea Q  este nesingulară, adică det 0Q ≠ .  
 O proprietate remarcabilă a matricelor diagonal dominante, de utilizat în 
continuare, se prezintă în rezultatul următor, [174]. 
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 Teorema 3.1 
 Dacă matricea Q  este diagonal dominantă (pe linii sau coloane) atunci 

există inversa ( )1 ˆi jQ q−  şi sunt îndeplinite inegalităţile: 

 L L1ˆ , 1,i i i i i iq q R i mΦ−− ≤ = , (3.4) 

sau 

 C C1ˆ , 1,i i i i i iq q R i mΦ−− ≤ = , (3.5) 

în care 

 ( )L L

,
max / , 1,i j j j
j j i

R q i mΦ
≠

= = , (3.6) 

 ( )C C

,
max / , 1,i j j j
j j i

R q i mΦ
≠

= = .  (3.7) 

 Pentru o matrice cu elemente funcţii raţionale, ( ),Q s s ∈ , dominanţa 
diagonală se referă la un contur din planul complex, de exemplu la conturul 
Nyquist NC  (v. Anexa F). În acest context rezultatul fundamental pentru cele ce se 
vor prezenta în continuare este următorul, [143]. 

 Teorema 3.2 
 Dacă matricea ( )Q s , de ordinul m , este diagonal dominantă pentru Ns C∈ , 

det ( )Q s  nu are nici un zero, şi ( ), 1,i iq s i m= , nu au nici un pol pe NC , atunci: 

 1argdet ( ) arg ( )m
iiiQ j q jω ω+∞ +∞

−∞ −∞==∑ . (3.8) 

 D. Fie ( )Q s  diagonal dominantă pe linii pentru Ns C∈ . Atunci: 

 L( ) ( ), , 1,i i i Nq s R s s C i m> ∈ = , (3.9) 

unde L ( )iR s  se calculează cu o relaţie similară (mutatis mutandis) cu (3.1). 

 Pentru a utiliza (3.9), se explicitează det ( )Q s  după cum urmează: 

 1det ( ) ( ) det ( )m
iiiQ s q s Q s=

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦∏ , (3.10) 

în care matricea ( )Q s  are elementele extradiagonale de forma ( ) / ( )i k i iq s q s  şi 

toate elementele diagonale egale cu 1. 
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 Discurile Gherşgorin, [26], asociate (pe linii) matricei ( )Q s  sunt: 

 ( ){ }L( ) ( ) ; ( ) 1 ( ) / ( ) , , 1,i i i is q s q s R s q s s i m∈ − ≤ ∈ =D . (3.11) 

 Fie ( ), 1,iq s i m= , valorile proprii ale matricei ( )Q s . Discurile Gerşgorin 

(3.11) au proprietatea: 

 { }1 2 1( ), ( ),..., ( ) ( ),m
m iiq s q s q s s s=⊆ ∈∪ D . 

 ( )Q s  este diagonal dominantă (pe linii) pentru Ns C∈ . Rezultă că discurile 

(3.11), toate cu centrul în punctul 1  al planului ( )q s , au razele L( ) / ( )i i iR s q s , 

1,i m= , subunitare. În consecinţă, ele nu conţin originea planului ( )q s . 
 Fie maxD  discul de diametru maxim dintre discurile ( )i sD , Ns C∈ , 

1,i m= . Pentru Ns C∈  valorile proprii ( )iq s , 1,i m= , parcurg segmente ale 

hodografelor funcţiilor caracteristice ale matricei ( )Q s  (v. subcapitolul 2). Aceste 

hodografe sunt curbe închise situate în întregime în maxD . Dar maxD  nu conţine 

originea planului ( )q s . Urmează că hodografele funcţiilor caracteristice ale 

matricei ( )Q s  nu înconjoară respectiva origine. Din acest motiv se poate scrie: 

 argdet ( 0Q jω +∞−∞ = . (3.12) 

 Pe de altă parte, din (3.10) rezultă: 

 1argdet ( ) arg ( ) argdet ( )m
iiiQ j q j Q jω ω ω+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞== +∑ . 

 Din aceasta, înlocuind (3.12), se obţine (3.8). 
 Pentru dominanţa diagonală pe coloane / în medie se procedează similar.  
 Conform Teoremei 3.2, dominanţa diagonală în ( )Q s  pe NC  permite să se 

considere cele m  elemente diagonale din totalul de 2m  elemente ale lui ( )Q s . 
Acest fapt se valorifică în studiul stabilităţii sistemelor automate multivariabile, 
[143]. Se consideră dominanţa diagonală în ( ) ( )mF s I G s= +  sau în 

1 1( ) ( ) ( )mF s G s I G s− −= + , pentru care se formulează metodele ariei Nyquist 
directe şi respectiv a ariei Nyquist inverse. Se prezintă în continuare prima metodă. 
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3.2. Criterii de BIBO stabilitate 
 Se consideră sistemul automat multivariabil cu structura din fig. IV.1.1 (v. şi 
relaţiile (1.1) – (1.8)) şi discurile Gherşgorin (pe linii): 

 { }1,( ) ( ) ; ( ) ( ) ( ) , , 1,m
i ii ikk k is s s g s g s s i mγ γ = ≠= ∈ − ≤ ∈ =∑D , (3.13) 

asociate matricei de transfer ( )G s  a sistemului în circuit deschis. Dacă Ns C∈  

(parcurs în sens orar), atunci fiecare ( )i sD  se deplasează în mod corespunzător în 

planul ( )sγ  acoperind o bandă în respectivul plan. Mulţimile 

 ( ), 1,
Ni s C i s i m∈= =∪B D , (3.14) 

se numesc benzile Gherşgorin directe pe linii ale matricei ( )G s . Imaginea lor 
grafică se numeşte aria Nyquist directă pe linii a sistemului în circuit deschis. 
 În mod similar se definesc discurile Gherşgorin, benzile Gherşgorin, şi 
ariile Nyquist directe pe coloane şi în medie ale sistemului în circuit deschis. 

 Exemplul 3.1 
 Fie sistemul automat multivariabil cu structura din fig. IV.1.1 şi 

 

1 1
1 3( )

1 1
3 2

s sG s

s s

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ += ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

. 

 Să se reprezinte ariile Nyquist directe. 
 Matricea ( )G s  fiind simetrică, rezultă că aria Nyquist directă pe linii este 
identică respectiv cu ariile pe coloane sau în medie. Pe baza expresiilor 

11( ) 1/( 1)g j jω ω= + , L 2
121 ( ) ( ) 1/ 9R g jω ω ω= = + , 22( ) 1/( 2)g j jω ω= + , 

L 2
212 ( ) ( ) 1/ 9R g jω ω ω= = + , calculate pentru valorile { }0, 1/ 2, 2, 3, 10ω = , 

în fig. IV.3.1 s-au reprezentat câteva discuri ale ariei Nyquist directe.  

 Teorema 3.3 
 Fie P+  numărul de poli ai sistemului în circuit deschis situaţi în 

{ }; Re 0s s∈ > . Sistemul automat multivariabil cu structura din fig. IV.1.1 este 
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BIBO stabil dacă benzile Gherşgorin directe ale sistemului în circuit deschis 
înconjoară punctul 1−  în sens pozitiv, în total, de P+  ori.  

 
Fig. IV.3.1. Benzile Gherşgorin la Exemplul 3.1 

 D. Benzile Gherşgorin directe (pe linii) ale matricei ( )G s  înconjoară 
punctul 1− . Urmează că matricea ( ),G jω ω∈ , este diagonal dominantă în 
raport cu punctul 1− . Conform fig. IV.3.2, se scrie: 

 L
1,1 ( ) ( ) ( ) , 1,m

ii i i kk k ig j R j g j i mω ω ω= ≠+ > = =∑ . (3.15) 

 Pe de altă parte: 

 [ ] 1det ( ) det ( ) 1 ( ) det ( )m
m iikF s I G s g s G s=

⎡ ⎤= + = +⎢ ⎥⎣ ⎦∏ , (3.16) 
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unde ( )G s  are elementele extradiagonale de forma ( ) /(1 ( ))i k i ig s g s+  şi toate 

elementele diagonale egale cu 1. 

 
Fig. IV.3.2. Pentru ilustrarea geometrică a relaţiei (3.15) 

 Conform cu (3.15), cu Teorema 3.2 şi cu faptul că benzile Gherşgorin directe 
înconjoară punctul 1−  de P+  ori, în sens pozitiv, din (3.16) rezultă: 

 1arg det ( ) arg 1 ( ) 2m
iiiF j g j Pω ω π+∞ +∞

−∞ −∞ +=
⎡ ⎤= + =⎢ ⎥⎣ ⎦∑ . 

 Întrucât ( )G s  are P+  poli în { };Re 0s s∈ >  şi 0 0P =  poli în 

{ };Re 0s s∈ = , conform Teoremei 1.9, rezultă că sistemul este BIBO stabil.  
 Se procedează similar pentru benzile Gherşgorin pe coloane / în medie.  

 Exemplul 3.2 
 Fie sistemul automat multivariabil cu structura din fig. IV.1.1 şi 

 

1
1 3( )

1
3 2

a
s sG s

b
s s

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ += ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

,  ,a b∈ . 

 Să se determine domeniul parametric de BIBO stabilitate în planul ( , )a b  
folosind Teorema 3.3 şi criteriul Hurwitz (Teorema III.3.3). 
 Pentru 1a b= =  benzile Gherşgorin sunt reprezentate în fig. IV.3.1. Întrucât 
ele nu înconjoară punctul 1−  şi 0P+ = , rezultă că, în acest caz, sistemul automat 
este BIBO stabil. 

1 ( )i ig j+ ω

–1 

1 ( )i ig j+ ω  

( )iR jω jIm 

Re

( )i ig jω
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 Pentru 1a ≠  şi 1b ≠ , conform Teoremei 3.3, condiţiile pentru ca benzile 
Gherşgorin directe (pe linii) să nu conţină punctul 1−  sunt: 

 1 11 , 1 ,1 3 2 3
a b

j j j j ω
ω ω ω ω

+ > + > ∈+ + + + . 

 După calcule simple din aceste inegalităţi se obţin condiţiile: 

 
2 2 2

2 2
( 4)( 9) 9inf 4,56, inf 4,47

1 4
a b

ω ω

ω ω ω
ω ω∈ ∈

+ + +< ≅ < ≅
+ +

. 

 Pentru benzile Gherşgorin pe coloane, după calcule similare, se obţin 
condiţiile 4,47a <  şi 4,56b < . Rezultă că o condiţie suficientă de BIBO 

stabilitate este: 4,56a <  şi 4,56b < , adică interiorul pătratului din fig. IV.1.3.  

 
Fig. IV.3.3. Domeniile de stabilitate BIBO la Exemplul 3.2 

 Se calculează 0 ( )G s  (v. (1.6)) şi apoi, conform Teoremei I.4.5, se obţine: 

 3 2
0( ) ( 2)[ 9 (27 ) 27 ]p s s s s ab s ab= + + + − + + . 

 Matricea Hurwitz a polinomului dintre parantezele drepte are forma: 

 3

9 1 0
27 27 9

0 0 27
H ab ab

ab

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

. 

 Conform Teoremei 3.3 BIBO, stabilitatea este echivalentă cu 27ab < . 
Domeniul, delimitat de hiperbola 27ab= , îl include pe cel anterior, fig. IV.3.3.  

10 
4,56 

10 

-10 

-10 

b 

a 

BIBO stabilitate 
conform 

Teoremei 3.3 

27ab<  
BIBO stabilitate 

conform criteriului 
Hurwitz 

4,56 

ab = 27

ab = 27 
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 În aplicaţii este util să se analizeze BIBO stabilitatea în funcţie de factorii de 
amplificare 1 2, ,..., \{0}mk k k ∈  ai circuitelor cu reacţie negativă. În acest caz se 

înlocuieşte ( )G s  cu ( )KG s , 1 2diag{ , ,..., }mK k k k . Relaţia (3.16) devine: 

 
[ ] 1

1
1

det ( ) det ( ) det det ( )

det ( ) det ( ),

m

m
i iii

F s I KG s K K G s

K k g s G s

−

−
=

⎡ ⎤= + = + =⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦∏

 (3.17) 

unde ( )G s  are elementele extradiagonale 1( ) /( ( ))i j i i ig s k g s− +  şi toate 
elementele diagonale egale cu 1. Dominanţa diagonală (3.15) se înlocuieşte cu 

 1 ( ) ( ), 1,i i i ik g j R j i mω ω− + > = , (3.18) 

ceea ce înseamnă că se raportează, pe linii, la punctele critice 1, 1,ik i m−− = . 
 Dominanţa diagonală pe coloane se formulează în mod similar. 

 Teorema 3.4 
 Fie P+  numărul de poli ai sistemului în circuit deschis situaţi în 

{ }; Re 0s s∈ > . Sistemul automat multivariabil conform fig. IV.1.1 în care ( )G s  
s-a înlocuit cu 1 2diag{ , ,..., } ( )mk k k G s  sau 1 2( )diag{ , ,..., }mG s k k k , este BIBO 
stabil dacă benzile Gherşgorin directe (pe linii sau coloane) ale lui ( )G s  înconjoară 

respectiv punctele 1, 1,ik i m−− = , în sens pozitiv, în total, de P+  ori.  

 D. Din (3.17), cu (3.18), Teorema 3.1 şi faptul că benzile , 1,i i m=B , 

înconjoară respectiv punctele 1, 1,ik i m−− = , în sens pozitiv de P+  ori implică 

 1
1argdet ( ) [ ( )] 2m

i iiiF j k g j Pω ω π
+∞+∞ −

+−∞ = −∞
= + =∑ . 

 Conform Teoremei 1.9 sistemul automat este BIBO stabil. 
 Demonstraţia este similară în cazul dominanţei diagonale pe coloane.  
 Remarcabil în acest rezultat este faptul că fiecărei linii sau coloane a lui 

( )G s  i se asociază un punct critic. Se lărgesc astfel posibilităţile de utilizare a 
dominanţei diagonale, mai ales în sinteza regulatorului. Acum se poate lucra cu m  
puncte critice care pot fi plasate pe axa reală conform cu necesităţile sintezei. O 
astfel de înlesnire nu este posibilă în cazul funcţiilor de transfer caracteristice decât 
dacă ( )G s  satisface anumite condiţii particulare, [152]. 



Capi to lu l  V 
SISTEME DINAMICE NELINIARE 

1. Preliminarii 
 Studiile experimentale evidenţiază faptul că, de regulă, sistemele dinamice 
reale sunt neliniare (nu satisfac condiţia de liniaritate (I.1.25)). Clase relativ largi 
de sisteme dinamice reale au particularitatea că pot fi descrise de modele 
matematice liniare obţinute prin idealizări, simplificări şi aproximaţii ale 
fenomenelor reale. În majoritatea situaţiilor rezultatele care se obţin în astfel de 
condiţii sunt satisfăcătoare, în sensul unei concordanţe acceptabile între modelele 
matematice şi respectiv observaţiile şi rezultatele experimentale obţinute în cadrul 
sistemelor reale. 
 În acelaşi timp, există situaţii în care pentru obţinerea unui model matematic 
liniar ar trebui să se facă aproximaţii importante. Astfel de aproximaţii pot fi 
inacceptabile atât principial cât şi datorită unor neconcordanţe evidente între sistemul 
real şi rezultatele de simulare a modelului matematic liniar. Iată de ce, în atare situaţii, 
studiul trebuie să se bazeze pe modele matematice neliniare adecvate de forma (I.1.13), 
(I.1.5). Faptul că nu există proceduri generale pentru determinarea soluţiei unui astfel 
de model a avut ca urmare dezvoltarea unor metode calitative de analiză şi de sinteză a 
sistemelor dinamice neliniare, în parte bazate şi pe idei şi proceduri cunoscute din 
studiul sistemelor dinamice liniare. Majoritatea acestor metode au ca scop sau pot 
fi adaptate pentru studiul stabilităţii interne şi pentru sinteza unor sisteme cu 
anumite proprietăţi de stabilitate fără cunoaşterea soluţiei ecuaţiei (I.1.13). 
 În cadrul studiului stabilităţii interne, după cum s-a văzut şi la sistemele 
liniare (v. subcapitolul III.1), se are în vedere în primul rând evoluţia internă a 
sistemului sub influenţa stării interne iniţiale, respectiv a acumulărilor interne de 
substanţă, energie şi informaţie existente iniţial în sistem. În acest context, acţiunea 
externă nefiind esenţială în acest demers, pentru mărimea de intrare se adoptă 

( ) 0,u t t≡ ∈ . Totodată, se va considera că funcţia f  din ecuaţia (I.1.13) a 
sistemului dinamic neliniar nu depinde explicit de timp. Această ipoteză 
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simplificatoare nu reduce generalitatea tratării, deoarece oricând este posibil să se 
completeze vectorul de stare x  cu o nouă componenta 1nx t+ =  şi ecuaţia de stare 

(I.1.13) cu 1 1nx + = .  

 Ca urmare, se are în vedere clasa sistemelor dinamice neliniare autonome: 

 ( ), , nx f x t x+= ∈ ∈ , (1.1) 

cu starea iniţială 

 0 0 0 0( ) , , nx t x t x+= ∈ ∈ , (1.2) 

în care f  are proprietăţi care asigură existenţa şi unicitatea soluţiei problemei 
Cauchy (1.1), (1.2) (v. Teorema I.1.2). 
 Ca şi în cazul sistemelor dinamice liniare, stabilitatea internă a unui sistem 
dinamic neliniar este direct legată de noţiunea de stare de echilibru (v. Definiţia 
III.1.1), în care vitezele componentelor vectorului de stare sunt nule. Pentru 
simplitatea tratării se consideră că 0x=  este o soluţie a ecuaţiei (1.1). 

 Definiţia 1.1 
 Starea 0x=  se numeşte stare (punct) de echilibru a sistemului (1.1) dacă 

 (0) 0f = .  (1.3) 

 Observaţia 1.1 
 Pentru orice altă stare (punct) de echilibru constant 0x a= = ≠ , soluţie a 
ecuaţiei (1.1) cu 0, ( ) 0x a f a= = = , se aplică în (1.1) schimbarea de variabilă 

z x a= − . Se obţine ecuaţia ( )z f z= , cu ( ) ( )f z f z a+ , a cărei stare de 
echilibru este 0z= . Urmează că analiza stabilităţii interne a sistemului (1.1) se 
poate întemeia, pentru orice altă stare de echilibru 0x a= ≠ , pe rezultatele de 

stabilitate a stării de echilibru 0x= . Acestea se aplică însă sistemului ( )z f z= , 
în general diferit de sistemul (1.1).   

 S-a arătat la Observaţia III.1.2, că stabilitatea stării (punctului) de echilibru 
este o problemă de continuitate a soluţiei ecuaţiei (1.1) în raport cu condiţia iniţială 
(1.2). De asemenea, s-a menţionat că noţiunile de stabilitate internă introduse prin 
Definiţiile III.1.2 – III.1.5 sunt utilizabile şi pentru caracterizarea sistemelor 
dinamice neliniare.  



2. Metoda planului stărilor 
 Soluţiile sistemului (1.1) sunt invariante în raport cu translaţiile temporale 
(v. Definiţi I.1.6). Aceasta înseamnă că pentru o soluţie ( )x t  având domeniul 

I ⊆  şi codomeniul ( ) n
IX x I= ⊆  şi pentru orice translaţie τ∈  are loc: 

 [ ]( ) ( ) , ,x t f x t t Iτ τ τ τ+ = + + ∈ ∈ . (2.1) 

 În plus, dacă pentru fiecare pereche iniţială 0 0[ , ( )] It x t X∈ ×  ecuaţia (1.1) 

are o soluţie unică, atunci toate soluţiile pe II X×  se obţin prin translarea în timp a 

uneia dintre soluţii. n×  este divizată în submulţimi şi în fiecare submulţime 
toate soluţiile se obţin prin translarea conform relaţiei (2.1). Se formează o familie 
de soluţii, complet caracterizată de orice soluţie din familie. 

 Exemplul 2.1.  
 Să se determine submulţimile IX×  şi comportarea familiilor de soluţii în 
vecinătatea stărilor de echilibru ale sistemului dinamic autonom: 

 2( 1) / 2, ,x x t x= − ∈ ∈ . 

 Punctele de echilibru ale sistemului 
sunt 1x=−  şi 1x= . 
 Separând variabilele x  şi t  în ecuaţia 
de mai sus, după integrare, se obţine: 

 ( ) 1 , , ,
( ) 1

tx t Ce t x C
x t

− = ∈ ∈ =
+

 const. 

 Spaţiul stărilor este dreapta reală. 
Conform semnului fracţiei din membrul 
stâng al soluţiei rezultă că există trei 
submulţimi IX× , cu 

1
( , 1),IX = −∞ −  

2
( 1,1)IX = −  şi 

3
(1, )IX = +∞ . Cu ajutorul graficului funcţiei 2( ) ( 1) / 2f x x= −  

se demonstrează că familiile de traiectorii de pe dreapta de stare au sensurile de 
evoluţie în timp conform semnului vitezei ( )x f x=  a stării, fig. IV.1.1.  

Fig. V.2.1.Pentru Exemplul 2.1 

–1 

0 

1 0 

–1 –2 1 2 

x 

f(x) 

x 

dreapta de stare 

1 

2 

0x< 0x>  0x>
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 Se observă că între sensurile traiectoriilor de stare şi natura punctelor de 
echilibru există o relaţie directă. Punctul 1x=−  este atractor (asimptotic stabil) 
deoarece traiectoriile de stare converg către acesta. Punctul 1x=  este însă 
repulsor (instabil) deoarece traiectoriile de stare sunt divergente.  

 Acest exemplu evidenţiază esenţa metodei planului stărilor. Ea oferă 
informaţii despre proprietăţile interne ale sistemului şi în special privitoare la 
stabilitatea punctelor de echilibru. Întrucât aplicarea efectivă se bazează şi pe 
reprezentări grafice, utilizarea metodei planului stărilor este naturală şi comodă în 
primul rând în cazul sistemelor dinamice autonome de ordinul unu şi doi.  

2.1. Portretul de stare 
 Fie sistemul dinamic autonom de ordinul doi 

 
1 1 1 2

2
2 2 1 2 1 2

( , )

( , ), , ( , ) .

x f x x

x f x x t x x

⎧ =⎪⎪⎪⎨⎪ = ∈ ∈⎪⎪⎩
 (2.2) 

 Pentru 1 1 2( , ) 0f x x ≠  din cele două ecuaţii (2.2) se obţine 

 2
1 2

1
( , )dx f x xdx = , (2.3) 

unde 2 1 2 1 2/ ( / ) ( / ) ( /d x d x d x dt d x dt d x dt= = )(dt 1/ )d x , 1 2 2 1 2 1 1 2( , ) ( , ) ( , )f x x f x x f x x , 

ceea ce este echivalent cu eliminarea timpului între ecuaţiile (2.2). 
 În ipoteza că 1 2( , )f x x  este continuă şi lipschitziană (v. Teorema I.1.2), 

ecuaţia (2.3) admite o soluţie unică (traiectorie de stare în planul 1 2( , )x x ): 

 1

10

2
2 20 2 10 20( , ) , ( , )

x

x
x x f x x d x x x= + ∈∫ , (2.4) 

care satisface condiţiile iniţiale 1 0 10 2 0 20 0( ) , ( ) ,x t x x t x t= = ∈ . 

 Din punctul de vedere al analizei stabilităţii sistemului (2.2), bazată şi pe 
reprezentarea grafică a soluţiei (2.4), este necesar să se parcurgă următorii paşi. 

(1) Se determină punctele de echilibru 2
1 2( , )a a ∈ , soluţii ale sistemului:  

 1 1 2 2 1 2( , ) 0, ( , ) 0f a a f a a= = . (2.5) 
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(2) Se trasează traiectoriile (2.4) pentru unele stări 10 20( , )x x  apropiate stărilor 
de echilibru şi se indică sensul de parcurgere pentru t  crescător. 

(3) Se stabileşte natura fiecărei stări de echilibru în funcţie de sensurile de 
parcurgere a traiectoriilor aflate în vecinătate. 

 Definiţia 2.1  
 Imaginea grafică obţinută conform punctelor 1 şi 2 se numeşte portretul de 
stare al sistemului (2.2).  
 Realizarea pasului (2), care de regulă este mai dificilă, este posibilă prin 
următoarele trei procedee: 

(a) Integrarea ecuaţiilor (2.2) sau a ecuaţiei (2.3), finalizate cu obţinerea unei 
soluţii explicitate analitic. 

(b) Integrarea ecuaţiilor (2.2) sau a ecuaţiei (2.3) prin metode grafo-analitice. 
(c) Integrarea ecuaţiilor (2.2) sau a ecuaţiei (2.3) prin metode numerice. 

 Exemplul 2.2  
 Fie sistemul dinamic neliniar 

 
2

1 1 1

2 2 1 2

2

.

x x x

x x x x

⎧⎪ = −⎪⎪⎨⎪ =− +⎪⎪⎩
 

 Să se determine portretul de stare al sistemului. 
 Există două stări de echilibru, (0,0) , (2,0) , soluţii ale sistemului de ecuaţii  

 
2

1 1

2 1 2

2 0

0.

x x

x x x

⎧⎪ − =⎪⎪⎨⎪− + =⎪⎪⎩
 

 Făcând raportul ecuaţiilor diferenţiale ale sistemului (v. (2.3)), rezultă: 

 2 2 1 2
1 12

1 1 1
, 0, 2

2

d x x x x
x x

d x x x

− +
= ≠ ≠

−
. 

 Aceasta este o ecuaţie diferenţială cu variabile separabile, din care se obţine:  

 2
1

2 1 1

1 1 1
2 2

d x
d x

x x x

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜=− + ⎟⎜ ⎟⎜ − ⎟⎜⎝ ⎠
, 

a cărei soluţie este 
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12

1 1 1 12 ( 2) , 0, 2, const.x A x x x x A
−

= − ≠ ≠ =  

 Pentru 1 0x =  şi 1 2x =  din cea de a doua ecuaţie a sistemului se obţine: 

 
1 1

2 2

0 2
,

, , constant.t t

x x

x Be x Ce B C−

⎧ ⎧= =⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎨ ⎨⎪ ⎪= = =⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎩
  

 Portretul de stare, conform 
soluţiilor obţinute, are imaginea din 
fig. V.2.2. Sensurile de parcurgere a 
traiectoriilor rezultă din semnele 
funcţiilor 1 1 2( , )f x x  şi 2 1 2( , )f x x  

pentru 2
1 2( , )x x ∈ , respectiv din 

semnele derivatelor 1x  şi 2x . Pe 

această bază se pot stabili 
intervalele de monotonie ale 
variabilelor 1x  şi 2x . De exemplu, 

pentru 2 10,x x> ∈  situaţia 

sensurilor este următoarea: 

1x ∈  ( , 0)−∞  (0, 1)  (1, 2)  (2, )+∞  

1x  2x  1 0x < , 2 0x <  1 0x > , 2 0x < 1 0x > , 2 0x > 1 0x < , 2 0x >  

1 2,x x  1 2,x x↓ ↓  1 2,x x↑ ↓  1 2,x x↑ ↑  1 2,x x↓ ↑  

 Pentru 2 10,x x< ∈  se schimbă adecvat numai semnele derivatei 2x .  

 Evident, punctele de echilibru 0x=  şi 2x=  sunt instabile, dar ele nu sunt 
nici atractori şi nici repulsori (aşa cum sunt cele de la Exemplul 2.1).   

2.2. Sisteme dinamice liniare de ordinul doi 
 Analiza nuanţată a portretelor de stare necesită un studiu topologic adecvat. 
Se începe un astfel de studiu în cazul sistemelor liniare de ordinul 2, pentru care se 
pot aplica, în paralel, rezultatele de stabilitate cunoscute din secţiunea de la III.1.2. 

Fig. V.2.2. Pentru Exemplul 2.2 

x2 

x1

0 1 2

planul 
stărilor 
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 Fie un sistem dinamic liniar autonom de ordinul doi descris de ecuaţia:  

 
1 11 12 1 2

1 2
2 21 22 2

, , ( , )
x a a x

t x x
x a a x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ∈ ∈⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, (2.6) 

în care 11 22,...,a a ∈  sunt elementele matricei A  a sistemului.  

 Fie 1 2,λ λ  valorile proprii ale matricei A . Prin transformarea de similitudine 
1J V AV−=  (v. secţiunea I.2.3) se obţine una din următoarele forme canonice: 

 0 01
1 2 1 2 0

0 02

0 10
pentru , ; pentru , sau

0 00

λ λλ
λ λ λ λ λ

λ λλ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥≠ = = ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. (2.7) 

 Definiţia 2.2 
 A. Sistemul (2.6) se numeşte simplu dacă det 0A≠ .  
 B. Dacă det 0A= , atunci el se numeşte nesimplu.   
 Un sistem (2.6) simplu admite o singură stare de echilibru şi anume (0,0) . 

Natura acestuia depinde de localizarea în planul complex a valorilor proprii 1λ , 

2λ . În acest context se disting mai multe cazuri. 

 a. Sistem simplu, valori reale şi distincte  
Folosind 1y V x−= , sistemul (2.6) se transformă în forma canonică:  

 
1 1 1 2

1 2 1,2 1 2
2 2 2

0
, , ( , ) ; ,

0

y y
t y y

y y

λ
λ λ λ

λ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ∈ ∈ ∈ ≠⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. (2.8) 

 Componentele 1 2,y y  se numesc variabilele proprii, iar spaţiul corespunzător 

are axele proprii 1 2,Oy Oy  (de regulă se iau rectangulare). În acest caz pentru  

 , 0
a b

V ad bc
c d

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − ≠⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

, (2.9) 

din 0x Vy= =  rezultă următoarele ecuaţii ale axelor 1 2,Ox Ox  ale sistemului iniţial: 

 2 1 2 1 1 2( ) 0; ( ) 0Ox a y b y Ox c y d y+ = + = . 

În aceste condiţii 1 2,Ox Ox  pot fi trasate în sistemul rectangular de axe 1 2,Oy Oy . 
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 Integrând în (2.9) se obţine soluţia generală: 

 
1

2

1 10

2 20 10,20

( )

( ) , 0; constant.

t

t

y t y e

y t y e t y

λ

λ

⎧⎪ =⎪⎪⎨⎪ = ≥ =⎪⎪⎩
 (2.10) 

 Pe de altă parte, făcând raportul celor două ecuaţii din (2.9) se obţine: 

 2 2 2

1 1 1

dy y
dy y

λ
λ

= , 

din care se obţine ecuaţia generală (în axele proprii) a traiectoriilor de stare: 

 2 1
2 1 1 1

( )( ) , constanty C y Cλ λ= = . (2.11) 

 (a1) Dacă 1,2 0λ < , atunci, pentru t →∞ , din (2.10) rezultă: 1| | 0y →  şi 

2| | 0y → . Traiectoriile de stare (2.11) sunt parabole care converg către punctul de 
echilibru (0, 0), fig. V.2.3.a. Sistemul este asimptotic stabil şi punctul de echilibru 
se numeşte nod atractor sau nod stabil. 
 (a2) Dacă 1,2 0λ > , atunci, pentru t →∞ , din (2.10) rezultă: 1| |y →∞  şi 

2| |y →∞ . Traiectoriile de stare (2.11) sunt parabole care diverg de la starea de 
echilibru (0, 0), fig. V.2.3.b. Sistemul este instabil şi punctul de echilibru se 
numeşte nod repulsor sau nod instabil. 
 (a3) Dacă 2 10λ λ< < , atunci, pentru t →∞ , din (2.10) rezultă: 1| |y →∞  

şi 2| | 0y → . Ca la (a1) şi (a2) axele 1Oy  şi 2Oy  sunt traiectorii. În acest caz însă 
sunt singurele care trec prin punctul de echilibru (0, 0) şi se numesc separatoare 
( 2Oy  – stabilă şi 1Oy  – instabilă). Traiectoriile de stare (2.11) sunt hiperbole şi 
tind asimptotic la separatoare, fig. V.2.3.c. Sistemul este instabil şi, datorită formei 
traiectoriilor, punctul de echilibru (0, 0) se numeşte şa. 

 b. Sistem simplu, valori proprii complex conjugate  
 Fie 1,2 jλ α β= ± , cu α∈  şi 0β> . În acest caz variabilele proprii 1y , 

2y  sunt complex conjugate. Folosind transformarea: 

 
1 1

2 2

1 11
2

z y

z yj j

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
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a 

y1 

1 2 0λ λ< <  

(x1) 

y2 
(x2) 

b

2 1 0λ λ> >

y1

(x1) 

(x2)

y2

c 

2 10λ λ< <

y1 

(x1) 

(x2) 

y2 

Fig. V.2.3.Portrete de stare ale sistemului liniar de ordinul doi simplu: 
a – nod atractor; b – nod repulsor; c – şa; d – focar atractror; e – focar repulsor;  

f – centru; g, i – nod atractor; h, j – nod repulsor 

d 

z1 

α < 0 (x2) 

(x1) 

z2 

e (x2) 
(x1) 

α > 0 

z1

z2

f (x2) 

(x1) α = 0 

z1 

z2 

i 

1 2 0λ λ= <  

y1 

y2 

j 

y1 

1 2 0λ λ= >  
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y2 

1 2 0λ λ= <  
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y1 
1 2 0λ λ= >  
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sistemul (2.8) se aduce la următoarea formă echivalentă: 

 
1 1 2

1 2
2 2

, , ( , )
z z

t z z
z z

α β

β α

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= ∈ ∈⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. (2.12) 

 Ecuaţiile axelor 1O x  şi 2O x  ale sistemului iniţial, ţinând seama şi de (2.9), 

au expresiile 

 
1 2 2

1 2 1

Re Im 0 ( )

Re Im 0 ( ).

z a z a Ox

z c z c Ox

⎧ − =⎪⎪⎪⎨⎪ − =⎪⎪⎩
 

 Făcând raportul ecuaţiilor scalare din (2.12) se obţine 

 2 1 2

1 1 2

dz z z
dz z z

β α
α β
+=
−

. (2.13) 

Aceasta se integrează folosind coordonatele polare 

 1

2

cos
sin .

z r
z r

θ

θ

⎧ =⎪⎪⎨⎪ =⎪⎩
 (2.14) 

 După calcule relativ simple din (2.13) şi (2.14) rezultă: 

 dr r
d

α
θ β
= , 

a cărei soluţie este  

 2 2, constantr C e C
α
θ

β= = . (2.15) 

 (b1) Dacă 0α< , atunci, pentru t →∞ , din (2.10), (2.11) rezultă: 1| | 0z →  

şi 2| | 0z → , respectiv 0r → . Traiectoriile de stare (2.15) sunt spirale care converg 
către punctul de echilibru (0, 0), fig. V.2.3.d. Sistemul este asimptotic stabil şi 
punctul de echilibru se numeşte focar atractor sau focar stabil. 
 (b2) Dacă 0α>  atunci, pentru t →∞ , din (2.10), (2.11) rezultă: 1| |z →∞  

şi 2| |z →∞ , respectiv r →∞ . Traiectoriile de stare (2.15) sunt spirale care diverg 
de la punctul de echilibru (0, 0), fig. V.2.3.d. Sistemul este instabil şi punctul de 
echilibru se numeşte focar repulsor sau focar instabil. 
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 (b3) Dacă 0α=  atunci 2r C=  pentru orice θ∈ , respectiv pentru orice 

t ∈ . Sistemul este simplu stabil, variabilele 1z , 2z  sunt funcţii periodice 

sinusoidale de perioadă 2π β , iar traiectoriile de stare sunt curbe închise (cercuri), 
fig. V.2.3.f. Punctul de echilibru se numeşte centru. 

 c. Sistem simplu, valori proprii reale şi egale  
 În acest caz matricea A  a sistemului este asemenea cu matricea J , de forma 
a doua sau a treia din (2.7).  
 (c1) Dacă matricea J  este diagonală, atunci, conform cu (2.11), în care 

1 2 0 0λ λ λ= = ≠ , traiectoriile de stare sunt descrise de ecuaţia: 

 2 1 1y C y= . (2.16) 

 (c11) Dacă 0 0λ <  atunci, pentru t →∞ , din (2.10) rezultă: 1| | 0y →  şi 

2| | 0y → . Traiectoriile de stare (2.16) sunt drepte care converg către punctul de 
echilibru (0, 0), fig. V.2.1.g. Sistemul este asimptotic stabil şi punctul de echilibru 
este un nod atractor (nod stabil). 
 (c12) Dacă 0 0λ >  atunci pentru t →∞ , din (2.10) rezultă: 1| |y →∞  şi 

2| |y →∞ . Traiectoriile de stare (2.11) sunt drepte care diverg de la punctul de 
echilibru (0, 0), fig. V.2.3.h. Sistemul este instabil şi punctul de echilibru este un 
nod repulsor (nod instabil). 
 (c2) Dacă J  este de tip Jordan, atunci forma canonică a sistemului (2.6) este 

 
01 1 2

1 2
02 2

1
, , ( , )

0

y y
t y y

y y

λ

λ

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ∈ ∈⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

. (2.17) 

 Integrând acest sistem se obţine 

 
0

0

1 3 4

2 4

( ) ( )

( )

t

t

y t C C t e

y t C e

λ

λ

⎧⎪ = +⎪⎪⎨⎪⎪ =⎪⎩

, 3,4, constantt C∈ = . (2.18) 

 Eliminând t  între aceste ecuaţii se obţine 

 3
1 5 2 2 5 4

0 4 0

1 1ln | | , ln | |Cy C y y C C
Cλ λ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= + = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
. (2.19) 
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 (c21) Dacă 0 0λ < , atunci, pentru t →∞ , din (2.18) rezultă: 1| | 0y →  şi 

2| | 0y → . Traiectoriile de stare (2.19) converg către punctul de echilibru (0, 0), fig. 
V.2.2.i. Sistemul este asimptotic stabil şi punctul de echilibru este un nod atractor 
(nod stabil). 
 (c22) Dacă 0 0λ > , atunci, pentru t →∞ , din (2.10) rezultă: 1| |y →∞  şi 

2| |y →∞ . Traiectoriile de stare (2.18) diverg de la punctul de echilibru (0, 0), fig. 
V.2.3.j. Sistemul este instabil şi punctul de echilibru este un nod repulsor (nod 
instabil). 

 d. Sistem nesimplu, valori proprii reale  
 În acest caz det 1A≤ . Sistemul (2.6) are cel puţin o valoare proprie nulă. Ca 
urmare sistemul de ecuaţii 

 
11 1 12 2

21 1 22 2

0

0,

a x a x

a x a x

⎧ + =⎪⎪⎪⎨⎪ + =⎪⎪⎩
 (2.20) 

în afară de soluţia banală 1 20, 0x x= = , admite şi soluţii nebanale. 

 (d1) Pentru rang 1A=  sistemul (2.20) are o simplă infinitate de soluţii, toate 
situate pe o dreapta care trece prin origine. Pe această dreaptă există o simplă 
infinitate de puncte de echilibru. Pentru (de exemplu) 1 0λ = , acestea sunt simplu 

stabile dacă 2 0λ <  şi instabile dacă 2 0λ > . Pentru 1,2 0λ =  cu 1J V AV−=  

matrice Jordan (forma a treia din (2.7)), punctele de echilibru sunt instabile. 
 (d2) Pentru rang 0A= , respectiv 1 2 0λ λ= =  cu 1J V AV−=  matrice 
diagonală, sistemul (2.20) admite o dublă infinitate de soluţii. În acest caz toate 
punctele din planul stărilor sunt puncte de echilibru simplu stabile. 
 Din cele expuse în această secţiune rezultă că în cazul unui sistem dinamic 
liniar de ordinul doi simplu, punctul de echilibru (0, 0) poate fi de următoarele 
patru tipuri calitative principale: atractor (sistemul este asimptotic stabil), centru 
(sistemul este simplu stabil), repulsor şi şa (sistemul este instabil în ambele cazuri). 
 În mod corespunzător toate tipurile de portrete de stare se reduc de asemenea 
la patru tipuri principale, aflate într-o strânsă corelaţie cu cele patru tipuri calitative 
principale de puncte de echilibru. Se va arăta că această topologie este 
semnificativă şi pentru sistemele dinamice neliniare autonome de ordinul doi. 
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2.3. Sisteme dinamice neliniare de ordinul doi 
 a. Sisteme calitativ echivalente 
 Fie 2

0x ∈  şi 0r> . Mulţimea definită prin discul 

 { }2
0;V x x x r= ∈ − <  

se numeşte o vecinătate a punctului 0x . 
 O parte a portretului de stare a unui sistem cuprins într-o vecinătate V  a lui 

0x  se numeşte restricţia la V  a portretului de stare. 
 În cazul sistemelor dinamice neliniare de ordinul doi se utilizează frecvent 
restricţii ale portretului de stare global. O astfel de restricţie, care poate fi oricât de 
mică, se numeşte portret de stare local în 0x . 

 Definiţia 2.3  
 Două sisteme dinamice de ordinul doi se numesc calitativ echivalente dacă 
între portretele lor de stare există o bijecţie continuă care conservă sensurile de 
parcurgere a traiectoriilor de stare.  
 Fie o restricţie a portretului de stare la vecinătatea V  a originii în cazul 
sistemului liniar simplu (2.6). Există o vecinătate 'V V⊆  astfel încât restricţia 
portretului de stare la vecinătatea 'V  a originii este calitativ echivalentă cu 
portretul de stare global al aceluiaşi sistem. Această echivalenţă calitativă justifică 
de fapt afirmaţia că tipul calitativ al portretului de stare este determinat de tipul 
calitativ al punctului de echilibru. Aceasta a fost concluzia la care s-a ajuns la 
sfârşitul secţiunii 2.2. 
 Sistemele dinamice neliniare de ordinul doi pot avea mai mult de un punct 
de echilibru. În astfel de cazuri portretele de stare locale nu determină întotdeauna 
portretul de stare global. 

 b. Utilizarea sistemelor liniarizate  
 Fie ( ) 2

1 2,a a ∈  un punct de echilibru al sistemului (2.2). Folosind formula 

lui Taylor şi ţinând seama şi de (2.5), funcţiile scalare 1 1 2( , )f x x  şi 2 1 2( , )f x x , în 
ipoteza că sunt derivabile, pot fi exprimate după cum urmează: 

 ( ) ( )
1 2 1 2

1 2 1 1 1 2 2 2 1 2, ,
( , ) ( ) ( ) ( , ), 1,2i i i ia a a a

f x x f x x a f x x a R x x i= ∂ ∂ − + ∂ ∂ − + = .(2.21) 
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Resturile 1 2( , )iR x x  satisfac condiţiile:  

 0 1 2lim ( , ) / 0, 1,2r iR x x r i→ = =  cu 
1/ 22 2

1 1 2 2( ) ( )r x a x a⎡ ⎤= − + −⎢ ⎥⎣ ⎦ . 

 Se introduc în continuare coordonatele locale: 

 
1 1 1

2 2 2.

y x a

y x a

⎧ = −⎪⎪⎨⎪ = −⎪⎩
 

 Înlocuind (2.21) în (2.2) se obţine: 

 
1 11 1 12 2 1 1 1 2 2

2 21 1 22 2 2 1 1 2 2

( , )

( , ),

y a y a y R y a y a

y a y a y R y a y a

⎧ = + + + +⎪⎪⎪⎨⎪ = + + + +⎪⎪⎩
 (2.22) 

în care coeficienţii 

 ( )
1 2,

, , 1,2i j i j a a
a f x i j= ∂ ∂ = , 

se utilizează pentru a forma matricea ( )i jA a= . 

 Sistemul 

 
1 11 1 12 2

2 21 1 22 2

y a y a y

y a y a y

⎧ = +⎪⎪⎪⎨⎪ = +⎪⎪⎩
 (2.23) 

se numeşte partea liniară a sistemului (2.22). 

 Definiţia 2.4 
 Punctul de echilibru 1 20, 0y y= =  al sistemul (2.22) se numeşte simplu 
dacă partea sa liniară (2.23) este un sistem simplu, respectiv dacă det 0A≠ . Dacă 
det 0A=  punctul de echilibru se numeşte nesimplu.  

 Teorema 2.1 (a liniarizării) 
 Fie sistemul (2.2) cu punctul de echilibru simplu (0, 0). Atunci într-o 
vecinătate a originii portretul de stare este calitativ echivalent cu portretul de stare 
al părţii sale liniare, cu condiţia ca pentru partea liniară punctul de echilibru să nu 
fie centru.  
 Acest rezultat, [120], stă la baza analizei stabilităţii sistemelor dinamice 
neliniare cu ajutorul părţilor lor liniare. 



2. Metoda planului stărilor 
 

 277 

 b1. Puncte de echilibru hiperbolice.  
 Tipurile de puncte de echilibru pentru care Teorema 2.1 este adevărată se 
numesc puncte de echilibru hiperbolice (atractor, repulsor şi şa). Echivalenţa 
calitativă, în cazul punctelor de echilibru hiperbolice, între un sistem dinamic 
neliniar şi partea sa liniară permite să se extindă topologia punctelor de echilibru 
introduse la 2.1.3 în cazul sistemelor dinamice liniare simple, şi pentru sistemele 
dinamice neliniare. Această proprietate a punctelor de echilibru hiperbolice 
decurge din caracterul special al bijecţiei din Definiţia 2.3, în sensul că pentru 
vecinătăţi suficient de mici ale punctului de echilibru, respectiva bijecţie este foarte 
apropiată de aplicaţia identică. 

 Exemplul 2.3 
 Se consideră sistemele 

 
2 2

1 2 1 1 2

2 2
2 1 2 1 2

( )

( ),

x x x x x

x x x x x

⎧⎪ =− + +⎪⎪⎨⎪ = − −⎪⎪⎩
      

2 2
1 2 1 1 2

2 2
2 1 2 1 2

( )

( ).

x x x x x

x x x x x

⎧⎪ =− − +⎪⎪⎨⎪ = − +⎪⎪⎩
 

 Să se construiască portretele de stare locale şi să se compare cu portretele 
părţilor liniare corespunzătoare. 
 Punctul de echilibru al ambelor sisteme este (0, 0). Folosind coordonatele 
polare 1 cosx r θ= , 2 sinx r θ=  cele două sisteme se aduc la formele 3, 1r r θ= =  

şi respectiv 3, 1r r θ=− = . Portretele de stare ale acestor sisteme sunt reprezentate 
în fig. V.2.4. Evident, ele nu sunt 
calitativ echivalente. 
 Utilizând formula lui Taylor 
se constată că ambele sisteme au 
aceeaşi parte liniară: 

 1 2

2 1.

x x

x x

⎧ =−⎪⎪⎨⎪ =⎪⎩
 

 Punctul de echilibru al părţii 
liniare este centru, fig. V.2.3.f, 
adică situaţia exceptată de Teorema 2.1. În acest caz, pe baza părţii liniare, nu se 
poate afirma nimic privitor la punctul de echilibru al sistemului dinamic neliniar.  

Fig. V.2.4. La Exemplul 2.3 
a – focar repulsor; b – focar atractor 

b 

x2 

x1 

a 

x2 

x1 
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 Pentru stabilitate, pe baza Teoremei 2.1 se pot face următoarele afirmaţii. 

 Teorema 2.2  
 Punctul de echilibru 1 20, 0y y= =  al sistemului (2.22) este asimptotic stabil 
dacă şi numai dacă partea sa liniară descrisa de (2.23) este asimptotic stabilă.  

 Teorema 2.3 
 Punctul de echilibru 1 20, 0y y= =  al sistemului (2.22) este instabil dacă şi 
numai dacă partea sa liniară (2.23) este instabilă.  

 b2. Punct de echilibru de tip centru 
 În cazul în care punctul de echilibru (0, 0) este un centru al părţii liniare, 
Teorema 2.1 nu permite să se facă vreo afirmaţie despre natura punctului de 
echilibru al sistemului (2.22). În acest caz se foloseşte noţiunea de indice de 
stabilitate, care se calculează după cum urmează: 
 (1) Pentru sistemul (2.23), având valorile proprii 1,2 , 0jλ β β=± > , şi 

originea punct de echilibru de tip centru (v. 2.2.b), se determină matricea 

 
1

1

j
P V

j

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

, 

în care V  este matricea modală a sistemului (2.23) (v. secţiunea I.2.3). Se 
realizează transformarea (v. şi 2.2.b) 

 1
0 1 01

2 1 1 0 1 0

j j j j
P AP

j j

β β

β β
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
, 

în care A  este matricea sistemului (2.23) şi jβ±  sunt valorile sale proprii. 
 (2) Se transformă sistemul (2.22) folosind schimbarea de variabile de stare: 

 
1 1

2 2

y z
P

y z

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

şi se obţine: 

 
1 1 1 2

2 2 1 2

( , )

( , ).

z Z z z

z Z z z

⎧ =⎪⎪⎪⎨⎪ =⎪⎪⎩
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 (3) Se calculează indicele de stabilitate: 

 ( )1 1 2 2 1 2 1 1
111 122 112 222 11 11 11 12I Z Z Z Z Z Z Z Zβ= + + + + − +  

 2 2 2 2 1 1 1 2
11 12 22 12 22 12 22 22Z Z Z Z Z Z Z Z+ + − − , 

în care 

 
2 3

(0,0), (0,0), , , , 1,2i ii i
j k j k m

j k j k m

Z Z
Z Z i j k m

z z z z z
∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

. 

 Teorema 2.4  
 Dacă punctul de echilibru (0, 0) al sistemului (2.23) este centru şi 0I < , 
atunci punctul de echilibru (0, 0) al sistemului (2.22) este asimptotic stabil.  
 Teoremele 2.2, 2.3 şi 2.4, bazându-se pe partea liniară a sistemului dinamic 
neliniar, furnizează numai rezultate locale (pentru o vecinătate a punctului de 
echilibru). Comportarea sistemului poate fi studiată folosind portretul de stare local. 

 
Fig. V.2.5. Clasificarea în planul 1 2( , )α α  a tipurilor de puncte de echilibru 

ale părţii liniare (2.23) a sistemului (2.22). 

 Se are în vedere că polinomul caracteristic al sistemului (2.23) are forma: 

 2
1 2( )s s sΔ α α= + + , 

unde 1 11 22( )a aα =− +  şi 2 11 22 12 21a a a aα = − . Natura zerourilor lui ( )sΔ  depinde 

de discriminantul 2
21 4δ α α= −  şi de semnele coeficienţilor 1 2,α α . Este posibil 

studiul, în planul 1 2( , )α α , al punctelor de echilibru ale sistemului (2.23) şi implicit 
ale sistemului (2.22), în condiţiile Teoremelor 2.2 – 2.4, conform fig. V.2.5. 
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 Teorema 2.1 permite şi clasificarea noţiunii de separatoare introdusă la 
2.2.(a3). Separatoarea este o traiectorie care intră într-un sau iese dintr-un punct de 
echilibru şi este tangent la o direcţie radială fixă. 
 Tangentele la separatoarele părţii liniare în punctul de echilibru sunt de 
asemenea tangente la separatoarele sistemului neliniar corespunzător. 

 Exemplul 2.4 
 Se consideră sistemul 

 
1

1

1 1 2

2
2 2 2 1 2

4 1

, , ( , ) .

x

x

x x x e

x x x e t x x

⎧⎪ = + + −⎪⎪⎨⎪⎪ =− − ∈ ∈⎪⎩
 

 Să se determine separatoarele în portretul de stare al părţii liniare şi apoi în 
portretul de stare al sistemului. 
 Punctul de echilibru al sistemului este (0,0). Partea liniară a sistemului este 
descrisă de ecuaţiile: 

 
1 1 2

2 2

2 4

2 .

x x x

x x

⎧ = +⎪⎪⎪⎨⎪ =−⎪⎪⎩
 

Acesta are valorile proprii 1,2 2λ =± . Punctul de echilibru este de tip şa şi 

portretul de stare este reprezentat în fig. V.2.6.a. Separatoarele sunt chiar axele 
proprii ale sistemului (v. paragraful 2.2.(a3)). Ecuaţiile axelor proprii sunt definite 
de 1 0V x− = , în care V  este matricea modală a matricei părţii liniare. Întrucât  

 
1 1

0 1
V

⎡ ⎤−⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 şi 1
1 1

0 1
V−

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

,  

rezultă că ecuaţiile separatoarelor sunt 1 2 0x x+ =  (stabilă) şi 2 0x =  (instabilă). 

 Separatoarele sistemului neliniar sunt, în general, traiectorii curbe. În cazul 
de faţă dreapta 2 0x =  este de asemenea separatoare instabilă. Cealaltă 

separatoare, de această dată stabilă, este o curbă tangentă în origine la dreapta 

1 2 0x x+ = , şi situată sub ea. Ultimul fapt rezultă din aceea că 2 1/ 1dx dx >−  

pentru 1 0x <  şi 2 1/ 1dx dx <−  pentru 1 0x > . Portretul de stare local al 

sistemului neliniar, în punctul de echilibru (0,0), este reprezentat în fig. V.2.6.b.  
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 b3. Sistem nesimplu 
 Dacă punctul de echilibru 1 20, 0y y= =  al sistemului (2.22) este nesimplu 
atunci partea sa liniară (2.23) are o simplă infinitate de puncte de echilibru situate 
pe o dreaptă, sau o dublă infinitate de puncte de echilibru situate în tot planul 
stărilor. În acest caz între portretul de stare al sistemului neliniar şi portretul de 
stare al părţii sale liniare pot exista diferenţe calitative foarte mari. Ceea ce este 
caracteristic pentru sistemele cu puncte de echilibru nesimple este faptul că în 
portretul de stare apar întotdeauna curbe ale punctelor de echilibru nesimple. 

 
Fig. V.2.6. Portretele de stare la Exemplul 2.4: a – partea liniară, b – sistemul neliniar 

 Exemplul 2.5 
 Să se determine portretul de stare al sistemului: 

 
2

1 2 2 1

2 2
2 1 2 1 21

( )

( ), , ( , ) .

x x x x

x x x x t x x

⎧⎪ = −⎪⎪⎨⎪ =− − ∈ ∈⎪⎪⎩
 

 Sistemul are o infinitate de puncte de 
echilibru situate pe parabola 2

2 1x x= . Se face 

raportul celor două ecuaţii şi se obţine ecuaţia: 

 2 1 2
2 21

1 2
, , 0

dx x
x x x

dx x
=− ≠ ≠ . 

Prin integrarea acestei ecuaţii rezultă soluţiile: 

 2 2
1 2 , constantx x C C+ = = , 

care sunt cercuri. Portretul de stare este reprezentat în fig. V.2.7. Sensurile de 

x1 

x2 

a 
x1 + x2 = 0x2 = 0

x2 

b 

x1 

x1 + x2 = 0 x2 = 0

Fig. V.2.7. Portretul de stare la 
Exemplul 2.5. 

x1 

x2 2
2 1x x=  
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parcurgere a traiectoriilor se obţin din următoarele: pentru 2
2 1x x>  rezultă 1 0x > , 

în timp ce pentru 2
2 1x x<  şi 2 0x >  rezultă 1 0x < ; pentru 2 0x <  rezultă 1 0x > . 

Conform portretului de stare, punctele de echilibru de pe arcul de parabolă din 
dreapta, inclusiv originea, sunt simplu stabile, iar cele din stânga sunt instabile.  

 c. Cicluri limită 
 S-a văzut la 2.2.(b3), fig. V.2.3.f, că portretul de stare poate conţine 
traiectorii curbe închise. Ele corespund unor soluţii periodice ale sistemului. În 
cadrul acestui paragraf se va aborda prin metoda planului stărilor atât existenţa, cât 
şi natura soluţiilor periodice ale unui sistem dinamic neliniar de ordinul doi. 
 Fie 0C  o curbă închisă în 2 . Mulţimea W , de formă inelară, care conţine 

curba 0C  se numeşte vecinătate inelară a curbei 0C . 

 Definiţia 2.5 
 O traiectorie închisă 0C  din portretul de stare se numeşte ciclu limită dacă 
există o vecinătate a ei, W , care nu mai conţine alte traiectorii închise.  
 În conformitate cu această definiţie traiectoriile închise care înconjoară un 
punct de echilibru de tip centru nu sunt cicluri limită în situaţia în care oricât de 
mică ar fi vecinătatea inelară W  ea mai conţine cel puţin încă o traiectorie închisă 
(v. fig. V.2.3.f). 

 Exemplul 2.6 
 Să se arate că sistemul următor are un ciclu limită.  

 
( )
( )

2 2
1 2 1 1 2

2 2
2 1 2 1 2

1

1 .

x x x x x

x x x x x

⎧⎪⎪ = + − +⎪⎪⎪⎨⎪⎪ =− + − +⎪⎪⎪⎩

 

 Introducând coordonatele polare 1 2cos , sinx r x rθ θ= = , din ecuaţiile 

sistemului se obţin: (1 ), 1r r r θ= − =− . Evident ( ) 1, ( )r t t tθ= =−  este o soluţie 

periodică a sistemului corespunzătoare traiectoriei închise 2 2
0 1 2: 1C x x+ = . 

Această traiectorie este un ciclu limită deoarece pentru 0 1r< <  rezultă 0r> , iar 
pentru 1r>  rezultă 0r< . Urmează că atât traiectoriile din interiorul, cât şi din 
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exteriorul lui 0C  sunt spirale convergente la 0C , fig. V.2.8.a. 0C  este singura 
traiectorie închisă în planul stărilor. Având în vedere caracterul traiectoriilor din 
vecinătatea lui 0C  se poate afirma că ciclul limită 0C  este stabil.  

 Definiţia 2.6 
 Un ciclu limită 0C  se numeşte stabil sau atractor dacă traiectoriile din 
vecinătatea sa, din ambele părţi, tind la 0C  pentru t →∞ . Pe 0C  starea realizează 
oscilaţii limită stabile numite autooscilaţii.  

 Definiţia 2.7 
 Un ciclu limită 0C  se numeşte instabil sau repulsor dacă traiectoriile din 
vecinătatea sa, din ambele părţi, se îndepărtează de 0C  pentru t →∞ .  

 Definiţia 2.8 
 Un ciclu limită 0C  se numeşte semistabil dacă traiectoriile din vecinătatea sa, 
pe o parte tind la 0C  şi pe cealaltă parte se îndepărtează de 0C  pentru t →∞ .  

 Noţiunile introduse prin Definiţiile 2.6 – 2.8 sunt ilustrate în fig. V.2.8. 

 
Fig. V.2.8. Cicluri limită: a – stabil, b – instabil, c – semistabil 

 În cazul existenţei unui ciclu limită stabil (instabil) se poate determina o 
vecinătate W  astfel încât toate traiectoriile de stare, cu excepţia ciclului limită, 
intră în (ies din) W  pentru t →∞ . Această proprietate, consecinţă directă a 
Definiţiilor 2.6 şi 2.7, conduce la următorul rezultat. 

 Teorema 2.5 (Poincaré-Bendixson) 
 O traiectorie de stare a sistemului (2.2), corespunzătoare unui punct iniţial 
dat, conţinută în întregime într-o mulţime mărginită 2D ⊂  pentru 0t t≥ , tinde 
pentru t →∞  fie la un punct de echilibru, fie la un ciclu limită.  

 Un rezultat utilizabil frecvent în aplicaţii este următorul.  

x1 

x2 

a 

x1 

x2 

b 

x1 

x2 

c 



V. Sisteme dinamice neliniare 
 

 284

 Teorema 2.6 (Liénard) 
 Fie un sistem dinamic descris de ecuaţiile: 

 
1 2

2 1 1 2( ) ( )

x x

x g x f x x

⎧ =⎪⎪⎪⎨⎪ =− −⎪⎪⎩
 (2.24) 

şi fie 1 1
1 10 0

( ) ( ) , ( ) ( )
x x

F x f x dx G x g x dx= =∫ ∫ . Dacă au loc condiţiile: (i) 1( )f x  

este funcţie pară, cu 1( ) 0F x <  pentru 1 (0, )x a∈  şi 1( )g x  este funcţie impară cu 

1 1( ) 0x g x >  pentru 1 0x ≠ ; (ii) 1( )F x →∞  pentru 1x →∞  şi 1( )G x →∞  

pentru 1x →∞ ; (iii) 1( )F x  are numai zerourile 1 0x =  şi 1 0x a= >  şi este 

monoton crescătoare pentru 1x a> , atunci sistemul considerat admite exact un 

ciclu limită stabil în interiorul căruia se află originea care este focar instabil.  

 Exemplul 2.7 (oscilator electronic RC) 
 Se consideră un amplificator electronic cu reacţie RC, fig. V.2.9. 
Amplificatorul este afectat de saturaţie care este satisfăcător descrisă de: 

 3
1 3e i iu k u k u= − ,   1 3,k k  sunt constante. (a) 

 Amplificatorul are rezistenţa de intrare iR =+∞  şi rezistenţa de ieşire 

0eR = . Să se determine condiţiile în care sistemul generează autooscilaţii. 

 Conform fig. V.2.9 au loc: 

 1 1 20
(1/ )

t
e Ru C idt R i R i= + +∫ , (b) 

 2 2 0
(1/ )

t
i R Cu R i C i dt= = ∫ , (c) 

 R Ci i i= + . (d) 

 Introducând notaţia iu x=  şi 

eliminând , , Reu i i  şi Ci  între ecuaţiile (a) – (d) se obţine ecuaţia Van der Pol: 

 2 2(2 ) 0n nx x x xζω α ω+ + + = , (e) 

i 

iR ui 
iC 

R2 C2 Ri Re 

R1 C1 

ue

Fig. V.2.9. Oscilator electronic RC 
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 1 1 2 2 2 1 1 2 1 3

1 21 2 1 2 1 2 1 2

31 , ,
2n

R C R C R C k R C k
R CR R C C R R C C

ω ζ α
+ + −

= = = . (f) 

 Ecuaţia (e), cu 1 2,x x x x= = , este echivalentă cu (2.24) în care:  

 (i) 2 2
1 1 11 1( ) 2 , ( ) 2 /3n nf x x F x x xζω α ζω α= + = + ,  

 1( ) 0F x < , pentru 0ζ< , 10 6 /nx a ζ ω α< < = ; 

 2
1 1 1 1( ) ; ( ) 0ng x x x g xω= >  pentru 1 0x ≠ . 

 (ii) 1( )F x →∞  şi 22
1( ) / 2nG x xω= →∞  pentru 1x →∞ . 

 (iii) ( ) 0F a =  şi 1( ) 0F x′ >  pentru 1x a> . 

 Conform Teoremei 2.6, pentru 0ζ< , există autooscilaţii (un ciclu limită 
stabil). Conform celei de a doua relaţii din (f), condiţia 0ζ<  este echivalentă cu: 

 1 10 1 2 2 11 / /k k R R C C> + + .  

 La fel de util este şi următorul rezultat de non-existenţă a ciclurilor limită. 

 Teorema 2.7 (Bendixson)  
 Fie D  o regiune simplu conexă din 2  în care pentru sistemul (2.2) are loc:  

 1 1 2 2 1 2

1 2

( , ) ( , )f x x f x x
x x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 semn constant. (2.25) 

 Atunci sistemul nu are nici o traiectorie închisă complet conţinută în D . 
 D. Pentru 1 2( , )P x x , 1 2( , )Q x x , cu derivate parţiale continue în D , simplu 

conexă, mărginită de o curbă 0C  simplu închisă, folosind formula Stokes, se scrie: 

 
0

1 2 1 2
1 2C D

Q PPdx Qdx dx dx
x x

⎛ ⎞∂ ∂ ⎟⎜ ⎟⎜+ = − ⎟⎜ ⎟⎜∂ ∂ ⎟⎜⎝ ⎠
∫ ∫∫ . (2.26) 

 Se admite prin absurd că 0C  este un ciclu limită. Pentru orice 1 2 0( , )x x C∈  

are loc 1 1 2 2 2 1 2 1( , ) ( , ) 0f x x dx f x x dx− = . Din (2.26) cu 2P f=− , 1Q f=  rezultă: 
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0

1 2
1 2 2 1 1 2

1 20

0
C D

f ff dx f dx dx dx
x x

=

⎛ ⎞∂ ∂ ⎟⎜ ⎟⎜− = + =⎟⎜ ⎟⎜∂ ∂ ⎟⎜⎝ ⎠
∫ ∫∫ , 

ceea ce este în contradicţie cu (2.25). Urmează că teorema este adevărată.  

 Exemplul 2.8 
 Se consideră sistemul: 

 
1 2

2 2
2 1 2 1 2(1 ).

x x

x x x a x b x

⎧ =⎪⎪⎪⎨⎪ =− + − −⎪⎪⎩
 

 Să se determine parametrii ,a b∈  astfel încât să nu existe nici un ciclu 
limită în 2  şi să se afle natura punctului de echilibru. 

 Conform relaţiei (2.25) trebuie să aibă loc 2 2
1 21 3a x b x− −  = semn constant 

pentru orice 2
1 2( , )x x ∈ . Se observă că pentru 0a< , 0b<  condiţia (2.25) este 

satisfăcută. Conform Teoremei 2.7, nu există nici un ciclu limită în 2 .  
 Sistemul are punctul de echilibru unic 1 2 0x x= = . Partea liniară 

 
1 2

2 1 2,

y y

y y y

⎧ =⎪⎪⎪⎨⎪ =− +⎪⎪⎩
 

are polinomul caracteristic 2( ) 1s s sΔ = − + , cu 1 21, 1α α=− =  şi discriminantul 

3 0δ=− < . Conform fig. V.2.5, 1 2 0x x= =  este focar repulsor. Deoarece nu 

există cicluri limită, punctul de echilibru, unic, este global instabil.  

 d. Cazul neliniarităţii de tip releu 
 Releul este o soluţie simplă de automatizare. Se ilustrează mai jos aplicarea 
metodei planului stărilor pentru un sistem automat cu regulator de tip releu. 

 Exemplul 2.9 (sistem automat de poziţionare cu regulator de tip releu) 
 Se consideră sistemul automat cu schema din fig. V.2.10, în care regulatorul 
(neliniar) este de tip releu bipoziţional ideal. Cu notaţiile din figură se poate scrie: 

 
1, 0,

( ) ( ), sgn , sgn
1, 0,( 1)

xkX s U s u b x x
xs Ts

⎧− >⎪⎪= =− ⎨⎪+ <+ ⎪⎩
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în care sgn este funcţia signum. În domeniul timpului se obţine ecuaţia diferenţială: 

 sgnT x x k b x+ =− . 

 Introducând noile variabile 1x x= , 2x x= , din ultima ecuaţie se obţin: 

 
1 2

2 1 2( sgn ) / ,

x x

x k b x x T

⎧ =⎪⎪⎪⎨⎪ =− +⎪⎪⎩
 

 2 1 2

1 2

sgndx k b x x
dx Tx

+
=− . 

 Prin operaţii elementare 
ultima ecuaţie se aduce la forma: 

 2
1 2 1

2 1
sgnsgn

dx
dx Tdx T k b xx k b x=− + + . 

 Prin integrare, pentru 1 0x <  se obţine: 

 1 2 2 1 2ln( ) ,x T x T k b x k b C x k b=− − − + + < , (F –) 

şi, procedând asemănător, pentru 1 0x >  rezultă: 

 1 2 2 2 2ln( ) ,x T x T k b x k b C x k b=− + + + >− . (F +) 

 Releul comută atunci când 1x  schimbă de semn. Rezultă că pentru 1 0x <  

starea evoluează pe o traiectorie din familia (F–), iar pentru 1 0x >  pe o traiectorie 

din familia (F+). Urmează că planul stărilor este format prin alipirea semiplanelor 

1 0x <  şi 1 0x > , fiecare cu familia sa de traiectorii. Axa 1 0x =  este dreapta de 

comutare. Pe ea se trece de pe traiectoriile (F–) pe traiectoriile (F+) şi viceversa, în 
mod succesiv atunci când releul comută, fig. V.2.11.a. Sensul este indicat de săgeţi: 

1x  este descrescător pentru 1 2 0x x= <  şi 1x  este crescător pentru 1 2 0x x= > . 

Se poate demonstra că (F–) şi (F+) au proprietatea că şirul OA, OB, OC, OD, OE,.... 
(fig. V.2.11.a) este monoton descrescător. Rezultă că orice traiectorie iniţiată în 
domeniul 2x k b<  converge spre origine. Dacă se defineşte şi sgn 0 0= , atunci 

originea este punctul de echilibru care este un focar atractor (stabil). 

b 
– b ( 1)

k
s Ts+

 
_ 

u x 

Fig. V.2.10. Sistem automat de 
poziţionare cu regulator de tip releu 
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 Evoluţiei stării către origine este nesatisfăcătoare calitativ deoarece numărul 
de oscilaţii este prea mare. Reducerea acestui număr se realizează prin rotirea în 
sens pozitiv (antiorar) a dreptei de comutare. Se poate arăta că, în acest fel, şirul 
OA’, OB’, OC’, OD’,..... (fig. V.2.11.b) converge mai repede la zero.  
 Fie ecuaţia noii drepte de comutare  

 1 2 0vx k x+ =  sau echivalent 0vx k x+ = , 

în care 0vk >  este o constantă adecvat aleasă. Pentru realizarea efectivă a 
comutării pe această dreaptă, sistemul trebuie să fie guvernat de ecuaţia 
diferenţială: 

 sgn( )vT x x k b x k x+ =− + . 

 
 Aceasta înseamnă că pe calea directă a sistemului, înainte de releu, trebuie să 
se introducă un regulator PD cu funcţia de transfer ( ) 1c vG s k s= + , fig. V.2.12.  

B’
D’ 0 

C’
A’ 

x1 + kv x2 = 0

b 
– bk 

x1 

bk 
x2 

Fig.VI.2.11. Portretul de stare la Exemplul 2.9; a – cu dreapta de comutare x1 = 0; 
b – Reducerea oscilaţiilor prin rotirea în sens antiorar a dreptei de comutare 

dr
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pt
a 

de
 c

om
ut
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e 

 

x2 

bk
B 

D 
0 

E 
C 
A – bk

x1 

a 

F- 

F+

Fig. V.2.12. Servosistem cu regulator PD şi de tip releu 

b 

– b ( 1)
k

s Ts+_ 

u x 
1 vk s+  

( )vx k x− +



3. Metoda directă Liapunov 

3.1. Funcţii Liapunov 
 În cadrul acestui subcapitol se au în vedere sisteme dinamice de forma (1.1) 
cu condiţia iniţială (1.2) şi punctul de echilibru 0=x  conform Definiţiei 1.1. 
 În esenţă metoda directă Liapunov, [167], se bazează pe generalizarea 
noţiunii de energie pornind de la observaţia că o stare de echilibru (asimptotic) 
stabilă corespunde unui minim energetic local.  
 Se asociază sistemului (1.1) o funcţie scalară : nV →  cu proprietăţile: 

 1° Derivatele / , 1,iV x i n∂ ∂ = , unde ix  sunt componentele vectorului x , 

există şi sunt continue pentru , 0x K K≤ > . 

 2° ( )V x  este pozitiv definită: (0) 0V =  şi ( ) 0V x > , x K≤ , 0x ≠ . 

 3° ( )V x  este negativ semidefinită: (0) 0V =  şi ( ) 0V x ≤ , x K≤ , 0x ≠ . 

 Proprietatea 3° se poate înlocui cu următoarea, mai tare. 

 4° ( )V x  este negativ definită: (0) 0V =  şi ( ) 0V x < , x K≤ , 0x ≠ . 

 Prin ( )V x  se înţelege derivata temporală în virtutea sistemului (1.1): 

 1
1

( ) ... grad ( ) grad ( ) ( )
T T

n x x
n

V VV x x x V x x V x f x
x x

∂ ∂ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂ ∂
, (3.1) 

în care 

 
1

grad ( ) .....
T

x
n

V VV x
x x

⎡ ⎤∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3.2) 

este vectorul gradient al funcţiei scalare ( )V x  (derivata lui V  în raport x ). 

 Definiţia 3.1  
 O funcţie ( )V x  care satisface 1° – 3° se numeşte funcţie Liapunov slabă.  

 Definiţia 3.2  
 O funcţie ( )V x  care satisface 1°, 2°, 4° se numeşte funcţie Liapunov tare.  



V. Sisteme dinamice neliniare
 

 290

3.2. Caracterizări 
 a. Condiţii de stabilitate şi de stabilitate asimptotică 

 Teorema 3.1 (Liapunov) 
 Punctul de echilibru 0=x  al sistemului (1.1) este stabil dacă există o funcţie 
Liapunov slabă. 
 D. Se presupune prin absurd că, deşi există o funcţie Liapunov slabă, 

punctul de echilibru 0x=  nu este stabil. Cu alte cuvinte, pentru 0x δ<  există 

un 1 0t t>  astfel încât 1( )x t ε≥  cu 0ε>  dat. 

 În virtutea ipotezelor 1° – 3° există o funcţie ( )rϕ  ( 2 2 1/ 2
1( ... )nr x x+ +�  

este lungimea razei vectoare în n\ ) cu următoarele proprietăţi: (a) (0) 0ϕ =  şi (b) 

1 20 r r K≤ < ≤  implică 1 2( ) ( )r rϕ ϕ< , dar astfel încât 

 ( )( )V x xϕ≥ . (3.3) 

 Fie 0x  astfel ales încât să aibă loc simultan 

 0 0, ( ) ( )x V xδ ε ϕ ε< = < . (3.4) 

 Acest lucru este posibil pentru 0x  suficient de apropiat de origine deoarece 

( ) 0, (0) 0Vϕ ε > =  şi ( )V x  este continuă. Întrucât 0V ≤� , urmează că 

1 0( ( )) ( )V x t V x≤  pentru 1 0t t> . Ţinând seama de (3.4) se obţine: 

 1( ( )) ( )V x t ϕ ε< . (3.5) 

 Dar pentru 1 0t t>  are loc 1( )x t ε≥  şi din (3.4) rezultă 1( ( ))V x t ≥  

( )1( ) ( )x tϕ ϕ ε≥ ≥  ceea ce contrazice (3.5).  

 Teorema 3.2 (Liapunov) 
 Punctul de echilibru 0x=  al sistemului (1.1) este asimptotic stabil dacă 
există o funcţie Liapunov tare. 
 D. 0x=  este stabil (v. Teoremei 3.1). Se arată că dacă are loc proprietatea 

4° (v. Definiţia 3.2) atunci lim ( ) 0t x t→∞ =  pentru orice 0x  cu 0x δ< . 
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 Se presupune prin absurd că lim ( ) 0t x t→∞ ≠  deşi ( )V x  este negativ 

definită. Cu alte cuvinte, există un 1 (0, )ε ε∈  ( ε  din Definiţia III.1.2) astfel încât 

 1 1 0( ) ,x t t t tε> > > . (3.6) 

 Întrucât ( )V x−  este pozitiv definită, există o funcţie ( )rψ  cu proprietăţile: 
(a) (0) 0ψ =  şi (b) 1 20 r r K≤ < ≤  implică 1 2( ) ( )r rψ ψ< , dar astfel încât 

 ( )( )V x xψ≤− . (3.7) 

 Cu (3.6) şi cu ( )rψ−  strict descrescătoare, din (3.7) rezultă că 

 1 1( ( )) ( ),V x t t tψ ε≤− > . (3.8) 

 Se integrează (3.8) pe 1[ , ]t t . Rezultă 1 1 1( ( )) ( ( )) ( )( )V x t V x t t tψ ε< − − , 

1t t> . Urmează că pentru 1 1 1( ( )) / ( )t t V x t ψ ε> +  are loc ( ( )) 0V x t < , ceea ce 

contrazice faptul că ( )V x  este pozitiv definită. Conform ipotezelor 2° şi 4°, 
( ( ))V x t  este pozitivă şi descrescătoare, astfel că pentru t →∞  ea are o limită 

nenegativă. În consecinţă, lim ( ( )) 0t V x t→∞ = , dar întrucât ( )V x  este negativ 

definită, aceasta are loc numai dacă lim ( ) 0t x t→∞ = .  

 O interpretare geometrică în 
planul stărilor ( 2=n , 1 2[ ]Tx x x= ) a 

Teoremei 3.2 se prezintă în fig.V.3.1. 
 Conform Teoremei 3.2 are loc  

 1 2 1 2( , ) 0, ( , ) 0V x x V x x> <   

pentru 0x ≠ , x K≤  şi  

 (0,0) 0, (0,0) 0= =V V .  

În consecinţă funcţia 1 2( , )=z V x x  
poate fi reprezentată în planul stărilor 
prin curbe de nivel z=constant, fig. 
V.3.1, care au dimensiuni din ce în ce mai reduse pe măsură ce z  scade. Fie γ  o 

Fig. V.3.1. Interpretarea geometrică 
 a Teoremei 3.2 

x2 

x1 

z3  < z2 

z2  < z1 

V(x1, x2) = z1 

0 

γ

grad x V(x1, x2) 

x  

α 

P 
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traiectorie de stare oarecare din vecinătatea originii. Pentru un punct P de 
intersecţie cu o curbă de nivel constant are loc 1 2( , ) 0V x x < . Această condiţie, 
conform relaţiei (3.1) în care se explicitează produsul scalar, conduce la 

 ( )1 2( , ) grad ( )
T

xV x x V x x= =  

 ( )1/ 21/ 2 2 22 2
1 2 1 2( / ) ( / ) cos 0V x V x x x α⎡ ⎤= ∂ ∂ + ∂ ∂ + <⎢ ⎥⎣ ⎦ , (3.9) 

unde α  este unghiul dintre vectorul gradient (normal la curba de nivel constant în 
P), şi viteza x  a stării în P de pe traiectoria γ . (3.9) implică ( /2,3 /2)α π π∈ . Adică 
vectorul x  este permanent orientat spre interiorul oricărei curbe de nivel constant. 
Urmează că, pentru t →∞ , traiectoria γ  converge spre originea planului de stare. 
Aceasta implică faptul că originea este punct de echilibru asimptotic stabil. 
 Pentru cazurile în care ( )V x  este funcţie Liapunov slabă, dar ( ) 0V x =  

numai pe traiectorii banale din x K≤  (cum ar fi puncte de echilibru izolate sau 
unele axe ale spaţiului stărilor), este util următorul rezultat. 

 Teorema 3.3 (Barbaşin – Krasovski) 
 Dacă există o funcţie Liapunov slabă dar astfel încât ( )V x  nu este identic 
nulă pe orice traiectorie nebanală a sistemului (3.1), atunci punctul de echilibru 

0=x  este asimptotic stabil.  
 Metoda directă Liapunov produce în principiu numai condiţii suficiente de 
stabilitate sau stabilitate asimptotică pentru regiuni definite prin x K≤ . În 
aceste circumstanţe se spune că Teoremele 3.1 – 3.3 sunt rezultate de stabilitate 
(asimptotică) în mic. 
 Desigur că din punct de vedere practic este de dorit ca starea de echilibru să 
fie global asimptotic stabilă. Pentru aceasta trebuie să fie satisfăcută o condiţie 
suplimentară, după cum rezultă din afirmaţia următoare. 

 Teorema 3.4 
 Punctul de echilibru 0x=  al sistemului (3.1) este global asimptotic stabil 
dacă el este asimptotic stabil şi dacă există o funcţie Liapunov cu proprietatea: 

 lim ( )x V x→+∞ =+∞ .  (3.10) 
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 Exemplul 3.1 
 Se consideră sistemul 

 
3 2

1 11 2
2 3

2 21 2

2

.

x x x x

x x x x

⎧⎪ =− −⎪⎪⎨⎪ = −⎪⎪⎩
 

 Folosind funcţia pozitiv definită şi derivabilă 2 2 2 4
1 2 1 1 2 2( , )V x x x x x x= + +  

să se studieze natura punctului de echilibru 1 2 0x x= = . 
 Punctul de echilibru este unic. Se arată că ( )V x  este o funcţie Liapunov tare. 
Se calculează derivata funcţiei ( )V x  pentru sistemul dat. Se obţine: 

 2 2 3 4 2 2 2 4 6
1 2 1 1 1 2 22 1 2 1 1 2 1 2 2( , ) (2 2 ) (2 4 ) 2 4 2 4V x x x x x x x x x x x x x x x x= + + + =− − − − , 

care este negativ definită. În plus 1 2( , )V x x  satisface şi condiţia (3.10). Aşadar 

punctul de echilibru considerat este global asimptotic stabil.  

 b. Condiţii de instabilitate 
 În lipsa unor condiţii necesare şi suficiente de stabilitate (asimptotică) sunt 
deosebit de utile în aplicaţii şi rezultate de instabilitate, [5], [167]. 

 Teorema 3.5 (Liapunov) 
 Fie o funcţie ( )V x  cu (0) 0V =  şi cu derivatele parţiale de ordinul întâi 
continue. Dacă există o vecinătate care conţine originea, în care ( )V x  este pozitiv 

definită şi ( )V x  (pentru sistemul (1.1)) este pozitiv definită, atunci punctul de 
echilibru 0x=  al sistemului (1.1) este instabil.  

 Teorema 3.6 (Cetaev) 
 Fie o funcţie ( )V x  cu (0) 0V =  şi cu derivatele parţiale de ordinul întâi 
continue. Dacă ( ) 0V x =  pe frontiera unei regiuni 0X  care are originea ca punct 

de frontieră şi dacă ( )V x  şi ( )V x  (pentru sistemul (1.1)) sunt ambele pozitiv 
definite în 0X  atunci punctul de echilibru 0x =  al sistemului (1.1) este instabil.  

 Teorema 3.7 
 A. Fie o funcţie ( )V x  cu (0) 0V =  şi cu derivatele parţiale de ordinul întâi 
continue. Dacă există o vecinătate care conţine originea în care ( ) 0V x <  în unele 
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puncte şi dacă ( )V x�  (pentru sistemul (1.1)) este negativ semidefinită, atunci 
punctul de echilibru 0x=  al sistemului (1.1) este asimptotic stabil. 
 B. Dacă ( )V x�  (pentru sistemul (1.1)) este negativ definită, atunci punctul de 
echilibru 0x=  al sistemului (1.1) este instabil. 
 C. Dacă ( )V x  şi ( )V x�  (pentru sistemul (1.1)) sunt ambele negativ definite, 
atunci punctul de echilibru 0x=  al sistemului (1.1) este complet instabil.  

 Exemplul 3.2 
 Se consideră sistemul 

 
2 2

1 1 2

2 1 22 .

x x x

x x x

⎧⎪ = −⎪⎪⎨⎪⎪ =−⎪⎩

�

�
 

 Folosind funcţia 2 2
1 2 1 2 1( , ) 3V x x x x x= − , să se studieze natura punctului de 

echilibru 1 2 0x x= = . 

 Punctul de echilibru este unic. Există puncte în vecinătatea originii, de pildă 

1 1x = , 2 0,5x = , pentru care 1 2( , ) 0V x x < . În plus, pentru orice 

2
1 2( , ) \{0,0}x x ∈\ , 2 2 2 2 2

1 2 1 1 2 22 1 1 2( , ) (3 3 ) 6 3( ) 0V x x x x x x x x x x= − + =− + <� � � . 

Conform Teoremei 3.7.B punctul de echilibru considerat este (global) instabil.  

 c. Utilizarea aproximantului liniar 
 Fie un sistem dinamic neliniar de forma: 

 ( ), , nx A x g x t x+= + ∈ ∈� \ \ , (3.11) 

în care A  este o matrice pătratică de ordinul n , termenul A x  este partea liniara a 
sistemului şi ( )g x , cu (0) 0g = , este o funcţie vectorială neliniară a cărei 
dezvoltare în serie Taylor conţine numai termeni de grad mai mare sau egal cu doi.  
 Sistemul (3.11) are punctul de echilibru 0x= . 
 Se asociază sistemului (3.11) aproximantul liniar: 

 , , nx A x t x+= ∈ ∈� \ \ . (3.12) 

 Prin Teorema III.1.4 s-a arătat că sistemul (3.12) este asimptotic stabil dacă 
şi numai dacă ecuaţia Liapunov: 
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 T TA P PA Q Q+ =−  (3.13) 

are o soluţie P , matrice reală, simetrică şi pozitiv definită (v. Anexa C) pentru 
orice Q  astfel ales încât perechea ( , )Q A  este complet observabilă. Utilizând acest 
rezultat, pentru sistemul (3.11) se pot formula următoarele teoreme. 

 Teorema 3.8 
 Punctul de echilibru 0x =  al sistemului (3.11) este asimptotic stabil dacă el 
este asimptotic stabil pentru aproximantul liniar (3.12). 
 D. Fie funcţia pozitiv definită şi derivabilă: 

 ( ) TV x x P x= , (3.14) 

în care P  este soluţia pozitiv definită a ecuaţiei (3.13). Derivând în raport cu 
timpul în (3.14) se obţine: 

 ( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )T T T T T T T TV x x Px x Px x A P PA x g x Px x Q Qx g x Px= + = + + =− +� � � . 

 Întrucât ( )g x  conţine termeni de grad mai mare sau egal cu doi rezultă că 

termenul ( )Tg x P x  conţine termeni de grad mai mare sau egal cu trei. Urmează că, 

pentru x  suficient de apropiat de origine, ( ) 0V x <� , adică ( )V x  este o funcţie 
Liapunov tare. Conform Teoremei 3.2, starea de echilibru 0x =  a sistemului (3.11) 
este asimptotic stabilă.  
 În situaţia în care (3.12) este instabil se demonstrează următoarea afirmaţie. 

 Teorema 3.9 
 Punctul de echilibru 0x =  al sistemului (3.11) este instabil dacă el este 
instabil pentru aproximantul liniar (3.12).   

3.3. Existenţa şi construcţia unei funcţii Liapunov 
 Pentru aplicarea Teoremelor 3.1 şi 3.2 trebuie să se răspundă mai întâi la 
următoarele două întrebări: 
 (1) În ce condiţii există o funcţie Liapunov? 
 (2) Dacă există o funcţie Liapunov, cum poate fi ea determinată? 
 Un răspuns la prima întrebare, a cărui demonstraţie este dată în [160], este 
următorul. 



V. Sisteme dinamice neliniare
 

 296

 Teorema 3.10  
 Dacă punctul de echilibru 0x=  al sistemului (1.1) este asimptotic stabil, 
funcţia ( )f x  este derivabilă şi matricea jacobiană  

 

1 1

1

1

( )
n

n n

n

f f
x x

J x
f f
x x

⎡ ⎤∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

"

� # #

"

 (3.15) 

este continuă într-un domeniu n
VX ⊆\ , atunci există pe VX  o funcţie Liapunov 

tare pentru sistemul (1.1).  
 În legătură cu cea de a doua întrebare se vor prezenta în continuare câteva 
metode de construcţie a unei funcţii Liapunov. 

 a. Metoda Krasovski 
 Fie B  o matrice simetrică pozitiv definită (v. Anexa C), cu elemente reale 
constante. Cu B  şi ( )J x  (v. relaţia (3.15)) se construieşte matricea simetrică: 

 ( ) [ ( ) ( )]/ 2,T
VM x J x B BJ x x X+ ∈� , (3.16) 

a cărei cea mai mare valoare proprie este ( )xμ . 

 Teorema 3.11  
 Dacă există o matrice B  astfel încât ( ) , 0x c cμ <− > , pentru orice Vx X∈ , 
atunci punctul de echilibru 0x=  al sistemului (1.1) este asimptotic stabil. Dacă 

( )x cμ <−  are loc pentru orice nx ∈\ , atunci 0x=  este global asimptotic stabil. 
 D. Părţile reale ale valorilor proprii ale matricei ( )BJ x  sunt cuprinse între 
valorile proprii cea mai mică şi cea mai mare ale matricei ( )M x , respectiv sunt 

mai mici decât c− . Urmează că pentru Vx X∈  are loc det ( ) nBJ x c≥ , ceea ce 

înseamnă că funcţia ( ) det ( )w x J x=  are un minimum pozitiv α  pe VX . Funcţia 

 ( ) ( ) ( )TV x f x Bf x=  (3.17) 

este pozitiv definită şi 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )T T T TV x x J x Bf x f x BJ x x f x M x f x= + =� � �  
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este negativ definită. Ca urmare, 0x=  este asimptotic stabil. Pentru a arăta că are 
loc şi (3.10), se porneşte de la ( )d f w x dx dxα= ≥  care prin integrare conduce la: 

 d f dxα≥∫ ∫ . 

 Aşadar, pentru ( )if f  şi x →∞  cel puţin un ( )if x  creşte nemărginit. 

Are loc (3.10), respectiv punctul de echilibru 0x=  este global asimptotic stabil.  

 Exemplul 3.3 
 Se consideră sistemul descris de ecuaţiile: 

 
1 1 2

2 1 1 2 2( ) ( ),

x x x

x x xϕ ϕ

⎧ =− +⎪⎪⎪⎨⎪ =− −⎪⎪⎩
  

1

2

(0) 0

(0) 0.

ϕ

ϕ

⎧ =⎪⎪⎪⎨⎪ =⎪⎪⎩
 

 Să se determine 1ϕ  şi 2ϕ  pentru care punctul de echilibru 1 2 0x x= =  este 

asimptotic stabil. 
 Înlocuind B I=  în (3.16) se obţine: 

 
1 1

1 1 2 2

1 [1 ( )]/ 2
( )

[1 ( )]/ 2 ( )

x
M x

x x

ϕ

ϕ ϕ

⎡ ⎤− −⎢ ⎥= ⎢ ⎥− −⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

 ( )M x  este negativ definită (v. Anexa C) dacă şi numai dacă: 

 2 2
2 2 1 1 2( ) [1 ( )] / 4, ( , )x x x xϕ ϕ> − ∈ . 

 Aceasta este o condiţie suficientă de stabilitate asimptotică. Ea poate fi 
sensibil îmbunătăţită prin căutarea unei matrice B  adecvate.  

 b. Metoda Ingwerson  
 Folosind jacobianul (3.15) al sistemului (1.1) se parcurg următorii cinci paşi. 
 (1) Se rezolvă ecuaţia matriceală de tip Liapunov: 

 ( ) ( ) ( ) ( )TJ x P x P x J x R+ =− , (3.18) 

unde R  este matrice reală, constantă, simetrică, pozitiv (semi)definită (v. Anexa C). 

 (2) Cu matricea simetrică ( )( ) ( )i jP x p x  astfel obţinută se determină 

matricea simetrică ( )( ) ( , )i j i jP x p x x  după cum urmează:  
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 ( , ) ( , ) (0,...,0, ,0,...,0, ,0,...,0), , 1,i j i j j i i j i j i jp x x p x x p x x i j n= = = . (3.19) 

 (3) Se formează componentele vectorului grad ( )V x  (încă necunoscute): 

 1 0
( ) grad ( ) ( , ) , 1,jxn

i x i j i j jji
g x V x p x x dx i n=

⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦ ∑ ∫� , (3.20) 

în care [ ]i⋅  este componenta i  a vectorului [ ]⋅ .  
 Se ştie că un vector este gradientul unei funcţii scalare dacă şi numai dacă: 

 , , 1, ,ji

j i

gg i j n i j
x x

∂∂ = = ≠
∂ ∂

. (3.21) 

 Înlocuind (3.20) în (3.21), cu (3.19), se constată că (3.21) este satisfăcută. 
 (4) Se determină ( )V x  integrând [grad ( )]TV x dx  pe o curbă din n\ . În 
acest caz rezultatul nu depinde de curba aleasă. Soluţia cea mai simplă este: 

 1 2
1 1 1 2 1 2 20 0

( ) ( ,0,...,0) ( , ,0,...,0) ...
x x

V x g x dx g x x dx= + +∫ ∫  

 1 20
... ( , ,..., )nx

n n ng x x x dx+∫ . (3.22) 

 (5) Se aplică, după caz, Teoremele 3.1 – 3.7. 

 Exemplul 3.4  
 Se consideră sistemul: 

 
1 2

2
2 1 21 , 0, 0.

x x

x ax x bx a b

⎧ =⎪⎪⎪⎨⎪ =− − − > >⎪⎪⎩

�

�
 

 Să se construiască o funcţie Liapunov şi să se determine natura punctului de 
echilibru 1 2 0x x= = . 

 Ecuaţia (3.18) are în acest caz forma: 

 
11 12 11 121

12 22 12 22 1

0 10 2 0 0
21 0 2

p p p px a
p p p p x a bb b

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
, 

în care R  s-a ales pozitiv semidefinită (v. Anexa C). Soluţia corespunzătoare este: 

 1( ) ( ) diag{2 , 1}P x P x x= = . 
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 Conform relaţiei (3.20) componentele vectorului gradient sunt: 

 1 2
1 1 1 110

(2 )
x

g x a dx x a x= + = +∫ ,  2
2 2 20

x
g dx x= =∫ . 

Pentru acestea, condiţia (3.21) este satisfăcută. În continuare, cu (3.22), se obţine: 

 1 22 3 2 2
1 2 1 1 2 21 1 1 20 0

( , ) ( ) / 3 / 2 / 2
x x

V x x x a x dx x dx x a x x= + + = + +∫ ∫ , 

care este pozitiv definită într-o regiune suficient de mică care conţine originea. 
 Întrucât 

 2
1 2 1 1 2 2 2( , )V x x g x g x bx= + =−� � �  

este negativ semidefinită, dar 2 0x =  nu este una din traiectoriile sistemului, 

conform Teoremei 3.3, punctul de echilibru 1 2 0x x= =  este asimptotic stabil.  

 c. Metoda Schultz – Gibson 
 Conform Definiţiilor 3.1 sau 3.2, ( )V x�  de forma (3.2) trebuie să fie negativ 
(semi)definită. În aceste circumstanţe se defineşte gradientul: 

 

11 1 12 2 11

21 1 22 2 22

1 1 2 2

...

...
grad ( )

...

n n

n n

n n nn nn

a x a x a xg
a x a x a xg

V x

a x a x a xg

⎡ ⎤⎡ ⎤ + + +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ + + +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ + + +⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

� �
##

, (3.23) 

în care i ja  sunt funcţii de 1,..., nx x . Aceşti i ja  urmează să se aleagă astfel încât: 

 (i) ( )V x  să fie negativ (semi)definită. 
 (ii) ( )V x  să fie gradientul unei funcţii scalare, fapt echivalent cu (3.21). 

 (iii) i ja , respectiv ig  fiind cunoscute, ( )V x  se determină cu (3.22). 

 Exemplul 3.5  
 Se consideră un reactor atomic descris de ecuaţiile: 

 
1

1 2

2

/

( 1)/ ,x

x x

x e

α τ

ε

⎧ =−⎪⎪⎪⎨⎪ = −⎪⎪⎩

�

�
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unde 1( )( ) x tP t e=  este puterea instantanee, 2x  – temperatura, 0α>  – coeficientul 
de temperatura, 0ε>  – capacitatea calorică, şi 0τ>  – viaţa medie a unui neutron. 
 Să se determine natura punctului de echilibru 1 2 0x x= = . 

 Pentru 1 11 1 12 2g a x a x= +  şi 2 21 1 22 2g a x a x= +  se scrie: 

 112
11 1 2 12 21 1 22 22( ) / / ( 1) / ( 1) /xxV x a x x a x a e x a e xα τ α τ ε ε=− − + − + −� . 

 Cu 1
11 1 22 12 21( 1) /( ), 1, 0xa e x a a aτ εα= − = = =  rezultă 1

1 ( 1) /( )xg eτ εα= − , 

2 2g x= , 1 2 2 1( / ) ( / ) 0g x g x∂ ∂ = ∂ ∂ = . Urmează 1 2( , ) 0V x x =� , 2
1 2( , )x x ∈\ . 

 Folosind acum (3.22) se obţine: 

 1 2 11 2
1 2 2 2 2 1 20 0

( , ) ( 1) /( ) ( 1) /( ) / 2
x x xxV x x e dx x dx e x xτ εα τ εα= − + = − − +∫ ∫ , 

care este pozitiv definită. Conform Teoremei 3.1 starea de echilibru este stabilă.  

3.4. Domenii de stabilitate  
 a. Preliminarii 

 Definiţia 3.3 
 Sistemul (1.1), cu : nf +→\ \  continuă, are una din proprietăţile A sau B: 

A. Netezime slabă 
(a1) Există o vecinătate deschisă nS ⊆\  a punctului 0x= , astfel încât: 

(i) sistemul (1.1), cu 0(0)x x S= ∈ , are soluţie unică 0( ) ( ;0, )x t t xϕ= ; 

(ii) soluţia 0( ) ( ;0, )x t t xϕ=  este continuă în 0 0( ; )t x I S∈ × , unde 0I +⊆\  

este subintervalul maxim de existenţă a soluţiei. 
(a2) Pentru fiecare 0(0) ( \ )nx x S= ∈ \ , fiecare soluţie 0( ) ( ;0, )x t t xϕ=  a 

sistemului (1.1) este continuă în 0t I∈ . 
B. Netezime tare 

(b1) Sistemul (1.1) are proprietatea de netezime slabă. 
(b2) Dacă vecinătatea deschisă S  este mărginită (frontiera S∂  este nevidă), 

atunci pentru fiecare 0x S∈∂  şi pentru fiecare soluţie 0( ) ( ;0, )x t t xϕ=  a 
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sistemului (1.1) iniţiată în 0(0)x x=  are loc: 

 
0 0 0inf ( ) inf ( ;0, ) 0t I t Ix t t xϕ∈ ∈= > .  

 Definiţia 3.4  
 n

aD ⊆\  se numeşte domeniu de atracţie al punctului de echilibru 0x=  
(punct numit atractor) al sistemului (1.1) dacă: 

(a) Pentru fiecare 0ξ>  există un moment 0( , ) [0, )T T x ξ= ∈ +∞  astfel încât 

soluţia 0( ) ( ;0, )x t t xϕ=  satisface condiţia: 

 0 0( ) ( ;0, ) , ax t t x x Dϕ ξ= < ∈  pentru orice ( , )t T∈ +∞ . 

(b) Mulţimea aD  este vecinătate a punctului 0x= .  

 Definiţia 3.5  
 n

sD ⊆\  se numeşte domeniu de stabilitate al punctului de echilibru 0x=  
al sistemului (1.1) dacă: 

(a) Pentru fiecare (0, )ε∈ +∞  soluţia 0( ) ( ;0, )x t t xϕ=  satisface condiţia: 

 0 0( ) ( ;0, ) , ( )sx t t x x Dϕ ε ε= < ∈  pentru orice t +∈\ . 

(b) Mulţimea ( )sD ε  este o vecinătate a punctului de echilibru 0x=  pentru 
fiecare (0, )ε∈ +∞ . 

(a) (0, ) ( )s sD Dε ε∈ +∞=∪ .  

 Definiţia 3.6  
 nD⊆\  se numeşte domeniu de stabilitate asimptotică al punctului de 
echilibru 0x=  al sistemului (1.1) dacă: 

(a) a sD D D= ∩ . 

(b) D  este o vecinătate a punctului 0x= .  

 Observaţia 3.1 
 aD =∅  înseamnă că punctul de echilibru 0x=  nu este punct atractor.  

 n
aD = \  dacă şi numai dacă 0x=  este punct atractor global. 
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 sD =∅  înseamnă că punctul de echilibru 0x=  este instabil.  

 n
sD = \  dacă şi numai dacă 0x=  este global stabil. 

 D=∅  înseamnă că punctul de echilibru 0x=  nu este asimptotic stabil.  
 nD= \  dacă şi numai dacă 0x=  este global asimptotic stabil.  

 Relaţiile între noţiunile definite prin Definiţiile 3.4 – 3.6 sunt clarificate în 
cadrul rezultatului următor. 

 Teorema 3.12 
 Dacă punctul de echilibru 0x=  al sistemului (1.1), având proprietatea de 
netezime slabă (v. Definiţia 3.3.A), are domeniul de stabilitate asimptotică D ≠∅  
şi domeniul de atracţie satisface aD S⊆ , atunci ,a sD D  şi D  sunt în relaţiile: 

 ,a asD D D D⊆ = . 

 D. Fie 0 ax D∈ . aD S⊆  implică 0x S∈ . D ≠∅  şi a sD D D= ∩  implică 

sD ≠∅ . Totodată, 0max ( ) max ( ;0, ) (0, )t tx t t xϕ ε
+ +∈ ∈= = ∈ +∞\ \ , adică 

0 0( )s sx D x Dε∈ ⇒ ∈  şi a sD D⊆ . Cum a sD D D= ∩ , urmează aD D= .  

 b. Metoda Zubov 
 Se va arăta mai întâi că se pot determina subdomenii ale domeniului de 
stabilitate asimptotică prin utilizarea unor funcţii Liapunov adecvate. 
 În cazul sistemului (1.1), cu punctul de echilibru 0x= , fie ( )V x  o funcţie 

pozitiv definită într-o regiune nX ⊂\  şi fie Σ  o hipersuprafaţă închisă, conţinută 
în întregime în X , cu următoarele proprietăţi: 

(1) Originea este în interiorul lui Σ . 

(2) ( ) 0V x =�  pentru x Σ∈ . 

(3) Pentru 0x ≠  au loc: ( ) 0V x <�  dacă x  este în interiorul lui Σ ; ( ) 0V x >  
dacă x  este în exteriorul lui Σ ; 

(4) Hipersuprafaţa ( ) constantV x c= = , închisă prin ipoteză, se găseşte în 
întregime în interiorul lui Σ . 

 Atunci ( )V x c≤  defineşte un subdomeniu al domeniului de stabilitate 
asimptotică al punctului de echilibru 0x=  deoarece pentru orice punct 0x , cu 

0( )V x c≤ , are loc Teorema 3.2. 
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 Dacă Σ  este constituită în întregime din traiectorii de stare ale sistemului 
(1.1), atunci Σ  este frontiera domeniului de stabilitate asimptotică al punctului de 
echilibru 0x= . 
 Aceste raţionamente au condus la o metodă de construcţie a unei funcţii 
Liapunov, [178], care permite determinarea exactă a domeniului de stabilitate 
asimptotică. 

 Definiţia 3.7  
 O mulţime M ⊆\  se numeşte conexă dacă nu există 1 2,M M M⊆  astfel 

încât 1 2M M M= ∪  şi 1 2 1 2M M M M= =∅∩ ∩ , în care 1,2M  sunt închiderile 

submulţimilor 1,2M .  

 Se consideră sistemul (1.1) şi mulţimea nX ⊆\  simplu conexă care conţine 
o vecinătate a originii. Rezultatul următor este o condiţie suficientă ca X D≡ . 

 Teorema 3.13 (Zubov).  
 Fie ( )V x  şi ( )W x  două funcţii scalare cu următoarele proprietăţi: 

(i) ( )V x  este definită, continuă şi pozitiv definită pe X  şi satisface inegalitatea 
0 ( ) 1V x< <  pentru , 0x X x∈ ≠ . 

(ii) ( )W x  este definită pentru orice x X∈  finit, continuă şi pozitiv definită. 
(iii) Pentru x X∈  are loc: 

 [ ] 2( ) ( ) 1 ( ) 1 ( )V x W x V x f x=− − +� . (3.24) 

(iv) Dacă x X∈  tinde la frontiera lui X  (sau pentru X  nemărginită 
( )x t →∞ ), atunci ( ) 1V x → . 

 Atunci X  este exact domeniul de stabilitate asimptotică D  al punctului de 
echilibru 0x= . 
 D. Ipotezele (i) – (iii) asigură stabilitatea asimptotică a punctului de 
echilibru 0x= . Se introduce o nouă variabilă independentă prin relaţia: 

 21 ( )ds f x d t= + , (3.25) 

unde ds  este lungimea elementului de arc de traiectorie. Aceasta nu schimbă 
natura punctului de echilibru 0x= . Din (3.24) şi (3.25) rezultă: 
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 [ ]( ) ( ) 1 ( )dV x W x V x
ds
=− − , 

care prin integrare conduce la egalitatea: 

 [ ] 0

( )
[ ( ( ))]

01 ( ( )) 1 ( )
s t

W x s t ds
V x s t V x e⎡ ⎤− = −⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ . (3.26) 

 Dacă 0x X= , atunci lim ( ) 0t x t→∞ = . Dacă 0x D∉ , atunci pentru t →∞  

exponenţiala din (3.26) creşte nemărginit, deoarece 
0

( ( ))
t
W x t dt∫  este nemărginită. 

Urmează că 1 [ ( ( ))]V x s t− →+∞ , contrar ipotezei (i). Aşadar X D≡ .  
 O consecinţă imediată a este posibilitatea determinării exacte a lui D . 

 Teorema 3.14  
 Fie ( )W x  în ipotezele Teoremei 3.13 şi ( )V x  pozitiv definită, cu 
0 ( ) 1V x≤ ≤  pentru x X∈  şi  

 [ ] [ ] 2grad ( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1 ( )TV x f x W x V x f x=− − + . (3.27) 

 Atunci frontiera mulţimii de atracţie este definită de ecuaţia: 

 ( ) 1V x = .  (3.28) 

 Exemplul 3.6 
 Se consideră sistemul dinamic 

 
2

1 1 21

2 2

2

,

x x k x x

x x

⎧⎪ =− +⎪⎪⎨⎪ =−⎪⎪⎩

�

�
 

în care k ∈\  este un parametru. Să se determine domeniul de stabilitate 
asimptotică al punctului de echilibru 1 2 0x x= = .  

 Conform ecuaţiei (3.27), în care ultimul factor din membrul drept poate fi 
omis dacă soluţia sistemului este definită pentru t +∈\ , şi pentru  

 2 2
1 2 1 2( , ) 2( )W x x x x= + ,  

se poate scrie: 
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 2 2 2
1 2 21 1 2

1 2
( 2 ) ( ) 2( )[1 ( )]V Vx k x x x x x V x

x x
∂ ∂− + + − =− + −
∂ ∂

. 

 Soluţia acestei ecuaţii este 

 1 2

2
1( , ) 2

1 2 1 2 2
1 2

( , ) 1 , ( , )
1

x x x
V x x e x x x

k x x
ϕ ϕ−= − = +

−
. 

 Folosind ecuaţia (3.28) se obţine  

 2
1 2 1 21, ( , )k x x x x= ∈\ ,  

care este frontiera domeniului de stabilitate asimptotică D .  

 c. Metoda Grujic 
 Se prezintă în continuare o posibilitate de studiere a stabilităţii ca problemă 
de determinare exactă şi directă, prin condiţii necesare şi suficiente, a funcţiei 
Liapunov şi, totodată, a domeniului de stabilitate asimptotică, [158], [159]. 
 În acest scop se defineşte o funcţie : nv →\ \ , candidat de funcţie 
Liapunov, cu proprietatea că este derivabilă superior la dreapta în sens Dini în 
virtutea a sistemului (1.1). Această derivată are forma: 

 0
[ ( )] [ ( )][ ( )] lim supt

v x t v x tD v x t θ
θ
θ

+
↓

+ −� . (3.29) 

 Se defineşte familia de funcţii ( : )P fρ , asociată lui f , după cum urmează. 

 Definiţia 3.8 
 ( : )P fρ , cu (0, )ρ∈ +∞ , este familia funcţiilor : np →\ \  pozitiv definite 

pe bila închisă { ; }nB x xδ δ∈ ≤� \ , care satisfac condiţiile: 

(i) ( ) ( )p x C Bρ∈  (mulţimea tuturor funcţiilor continue pe Bδ ). 

(ii) (0) 0p = . 

(iii) ( ) 0p x >  pentru orice \{0}x Bρ∈ , pentru care există ( ; ) 0p fμ μ= > , astfel 

încât pentru ecuaţia: 

 [ ( )] [ ( )]tD v x t p x t+ =− , cu (0) 0v = , (3.30) 
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există soluţia v , definită şi continuă pe bila închisă { ; }nB x xμ μ∈ ≤� \ , de-a 

lungul traiectoriilor sistemului (1.1).  

 Teorema 3.15 
 Pentru ca starea de echilibru 0x=  a sistemului (1.1) cu proprietatea de 
netezime tare (v. Definiţia 3.3.B) să aibă domeniul de stabilitate asimptotică D  şi 
pentru câteva vecinătăţi nN⊆\  să aibă loc N D=  este necesar şi suficient să fie 
îndeplinite condiţiile: 

(a) N  este o vecinătate deschisă şi conexă a punctului 0x=  şi N S⊆ . 
(b) ( ) 0f x =  pentru x N∈  dacă şi numai dacă 0x= . 

(c) Pentru (0, )ρ∈ +∞ , ales arbitrar astfel încât { ; }nB x x Nρ ρ∈ ≤ ⊂� \ , şi 

pentru o funcţie arbitrară ( ; )p P fρ∈  există funcţia v  – soluţie unică de-a 
lungul traiectoriilor sistemului (1.1) a ecuaţiei: 

 [ ( )] [ ( )]tD v x t w x t+ =− , cu (0) 0v = , (3.31) 

în care 

 
11

( ), ,
( )

( ), ( \ ); { ; }.n

p x x B
w x

x p x x x S B B x x

ρ

ρ ρρ ρ ρ−−

⎧ ∈⎪⎪⎪=⎨⎪⎪ ∈ ∈ <⎪⎩ � \
 (3.32) 

 Funcţia v  are următoarele proprietăţi: 
(i) Este pozitiv definită pe N . 
(ii) Dacă N∂ ≠∅ , atunci ( )v x →+∞  pentru ,x N x N→∂ ∈ , în care N∂  

este frontiera lui N .  

 Observaţia 3.2 
 Rezultatul precedent asigură determinarea exactă a funcţiei v  şi a 
domeniului D  pentru o alegere arbitrară a funcţiei pozitiv definite p  pentru care 
problema (3.30) are soluţie. În cazul în care ( ) ( )f x C S∈  se poate alege funcţia 

pozitiv definită 2( ) ( )p x f x= . 

 Nu este necesar ca N  să fie specificată de la început. Ea se determină 
folosind funcţia v  – soluţie a problemei (3.31) pentru ( ; )p P fρ∈  şi (0, )ρ∈ +∞ . 

 Nu este necesar ca ( )v x →+∞  de îndată ce ,x x D→+∞ ∈ .  
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 În situaţia în care se înlocuieşte ipoteza netezimii tari cu aceea a netezimii 
slabe (v. Definiţia 3.3.A) rezultatul corespunzător este următorul.  

 Teorema 3.16 
 Pentru ca starea de echilibru 0x=  a sistemului (1.1) cu proprietatea de 
netezime slabă să aibă domeniul de stabilitate asimptotică D  şi pentru N S⊆  să 
aibă loc N D=  este necesar şi suficient să fie îndeplinite următoarele condiţii: 

(a) Mulţimea N  să fie vecinătate deschisă şi conexă a punctului 0x = . 
(b) ( ) 0f x =  pentru x N∈  dacă şi numai dacă 0x = . 

(c) Pentru (0, )ρ∈ +∞ , ales arbitrar astfel încât B Nρ ⊂ , şi pentru o funcţie 

arbitrară ( ; )p P fρ∈  există funcţia v  – soluţie unică de-a lungul 
traiectoriilor sistemului (1.1) a ecuaţiei: 

 [ ( )] [ ( )]tD v x t w x t+ =− , cu (0) 0v = , (3.33) 

 
11

( ), ,
( )

( ), ( \ ).n

p x x B
w x

x p x x x B

ρ

ρρ ρ −−

⎧⎪ ∈⎪⎪=⎨⎪ ∈⎪⎪⎩ \
 (3.34) 

 Funcţia v  are următoarele proprietăţi: 
(i) Este pozitiv definită pe N . 

(ii) Dacă N∂ ≠∅ , atunci ( )v x →+∞  pentru ,x N x N→∂ ∈ .  

 Observaţia 3.3 
 Dacă funcţia v , determinată conform condiţiei (c), are proprietatea (i) dar nu 
şi (ii), atunci punctul de echilibru 0x=  al sistemului (1.1) cu proprietatea de 
netezime slabă este asimptotic stabil dar N D≠ . Dacă acest rezultat este verificat 
pentru orice N S⊆ , atunci D S⊄ .  
 Pentru a obţine numai un rezultat de stabilitate asimptotică se modifică în 
mod adecvat Teorema 3.14.  

 Teorema 3.17  
 Pentru ca starea de echilibru 0x=  a sistemului (1.1) cu proprietatea de 
netezime slabă să fie asimptotic stabilă este necesar şi suficient ca pentru orice 

(0, )ξ∈ +∞  şi orice funcţie ( ; )p P fξ∈  să existe funcţia v  – soluţie unică de-a 
lungul traiectoriilor sistemului (1.1) a ecuaţiei: 
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 ( ) ( )D v x p x+ = − , cu (0) 0v = , (3.35) 

în care ( )v x  este pozitiv definită într-o vecinătate deschisă şi conexă a punctului de 
echilibru 0x = .  

 Exemplul 3.7 
 Se consideră sistemul dinamic: 

 2( 1), ,x x x t x+= − ∈ ∈� \ \ . 

 Să se determine domeniul de stabilitate asimptotică.  
 Punctele de echilibru sunt: 1, 0, 1x x x=− = =+ .  
 Aceste puncte de echilibru sugerează următoarele alegeri: (0,1)ρ∈ , 

( 1, 1)S = − + , pe care sistemul are proprietatea de netezime tare, şi 2p x= .  
 Se aplică Teorema 3.15 şi conform ecuaţiei (3.32) se scrie : 

 
2, [ , ],

( )
, ( 1, ] [ , 1).

x x
w x

x x

ρ ρ

ρ ρ ρ

⎧ ∈ −⎪⎪⎪=⎨⎪ ∈ − − ∪⎪⎪⎩
 

 În ecuaţia (3.31) se înlocuieşte:  

 2[ ( )] { [ ( )]} ( ) [ ( 1)]t
d dv dv dvD v x t v x t x f x x x
dt dx dx dx

+ = = = = −� , 

astfel că se obţine ecuaţia: 

 
2

2
, [0, ],

( 1)
, [ ,1).

x xdvx x
dx x x

ρ

ρ ρ

⎧− ∈⎪⎪− =⎨⎪− ∈⎪⎩
 

 Soluţia unică a acestei ecuaţii, cu (0) 0v = , este: 

 

2

2

1 ln(1 ), [0, ],
2

( ) (1 )(1 ) 1ln ln(1 ), [ ,1).
2 (1 )(1 ) 2

x x
v x x x

x

ρ

ρρ ρ ρ
ρ

⎧⎪− − ∈⎪⎪⎪⎪=⎨ + −⎪⎪ − − ∈⎪⎪ − +⎪⎩

 

 Funcţia ( )v x  este pozitiv definită pe ( 1, 1)N S= = − +  şi ( )v x →+∞  
pentru { 1, 1}, ( 1, 1)x N x→∂ = − + ∈ − + . Aceasta înseamnă că domeniul de 
stabilitate asimptotică al punctului de echilibru 0x=  este ( 1, 1)D S= = − + .  



4. Sisteme automate neliniare multivariabile  

4.1. Hiperstabilitatea 
 a. Structura sistemului automat neliniar multivariabil 
 Fie sistemul automat cu schema bloc structurală din fig. V.4.1, în care 

, , , mv y u w∈  sunt referinţa, mărimea reglată, abaterea şi reacţia, ( )G s  – matricea 
de transfer, m m× , a părţii liniare şi ( , )F t y  – o funcţie vectorială neliniară. 
 Fie o realizare minimală a matricei raţionale proprii ( )G s  (v. subcap. II.4): 

 , , ,n mx Ax Bu t x u+= + ∈ ∈ ∈ , (4.1) 

 , my Cx Du y= + ∈ , (4.2) 

pentru care se precizează condiţia iniţială 0 0( )x t x= , cu 0 0, nt x+∈ ∈ . 

 Neliniaritatea ( , )w F t y=  satisface inegalitatea de tip Popov: 

 1

0

2
0 1 0( , ) ( ) ( )

t T
t

t t y t w t dtη γ= ≥−∫  pentru toţi 1 0t t≥ , (4.3) 

unde 0 0 0 0( , )t xγ γ=  este o constantă. 

 Ecuaţiile sistemului sunt: 

 ( ) ( ) ( )Y s G s U s= , (4.4) 

 u v w= − , (4.5) 

 ( , )w F t y= . (4.6) 

 Hiperstabilitatea este un concept 
din categoria stabilităţii interne situaţie 
în care sistemul considerat este liber, adică 0v= . Dacă 0v ≠ , dar cunoscut, prin 
schimbările w w v= −  şi ( , ) ( , )F t y F t y v= − , ecuaţiile (4.5), (4.6) devin: 

 u w=−  (4.7) 

 ( , )w F t y= . (4.8) 

În acest fel se obţine sistemul liber (4.4), (4.7), (4.8). 

Fig. V.4.1. Schema bloc a sistemului 
automat neliniar multivariabil  

F 

v u y 

+_ 
G(s) 

w 



V. Sisteme dinamice neliniare
 

 310

 b. Definiţii şi caracterizări 
 Conceptul de hiperstabilitate introdus în [170] se concretizează în 
următoarele două definiţii. 

 Definiţia 4.1 
 Sistemul automat cu structura din fig. IV.4.1 se numeşte hiperstabil dacă are 
o stare de echilibru global stabilă pentru orice neliniaritate (4.6) care satisface 
inegalitatea (4.3).  

 Definiţia 4.2 
 Sistemul automat cu structura din fig. IV.4.1 se numeşte asimptotic 
hiperstabil dacă are o stare de echilibru global asimptotic stabilă pentru orice 
neliniaritate (4.6) care satisface inegalitatea (4.3).  
 Întrucât condiţiile de hiperstabilitate şi hiperstabilitate asimptotică pretind ca 
partea liniară a sistemului cu structura din fig. IV.4.1 să fie înzestrată cu anumite 
proprietăţi, în continuare se formulează două definiţii în acest sens. 

 Definiţia 4.3 
 Matricea pătratică ( ) ( ( ))i jG s G s  se numeşte real pozitivă dacă: 

(i) Nici un element ( )i jG s  nu are poli în semiplanul { ; Re 0}s s∈ > . 

(ii) Dacă ( )i jG s  au poli de pe axa imaginară, ei sunt simpli şi matricea ( )i jR r  
a reziduurilor corespunzătoare este hermitiană şi pozitiv semidefinită. 

(iii) ( ) [ ( ) ( )]/ 2T
HG j G j G jω ω ω+ −  este hermitiană şi pozitiv semidefinită (v. 

Anexa C) pentru acei ω∈  care nu sunt poli ai lui ( )HG jω .  

 Definiţia 4.4 
 Matricea pătratică ( ) ( ( ))i jG s G s  se numeşte strict real pozitivă dacă: 

(i) toate elementele ( )i jG s  au toţi polii în semiplanul { ; Re 0}s s∈ < . 

(ii) ( ) [ ( ) ( )]/ 2T
HG j G j G jω ω ω+ −  este hermitiană şi pozitiv definită (v. 

Anexa C) pentru toţi ω∈ .  
 Cu aceste definiţii pregătitoare se pot enunţa următoarele rezultate, pentru 
ale căror demonstraţii se recomandă consultarea lucrării [170]. 

 Teorema 4.1  
 O condiţie necesară şi suficientă ca sistemul automat cu structura din fig. 
IV.4.1 să fie hiperstabil este ca matricea de transfer ( )G s  să fie real pozitivă.  
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 Exemplul 4.1  
 Fie sistemul automat neliniar cu structura din fig. V.4.3 şi cu partea liniară: 

 

1
1( ) 1

3

a
s sG s

b
s

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥+= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎣ ⎦

,  ,a b∈ . 

 Să se determine ,a b  astfel încât sistemul automat să fie hiperstabil. 
 ( )G s  are un element care are polul simplu 0s= , pe axa imaginară. 
Matricea corespunzătoare a reziduurilor elementelor lui ( )G s  are forma: 

 
1 1

0 0
0 1

0 0

0rez ( 1) rez
rez ( )

0 0rez rez ( 3)

s s
s

s s

as s
R G s

b s

− −
= =

= −
= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥+ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
. 

Aceasta este hermitiană şi pozitiv semidefinită pentru 0a = . În continuare,  

 
2

2

1
1 2( ) [ ( ) ( )]/ 2

3
2 9

T
H

b

G j G j G j
b

ωω ω ω

ω

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥+= + − = ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎣ ⎦

 

trebuie să fie hermitiană şi pozitiv semidefinită pentru orice ω∈ . Această 
condiţie are loc pentru 0b = .  

 Teorema 4.2  
 O condiţie necesară şi suficientă ca sistemul automat cu structura din fig. 
V.4.1 să fie asimptotic hiperstabil este ca matricea de transfer ( )G s  să fie strict real 
pozitivă.  

 Exemplul 4.2  
 Fie sistemul automat neliniar cu structura din fig. V.4.3 şi cu partea liniară: 

 

1
1 2( )

1
2 1

a
s sG s

a
s s

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ += ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

;    a∈ . 

 Să se determine a  astfel ca sistemul automat să fie asimptotic hiperstabil. 
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 Matricea hermitiană 

 
2 2

2 2

1 2
1 4( ) [ ( ) ( )]/ 2

2 1
4 1

T
H

a

G j G j G j
a

ω ωω ω ω

ω ω

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ += + − = ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

 

este pozitiv definită dacă şi numai dacă 
2 2

2 2
4 4 1min lim

22( 1) 2( 1)
a

ω ω

ω ω
ω ω∈ →±∞

+ +< = =
+ +

.  

 Sistemele hiperstabile au proprietatea remarcabilă că la conectarea lor în 
paralel sau într-o structură cu reacţie negativă se obţin de asemenea sisteme 
hiperstabile. Această proprietate nu are loc la conectarea în serie a sistemelor 
hiperstabile, [170].  
 Folosind realizarea minimală (4.1), (4.2) se obţin următoarele două  rezultate. 

 Teorema 4.3 (Kalman – Jakubowich – Popov) 
 O condiţie necesară şi suficientă ca sistemul automat din fig. IV.4.1 să fie 
hiperstabil este să existe matricele P  – pozitiv definită şi ,L V  – arbitrare astfel ca: 

 T TPA A P LL+ =− , (4.9) 

 TLV C PB= − , (4.10) 

 T TD D V V+ = .  (4.11) 

 Teorema 4.4 
 O condiţie necesară şi suficientă ca sistemul automat din fig. IV.4.1 să fie 
asimptotic hiperstabil este să existe matricele P  – pozitiv definită şi ,L V  – 
arbitrare, cu L  pătratică nesingulară, astfel ca să aibă loc (4.9) – (4.11).  
 În termenii Teoremei 4.3 se poate obţine o condiţie de tip inegalitate pentru 
partea liniară a sistemului automat. Ţinând seama de (4.1), (4.2), se scrie succesiv: 

 

1 11

00 0

11

0 0

11
0 0

0 0

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 1( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )
2 2

1 1 1( ) ( ) [ ] ( ) ( ),
2 2 2

t ttT T T T
tt t

ttT T T T T T T
t t

ttT T T T
t t

y t u t dt x t Px t Cx Du u x Px dt

x t Px t x PA A P x x C PB u u D D u dt

x
x t P x t x u M dt x t P x t

u

⎡ ⎤= + + − =⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= + − + + − + + =⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥= + ≥−⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

∫

∫
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în care P  este pozitiv definită şi [ ] [ ]T T TM L V L V  este pozitiv semidefinită. 
 Conform cu (4.3), (4.5) şi 0v= , rezultă că partea liniară satisface condiţia: 

 1

0

2
0 0 1 00

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ,
2

tT T
t

x t P x t y t u t dt t tγ− ≤ ≤ >∫ . (4.12) 

4.2. Sisteme autoadaptive hiperstabile 
 O aplicaţie remarcabilă a teoriei hiperstabilităţii o constituie sinteza comenzii 
de autoadaptare a unui sistem automat pe baza erorii dintre starea unui sistem cu 
parametri ajustabil şi starea unui model de referinţă, fig. V.4.2. 

 a. Procedeul de autoadaptare 
 Pentru explicarea schemei bloc structurale din fig. V.4.2 şi implicit a 
procedeului de autoadaptare se porneşte de la ecuaţia modelului de referinţă: 

 , , n
m m mx A x B u t x+= + ∈ ∈ , (4.13) 

şi a sistemului cu parametri ajustabili: 

 ( , ) ( , ) , , nx A e t x B e t u t x+= + ∈ ∈ , (4.14) 

în care e  este eroarea între starea modelului şi a starea sistemului ajustabil: 

 me x x= − . (4.15) 

 Fig. V.4.2. Structura sistemului autoadaptiv hiperstabil 
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 În această situaţie ecuaţia diferenţială a erorii are expresia: 

 [ ( , )] [ ( , )]m m me A e A A e t x B B e t u= + − + − . (4.16) 

 Condiţia de stabilitate asimptotică globală 

 lim ( ) 0t e t→∞ = , 

care trebuie să aibă loc pentru orice (0)e , orice ( , )mA A e t−  şi orice ( , )mB B e t− , 

implică faptul că pentru 0u ≠  trebuie să aibă loc 0x ≠  şi 0mx ≠ . De aici rezultă 
că mecanismul de autoadaptare trebuie să conţină elemente integratoare care să 
memoreze ( , )A e t  şi ( , )B e t  pentru ( ) 0e t = . În virtutea acestui fapt se poate scrie: 

 1 20
( , ) (0,0) [ , ( )] [ , ( )], 0

t
A e t A t y d t y t tΦ τ τ Φ= + + ≥∫ , (4.17) 

 1 20
( , ) (0,0) [ , ( )] [ , ( )], 0

t
B e t B t y d t y t tΨ τ τ Ψ= + + ≥∫ , (4.18) 

unde 1Φ  şi 1Ψ  realizează memorarea şi 2Φ  şi 2Ψ  se anulează pentru 0y= . 
Funcţiile matriceale 1Φ , 2Φ  şi 1Ψ , 2Ψ , deocamdată necunoscute, urmează să se 
determine pe baza condiţiei de hiperstabilitate asimptotică a întregului sistem. 
 Mărimea y  este ieşirea unui element corector liniar cu matricea de transfer 

( )K s . Acesta se introduce pentru a asigura ca matricea de transfer a părţii liniare 
să îndeplinească condiţiile de reală pozitivitate strictă cerute de Teorema 4.2. 

 b. Sinteza comenzilor de autoadaptare 
 Pentru realizarea sintezei se parcurg următorii trei paşi. 
 Pasul 1. Se transfigurează schema bloc structurală din fig. IV.4.2 astfel încât 
să se pună în evidenţă, conform schemei bloc structurale din fig. IV.4.1, partea 
liniară şi partea neliniară. Acest lucru este posibil introducând funcţia: 

 ( ) [ ( , )] [ ( , )] .m mu t A A e t x B B e t u= − + − . (4.19) 

 În aceste condiţii partea liniară a sistemului este descrisă de ecuaţiile: 

 
,

( ) ( ) ( ).

me A e u

Y s K s E s

= +

=
 (4.20) 

 Partea neliniară, ţinând seama de (4.17) şi (4.18), este descrisă de ecuaţia: 
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[ ] [ ]{ }
[ ] [ ]{ }

1 20

1 20

( ) , ( ) , ( ) (0,0) ( )

, ( ) , ( ) (0,0) ( ).

t
m

t
m

w t t y d t y t A A x t

t y d t y t B B u t

Φ τ τ Φ

Ψ τ τ Ψ

= + + − +

+ + + −

∫

∫
 (4.21) 

 Reacţia se realizează conform următoarei relaţii: 

 u w=− . (4.22) 

 Schema bloc structurală conform cu (4.19) – (4.22) este dată în fig. IV.4.3. 

 
 Pasul 2. Se determină elementele neliniare (marcate cu ? în fig. V.4.3) 
rezolvând inecuaţia (4.3), cu ( )w t  dat de (4.21). Pentru a determina 1 2,Φ Φ  şi 

1 2,Ψ Ψ  se descompune inecuaţia integrală (4.3), cu 0 0t =  şi (4.21), în 
următoarele patru inecuaţii integrale parţiale: 

 [ ]{ }1 2
1 10 0

( ) , ( ) (0,0) ( )
t tT

my t t y d A A x t dtΦ τ τ γ+ − ≥−∫ ∫ , (4.23) 

 [ ]1 2
2 20

( ) , ( ) ( )
t Ty t t y t x t dtΦ γ≥−∫ , (4.24) 

Fig. V.4.3. O formă echivalentă a sistemului cu structura din fig. V.4.2 
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 [ ]{ }1 2
1 30 0

( ) , ( ) (0,0) ( )
t tT

my t t y d B B u t dtΨ τ τ γ+ − ≥−∫ ∫ , (4.25) 

 [ ]1 2
2 40

( ) , ( ) ( )
t Ty t t y t u t dtΨ γ≥−∫ , (4.26) 

cu condiţia ca 2 2 2 2 2
1 2 3 4 0γ γ γ γ γ+ + + ≤ . 

 Pentru o autoadaptare simplă se caută pentru (4.23) – (4.26) soluţii de forma: 

 1[ , ( )] ( )[ ( )]TA At y M y N xΦ τ τ τ= , (4.27) 

 1[ , ( )] ( )[ ( )]TB Bt y M y N uΨ τ τ τ= , (4.28) 

 2[ , ( )] ( )[ ( )]TA At y t P y t Q x tΦ = , (4.29) 

 2[ , ( )] ( )[ ( )]TB Bt y t P y t Q u tΨ = , (4.30) 

unde , , ,A A B BM N M N  şi , , ,A A B BP Q P Q  sunt matrice constante adecvat alese. 
 Înlocuind (4.27), (4.29) şi (4.28, (4.30) respectiv în (4.17) şi (4.18) se obţin 
comenzile de autoadaptare: 

 
0

( , ) (0,0) ( ) ( ) ( ) ( ) , 0
t T TT T

A AA AA t e A M y x d N P y t x t Q tτ τ τ= + + ≥∫ , (4.31) 

 
0

( , ) (0,0) ( ) ( ) ( ) ( ) , 0
t T TT T

B BB BB t e B M y u d N P y t u t Q tτ τ τ= + + ≥∫ . (4.32) 

 Conform relaţiilor (4.31), (4.32), se spune că autoadaptarea este de tip PI. 
 Se mai poate arăta că inecuaţiile integrale (4.24) şi (4.26) admit şi soluţiile:  

 2[ , ( )] [sgn ( )][ ( )]T
At y t y t Q x tΦ = , (4.33) 

 2[ , ( )] [sgn ( )][ ( )]T
Bt y t y t Q u tΨ = , (4.34) 

în care sgn este funcţia signum. Cu acestea comenzile de autoadaptare devin: 

 
0

( , ) (0,0) ( ) ( ) [sgn ( )] ( ) , 0
t T TT T

A A AA e t A M y x d M y t x t Q tτ τ τ= + + ≥∫ , (4.35) 

 
0

( , ) (0,0) ( ) ( ) [sgn ( )] ( ) , 0
t T TT T

B B BB e t B M y u d M y t u t Q tτ τ τ= + + ≥∫ . (4.36) 

 Având în vederea forma relaţiilor (4.35), (4.36) se spune că s-a realizat o 
autoadaptare de tip RI (releu + integrator). 
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 Pasul 3. Se determină elementul de corecţie ( )K s  astfel încât partea liniară a 
sistemului cu structura din fig. V.4.3, descrisă de matricea de transfer 

 1( ) ( )( )K mG s K s Is A −= − , (4.37) 

să fie strict real pozitivă (Teorema 4.2 şi Definiţia 4.4). 
 În final, se observă că este posibil ca eroarea e  să se obţină prin compararea 
numai a câtorva componente omoloage ale vectorilor mx  şi x . În acest caz, e  este 

de dimensiune mai mică decât mx  (sau x ), aşa cum se arată în exemplul următor. 

 Exemplul 4.3 (sistem automat de poziţionare asimptotic hiperstabil) 
 Se consideră sistemul automat de poziţionare cu schema bloc structurală din 
fig. V.4.4, în care T  este constanta de timp, vk  este parametrul variabil în funcţie 

de perturbaţiile externe şi xk  este parametrul ajustabil care trebuie modificat astfel 

încât 1x vk k ≈  şi sistemul în ansamblu să fie asimptotic hiperstabil. 
 Se adoptă un model de 
referinţă cu funcţia de transfer: 

 2
1( )

1mG s
Ts s

=
+ +

 (4.38) 

şi se auto-ajustează xk  pentru a 

realiza 1x vk k ≈ . 

 Funcţia de transfer a sistemului automat cu parametrul ajustabil xk  este 

 0 2 2( )
1

x v x v

x v

k k k kG s
Ts s k k Ts s

= ≈
+ + + +

, (4.39) 

în care aproximaţia 1x vk k ≈  este posibilă pentru xk  suficient de mare. 

 Eroarea me x x−  în transformată Laplace are expresia: 

 0 2
1( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( )

1
x v

m m
k kE s X s X s G s G s U s U s

Ts s
−= − = − =
+ +

. 

 În domeniul timpului eroarea este descrisă de ecuaţia diferenţială: 

 (1 )x vT e e e k k u+ + = − . 

kx ( 1)
vk

s Ts+
 u x 

+_ 

Fig. V.4.4. Sistem automat de 
poziţionare
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 Comanda de autoadaptare are forma: 

 0 0 0 0
[ , ( )]

t
x v x vk k k k t y dΨ τ τ= +∫ , (4.40) 

în care se consideră 0 constantvk =  pe durata procesului de auto-ajustare. 
 Introducând variabila 

 0( ) (1 ) ( )x vu t k k u t= −  

şi ţinând seama de (4.3) cu w u=− , se ajunge la inecuaţia: 

 1 2
0 0 00 0

( ) ( ) [ , ( )] 1 , 0
t t

x vu t y t t y d k k dt tΨ τ τ γ
⎛ ⎞⎟⎜ + − ≥− >⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∫ ∫ . 

Cea mai simplă soluţie a acestei inecuaţii integrale este 

 22
0 0 0 0 0[ , ( )] ( ) ( ), ( 1) /(2 )x vt y k u y k k kΨ τ τ τ γ= ≥ − . (4.41) 

 În aceste condiţii din (4.40) şi (4.41) rezultă: 

 0
0 00

( ) ( )
t

x x
v

kk k u y d
k

τ τ τ= + ∫ . (4.42) 

 Partea liniară a sistemului este descrisă de funcţia de transfer 

 2
1( ) ( )

1KG s K s
Ts s
=

+ +
. (4.43) 

 Adoptând 

 ( )K s a bs= + , (4.44) 

din condiţia Re ( ) 0,KG jω ω> ∈ , se obţine: 

 
2

2 2 2
( ) 0,

(1 )
a b aT

T
ω

ω
ω ω

+ − > ∈
− +

. 

Această inegalitate este îndeplinită pentru orice ω∈  dacă şi numai dacă 
, 0b aT a> > . 

 Se remarcă în final că legea de autoadaptare (4.42) şi elementul de corecţie 
(4.44), de tip PD, se obţin exact în aceeaşi formă dacă se aplică o procedură de 
sinteză bazată pe metoda directă Liapunov.  



5. Metoda invarianţei de flux 

5.1. Evoluţia restricţionată a sistemelor dinamice 
 a. Preliminarii 
 Obiectul de studiu al teoriei invarianţei de flux este fluxul (flow în l. 
engleză) de traiectorii 0 0( ) , [ , ],n

f fx t t t t t t∈ ⊆ ∈ >\X , generat de un sistem 

dinamic Σ  în spaţiul stărilor X . Aceste traiectorii pornesc din stările iniţiale 

0 0( )x t x= ∈X  şi, corespunzător, ajung în stările curente ( )x t ∈X . Matematic, 

este vorba de operatorul de evoluţie sau fluxul :tΦ →X X  al sistemului Σ . Fluxul 
este aplicaţia care transformă mulţimea stărilor iniţiale în mulţimea stărilor curente 
şi sistemul Σ  este reprezentat prin 0( ) ( )tx t x=Φ . Noţiunea de flux şi viziunea 

bazată pe studiul aplicaţiei tΦ  şi prin intermediul lui tΦ  oferă instrumente mult 
mai rafinate pentru analiza calitativă a unor aspecte subtile privind structura şi 
parametrii sistemelor dinamice. Folosind totodată şi conceptul clasic al invarianţei 
se deschide un nou domeniu de cercetare în teoria sistemelor. Foarte interesant şi 
fertil, în acest cadru se studiază existenţa unor mulţimi invariante la flux X ⊆X  
(nu în mod necesar invariante şi în timp). Acestea au proprietatea că pentru orice 

0x X∈  are loc ( )x t X∈  pentru fiecare 0[ , ]ft t t∈ . 

 Acest subcapitol este dedicat principalelor rezultate obţinute prin metoda 
invarianţei de flux, prezentate sintetic în [249], cu trimiteri bibliografice adecvate. 
Pentru completarea cu alte rezultate se recomandă consultarea lucrărilor incluse în 
lista din finalul bibliografiei acestei cărţi, dedicată metodei invarianţei de flux. 

 b. Definiţia şi caracterizarea evoluţiei restricţionate 
 Se consideră sistemul dinamic neliniar continuu în timp: 

 ( , , ), , ,n mx f t x u t x u+= ∈ ∈ ∈� \ \ \ , (5.1) 

în care u  este mărimea de intrare şi x  este starea; f  este o funcţie continuă şi 
local lipschitziană în x , ipoteză prin care se asigură existenţa şi unicitatea soluţiei 
problemei Cauchy (5.1) cu 0 0( )x t x= . 

 Se consideră că u  aparţine unei mulţimi de intrări admisibile definită prin: 
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 { }0; ( ) ( ) ,mu C u t U t t= ∈ ∈ ⊂ ∈U \ T , (5.2) 

în care 0C  este mulţimea funcţiilor continue pe porţiuni (discontinue la stânga într-
un număr de puncte) pe intervalul de timp: 

 0 0[ , ) ,f ft t t t+= ⊆ >T \ , (5.3) 

şi ( )U t  este o submulţime compactă (închisă şi mărginită) dependentă de timp. 
 Corespunzător acestor restricţii impuse mărimii de intrare, se consideră că 
starea ( )x t  aparţine unei anumite submulţimi compacte dependente de timp 

( ) nX t ⊆\ .  
 În aceste circumstanţe problema evoluţiei restricţionate a sistemului dinamic 
(5.1) pe X× ×UT  este consistentă şi poate fi tratată prin metoda invarianţei de 
flux pornind de la următoarea definiţie. 

 Definiţia 5.1 
 Evoluţia sistemului dinamic (5.1) se numeşte evoluţie restricţionată pe 

X× ×UT  dacă pentru fiecare 0t ∈T  şi fiecare 

 0 0 0( ) ( )x t x X t= ∈ , (5.4) 

fiecare u ∈ U  şi fiecare t ∈T  starea sistemului satisface condiţia: 

 0( ) ( ),x t X t t t∈ ≥ .  (5.5) 

 În conformitate cu [222], evoluţia restricţionată pe X× ×UT  a sistemului 
(5.1), în ipoteza că problema Cauchy are soluţie unică, este echivalentă cu 
invarianţa de flux a submulţimii ( ) nX t ⊆\  pentru fiecare u ∈ U  pe T . Aceasta 
înseamnă că rezultatele generale formulate în [220] pot fi utilizate pentru a 
caracteriza evoluţia restricţionată pe X× ×UT . Acestea se exprimă în termenii 
sub-tangenţei explicitată cu ajutorul distanţei ( ; )d v V  de la un punct nv ∈\  la o 

submulţime nV ⊂\ . 

 Teorema 5.1 
 Sistemul dinamic (5.1), cu f  continuă şi local lipschitziană în x , are o 
evoluţie restricţionată pe X× ×UT  dacă şi numai dacă este îndeplinită condiţia: 

 ( )1
0lim inf ( , , ( )); ( ) 0, ( , , )h h d v h f t v u t X t h t u v X−
↓ + + = ∀ ∈ × ×UT .  (5.6) 
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 Acest rezultat general se poate utiliza atât pentru analiza cât şi pentru sinteza 
sistemului dinamic (5.1), pentru f  şi , , XUT  date sau determinabile. În acest 
sens există diferite posibilităţi de conversie a condiţiei de sub-tangenţă (5.6) într-un 
instrument uşor utilizabil şi, totodată, relevant pentru aplicaţii. Una dintre ele, în 
care calculul distanţei ( ; )d v V  este foarte simplu, constă în a defini submulţimea 

( )X t  sub forma unui hiperinterval în n\ . Aceasta asigură evaluarea dinamicii 

sistemului prin componentele ( ), 1,ix t i n= , ale vectorului de stare ( )x t . 

 c. Evoluţia restricţionată pe componente [234] 
 Pentru o formulare concisă a următoarelor rezultate se introduc o serie de 
notaţii şi definiţii. Fie , kv w∈\ , cu ( ), ( )i iv v w w� � . Prin ( )iv v�  se notează 

vectorul cu componentele luate în valoare absolută. Se definesc ( )v w v w≤ <  sau 
( )v w v w≥ >  cu semnificaţia de inegalităţi vectoriale pe componente, adică 

( )i i i iv w v w≤ <  respectiv ( )i i i iv w v w≥ > .  

 Fie nV ⊂\  o mulţime compactă, : ng V → \ , cu ( )ig g� , o funcţie 

continuă, şi z V∈  un punct dat, cu ( )iz z� . Se notează prin z
vC  operatorul care 

fixează pe ( )g v  în z  de o manieră diagonală şi anume: 

 { } 1 1 2 1 1 1( ) [ ( , ,..., ),..., ( ,..., ,..., ),..., ( ,..., , )]T
n i i n n n n

z
v g v g z v v g v z v g v v z−C � . (5.7) 

 Se notează cu { }ext ( )z
V v g vC  vectorul ale cărui componente sunt 

1ext ( ,..., ,..., )V i i ng v z v , în care «ext» poate fi «min» (minim) sau «max» (maxim). 

 Fie funcţiile diferenţiabile : na →T \ , : na →T \ , cu ( ) ( )a t a t≤ , şi 

funcţiile continue : mb →T \ , : mb →T \ , cu ( ) ( )b t b t≤ . În mod obişnuit atât x  
cât şi u  trebuie să satisfacă anumite restricţii prescrise care în mod frecvent se 
referă la componentele celor doi vectori. Astfel de restricţii pot fi luate în 
considerare respectiv cu ajutorul următoarelor hiperintervale: 

 { }( ) ; ( ) ( ) ,nX t v a t v a t t∈ ≤ ≤ ∈T� \ , (5.8) 

 { }( ) ; ( ) ( ) ,mU t w b t w b t t∈ ≤ ≤ ∈� \ \ . (5.9) 
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 Acestea se asociază sistemului (5.1), ceea ce conduce la conceptul pragmatic 
de evoluţie restricţionată pe componente (pe scurt, evoluţie RC). O astfel de 
evaluare este mai subtilă şi mai nuanţată comparativ cu evaluarea globală bazată pe 
norma vectorială. În acelaşi timp, submulţimea (5.8) permite o conversie explicită a 
condiţiei de sub-tangenţă (5.6) după cum se va arăta în continuare.  

 Teorema 5.2, [234] 
 Sistemul dinamic (5.1), cu f  continuă şi local lipschitziană în x , are o 
evoluţie RC pe ( )X t , dat prin (5.8), şi pe ( )U t , dat prin (5.9), dacă şi numai dacă 

 { }( )min [ [ , , ( )] ( )] 0a t
vX f t v u t a t× × − ≥CUT , (5.10) 

 { }( )max [ [ , , ( )] ( )] 0a t
vX f t v u t a t× × − ≤CUT .  (5.11) 

 Condiţiile de tip inegalitate (5.10) şi (5.11) indică faptul că trebuie avute în 
vedere anumite clase de sisteme cărora li se asociază submulţimile ( ), ( )X t U t . 
Într-adevăr, pentru (5.8) şi (5.9) date, inegalităţile (5.10) şi (5.11) pot furniza, pe de 
o parte, clase de soluţii ( , , )f t x u  şi, pe de altă parte, deschid abordarea evoluţiei 
RC ca o formă practică şi practicabilă de evoluţie restricţionată pe , , XUT . 

 d. Sisteme dinamice liniare constante 
 Pentru a obţine formule simple, utilizabile în aplicaţii, se consideră sistemul: 

 , , ,n mx A x Bu t x u+= + ∈ ∈ ∈ , (5.12) 

în care ,A B  sunt matrice constante de dimensiuni adecvate. +=T  şi în (5.8) şi 
(5.9) se au în vedere şi următoarele particularizări: 

 ( ) ( ) constant 0,a t a t a t +− = = > ∈ . (5.13) 

 ( ) ( ) constant 0,b t b t b t +− = = > ∈ . (5.14) 

 În acest fel U  şi X  sunt simetrice faţă punctele 0u=  şi respectiv 0x= . 
Problema abordată este de evoluţie restricţionată pe componente prin constante (pe 
scurt, evoluţie RCC), care se exprimă cel mai simplu prin:  

 ( ) , ( ) ,x t a u t b t +≤ ≤ ∈ , (5.15) 

pentru fiecare 0x  şi fiecare 0u C∈ , ambele compatibile cu (5.15).  
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 Pentru formulări concise se adoptă notaţii suplimentare. M  este o matrice 
reală. M  este matricea cu toate elementele lui M  luate în valoare absolută şi M  
– matricea în care numai elementele extradiagonale sunt luate în valoare absolută. 

 Teorema 5.3  
 Sistemul dinamic (5.12) are o evoluţie RCC dacă şi numai dacă 

 0Aa B b+ ≤ .  (5.16) 

 Din (5.16) rezultă că evoluţia RCC implică în mod necesar ca toate 
elementele diagonale ale matricei A  (ca şi ale matricei A ) să fie strict negative. 

5.2. Stabilitatea asimptotică pe componente 

 a. Sisteme dinamice neliniare 
 Pentru analiza stabilităţii interne a unui sistem dinamic neliniar se consideră 

( ) 0u t ≡ . În aceste circumstanţe ecuaţia (5.1) se înlocuieşte cu 

 ( , ), , nx f t x t x+= ∈ ∈ . (5.17) 

 În ipoteza 

 ( ,0) 0,f t t += ∈ , (5.18) 

rezultă că sistemul (5.17) are starea de echilibru 0x= . Se poate asocia sistemului 
(5.17) hiperintervalul simetric dependent de timp: 

 { }( ) ; ( ) ,nX t v v t tγ γ +∈ ≤ ∈ , (5.19) 

în care : n
+→γ  este diferenţiabilă şi ( ) 0,t tγ +> ∈ . Privitor la 

comportarea asimptotică a lui ( )x t  următoarea proprietate joacă un rol esenţial: 

 lim ( ) 0t t→∞ =γ . (5.20) 

 Definiţia 5.2 
 Starea de echilibru 0x=  a sistemului (5.17) se numeşte asimptotic stabilă 
pe componente în raport cu ( )tγ  (pe scurt, asimptotic stabilă C γ ) dacă pentru 

fiecare 0 0t ≥  şi fiecare 0x  cu 0 0( )x tγ≤ , sistemul (5.17) satisface: 

 0( ) ( ),x t t t t≤ ≥γ .  (5.21) 
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 Trebuie remarcat faptul că, sub condiţia (5.20), inegalitatea (5.21) are loc 
numai dacă starea de echilibru 0x=  este asimptotic stabilă.  
 Urmează că stabilitatea asimptotică Cγ implică stabilitatea asimptotică. 
Exceptând anumite clase de sisteme, implicaţia inversă nu are loc. Aceasta 
deoarece în Definiţia 5.2 condiţia „fiecare 0x  cu 0 0( )x tγ≤ ” corespunde, în 

Definiţia III.1.2 a stabilităţii, cazului particular =ε δ . Evident, această egalitate 
este de fapt premisa necesară de realizare a invarianţei de flux. În Definiţia III.1.2 
stabilitatea este formulată în termenii ( , )ε δ . Aceasta implică în mod necesar 
≤ε δ . Urmează că pentru =ε δ  se consideră un caz particular de stabilitate, care 

nu este realizat de toate sistemele care se încadrează în Definiţia III.1.2. 
 Caracterizarea stabilităţii asimptotice Cγ se poate obţine direct din Teorema 
5.2 pentru ( ) 0u t ≡  şi ( )X tγ  definit prin (5.19). 

 Teorema 5.4 
 Starea de echilibru 0x=  a sistemului (5.17) este asimptotic stabilă Cγ dacă şi 
numai dacă 

 { }( )
0, ( )max ( , ) ( ) 0t

vt v t f t v tγ
γ γ±

≥ ≤
⎡ ⎤± − ≤⎢ ⎥⎣ ⎦C .  (5.22) 

 Inegalitatea (5.22) este o condiţie suficientă de stabilitate asimptotică a stării 
de echilibru 0x=  şi mulţimea  

 { }; max ( )n
ASX v v t

+
∈ ≤γ γ  

este una dintre regiunile de stabilitate asimptotică. Avantajul stabilităţii 
asimptotice Cγ este subliniat prin (5.22), care este o condiţie necesară şi suficientă. 

 Definiţia 5.3 
 Se înlocuieşte ( )tγ  în Definiţia 5.2 cu ( )tργ , în care 1≥ρ . Starea de 
echilibru 0x=  a sistemului (5.17) se numeşte global asimptotic stabilă C γ  (pe 
scurt, GASC γ ) dacă ea este asimptotic stabilă Cγ pentru toţi 1≥ρ .  

 Teorema 5.5 
 Starea de echilibru 0x=  a sistemului (5.17) este GASCγ dacă şi numai dacă 

 { }( )
0, ( ), 1max ( , ) ( ) 0t

vt v t f t v tργ
ργ ρ ργ±

≥ ≤ ≥
⎡ ⎤± − ≤⎢ ⎥⎣ ⎦C .  (5.23) 
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 Acest rezultat este totodată o condiţie suficientă de stabilitate asimptotică 
pentru toţi 1≥ρ . 

 b. Sisteme dinamice liniare constante 
 În continuare se prezintă o ilustrare a aplicării Teoremei 5.5 în cazul 
sistemelor dinamice liniare constante. 
 Pentru analiza stabilităţii se consideră ( ) 0u t ≡ . În aceste circumstanţe 
ecuaţia (5.12) devine: 

 , , nx A x t x+= ∈ ∈� \ \ . (5.24) 

 Teorema 5.6, [226], [227] 
 Starea de echilibru 0x=  a sistemului (5.17) este GASCγ dacă şi numai dacă: 

 max ( ) ( ) 0A t t+
⎡ ⎤− ≤⎢ ⎥⎣ ⎦\ �γ γ .  (5.25) 

 Problema solvabilităţii inecuaţiei  

 ( ) ( ) 0A t t− ≤�γ γ  (5.26) 

în raport cu ( )tγ  conduce la următoarele rezultate. 

 Teorema 5.7 
 Starea de echilibru 0x=  a sistemului (5.17) este GASCγ dacă şi numai dacă: 

 0
0 0

( )( ) ( ), 0A t tt e t t tγ γ−≥ ≥ ≥ .  (5.27) 

 Teorema 5.8 
 O condiţie necesară şi suficientă de existenţă a lui ( )tγ  astfel încât soluţia 

0x=  a sistemul (5.24) să fie GASCγ este ca matricea A  să fie hurwitziană.  

5.3. Stabilitatea exponenţial asimptotică pe componente 

 Fie Γ  semigrupul abelian al soluţiilor inecuaţiei (5.27) cu A  hurwitziană. 
Urmează că pentru oricare două funcţii 1 2, ∈γ γ Γ  afirmaţiile „ 0x=  este GASCγ1” 

şi „ 0x=  este GASCγ2” sunt echivalente. În acest context şi având în vedere 
membrul drept din (5.27) se va studia dacă în mulţimea Γ  pot exista funcţii 
exponenţiale simple. 
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 Fie  

 0(
0

)( ) , 0t tt e t tβγ α − −= ≥ ≥ , (5.28) 

în care 1 2[ , ,..., ] 0T
nα α α α >�  şi 0β>  (scalar). 

 Definiţia 5.4 
 Starea de echilibru 0x=  a sistemului (5.1) se numeşte exponenţial 
asimptotic stabilă pe componente (EASC) dacă există 0>α  şi 0>β  astfel încât 

pentru fiecare 0 0t ≥  şi fiecare 0x  cu 0x α≤ , sistemul (5.17) satisface: 

 0
0

( )( ) ,t tx t e t t− −≤ ≥βα .  (5.29) 

 Definiţia 5.5 
 Se înlocuieşte α  în Definiţia 5.4 cu ρα , în care 1≥ρ . Starea de echilibru 

0x=  a sistemului (5.17) se numeşte global EASC (GEASC) dacă ea este EASC 
pentru toţi 1≥ρ .  
 Teoremele 5.4 şi 5.5 cu (5.28) conduc la următoarele rezultate. 

 Teorema 5.9 
 Starea de echilibru 0x=  a sistemului (5.1) este EASC dacă şi numai dacă: 

 { } 0( )
00, ( )

( )max ( , ) ( ) 0, ( ) , 0t
vt v t

t tf t v t t e t tβγ
γ γ γ α −±

≥ ≤
−⎡ ⎤± − ≤ = ≥ ≥⎢ ⎥⎣ ⎦C � .  (5.30) 

 Teorema 5.10 
 Starea de echilibru 0x=  a sistemului (5.1) este GEASC dacă şi numai dacă: 

 { } 0( )
00, ( ), 1

( )max ( , ) ( ) 0, ( ) , 0t
vt v t

t tf t v t t e t tβργ
ργ ρ ργ γ α −±

≥ ≤ ≤
−⎡ ⎤± − ≤ = ≥ ≥⎢ ⎥⎣ ⎦C � .  (5.31) 

 Pentru cazul liniar (5.24) se adoptă notaţii suplimentare. Fie matricea reală 
( )i jM m� . 0 ( 0)M M> ≥  semnifică 0i jm >  ( 0)i jm ≥  pentru toţi ,i j . 

Pentru (5.24) se notează: 1[ ] [ ]i iA Aα α α−� , cu 1[ ] diag{ ,..., } 0i nα α α >� ; 

1,( ) ; (1/ ) , 1,j ni ii i ij j
j i

G A s s a a i nα α α=
≠

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪∈ − ≤ =⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
∑� ^   – discurile Gherşgorin 

asociate matricei Aα ; , 1,kA k n=  – minorii principali diagonali ai matricei A . 
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 Teorema 5.11, [234] 
 Pentru sistemul liniar constant (5.24) următoarele afirmaţii sunt echivalente:  

(1) Starea de echilibru 0x=  a sistemului (5.17) este GEASC.  

(2) A ≤−α βα .  

(3) ( )1, 1,0 min (1/ )i i i i j jn j n j ii a aβ α α= = ≠< ≤ − − ∑ . 

(4) 0A <α .  

(5) A−  este o M-matrice, [6].  

(6) A  este hurwitziană.  

(7) { }1, ( ) ; Re 0ii n G A s sα= ⊂ ∈ <∪ ^ . 

(8) ( 1) 0, 1,k kA k n− > = .  

(9) ( ) 1
det 0, 0A A

−
≠ − ≥ . 

(10) Starea de echilibru 0x=  a sistemului (5.17) este GASCγ.  
 GEASC este un tip special de stabilitate exponenţial asimptotică. Ea depinde 
de baza de vectori din n\  în care este exprimat sistemul. Cu ale cuvinte, există o 
bază în n\  în care un sistem asimptotic stabil este şi GEASC. În cazul matricei A , 
este o proprietate a liniilor în care există o anumită dominanţă diagonală şi, în mod 
necesar, elementele primei diagonale sunt strict negative (v. Teorema 5.11 (3)).  

 Exemplul 5.1 
 Se consideră sistemul (5.12) cu matricele  

 
1 2 1

,
1 3 1

A B
⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

 Să se arate că sistemul este GEASC şi să se determine α  şi β  pentru care 
are loc (5.29). Apoi, pentru a α=  să se determine b  din (2.16).  
 Se utilizează Teorema 5.11. Condiţia (8) conduce la: 1 0, 3 2 0− < − > , 
ceea ce înseamnă că sistemul este GEASC. Din condiţia (4) se obţin inecuaţiile: 

 
1 2

1 2

2 0

3 0,

α α

α α

⎧− + <⎪⎪⎪⎨⎪ − <⎪⎪⎩
 



V. Sisteme dinamice neliniare
 

 328

din care rezultă 1 2/ (2, 3)α α η∈� . Totodată, din (3), după calcule relativ simple, 

se obţine: 1
max (2,3)0 max min{1 2 , 3 }ηβ β η η−

∈< ≤ − −� . Din 11 2 3η η−− = −  

rezultă max (1 3) (2, 3)η = + ∈  şi 1
max max max1 2 3 2 3β η η−= − = − = − .  

 Conform condiţiei (2.16), pentru 1 2 1,2 1,2[ ] ,Ta a a a α=� , se scrie: 

 
1 2

1 2

2 0

3 0.

b

b

α α

α α

⎧− + + ≤⎪⎪⎪⎨⎪ − + ≤⎪⎪⎩
 

Se obţine max 2 (2,3)0 max min{ 2, 3}b b ηα η η∈< ≤ − − +� . Din 2 3η η− =− +  rezultă 

max 1 2 max( / ) 2,5 (2, 3)η α α= = ∈  şi max 2 max 2 max 2( 2) ( 3) 0,5b α η α η α= − = − + = .  

 Inegalităţile (5.30) şi (5.31) permit alte două noi abordări în studiul 
stabilităţii. Pe de o parte este posibilă realizarea unei robusteţi naturale a stabilităţii 
exponenţial asimptotice pe componente. Rezultate în acest sens sunt prezentate în 
[198] – [200]. Pe de altă parte, este posibilă caracterizarea în sensul stabilităţii 
exponenţial asimptotice pe componente a unor clase de sisteme: cu matrice de tip 
interval [181], [199], [208], [213], cu incertitudini, [206], [210], cu întârziere şi 2D 
discrete, [184], reţele neuronale, [190], cu neliniarităţi, [202] – [206], etc. 
 Pornind de la observaţia că Definiţia 5.4 poate fi formulată folosind norma 
Hölder (v. Anexa A), cu p=∞ , utilizarea unui p  oarecare a condus la noţiunile 
mai generale de stabilitate exponenţial asimptotică invariantă, [215], de stabilitate 
diagonală generalizată şi la echivalenţa acestora, [217].  

5.4. Stabilitatea absolută pe componente 
 Forma de inegalitate a condiţiei (5.31) şi Teorema 5.11 sugerează şi o altă 
abordare, la fel de naturală, pentru următoarea clasă de sisteme dinamice neliniare: 

 ( , ) , , nx F t x x t x+= ∈ ∈� \ \ . (5.32) 

În această clasă se includ clase de circuitele electric, sisteme economice, biologice, 
ecologice, farmacocinetice etc. Abordarea în cadrul GEASC are în vedere clasa de 
matrice ( , )F t x  mărginite în sensul următor: există o matrice reală constantă A  şi 

există 0 ( )n> ∈\α α  şi 0β>  (scalar) astfel încât are loc inegalitatea pe 
componente: 
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 { }( , ) , 0, , 1v
tF t ve A t vα βρ α ρ± − ≤ ≥ ≤ ≥C . (5.33) 

În acesta v
α±

C  se aplică fiecărei coloane a matricei ( , )F t x . Se poate arăta că 
există o clasă AF  de matrice continue care satisfac (5.33). Corespunzător, sistemul 
(5.24) se numeşte C–majorantul liniar pe elemente al sistemului (5.32) cu AF ∈F . 

 Definiţia 5.6 
 Sistemul dinamic neliniar (5.32) se numeşte absolut stabil pe componente 
(AbSC) dacă starea de echilibru 0x=  este GEASC pentru toţi AF ∈F .  

 Teorema 5.12 
 Sistemul dinamic neliniar (5.32) este AbSC dacă şi numai dacă starea de 
echilibru 0x=  a sistemului C–majorant liniar pe elemente (5.24) este GEASC 

(echivalent: A  este hurwitziană sau ( 1) 0, 1,k kA k n− > = ).  

5.5. Detectarea şi stabilizarea pe componente 
 a. Detectarea exponenţial asimptotică pe componente, [211], [233] 
 Se consideră sistemul dinamic liniar constant: 

 , , ,n mx Ax Bu t x u+= + ∈ ∈ ∈� \ \ \ , (5.34) 

 , py Cx y= ∈\ , (5.35) 

cu 0(0)x x= , în care , ,A B C  sunt matrice reale de dimensiuni adecvate. 
 S-a arătat în secţiunea III.4.3 că folosind estimatorul de stare: 

 ˆ ˆ ˆ( ) , , nx A LC x Bu Ly t x+= − + + ∈ ∈� \ \ , (5.36) 

cu ˆ(0) 0x = , se poate obţine o estimare x̂  a stării x . L  se alege astfel încât  

 ˆx x xε −� , (5.37) 

numită eroarea de estimare, să tindă la zero, cât mai repede posibil, pentru t →∞ .  
 Se utilizează Teorema 5.11 (2) pentru determinarea lui L . Fie 0X  mulţimea 

mărginită a tuturor stărilor iniţiale posibile 0x , respectiv 0ˆ(0) (0) (0)x x x xε = − = . 

Se determină apoi { }, , 0nX v vα α α∈ ≤ >� \ , astfel încât 0X X α⊆ .  
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 Definiţia 5.7 
 Estimatorul de stare (5.36) se numeşte exponenţial asimptotic stabil pe 
componente în raport cu α  şi 0>β  (pe scurt EASCαβ) dacă pentru fiecare 

0(0)x x X α
ε = ∈  eroarea de estimare (5.37) satisface condiţia: 

 ( ) , 0tx t e tβ
ε α −≤ ≥ .  (5.38) 

 Conform relaţiei (III.4.26) ecuaţia erorii de estimare are forma: 

 ( ) ,x A LC x tε ε += − ∈� \ . (5.39) 

 Pe baza acestei ecuaţii şi a Teoremei 5.11 (2) se obţine următorul rezultat. 

 Teorema 5.13  
 Estimatorul de stare (5.36) este EASCαβ dacă şi numai dacă există cel puţin 
o matrice L  astfel încât: 

 ( )A LC α βα− ≤− .  (5.40) 

 O soluţie universală, în care (5.40) urmează să fie îndeplinită pentru orice 
0α> , constă în a determina matricea L  (dacă există) pentru care F A LC−�  are 

formă diagonală, 11diag{ ,..., }d nnF f f�  cu , 1,i if i nβ≤− = .  

 Pentru formularea concisă a unui rezultat în acest sens se consideră ecuaţiile: 

 ( ) ( ) , , 1,p
i ii i

T TC z a z i n= ∈ =\ , (5.41) 

în care ( )i
TC  şi ( )i

Ta  se obţin eliminând linia i
Tc  din TC  şi respectiv elementul i ia  

din coloana i
Ta  a matricei TA . 

 Teorema 5.14 
 Există o matrice dL  astfel încât d d nA L C F Iβ− = ≤−  dacă şi numai dacă: 

 ( ) ( ) ( )rank rank , , 1,T T
i i i
TC C a i n⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦ , (5.42) 

 inf ( ) , 1,
i i

T
i i z ii i if a c z i nβ∈ − ≤− =Z� , (5.43) 

unde , 1,p
i i n⊆ =\Z , sunt respectiv mulţimile de soluţii ale ecuaţiilor (5.41).  



5. Metoda invarianţei de flux
 

 331 

 Evident, soluţiile dL  pentru care d d nA L C F Iβ− = ≤−  sunt: 

 [ ]{ }1 2 1,, ,..., , , 1, ; max inf ( )
i i

p n
n i i z ii i ii nd

TTL z z z z i n a c z β×
= ∈∈ ∈ ∈ = − ≤−ZZ\ . (5.44) 

 Mulţimea L  a matricelor L  care satisfac (5.40) este convexă, [232]. Pe 
această cale se ajunge la problema de optimizare a funcţiilor convexe: 

 1( ) ( ), , 1,T T T TT T p
i i i i i if l a C l l i nα α−= − ∈ =\ , (5.45) 

în care ( )iα α�  şi , , ( ), 1,i i i ia l a l C i n− = , sunt liniile matricelor ,A L , 

respectiv ( )A LC− . Folosind (5.45) se pot formula următoarele rezultate. 

 Teorema 5.15 
 Mulţimea L  este nevidă dacă şi numai dacă  

 1,max min ( )
i

p i izi n f z β= ∈ ≤−\ .  (5.46) 

 Definiţia 5.8 
 Sistemul (5.34), (5.35) se numeşte detectabil EASCαβ dacă există o matrice 
L  şi 0α>  şi 0β>  astfel încât estimatorul (5.36) să fie EASCαβ.  

 Teorema 5.16 
 Sistemul (5.34), (5.35) este detectabil EASCαβ dacă şi numai dacă  

 1,max min ( ) 0
i

p i izi n f z= ∈ <\ .  (5.47) 

 O soluţie L∈L  se poate determina prin tehnici de minimizare.  

 Folosind convexitatea funcţiilor ( ), 1,i if z i n= , [233], rezultă că mulţimea 
punctelor de minim este identică cu mulţimea soluţiilor ecuaţiilor: 

 0 ( ), 1,i if z i n∈∂ = , (5.48) 

 { }( ) ; ( ) ( ) ( ) , , 1,p T p
i i i i i i i i i i if z z f z f w z w z w i n∗ ∗∂ ∈ − ≤ − ∈ =� \ \ , (5.49) 

în care ( )i if z∂  este mulţimea subgradient a funcţiei ( )i if z  în p\ , [253]. 
 Conform cu (5.45) şi (5.49), ecuaţiile (5.48) sunt echivalente respectiv cu: 

 ( ) ( ), , 1,T TT T T T p
i i i i ia C z a C w w i nα α− ≤ − ∀ ∈ =\ , (5.50) 
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din care se determină punctele de minim p
iz ∈\ , respectiv , 1,T

i il z i n= = . 

 O altă posibilitate de determinare a unei soluţii L , [211], se bazează pe 
faptul că membrul stâng din (5.40) se poate exprima prin măsura de matrice, [188]: 

 ( )1 1 1
0lim ( ) 1 ( )L n nI S A LC S I S A LC Sξμ ξ ξ σ σ− − −
↓ ∞ ∞

+ − − = + − −� ,(5.51) 

în care 1diag{ ,..., }nS α α� , ∞⋅  este norma ∞  (v. Anexa A) şi 1 0σ ξ−= >>  

este o constantă (arbitrară) foarte mare, aleasă astfel încât diagonala matricei 
1( )nI S A LC Sσ −+ −  să fie strict pozitivă. Se poate enunţa rezultatul următor. 

 Teorema 5.17 
 Sistemul (5.34), (5.35) este detectabil EASCαβ dacă şi numai dacă  

 Lμ β≤− .  (5.52) 

 Matricea L  se poate determina pe baza minimizării funcţiei de cost: 

 1( ) ( )nJ L I S A LC Sσ σ−
∞

= + − −   (5.53) 

prin proceduri numerice adecvate, pentru 0α>  şi / sau 0β>  impuşi (fixaţi sau 
situaţi în intervale date), şi cu eventuale restricţii privind elementele matricei L . 

 Exemplul 5.2 
 Se consideră sistemul (5.34), (5.35) cu 

 
1 4 0

1 1 0
1 3 1 ,

1 0 1
1 2 4

A C
⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥− −⎣ ⎦

. 

 Să se determine un estimator EASCαβ pentru [2 1 1]Tα=  şi 1,5β=− . 
 Pentru aplicarea Teoremei 5.14 se identifică mai întâi următoarele: 

 (1) (1) (2) (2) (3) (3)
1 0 4 1 1 1 1 1 1

, , , , ,
0 1 0 0 1 1 1 0 2

T T T T T TC a C a C a
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, 

pentru care au loc (5.42). Ecuaţiile (5.41) au soluţii unice cu care se obţine: 

 
4 0 2
0 1 3

T
dL

⎡ ⎤−⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎣ ⎦
,  3 3diag{ 3, 3, 7} 1,5dA L C I Iβ− = − − − ≤− =−  
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 Inecuaţia (5.40) este satisfăcută pentru orice 0α> . 
 Pe de altă parte, se pot folosi şi inecuaţiile (5.50) scrise în formă scalară: 

 

11 12 11 12 11 12 11 12

21 22 21 22 21 22 21 22

31 32 31 32 31 32 31 32

2(1 ) 4 2(1 ) 4 ,

2 1 3 1 2 1 3 1 ,

2 1 2 4 2 1 2 4 .

z z z z w w w w

z z z z w w w w

z z z z w w w w

− − + − + ≤ − − + − +

− − − − + − ≤ − − − − + −

− − +− − − − ≤ − − +− − − −

 

Cu restricţiile 4iz ≤  acestea trebuie să aibă loc pentru orice 4iw ≤ . Se obţin: 

 
4 4 7 0 4
4 3 , 0 7 4
3 4 0 0 8

L F A LC
⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − = − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, max min ( )
max{ 5, 3, 8} 3 1,5.

i

T
i l i if l

β

=
= − − − =− ≤ =−

 

 Pentru funcţia de cost (5.53), folosind procedura de optimizare fmincon 
(MATLAB Optimization Toolbox) se obţine acelaşi L  şi min 3J =− , [210]. Dacă 

este posibil [1,8 0,9 0,9] [2,1 1,1 1,1]T Tα≤ ≤ , rezultă min 4 1,5J β=− ≤− =− , 
[210], adică se obţine o rată de anulare a erorii mai mare ca în cazul precedent.  

 b. Stabilizarea exponenţial asimptotică pe componente  
 Fie sistemul (5.34), (5.35) cu reacţia după stare: 

 , mu Kx v v=− + ∈\ , (5.54) 

unde v  este noua mărime de intrare şi K  este matricea regulatorului după stare.  
 Înlocuind (5.54) în (5.34) se obţine noua ecuaţie de stare: 

 ( )x A BK x Bv= − +� . (5.55) 

 Fie 0X  mulţimea tuturor stărilor iniţiale posibile ale sistemului (5.55). Se 

defineşte hiperintervalul { };nX v vα α∈ ≤� \  astfel încât 0X Xα ⊇ . În acest 

context se aplică sistemului (5.55) Teorema 5.11 (2) şi se obţine rezultatul următor.  

 Teorema 5.18 
 Sistemul (5.55) este EASCαβ dacă şi numai dacă există K  astfel încât 

 ( )A BK α βα− ≤− .  (5.56) 

 Ca şi în cazul estimatorului de stare EASCαβ, o soluţie radicală, în care 
(5.56) urmează să fie satisfăcută pentru orice 0α> , constă în a determina matricea 
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dK  (dacă există) pentru care dH A BK−  are formă diagonală, 

11diag{ ,..., }d nnH h h  cu , 1,i ih i nβ≤− = .  

 Pentru formularea concisă a unui rezultat în acest sens se consideră ecuaţiile: 

 ( ) ( ) , , 1,c m
i i iiB w a w i n= ∈ = , (5.57) 

în care ( )iB  şi ( )
c
ia  se obţin eliminând linia ib  din iB  şi respectiv elementul i ia  

din coloana c
ia  a matricei A . 

 Teorema 5.19 
 Există o matrice dK  astfel încât d d nA BK H Iβ− = ≤−  dacă şi numai dacă: 

 ( ) ( ) ( )rank rank , , 1,c
i i iB B a i n⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦ , (5.58) 

 inf ( ) , 1,
i ii i ii i iwh a b w i nβ∈ − ≤− =W , (5.59) 

unde , 1,m
i i n⊆ =W , sunt respectiv mulţimile de soluţii ale ecuaţiilor (5.57).  

 Evident, soluţiile dK  pentru care d d nA BK H Iβ− = ≤−  sunt: 

 { }1 2 1,, ,.., , , 1, ;max inf ( )
i i

m n
d n i i w ii i ii nK w w w w i n a b w β×

= ∈⎡ ⎤∈ ∈ ∈ = − ≤−⎢ ⎥⎣ ⎦ WW . (5.60) 

 Definiţia 5.9 
 Sistemul (5.34) se numeşte stabilizabil EASCαβ dacă există o matrice K  şi 

0α> , 0β>  astfel încât sistemul (5.55) să fie EASCαβ.  

 Ca şi în cazul estimatorului de stare EASCαβ, mulţimea K  a matricelor K  
care satisfac (5.56) este convexă. Pe această cale se ajunge la o problemă de 
optimizare. Determinarea unei soluţii K  se bazează pe faptul că membrul stâng 
din (5.56) se poate exprima prin măsura de matrice ([187], [216]): 

 ( )1 1 1
0lim ( ) 1 ( )K n nI S A BK S I S A BK Sξμ ξ ξ σ σ− − −
↓ ∞ ∞

+ − − = + − − ,(5.61) 

unde 1{ ,..., }nS α α , ∞⋅  este norma ∞  (v. Anexa A) şi 1 0σ ξ−= >>  este o 

constantă (arbitrară) foarte mare, aleasă astfel ca elementele diagonale ale matricei 
1( )nI S A BK Sσ −+ −  să fie strict pozitive. Se poate enunţa rezultatul următor. 
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 Teorema 5.20 
 Sistemul (5.34) este stabilizabil EASCαβ dacă şi numai dacă 

 Kμ β≤− .  (5.62) 

 Matricea K  se poate determina pe baza minimizării funcţiei de cost: 

 1( ) ( )nJ K I S A BK Sσ σ−
∞

= + − −   (5.63) 

prin proceduri numerice adecvate, pentru 0α>  şi / sau 0β>  impuşi (fixaţi sau 
situaţi în intervale date), cu eventuale restricţii privind elementele matricei K . 

5.6. Sinteza comenzii alunecătoare 
 a. Condiţii de alunecare 
 Fie sistemul dinamic neliniar continuu în timp:  

 ( , , ( , )) ( , ), , ,n mx f t x u t x F t x t x u+= ∈ ∈ ∈� � \ \ \ , (5.64) 

în care ( )ix x�  este starea şi ( , )u t x  este o lege de reglare după stare, discontinuă, 
având ca domeniu de comutare hiperplanul: 

 { }; 0n
nS x x∈ =� \ . (5.65) 

 Realizarea mişcării alunecătoare (engl. sliding motion) a stării x  pe 
hiperplanul S  către un punct de echilibru în n\  constă în aplicarea unei comenzi 

( , )u t x , sintetizată astfel încât să fie satisfăcute următoarele trei condiţii: 

 (a) Condiţia de atingere. Pentru fiecare stare iniţială 0 0( )x t x= , satisfăcând 

0 0( , ) ( \ )nt x S+∈ ×\ \ , starea ( )x t , pe parcursul intervalului finit de timp 

0 0[ , ],t tτ τ> , ajunge într-un punct de atingere al hiperplanului S . Acesta se 
numeşte procesul de atingere. 
 (b) Condiţia de mişcare alunecătoare ideală. Din momentul atingerii, τ , a 
hiperplanului S , starea sistemului evoluează numai în hiperplanul S . Aceasta se 
numeşte mişcare alunecătoare ideală şi S  se numeşte domeniu de alunecare ideal. 
 (c) Condiţia de stabilitate a mişcării alunecătoare ideale. Mişcarea de 
alunecare ideală trebuie să fie asimptotic stabilă către un punct de echilibru (uzual 
şi convenţional 0x= ) aparţinând lui S . 
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 Cronologic, condiţiile (a) şi (b) trebuie să aibă loc succesiv, în timp ce (b) şi 
(c) – simultan. Cu alte cuvinte, pentru fiecare 0 0( , ) ( \ )nt x S+∈ ×\ \  evoluţia 

sistemului (5.64) către punctul de echilibru 0x=  acoperă două intervale de timp 
concatenate: primul – 0[ , ]t τ  finit, conform condiţiei (a), şi al doilea – ( , ]ftτ  finit 

sau nu, conform condiţiilor (b) şi (c). Concatenarea procesului de atingere cu 
procesul de mişcare de alunecare ideală – care trebuie să urmeze imediat – este 
esenţială şi totodată naturală pentru evoluţia sistemului către punctul de echilibru.  

 b. Rezultate pregătitoare 
 Această concatenare se tratează unitar folosind adecvat Teorema 5.2. În 
acest scop, fie : n nF +× →\ \ \  (v. (5.64)), continuă şi local lipschitziană. 

Pentru fiecare 0 0( , ) ( \ )nt x S+∈ ×\ \  sistemul (5.64) are o soluţie unică ( )x t , cu 

0 0( )x t x= , definită pe un interval maximal de timp ( , )a bt t +⊆\ , cu 0 ( , )a bt t t∈ .  

 Soluţiile 0( ) ( ), ( , ]ax t x t t t t− = ∈ , şi 0( ) ( ), [ , )bx t x t t t t+ = ∈ , se numesc 

respectiv soluţia la stânga (sau negativă) şi la dreapta (sau pozitivă) prin 0 0( , )t x . 

 Definiţia 5.10 
 O mulţime ( ) ,nX t t +⊆ ∈\ \ , se numeşte negativ sau pozitiv invariantă (de 

flux) pentru sistemul (5.64) dacă pentru fiecare 0 0( , ) nt x +∈ ×\ \  au loc respectiv 

condiţiile 0( ) ( ) ( ), ( , ]ax t x t X t t t t− = ∈ ∈  sau 0( ) ( ) ( ), [ , )bx t x t X t t t t+ = ∈ ∈ .  

 Teorema 5.21 
 ( )X t  este pozitiv invariant pentru sistemul (5.64) dacă şi numai dacă 

\ ( )n X t\  este negativ invariant pentru acelaşi sistem.  

 Pentru ( )X t  definit de (5.8), cu ( )( )ia a t�  şi ( )( )ia a t� , şi sistemul 

(5.64), cu ( )iF F� , prin aplicarea Teoremei 5.2 se obţine rezultatul următor. 

 Teorema 5.22 
 ( )X t  definit de (5.8) este pozitiv invariant pentru (5.64) dacă şi numai dacă 

 
1 1 1

1 1 1

( , ,.., , ( ), ,.., ) ( ),

( , ,.., , ( ), ,.., ) ( ), ( , ) ( ), 1, .

i i i ni i

i i i i n i

F t x x a t x x a t

F t x x a t x x a t t x X t i n

− +

− + +

⎧ ≥⎪⎪⎪⎨⎪ ≤ ∀ ∈ × =⎪⎪⎩ ,

�

� \
 (5.66) 
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 c. Structura de flux indusă de mişcarea alunecătoare 
 Cu Teoremele 5.21, 5.22 se evaluează invarianţa de flux a sistemului cu 
structură variabilă (5.64), constituit din două subsisteme comutante, de forma: 

 
( , ), ,

( , ), , ,

F t x x S
x

F t x x S t

− −

+ +
+

⎧⎪ ∈⎪⎪=⎨⎪ ∈ ∈⎪⎪⎩
�

\
 (5.67) 

în care { ; 0}n
nS x x− ∈ <� \ , { ; 0}n

nS x x+ ∈ >� \  sunt submulţimile de 

funcţionare şi : n nF +× →∓ \ \ \  sunt continue şi local lipschitziene. 

 Pentru evaluarea structurii de flux se consideră şi sistemele distincte: 

 ( , ), ( , ) nx F t x t x−
+= ∈ ×� \ \ , (5.68) 

 ( , ), ( , ) nx F t x t x+
+= ∈ ×� \ \ , (5.69) 

numite subsistemele S-adiacente ale sistemului (5.67).  

 Definiţia 5.11 
 Suprafaţa de comutare S  este un domeniu de mişcare alunecătoare ideală al 
sistemului (5.67) dacă S  nu conţine segmente de traiectorie ale sistemelor 
adiacente (5.68), (5.69) şi pentru orice 0ε>  şi orice x S∗ ∈  există o vecinătate 
V ∗  a lui x ∗  astfel încât pentru fiecare 0 \x V S∗∈  starea sistemului (5.67) 

evoluează în interiorul domeniului { ; }n
nS x xε ε∈ ≤� \  pentru 0[ , )t t∈ +∞ .  

 Teorema 5.23 
 Dacă sistemele S-adiacente nu au segmente de traiectorii pe S  atunci pentru 
sistemul (5.67) următoarele afirmaţii sunt echivalente: 
 (a) S  este un domeniu de mişcare alunecătoare ideală. 
 (b) Fiecare submulţime de funcţionare este negativ invariantă pentru propriul 
subsistem comutant. 
 (c) Complementara fiecărei submulţimi de funcţionare este pozitiv invariantă 
pentru subsistemul comutant al respectivei submulţimi de funcţionare. 

 (d) 1
0lim inf ( ( , ); ) 0, ( , ) ( )h h d x hF t x S S t x S S− ±

↓ ++ ∪ = ∀ ∈ × ∪∓ ∓\ . (5.70) 

 (e) 
1 1

1
1 1 1 1

( , ,..., ,0) 0,

( , ,..., ,0) 0, ( , [ ,..., ] ) .

n n

n
n n n

T

F t x x

F t x x t x x

−
−

+ −
− − +

⎧⎪ ≥⎪⎪⎨⎪ ≤ ∀ ∈ ×⎪⎪⎩ ,\ \
 (5.71) 
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 Condiţiile (c) şi (d) evidenţiază structura de flux a sistemului (5.67) indusă 
de mişcarea alunecătoare ideală. Totodată, folosind condiţia necesară şi suficientă 
(e), formulată pe hiperplanul S , se rezolvă problema mişcării de alunecare ideale 
şi a sintezei comenzii de alunecare ( , )u t x . Aceasta spre deosebire de condiţiile 
suficiente clasice care trebuie să fie satisfăcute într-o vecinătate a lui S , [222].  

 d. Procesul de atingere – precursor în flux al mişcării de alunecare ideale 
 Procesul de atingere poate fi caracterizat cu ajutorul Teoremei 5.22 aşa cum 
se sugerează în Teorema 5.23 (b). 

 Teorema 5.24 
 Pentru fiecare 0 0( , ) ( \ )nt x S+∈ ×\ \  starea sistemului (5.67) atinge 

domeniul de alunecare ideală S  dacă şi numai dacă există o funcţie diferenţiabilă 
:r +→\ \ , dependentă de 0 0( , )t x , care satisface următoarele condiţii: 

 (a) Exista 0( , )tτ∈ +∞  astfel încât ( ) 0r τ = . 

 (b) 
0 0 0

0 0 0 0 0

Daca 0, atunci ( ),

Daca 0, atunci ( ); ( ).
n n

n n n n

x x r t

x x r t x x t

⎧ < ≥⎪⎪⎨⎪ > ≤⎪⎩

�

� �
 (5.72) 

 (c) 0 1 1

-1
0 1 1 1 -1 0

Daca 0,atunci ( , ,.., , ) , (5.73)

Daca 0,atunci ( , ,.., , ) , ( ,[ ... ] ) [ , ] .

n n n

T n
n n n n

x F t x x r r

x F t x x r r t x x t τ

−
−

+
−

⎧⎪ < ≥⎪⎪⎨⎪ > ≤ ∀ ∈ ×⎪⎪⎩ ,

� �
� � \

 

 Teorema 5.24 este consistentă cu condiţiile (5.71) deoarece pentru ( ) 0r t ≡  
în (5.73) se obţine (5.71). Condiţiile (5.71) sunt echivalente cu existenţa unui 
domeniu de alunecare ideală. Rezultă că Teorema 5.24 include mişcarea de 
alunecare ca o parte cronologic subsecventă a procesului de atingere. Pentru sinteza 
comenzii de alunecare ( , )u t x , trebuie să se caute o funcţie de atingere ( )r t  care să 
permită, într-o anumită măsură, prescrierea vitezei procesului de atingere. 

 e. Comanda alunecătoare a unui sistem dinamic liniar perturbat 
 Se consideră sistemul dinamic liniar constant: 

 , , , ,n qx Ax bu Dz t x u z+= + + ∈ ∈ ∈ ∈� \ \ \ \ , (5.74) 

unde starea x  este direct măsurabilă, u  este comanda scalară, şi z  este perturbaţia; 
( ), ( ), ( )i j j i jA a b b D d� � �  sunt matrice reale constante de dimensiuni adecvate. 
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 Se asociază sistemului (5.74) hiperplanul de comutare: 

 { }; 0n T
cS x s c x∈ =� \ � , (5.75) 

în care 1 1[ ... 1]T n
nc c c − ∈� \ . Se foloseşte în continuare transformarea: 

 
1

1 1
( )

0
[ ... ] ,

1
n

T
Tn
n

I
x x x s Px P

c
−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

�� � , (5.76) 

în care 1nI −  este matricea unitate de ordinul 1n−  şi 1
( )

n
nc −∈\  se obţine 

eliminând 1nc =  din c . Cu (5.76) sistemul (5.74) devine: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
c

n n n n nx Ex a s b u D z= + + +� , (5.77) 

 1, ( )cT c T c T T
i i n i ni ns c a c a x c a s c bu c D z== − + + +∑� , (5.78) 

în care ( 1) ( 1)( ) n n
i j i n jE a a c − × −− ∈� \ ; ( )nD  se obţine eliminând linia a n -a din 

D ; c
ia  este coloana i  a lui A ; ( ) ( )( ), ,c

n nnx a b  se obţin eliminând componenta a n -

a respectiv din , ,c
ix a b .  

 Conform Teoremelor 5.23 şi 5.24, urmează că pentru sinteza comenzii se 
utilizează numai (5.78). Pentru 0Tc b ≠  comanda de alunecare se alege astfel: 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )r s n z nu u s u x u x=− − − , (5.79) 

în care ( )( ), ( )r s nu s u x  şi ( )( )z nu x  comandă respectiv procesul de atingere, 

mişcarea de alunecare ideală şi rejecţia perturbaţiei z . Acestea au expresiile: 

 
0

0

, 0,
( ) , 0, 0,

, 0,
r r r

s
u s s s

s

δ
ρ δ δ

δ

⎧ <⎪⎪⎪⎪= + = =⎨⎪⎪− >⎪⎪⎩

 (5.80) 

 { }( )
, 0

( ) , , {1,.., 1}; ( ) 0
, 0

i i cT c
s n i i i i i n

i ii J

x s
u x x J i n c a c a

x s
β

ψ ψ
α∈

⎧ <⎪⎪= = ∈ − − ≠⎨⎪ >⎪⎩
∑ � , (5.81) 

 0
( )

0

, 0,
( ) , 0.z n

s
u x s

β
α

⎧ <⎪⎪=⎨ >⎪⎪⎩
 (5.82) 
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0 0 0, , , ( ), ,i i i Jρ δ α β α β∈  sunt parametri ajustabili. Aceştia se determină 

utilizând condiţia (5.71) pentru ecuaţia (5.78). Se obţine următorul rezultat. 

 Teorema 5.25 
 S  este domeniul de alunecare ideală pentru sistemul (5.74), (5.79), cu 

0Tc b ≠ , dacă şi numai dacă  

 ( ), ( ),c cc c
i i i n i i i n

T T T Tc b c a c a c b c a c a i Jα β≥ − ≤ − ∈ , (5.83) 

 0 0sup ( ), inf ( )t t
T T T Tc b c Dz t c b c Dz tα β≥ ≤ .  (5.84) 

 Pentru a realiza procesul de atingere ca precursor al mişcării de alunecare 
ideale, se alege funcţia de atingere:  

 
0( )

0 0(| | ) sgn( ), [ , ],
( )

0, ( , ),

t t

f

s e s t t
r t

t t

λδ δ τ

τ

− −⎧⎡ ⎤⎪ + − ∈⎪⎢ ⎥⎣ ⎦⎪=⎨⎪ ∈⎪⎪⎩
 (5.85) 

cu 0 0 0( ) ( ( ))s s x s x t=�  şi 00, 0, tδ λ τ> > >  – parametri precizabili. Condiţiile (a) 

şi (b) din Teorema 5.24 au loc pentru ( ) 0r τ = , ( )1
0 0 0ln 1 | |t s tτ λ δ−= + + > ). 

Folosind (5.73) pentru (5.80) – (5.82) se formulează rezultatul următor. 

 Teorema 5.26 
 Pentru fiecare 0 0( , ) ( \ )nt x S+∈ ×\ \  starea sistemului (5.74), (5.79), cu 

0Tc b ≠ , atinge domeniul de alunecare ideală S  dacă şi numai dacă 

 0,T T c T T c
n nc b c a c b c aρ λ δ≥ + ≤ .  (5.86) 

 Relaţiile (5.79) – (5.82) şi (5.83) – (5.86) definesc comanda de alunecare 
ideală astfel încât să aibă loc condiţiile de alunecare ideală (a) şi (b) (v. 5.6.a).  
 Soluţia ecuaţiei 0s=�  (cu (5.78)) se înlocuieşte în (5.77) şi se obţine: 

 1 1
( ) ( )n nx A x D z= +� , (5.87) 

în care matricele 1 1,A D  rezultă din calcule. Dacă rank rank[ , ]b b D= , atunci 
1 0D =  şi rejecţia perturbaţiei z  este asigurată. 

 Stabilitatea sistemului (5.87) depinde numai de 1A  şi poate fi îmbunătăţită 
printr-o reacţie după stare (v. III.4.1). În acest fel, din orice 0 \nx S∈\  starea 
sistemului evoluează cu viteză prescrisă către S  şi apoi, asimptotic, către 0x= . 



Capitolul VI 
CONDUCEREA OPTIMALĂ A SISTEMELOR 

DINAMICE 

1. Indici de calitate 
  În aplicaţiile de conducere a sistemelor dinamice se pune frecvent problema 
determinării unei astfel de comenzi încât, dintr-un anumit punct de vedere, să se 
realizeze o comportare optimă (în latină, optimus ~ cel mai bun). Ca măsură a 
optimalităţii (prin care se precizează punctul de vedere amintit) se utilizează un 
indice de calitate J . Acesta se mai numeşte funcţie de calitate, funcţie de 
performanţă sau funcţie de cost şi se exprimă matematic printr-o funcţională reală. 
De regulă, aceasta este o integrală definită dependentă de mărimile de comandă şi / 
sau de stare. Evident, o comportare optimă în raport cu un anumit indice de calitate 
nu asigură o comportare similară în raport cu un alt indice de calitate. 
 Comportarea optimă a unui sistem constă în aceea că sub acţiunea comenzii 
optimale, pe un interval de timp, are loc extremizarea (fie minimizarea, fie 
maximizarea) indicelui de calitate J  şi realizarea anumitor condiţii privind starea 
sistemului la limitele acelui interval de timp. Cu alte cuvinte, conducerea optimală 
este o problemă de sinteză a sistemelor dinamice. Soluţionarea ei constă în 
determinarea comenzii care asigură extremizarea indicelui de calitate şi realizarea 
transferului stării sistemului între starea iniţială şi starea finală. 

1.1. Exemple de indici de calitate 
 a. Problema timpului minim  
 Pentru un sistem dinamic dat să se determine o comandă optimală ( )u t∗  
astfel încât tranziţia din starea iniţială 0 ( )x x τ=  la starea finală ( )fx x θ=  să se 

facă în timpul minim posibil. Indicele de calitate de minimizat are forma:  

 J dt T
θ

τ
θ τ= = − =∫ . (1.1) 
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 b. Problema stării finale  
 Pentru un sistem dinamic dat să se determine o comandă optimală ( )u t∗  

astfel încât starea finală efectiv realizată ( ) fx xθ =  să fie cât mai apropiată de o 

stare finală dorită ( )dx θ , liberă sau fixată. Indicele de calitate de minimizat este:  

 [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]T
d dJ x x M x xθ θ θ θ= − − , (1.2) 

în care 

 ( ) ( ) ( )de t x t x t−  (1.3) 

este eroarea dintre stările dorită şi curentă şi M  – matrice simetrică, pozitiv definită 
(v. Anexa C), de ponderare a componentelor lui e . Dacă nM I= , (1.2) devine:  

 2( )J e θ= . (1.4) 

 c. Problema efortului minim 
 Pentru un sistem dinamic dat să se determine o comandă optimală ( )u t∗  

astfel încât tranziţia din starea iniţială 0 ( )x x τ=  la starea finală ( )fx x θ=  să se 

facă cu un efort total de comandă minim. Este cazul consumului minim de 
combustibil, u  fiind debitul de combustibil. Indice de calitate de minimizat este:  

 1 ( )m
i iiJ r u t dt

θ

τ == ∑∫ , (1.5) 

în care iu  sunt componentele lui u  şi 0ir >  sunt coeficienţi de ponderare. 

 d. Problema energiei minime 
 Pentru un sistem dinamic dat să se determine o comandă optimală ( )u t∗  

astfel încât tranziţia din starea iniţială 0 ( )x x τ=  la starea finală ( )fx x θ=  să se 

facă cu un consum total de energie de comandă minim. Ca indice de calitate de 
minimizat se utilizează integrala unei forme pătratice:  

 ( ) ( )TJ u t Ru t d t
θ

τ
= ∫ , (1.6) 

în care R  este o matrice reală, simetrică, pozitiv definită (v. Anexa C), de pondere 
a componentelor lui u . Înlocuind mR I= , (1.6) devine (v. şi Observaţia II.1.1): 
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 2( )J u t d t
θ

τ
= ∫ . (1.7) 

 e. Problema urmăririi 
 Pentru un sistem dinamic dat să se determine o comandă optimală ( )u t∗  
astfel încât, pe parcursul tranziţiei din starea iniţială 0 ( )x x τ=  la starea finală 

( )fx x θ= , starea ( )x t  a sistemului să urmărească o stare dorită ( )dx t  cu o eroare 

pătratică medie minimă pe [ , ]τ θ . Ca indice de calitate de minimizat se utilizează:  

 [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]T
d dJ x t x t Q x t x t d t

θ

τ
= − −∫ , (1.8) 

în care Q  este o matrice reală, simetrică, pozitiv definită (v. Anexa C), de 
ponderare a componentelor erorii (1.3). Dacă nQ I= , ţinând seama de (1.3), 
indicele (1.8) devine:  

 2( )J e t d t
θ

τ
= ∫ . (1.9) 

 f. Probleme combinate 
 În afara problemelor specializate prezentate mai sus, se pot formula şi 
probleme combinate. De exemplu, în problema urmăririi (indicele (1.8)), comanda 
optimală ( )u t∗  poate avea componente de valori prea mari, dificil de realizat 
practic. Indici de calitate prin care se pot elimina aceste dificultăţi sunt următorii:  

 { }1( ) ( ) ( )mT
i iiJ e t Qe t r u t d t

θ

τ == +∑∫ , (1.10) 

 { }( ) ( ) ( ) ( )T TJ e t Qe t u t Ru t d t
θ

τ
= +∫ , (1.11) 

 { }( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T TJ e M e e t Qe t u t Ru t d t
θ

τ
θ θ= + +∫ , (1.12) 

care, cu notaţia (1.3), reprezintă combinaţii între (1.5) şi (1.8), (1.6) şi (1.8), sau 
respectiv (1.2), (1.6) şi (1.8).  
 De asemenea, trebuie subliniat că toate problemele şi indicii de mai sus pot 
fi definiţi şi pentru mărimea de ieşire ( )y t  (înlocuind x  cu y  şi făcând toate 
adaptările necesare).  
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1.2. Forme generale ale indicelui de calitate 
 Rolul indicelui de calitate J  este de a agrega condiţii privitoare la comanda 

( )u t , la starea ( )x t , la momentul final θ  şi la starea finală fx . Momentul iniţial τ  

şi starea iniţială 0x  fiind, de regulă, fixate şi cunoscute, nu se includ, în J . 
Evident, ( )x t  depinde de ( )u t  conform ecuaţiilor de stare ale sistemului dinamic.  
 După forma indicelui de calitate se disting următoarele trei cazuri: 

 Problema Lagrange 
 Pentru un sistem dinamic dat să se determine o comandă optimală ( )u t∗  care 
să extremizeze funcţionala: 

 ( )( ) , ( ), ( )J u F t x t u t d t
θ

τ
= ∫ . (1.13) 

 F  este o funcţie scalară suficient derivabilă prin care se precizează condiţii 
privind atât evoluţia stării cât şi a comenzii pe intervalul [ , ]τ θ . 
 În această problemă se încadrează indicii (1.5) şi (1.11).  

 Problema Bolza 
 Pentru un sistem dinamic dat să se determine o comandă optimală ( )u t∗  care 
să extremizeze funcţionala:  

 ( )( ) ( , ) , ( ), ( )fJ u G x F t x t u t d t
θ

τ
θ= +∫ . (1.14) 

 ,F G  sunt funcţii scalare suficient derivabile care includ condiţii privind 
starea şi comanda pe intervalul [ , ]τ θ , precum şi starea finală.  
 În această problemă se încadrează indicele de calitate (1.12). 
 Pentru 0G ≡  indicele Bolza (v. (1.14)) devine indicele Lagrange (v. (1.13)). 

 Problema Mayer 
 Pentru un sistem dinamic dat să se determine o comandă optimală ( )u t∗  care 
să extremizeze funcţionala:  

 ( ) ( , )fJ u G xθ= . (1.15) 

 Acest indice este un caz particular al indicelui de tip Bolza (cu 0F ≡  în 
(1.14)). În problema Mayer se încadrează indicii de calitate (1.2) şi (1.4).  



2. Rezultate fundamentale 
 Starea ( )x t  a unui sistem dinamic depinde de comanda ( )u t  prin ecuaţiile 
de stare. De aici rezultă că sinteza conducerii optimale pe baza unui indice de 
calitate este o problemă de extremum cu legături, în care legăturile sunt înseşi 
ecuaţiile de stare ale sistemului (după cum se va vedea în secţiunile 3.1 şi 3.2).  
 La legăturile prin ecuaţiile de stare se pot adăuga şi alte tipuri de legături, 
numite legături suplimentare. Este vorba de legături punctuale şi / sau de legături 
globale. Legăturile suplimentare punctuale se referă la evoluţia sistemului în 
anumite domenii în spaţiul comenzilor şi respectiv în spaţiul stărilor. Legăturile 
suplimentare globale se referă la evoluţia sistemului astfel încât să se asigure 
invarianţa în medie şi / sau mărginirea în medie a anumitor indici de calitate.  
 Problemele cu legături suplimentarea vor fi studiate în secţiunea 3.3. 

2.1. Definiţii 
 Calculul variaţional are ca obiect studiul extremelor funcţionalelor de forma 
(1.14). În acest capitol se au în vedere funcţionale definite după cum urmează: 

 :J Ω→ R , (2.1) 

în care Ω  este un spaţiu de funcţii, liniar, normat. u Ω∈  este o funcţie continuă de 
timp :[ , ] mu τ θ → R , cu 0θ τ> ≥ , care satisface condiţiile la limite liniare: 

 0 0[ ( )]uΓ τ γ= , [ ( )]f fuΓ θ γ= , (2.2) 

în care 0Γ , fΓ  şi 0γ , fγ  sunt funcţii liniare şi respectiv constante cunoscute.  

 Definiţia 2.1 
 Funcţia u Ω∈  se numeşte admisibilă dacă satisface condiţiile (2.2).   

 Definiţia 2.2 
 Dacă u  şi u uδ+  sunt funcţii admisibile, atunci 

 ( , ) ( ) ( )J u u J u u J uΔ δ δ= + −  (2.3) 

se numeşte creşterea funcţionalei ( )J u . Funcţia uδ Ω∈  se numeşte variaţia 
funcţiei u .   
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 Condiţiile la limite liniare (2.2), induc pentru uδ  condiţiile la limite omogene: 

 0[ ( )] 0uΓ δ τ = ,  [ ( )] 0f uΓ δ θ = . (2.4) 

 Definiţia 2.3 
 Creşterea funcţionalei ( )J u  se exprimă sub forma:  

 ( , ) ( , ) ( , )J u u J u u g u u uΔ δ δ δ δ δ= + , (2.5) 

unde Jδ  este partea liniară în uδ  şi ( , )g u u uδ δ  – partea neliniară în uδ , în care 

⋅  este norma pe spaţiul de funcţii Ω . Dacă funcţia ( , )g u uδ  satisface condiţia: 

 0lim ( , ) 0u g u uδ δ→ = , (2.6) 

atunci ( )J u  se numeşte diferenţiabilă în raport cu u .  
 Jδ  se numeşte variaţia (întâia a) funcţionalei ( )J u .   

 Ca urmare, pentru uδ  suficient de mic are loc ( , ) ( , )g u u J u uδ δ δ< . În 

această situaţie, creşterea (2.5) se poate aproxima prin variaţia Jδ  astfel: 

 ( , ) ( , )J u u J u uΔ δ δ δ≅ . (2.7) 

 Definiţia 2.4 
 Funcţionala ( )J u  are pentru u u ∗= , admisibilă, un extrem relativ ( )J u ∗ , 

dacă există un 0ε>  astfel încât pentru orice u u uδ∗= + , admisibilă şi 

satisfăcând u u ε∗− < , creşterea ( , ) ( ) ( )J u u J u J uΔ δ∗ ∗= − , are acelaşi semn.  

 Dacă 

 ( , ) ( ) ( ) 0J u u J u J uΔ δ∗ ∗= − ≥ , (2.8) 

atunci ( )J u ∗  este un minim relativ.  
 Dacă 

 ( , ) ( ) ( ) 0J u u J u J uΔ δ∗ ∗= − ≤ , (2.9) 

atunci ( )J u ∗  este un maxim relativ.  

 Dacă pentru orice 0ε>  au loc fie (2.8), fie (2.9), atunci ( )J u ∗  este un 
minim absolut, respectiv un maxim absolut.  
 Funcţia admisibilă u ∗  se numeşte extremală a funcţionalei ( )J u .   
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2.2. Condiţii necesare  
 a. O condiţie necesară de extrem 

 Teorema 2.1 
 Fie ( )J u  o funcţională diferenţiabilă. O condiţie necesară ca u ∗  să fie o 

extremală a lui ( )J u  este ca pentru orice uδ , cu , 0uδ ε ε< > , să aibă loc: 

 ( , ) 0J u uδ δ∗ = . (2.10) 

 D. Prin ipoteză u ∗  este extremală a lui ( )J u . Pentru u u ∗=  şi 0ε>  

suficient de mic, conform cu (2.7), creşterea lui ( )J u  se aproximează prin: 

 ( , ) ( , ),J u u J u u uΔ δ δ δ δ ε∗ ∗≅ < . (2.11) 

 Se presupune, prin absurd, că (2.10) nu are loc. Fie de pildă 

 ( , ) 0J u uδ δ∗ > . (2.12) 

 Din (2.11) şi (2.12) rezultă:  

 ( , ) 0J u uΔ δ∗ > . (2.13) 

 Considerând acum variaţia uδ− , care satisface uδ ε− < , (2.11) devine: 

 ( , ) ( , ) ( , ),J u u J u u J u u uΔ δ δ δ δ δ δ ε∗ ∗ ∗− ≅ − =− − < . (2.14) 

 În aceste condiţii, din (2.14) şi (2.12) se obţine: 

 ( , ) 0J u uΔ δ∗ − < . (2.15) 

 Relaţiile (2.13) şi (2.15) arată că ( , )J u uΔ δ∗ ±  nu are acelaşi semn. Acest 

rezultat contrazice faptul că u ∗  este extremală a funcţionalei ( )J u . Demonstraţia 

pornind de la presupunerea că ( , ) 0J u uδ δ∗ <  (în loc de (2.12)) este similară.  

 Observaţia 2.1 
 Pentru a aplica această teoremă se calculează creşterea ( , )J u uΔ δ∗ . În acest 

scop se dezvoltă funcţionala ( )J u  în serie Taylor în u ∗ , cu u u uδ ε∗ − = <  

( 0)ε> . Se extrage apoi termenul liniar în variaţia uδ , care de fapt este Jδ .  
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 Exemplul 2.1 
 Pentru următoarea funcţională:  

 ( )( ) ( )J u F u t d t
θ

τ
= ∫ , (2.16) 

cu τ θ<  fixaţi, să se determine variaţia ( , )J u uδ δ∗  şi să se aplice Teorema 2.1. 

 Pentru u u uδ∗= + , se explicitează uδ αη= . η  este funcţie admisibilă şi 
α∈R  este variabila în care se dezvoltă ( )J u  în serie Taylor. Se scrie: 

 * *( , ) ( ) ( )J u u J u J uΔ δ αη∗ = + − , 

 

0

( )

( , ) ( )

J u

J u u J u
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2
2

0 0

( ) 1 ( )( , )
2

d J u d J uJ u u
d dα α

αη αη
Δ δ α α

α α

∗ ∗
∗

= =

+ += + +…  . (2.17) 

 Termenul liniar în uδ αη= , respectiv în α  este variaţia căutată:  

 
0 00

( ) ( ) ( )( , ) d J u dF u F u duJ u u dt dt
d d u d

θ θ

α αα
τ τ

αη
δ δ α α α

α α α

∗
∗

= ==

+ ∂= = = =
∂∫ ∫  

 
0

( ) ( ) ( )F u d u F udt d t
u d u

θ θ

α
τ τ

αη αη
α αη

α

∗ ∗ ∗

=

∂ + + ∂= =
∂ ∂∫ ∫ . 

În rezultatul de mai sus s-a notat: 

 
1

(grad ) , ,T
u

m

F F FF
u u u

⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

� � …  (2.18) 

şi grad u F  este vectorul gradient, în raport cu vectorul u , al funcţiei scalare F . 

 Prin urmare 

 ( , ) grad ( )
T

uJ u u F u udt
θ

τ
δ δ δ∗ ∗⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦∫ , (2.19) 
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adică variaţia Jδ  a funcţionalei (2.16) se obţine derivând integrala din (2.16) în 
raport cu vectorul u  şi înmulţind integrandul cu variaţia uδ . 
 Pentru (2.16), din (2.10), (2.19) rezultă condiţia necesară de extremum: 

 grad ( ) 0,
T

u F u udt u
θ

τ
δ δ Ω∗⎡ ⎤ = ∀ ∈⎢ ⎥⎣ ⎦∫ .  (2.20) 

 Faptul că indicele de calitate (2.16) depinde numai de u  a permis 
determinarea relativ simplă a variaţiei Jδ . Pentru indicele general (1.14) se va ţine 
seama de legătura dintre x  şi u  prin ecuaţia sistemului (v. secţiunile 3.1 şi 3.2).  

 Observaţia 2.2 
 Simplitatea condiţiei necesare (2.10) este doar aparentă. Acest fapt este 
imediat vizibil din rezultatul (2.20) a cărui utilizare nu este posibilă imediat. Pentru 
a transforma condiţia necesară de extremum (2.20) într-un rezultat mai simplu, 
utilizabil în aplicaţii, se foloseşte rezultatul din paragraful următor.   

 b. Lema fundamentală a calcului variaţional 
 Pentru aplicarea Teoremei 2.1 se va utiliza următorul rezultat. 

 Teorema 2.2 
 Fie funcţia continuă :[ , ] mϕ τ θ → R . Dacă 

 ( ) ( ) 0T t u t d t
θ

τ
ϕ δ =∫  (2.21) 

pentru orice funcţie continuă :[ , ] muδ τ θ → R , atunci 

 ( ) 0, [ , ]t tϕ τ θ= ∈ .  (2.22) 

 D. Vectorul uδ  este arbitrar. Rezultă că ipoteza (2.21) are loc şi pe 

componentele vectorului ϕ . Aceasta reduce demonstraţia la cazul scalar ( 1m= ). 
 Se presupune, prin absurd, că există un [ , ]σ τ θ∈  pentru care ( ) 0ϕ σ > . În 
virtutea continuităţii, ( ) 0tϕ >  pentru [ , ], 0t σ ε σ ε ε∈ − + > . Pentru o funcţie 

 
2 2( ) ( ) , [ , ],

( )
0 , [ , ],

t t t
u t

t

σ ε σ ε σ ε σ ε
δ

σ ε σ ε

⎧⎪ − + − − ∈ − +⎪⎪=⎨⎪⎪ ∉ − +⎪⎩
 

care satisface condiţia de continuitate, se obţine: 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) 0t u t d t t u t d t
θ σ ε

σ ετ
ϕ δ ϕ δ

+

−
= >∫ ∫ . 

 Acest rezultat contrazice ipoteza (2.21). La o contradicţie similară se ajunge 
presupunând ( ) 0tϕ < , [ , ]t σ ε σ ε∈ − + . Urmează că (2.22) este adevărată.  

 Exemplul 2.1 (continuare) 
 Se revine la condiţia necesară (2.20). Ţinând seama de Teorema 2.2, o 
condiţie necesară ca ( )u t∗  să fie o extremală a funcţionalei (2.16) este ca 

 grad ( ) 0, [ , ]u F u t τ θ∗ = ∈ .  (2.23) 

 Observaţia 2.3  
 Pentru a evalua dacă ( )J u ∗  este un minim / maxim relativ, se studiază 
semnul creşterii JΔ  (v. Definiţia 2.4). Din (2.17) se observă că, pentru α  

suficient de mic, semnul creşterii ( , )J u uΔ δ∗  este dat de 2 2
0( / )d J d αα = , 

respectiv de matricea hessiană 2 2[ ( )]/F u t u∗∂ ∂ .  
 În aplicaţii, de regulă, se alege o funcţională J  (local) convexă / concavă 
astfel încât să se asigure din start existenţa unui minim / maxim (relativ).  

 Exemplul 2.2 
 Se consideră indicele de calitate 

 ( )2 2
0

( ) ( ) ( )tJ u u t e u t dt
θ −⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦∫ , 

în care 0θ>  este fixat şi cunoscut şi :[0, ]u θ → \  este continuă. ( )J u  fiind 

convexă, să se determine extremala u ∗  care minimizează funcţionala ( )J u . 

 Pentru 2 2( ) ( )tF u u e u−= − + , aplicând condiţia necesară (2.23), rezultă: 

 2( ) 2 0tF u u e u∗ − ∗∂ ∂ = − + = , 

 ( ) / 2, [0, ]tu t e t θ∗ −= ∈ . 

 Întrucât pentru 0t ≥  are loc 2 2 4 0F u∂ ∂ = > , rezultă că  

 2 2
0

( ) ( / 2) (1 ) / 4tJ u e dt e
θ θ∗ − −= = −∫   

este valoarea minimă a indicelui de calitate.  



3. Sinteza comenzii optimale 

3.1. Formularea problemei 
 a. Formulare preliminară 
 Fie un sistem dinamic descris de ecuaţia vectorială de stare: 

 ( ), ( ), ( ) , [ , ] , ,nx f t x t u t t x uτ θ Ω+= ∈ ⊆ ∈ ∈R R , (3.1) 

cu momentul iniţial τ  fixat, starea iniţială 0x  fixată şi condiţia la limita iniţială: 

 0( )x xτ = . (3.2) 

 Se admite ca ipoteză că problema Cauchy (3.1), (3.2) are o soluţie unică.  
 Se cere determinarea unei extremale ( )u t∗ , care extremizează funcţionala 

(1.14) (Bolza) şi care transferă starea ( )x t  din momentul τ  şi starea 0x , cu (3.2), 

până în momentul final θ  şi starea finală fx , cu condiţia la limita finală: 

 ( ) fx xθ = . (3.3) 

 Observaţia 3.1  
 Condiţia (3.3) comportă următoarele precizări: 

1o Privitor la momentul final θ , se disting următoarele două cazuri:  
a. Orizont finit fixat: θ  este fixat şi cunoscut. 
b. Orizont finit liber: θ  nu este precizat explicit; indicele de calitate conţine 

informaţii despre θ ; exemplul tipic este cel al minimizării duratei 
T θ τ= −  a transferului (v. paragraful 1.1.a).  

2o Privitor la starea finală fx , se disting următoarele două cazuri: 

a. Starea finală fixată: fx  este fixat şi cunoscut. 

b. Starea finală liberă: fx  nu este precizat explicit; indicele de calitate 

conţine informaţii despre fx ; exemplul tipic este cel al minimizării erorii 

finale (v. paragraful 1.1.b).  
3o Evident, în cazul în care θ  şi fx  sunt fixaţi, termenul ( , )fG xθ  din indicele 

de calitate (1.14) este o constantă cunoscută şi independentă de extremala 
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( )u t∗ . În această situaţie este firesc să se adopte de la început ( , ) 0fG xθ ≡ . 

Pentru θ  şi / sau fx  liberi, prin ( , )fG xθ  se pot preciza condiţii implicite 

suplimentare pentru θ  şi fx .  

 În acest context, problema conducerii optimale este o problemă de 
extremum cu indicele de calitate (1.14), cu legături prin ecuaţia diferenţială (3.1) şi 
cu condiţiile la limite iniţială (3.2) şi finală (3.3).  

 b. Indicele de calitate extins 
 Aplicarea condiţiei necesare (2.10) pentru indicele de calitate (1.14) este 
dificilă deoarece în el apare şi variabila x . Aceasta nu este independentă, ci depinde 
de u  prin ecuaţia de stare (3.1). 
 Dacă s-ar cunoaşte analitic soluţia problemei (3.1), (3.2), atunci x  ar putea fi 
eliminat din (1.14) şi s-ar aplica condiţia necesară (2.16).  
 Pentru a rezolva problema în cazul general (fără eliminarea lui x ), se 
defineşte indicele de calitate extins, de forma:  

 ( ) ( ){ }( ) [ , ( )] , ( ), ( ) ( ) , ( ), ( ) ( )T
eJ u G x F t x t u t p t f t x t u t x t dt

θ

τ
θ θ ⎡ ⎤= + + −⎣ ⎦∫ , (3.4) 

în care necunoscuta np ∈R  este vectorul adjunct sau vectorul multiplicatorilor 
Lagrange. Acesta urmează să se determine în mod adecvat. 

 Observaţia 3.2  
 Pentru extremala ( )u t∗ , traiectoria optimală ( )x t∗  satisface (3.1), (3.2). 
Urmează că noul termen introdus în integrandul din (3.4) se anulează oricare ar fi 
p . Aceasta deoarece ( , , ) ( ) 0f t x u x t− = . Pentru u u ∗= , din (3.4) şi (1.14) rezultă: 

 ( ) ( ) extremum, n
eJ u J u p∗ ∗= = ∀ ∈R . (3.5) 

 Aceasta înseamnă că pentru u u ∗= , vectorul adjunct p  poate fi ales în mod 
arbitrar. Urmează în mod firesc, după cum se va arata în continuare, că pentru p  se 
poate adopta soluţia contextuală cea mai simplă.   
 Se introduce acum funcţia Hamilton: 

 ( ) ( )[ , ( ), ( ), ( )] , ( ), ( ) ( ) , ( ), ( )TH t x t p t u t F t x t u t p t f t x t u t+ . (3.6) 

Din (3.4), prin integrarea prin părţi a termenului ( ) ( )Tp t x t , cu (3.6) se obţine: 
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 ( ){ }( ) ( , ) ( ) ( ) , ( ), ( ), ( ) ( ) ( )T T
feJ u G x p t x t H t x t p t u t p t x t dt

θθ
θ τ τ

= − + +∫ . (3.7) 

 În acest nou context, soluţionarea problemei conducerii optimale constă în 
determinarea pentru sistemul (3.1) a unei extremale ( )u t∗  care să extremizeze 
funcţionala (3.7) şi care să satisfacă condiţiile la limite (3.2) şi (3.3) (v. Observaţia 
3.1). Evident, pentru a determina comanda optimală ( )u t∗  se aplică indicelui 

( )eJ u  condiţia necesară de extremum (v. Teorema 2.1). Se are în vedere legătura 

(3.1) şi se determină traiectoria optimală a stării ( )x t∗  şi vectorul adjunct ( )p t∗ .  

3.2. Ecuaţiile Hamilton 

 a. Problema cu orizont finit fixat şi stare finală fixată 

 Teorema 3.1 
 O condiţie necesară de existenţă a unei extremale ( )u t∗  pentru indicele de 
calitate (3.7), asociat sistemului dinamic (3.1) în problema cu orizont finit fixat şi 
stare finală fixată, este ca să aibă loc: 

 

( )
( )

( )

grad , ( ), ( ), ( )

grad , ( ), ( ), ( )

grad , ( ), ( ), ( ) 0, [ , ],

p

x

u

x H t x t p t u t

p H t x t p t u t

H t x t p t u t t τ θ

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

⎧⎪ =⎪⎪⎪⎪⎪ =−⎨⎪⎪⎪⎪⎪ = ∈⎪⎩

 

(3.8)

(3.9)

(3.10)

 

cu condiţiile la limite: 

 0( )x xτ∗ = , (3.11) 

 ( ) fx xθ∗ = . (3.12) 

 D. Prin ipoteză ( )u t∗  este o comandă optimală. Atunci ( )x t∗  este o 

traiectorie optimală. Perechea ( )u t∗ , ( )x t∗  satisface ecuaţia (3.1) şi condiţiile la 

limite (3.2) şi (3.3). Dar (3.1), cu ,u u x x∗ ∗= = , este echivalentă cu (3.8). Într-
adevăr, derivând (3.6) în raport cu p  pentru situaţia optimală se obţine: 

 ( )( , , , ) grad ( , , , ) ( , , )
T T

p
H t x p u H t x p u f t x u
p

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∂ = =
∂

. (3.13) 
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 Înlocuind (3.13), transpusă, în (3.8) rezultă (3.1) cu ,u u x x∗ ∗= = . 

 În continuare se calculează variaţia ( , )eJ u uδ δ∗  şi se aplică Teorema 2.1. Se 
are în vedere că lui uδ  îi corespund variaţiile 0, , , , , fx p x xδ δ δτ δ δθ δ . Dar 

0, , , fx xτ θ  fiind constante (v. Observaţia 3.1, 1oa, 2oa), rezultă că: 

 00, 0xδτ δ= = , (3.14) 

 0, 0fxδθ δ= = . (3.15) 

Urmează că variaţia funcţiei ( , )fG xθ  este nulă ceea ce permite să se considere 

0G ≡  în (3.7) chiar la formularea problemei. În acest context pentru (3.7) se scrie: 

 
0

( , ) T T
eJ u u p x p x

θ θ
ττ

δ δ δ δ∗ ∗ ∗

=

=− − +  

 T TH H Hx p u p x p x dt
x p u

θ

τ
δ δ δ δ δ∗ ∗⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎢ ⎥+ + + + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

∫ , (3.16) 

în care H  depinde de , , ,t x p u∗ ∗ ∗  (au fost omise pentru simplitatea scrierii). 
 Făcând uz de identitatea: 

 ( )T Tdp x p x dt
dt

θθ

τ τ
δ δ∗ ∗≡ ∫  

din (3.16), după regruparea termenilor, se obţine: 

 ( , ) T
e

H HJ u u p x u dt
x u

θ

τ
δ δ δ δ∗ ∗⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂⎟⎜⎢ ⎥= + + +⎟⎜ ⎟⎜⎢ ⎥⎝ ⎠∂ ∂⎣ ⎦

∫  

 ( )
T

T T

x p

H dp p x p x
p dt

δ

δ δ δ

∗

∗ ∗

=

⎡ ⎤∂⎢ ⎥+ + −⎢ ⎥∂⎣ ⎦
Tp xδ ∗+ Tp xδ ∗− Tx pδ∗− 0

dt
θ

τ

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

=

∫ , (3.17) 

în care s–a ţinut seama că T Tp x x pδ δ∗ ∗=  (produsul scalar este comutativ).  
 Din (3.17), cu condiţia necesară de extremum (v. Teorema 2.1), rezultă: 

 ( , ) 0T
e

H HJ u u p x u dt
x u

θ

τ
δ δ δ δ∗ ∗⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂⎟⎜⎢ ⎥= + + =⎟⎜ ⎟⎜⎢ ⎥⎝ ⎠∂ ∂⎣ ⎦

∫ . (3.18) 
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 Vectorul adjunct p  poate fi arbitrar (v. Observaţia 3.2). Ca urmare, p  se 
alege astfel încât să satisfacă ecuaţia (3.9). Înlocuind (3.9) în (3.18) se obţine: 

 ( , ) 0e
HJ u u u dt
u

θ

τ
δ δ δ∗ ∂= =

∂∫ .  (3.19) 

 Folosind acum Teorema 2.2 se obţine ecuaţia (3.10).   

 Aşadar, s-a arătat că ecuaţiile (3.8) şi (3.1), cu ,u u x x∗ ∗= = , coincid. Ecuaţia 
(3.9), numită ecuaţia adjunctă, este conformă cu afirmaţia finală din Observaţia 
3.2. Ecuaţia (3.10) este condiţia necesară de existenţă a extremalei ( )u t∗ . 
 Ecuaţiile diferenţiale neliniare (3.8) – (3.10), numite şi ecuaţiile Hamilton, 
cu condiţiile la limite (3.11), (3.12), se rezolvă, de regulă, numeric. Dacă (3.10) se 
poate rezolva analitic în raport cu u ∗ , se explicitează ( , , )u u t x p∗ ∗ ∗ ∗=  şi se 
înlocuieşte în (3.8) şi (3.9). Acestea formează un sistem de 2n  ecuaţii diferenţiale 
scalare cu 2n  funcţii necunoscute: x ∗  şi p ∗ , cu condiţiile la limite (3.11) şi 

(3.12). Se rezolvă (analitic sau numeric) acest sistem şi se obţin ( )x x t∗ ∗=  şi 

( )p p t∗ ∗= , cu ajutorul cărora se obţine în final ( , , )u u t x p∗ ∗ ∗ ∗= . 
 Se poate demonstra ca la Teorema 3.1 că, oricare ar fi condiţiile la limite, 
condiţia necesară de existenţă a unei extremale ( )u t∗  este reprezentată de ecuaţiile 
(3.8) – (3.10). Astfel de rezultate vor fi prezentate în continuare fără demonstraţie. 

 b. Problema cu orizont finit fixat şi stare finală liberă 

 Teorema 3.2 
 O condiţie necesară de existenţă a unei extremale ( )u t∗  pentru indicele de 
calitate (3.7) asociat sistemului (3.1) în problema cu orizont finit fixat şi stare 
finală liberă, este ca să aibă loc (3.8) – (3.10), cu condiţiile la limite (3.11) şi  

 ( )( ) grad , ( )xp G xθ θ θ∗ ∗= .  (3.20) 

 (3.20) are semnificaţie geometrică şi se numeşte condiţia de transversalitate.  

 Cazul A. Pentru ,F f  independente de t  se scrie: 

 T TH F F f fx u p x u p f
t x u x u

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎟⎜ ⎟= + + + + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
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 (grad ) (grad )T T T T T
x u

f fF p x F p u p f
x u

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= + + + + =⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 (grad ) (grad )T T T
u xH u H x p f= + + , 

 ( )(grad ) (grad )T T T
u x

H H u H p f
t

∂ = + +
∂

.  

 Cu (3.8) şi (3.9) din rezultatul precedent se obţine: 

 ( )( ), ( ), ( ) 0, [ , ]H x t p t u t t
t

τ θ∗ ∗ ∗∂ = ∈
∂

, 

 ( , , , ) ( , , ) ( , , ) const., [ , ]TH t x p u F t x u p f t x u t τ θ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= + = ∈ , (3.21) 

din care rezultă dependenţa lui ( )p t∗  de ( , , )F t x u∗ ∗  şi ( , , )f t x u∗ ∗ .   

 c. Problema cu orizont finit liber şi stare finală fixată 

 Teorema 3.3 
 O condiţie necesară de existenţă a unei extremale ( )u t∗  pentru indicele de 
calitate (3.7) asociat sistemului (3.1) în problema cu orizont finit liber şi stare finală 
fixată, este ca să aibă loc (3.8) – (3.10), cu condiţiile la limite (3.11), (3.12) şi 

 ( ) ( ), ( ), ( ), ( ) , ( ) 0H x p u G x
t

θ θ θ θ θ θ∗ ∗ ∗ ∗∂+ =
∂

.   (3.22) 

 Cazul B. Pentru , ,F f G  independente de t , din (3.21) şi (3.22), rezultă: 

 ( , , , ) ( , , ) ( , , ) 0, [ , ]TH t x p u F t x u p f t x u t τ θ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= + = ∈ . . (3.23) 

 d. Problema cu orizont finit liber şi stare finală liberă 

 Teorema 3.4 
 O condiţie necesară de existenţă a unei extremale ( )u t∗  pentru indicele de 
calitate (3.7) asociat sistemului (3.1) în problema cu orizont finit liber şi stare 
finală liberă, este ca să aibă loc (3.8) – (3.10), cu condiţiile la limite (3.11) şi 
(3.20), (3.22).   
 Particularizări adecvate în Teorema 3.4 conduc la precedentele trei teoreme.  
 În plus, sunt posibile şi următoarele particularizări pentru starea finală liberă. 
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 e. Problema cu orizont finit liber şi stare finală pe o traiectorie dată 
 În acest caz momentul final şi starea finală nu mai sunt complet libere, ci  

 ( ) ( )dx xθ θ∗ = , (3.24) 

unde : [ , ] n
dx τ θ → R , cu derivata continuă, este o traiectorie dată.  

 Teorema 3.5 
 O condiţie necesară de existenţă a unei extremale ( )u t∗  pentru indicele de 
calitate (3.7) asociat sistemului (3.1) în problema cu orizont finit liber şi stare 
finală pe o traiectorie dată ( )dx t , este ca să aibă loc (3.8) – (3.10), cu condiţiile la 
limite (3.11), (3.24) şi 

 ( ) ( ), ( ), ( ), ( ) , ( )H x p u G x
t

θ θ θ θ θ θ∗ ∗ ∗ ∗∂+ +
∂

  

 ( )grad , ( ) ( ) ( ) 0
T

x dG x p xθ θ θ θ∗ ∗⎡ ⎤+ − =⎢ ⎥⎣ ⎦ .  (3.25) 

 f. Problema cu orizont finit fixat şi starea finală pe o suprafaţă dată 
 Nici în acest caz starea finală nu mai este complet liberă, ci trebuie să 
aparţină unei suprafeţe date. Această suprafaţă este definită prin funcţiile scalare: 

 ( ) 0, 1, , 1 1kg x k r r n= = ≤ ≤ − , (3.26) 

în care funcţiile : , 1,n
kg k r→ =R R , au derivatele parţiale de ordinul întâi 

continue. Evident, starea finală ( )x θ∗  trebuie să satisfacă următoarele condiţii: 

 ( )( ) 0, 1,kg x k rθ∗ = = . (3.27) 

 Teorema 3.6 
 O condiţie necesară de existenţă a unei extremale ( )u t∗  pentru indicele de 
calitate (3.7) asociat sistemului (3.1) în problema cu orizont finit fixat şi stare 
finală pe suprafaţa dată (3.26), este ca să aibă loc (3.8) – (3.10), cu condiţiile la 
limite (3.11), (3.27) şi 

 ( ) ( )1grad , ( ) ( ) grad ( )r
x k x kkG x p t g xθ θ α θ∗ ∗ ∗

=− =∑ , (3.28) 

în care , 1,k k rα = , sunt constante determinabile.   
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 g. Problema cu orizont finit liber şi starea finală pe o suprafaţă dată 

 Teorema 3.7 
 O condiţie necesară de existenţă a unei extremale ( )u t∗  pentru indicele de 
calitate (3.7) asociat sistemului (3.1) în problema cu orizont finit liber şi stare 
finală pe suprafaţa dată (3.26), este ca să aibă loc (3.8) – (3.10), cu condiţiile la 

limite (3.11), (3.22), (3.26), (3.27) şi (3.28), în care , 1,k k rα = , sunt constante 

determinabile.   

 h. Aplicaţii  
 Se consideră un servomotor descris de ecuaţiile de stare: 

 
1 2

2 2 .

x x

x x u

⎧ =⎪⎪⎪⎨⎪ =− +⎪⎪⎩
 

 Să se determine comanda optimală u ∗  pentru următorii indici de calitate: 

 a) 
3 2

0
(1/ 2) ( )J u t dt= ∫ , 

 cu stările iniţială şi finală: 1 2 1 2(0) (0) 0, (3) 4, (3) 1x x x x= = = = . 

 b) ( ) ( )2 2 3 2
1 2 0

(1/ 2) (3) 4 (3) 1 ( )J x x u t dt⎡ ⎤= − + − +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ,  

cu starea iniţială 1 2(0) (0) 0x x= = , momentul final 3θ=  şi starea finală 

( )1 2( ), ( )x xθ θ  liberă. 

 c) 2
0

(1/ 2) ( )J u t dt
θ

= ∫ ,  

 cu starea iniţială 1 2(0) (0) 0x x= = , momentul final θ  liber şi starea finală 

( )1 2( ), ( )x xθ θ  situată pe traiectoria 1 2( ) 10 , ( ) 10d dx t t x t= = . 

 d) 
3 2

0
(1/ 2) ( )J u t dt= ∫ ,  

 cu starea iniţială 1 2(0) (0) 0x x= = , momentul final 3θ=  şi starea finală 

( )1 2( ), ( )x xθ θ  situată pe dreapta 1 24 12x x+ = . 
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 Soluţii 
 Funcţia Hamilton şi ecuaţiile Hamilton au expresiile: 

 2
1 2 2 2 2(1/ 2)H u p x p x p u= + − + , 

 
1 2

2 2 ,

x x

x x u

∗ ∗

∗ ∗ ∗

⎧⎪ =⎪⎪⎨⎪ =− +⎪⎪⎩
 

1

2 1 2

0

,

p

p p p

∗

∗ ∗ ∗

⎧⎪ =⎪⎪⎨⎪ =− +⎪⎪⎩
 

2.u p ∗∗ =−
 

 Se înlocuieşte u ∗  în primul sistem şi se obţin soluţiile generale: 

 
1 2 3 41

2 3 42

(1 ) ( / 2 / 2) (1 / 2 / 2)

( 1 / 2 / 2) ( / 2 / 2),

t t t t t

t t t t t

x c c e c t e e c e e

x c e c e e c e e

∗ − − −

∗ − − −

⎧⎪ = + − + − − + + − −⎪⎪⎨⎪ = + − + + + −⎪⎪⎩
 

 
31

3 42 (1 ) ,t t

p c

p c e c e

∗

∗

⎧⎪ =⎪⎪⎨⎪ = − +⎪⎪⎩
 

3 4(1 ) .t tu c e c e∗ =− − −
 

 a) 1 4,...,c c  se determină din condiţiile la limite (Teorema 3.1): 

 
1

2

(0) 0

(0) 0,

x

x

∗

∗

⎧⎪ =⎪⎪⎨⎪ =⎪⎪⎩
 

1

2

(3) 4

(3) 1.

x

x

∗

∗

⎧⎪ =⎪⎪⎨⎪ =⎪⎪⎩
 

 b) 1 4,...,c c  se determină din condiţiile la limite (Teorema 3.2): 

 
1

2

(0) 0

(0) 0,

x

x

∗

∗

⎧⎪ =⎪⎪⎨⎪ =⎪⎪⎩
 1 1

2 2

(3) (3) 4

(3) (3) 1.

p x

p x

∗ ∗

∗ ∗

⎧⎪ = −⎪⎪⎨⎪ = −⎪⎪⎩
 

 c) 1 4,...,c c  şi θ  se determină din condiţiile la limite (Teorema 3.5):  

 
1

2

(0) 0

(0) 0,

x

x

∗

∗

⎧⎪ =⎪⎪⎨⎪ =⎪⎪⎩
 

1

2

( ) 10

( ) 10.

x

x

θ θ

θ

∗

∗

⎧⎪ =⎪⎪⎨⎪ =⎪⎪⎩
 

 2
1 2 2 2 1(1/ 2) ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) 10 ( ) 0u p p x p u pθ θ θ θ θ θ θ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗+ − + − = . 

 d) 1 4,...,c c  şi α  se determină din condiţiile la limite (Teorema 3.6): 

 1

2

(0) 0

(0) 0,

x

x

∗

∗

⎧⎪ =⎪⎪⎨⎪ =⎪⎪⎩
 

1 2(3) 4 (3) 12,x x+ =
 1

2

(3)

(3) .

p

p

α

α

∗

∗

⎧⎪− =⎪⎪⎨⎪− =⎪⎪⎩
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3.3. Sisteme dinamice cu legături suplimentare 

 Faţă de formularea din secţiunea 3.1, problema de sinteză a comenzii 
optimale poate fi însoţită de condiţii suplimentare (legături) privind evoluţia 
comenzii optimale şi stării optimale.  

 a. Legături punctuale  
 Fiind dată : n m μϕ × × →R R R R , funcţiile ( )u t∗  şi ( )x t∗  trebuie să 
satisfacă legăturile punctuale: 

 ( ), ( ), ( ) 0, [ , ]t x t u t tϕ τ θ∗ ∗ = ∈ . (3.29) 

 Similar cu (3.4), se defineşte un nou indice de calitate extins: 

 { }( ) ( , ) ( , , ) [ ( , , ) ] ( , , )T T
feJ u G x F t x u p f t x u x q t x u dt

θ

τ
θ ϕ= + + − +∫ , (3.30) 

în care q μ∈R  este o nouă necunoscută (un nou vector al multiplicatorilor 
Lagrange). Evident, pentru (3.1), (3.29) şi conform Observaţiei 3.2, are loc: 

 ( ) ( ) extremum, ,n
eJ u J u p q μ∗ ∗= = ∀ ∈ ∀ ∈R R . (3.31) 

 Similar cu (3.6), se defineşte o nouă funcţie Hamilton: 

 ( , , , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )T TH t x p q u F t x u p f t x u q t x uϕ+ + . (3.32) 

 Cu aceasta noul indice de calitate extins devine: 

 { }( ) ( , ) ( ) ( ) ( , , , , )T T
feJ u G x p t x t H t x p q u p x d t

θθ

τ τ
θ= − + +∫ . (3.33) 

 Noile ecuaţii Hamilton se obţin aplicând condiţia necesară de extremum 
(2.10) (utilizând procedeul de la demonstraţia Teoremei 3.1). Rezultă: 

 

( )
( )

( )
( )

grad , ( ), ( ), ( ), ( )

grad , ( ), ( ), ( ), ( )

grad , ( ), ( ), ( ), ( ) 0

grad , ( ), ( ), ( ), ( ) 0, [ , ] .

p

x

q

u

x H t x t p t q t u t

p H t x t p t q t u t

H t x t p t q t u t

H t x t p t q t u t t τ θ

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

⎧⎪ =⎪⎪⎪⎪⎪ =−⎪⎪⎪⎨⎪⎪ =⎪⎪⎪⎪⎪ = ∈⎪⎪⎩

 

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)
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 Evident, se pot enunţa rezultate similare cu Teoremele 3.1 – 3.7, cu 
menţiunea că acum, în locul ecuaţiilor (3.8) – (3.10), se folosesc ecuaţiile (3.34) – 
(3.37) şi (3.29). În acelaşi timp, condiţiile la limite, corespunzătoare problemei de 
soluţionat, rămân neschimbate.  

 b. Legături globale  
 În acest caz ( )u t∗  şi ( )x t∗  trebuie să satisfacă legăturile globale: 

 ( ), ( ), ( )t x t u t d t c
θ

τ
ψ ∗ ∗ =∫ , (3.38) 

unde : n m νψ × × →R R R R  şi c ν∈R  este un vector constant.  
 Se introduce o nouă variabilă (necunoscută): 

 ( )( ) , ( ), ( )
t

z t t x u d
τ
ψ σ σ σ= ∫ . (3.39) 

 Evident, ( )z t∗  satisface ecuaţia: 

 ( , , ), [ , ]z t x u tψ τ θ∗ ∗ ∗= ∈ , (3.40) 

cu condiţiile la limite: 

 ( ) 0, ( )z z cτ θ∗ ∗= = . (3.41) 

 Procedând ca în secţiunea 3.1, noul indice de calitate extins are forma: 

 [ ]{( ) ( , ) ( , , ) ( , , )T
feJ u G x F t x u p f t x u x

θ

τ
θ= + + − +∫  

 [ ]}( , , )Tr t x u z d tψ+ − , (3.42) 

în care r ν∈R  este o nouă necunoscută (un nou vector al multiplicatorilor 
Lagrange). Fireşte, cu (3.1), (3.39), (3.40) şi Observaţia 3.2, are loc: 

 ( ) ( ) extremum, ,n
eJ u J u p r ν∗ ∗= = ∀ ∈ ∀ ∈R R . (3.43) 

 Similar cu (3.32), se defineşte o nouă funcţie Hamilton: 

 ( , , , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )T TH t x p r u F t x u p f t x u r t x uψ+ + . (3.44) 

 Cu aceasta noul indice de calitate extins, după calcule relativ simple, devine: 
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 ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )T T
feJ u G x p t x t r t z t

θ θ
θ τ τ= − − +  

 { }( , , , , ) T TH t x p r u p x r z dt
θ

τ
+ + +∫ . (3.45) 

 Noile ecuaţii Hamilton (care vor înlocui ecuaţiile (3.8) – (3.10)) se obţin prin 
aplicarea condiţiei necesare de extrem (2.10) (utilizând procedeul la demonstraţia 
Teoremei 3.1). Rezultă: 

 

( )
( )
( )
( )

( )

grad , ( ), ( ), ( ), ( )

grad , ( ), ( ), ( ), ( )

grad , ( ), ( ), ( ), ( )

grad , ( ), ( ), ( ), ( ) 0

grad , ( ), ( ), ( ), ( ) 0, [ , ].

p

r

x

z

u

x H t x t p t r t u t

z H t x t p t r t u t

p H t x t p t r t u t

r H t x t p t r t u t

H t x t p t r t u t t τ θ

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

⎧⎪ =⎪⎪⎪⎪⎪ =⎪⎪⎪⎪ =−⎨⎪
=− =

= ∈⎩

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

 

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

 

 Este uşor de observat că ecuaţia (3.47) coincide cu ecuaţia (3.40) şi că din 
(3.49) rezultă: 

 ( ) constantr t∗ = . 

 Şi în acest caz se pot enunţa rezultate similare cu Teoremele 3.1 – 3.7, cu 
menţiunea că, în locul ecuaţiilor (3.8) – (3.10), se folosesc ecuaţiile (3.46) – (3.50). 
În acelaşi timp, condiţiile la limite, asociate problemei de soluţionat, rămân 
neschimbate, dar de fiecare dată se adaugă şi condiţiile la limite (3.41).  



4. Sinteza comenzii optimale pentru sisteme  
dinamice liniare 

4.1. Ecuaţia Riccati 
 Acest subcapitol este dedicat sintezei comenzii optimale pentru sisteme 
dinamice liniare. După cum se va vedea în cele ce urmează, în acest caz este 
posibilă, în general, generarea în timp real a comenzi optimale pe baza reacţiei 
după starea sistemului.  
 Fie sistemul dinamic liniar variant în timp, descris de ecuaţia de intrare – 
stare: 

 ( ) ( ) , [ , ] , ,n mx A t x B t u t x uτ θ += + ∈ ⊆ ∈ ∈R R R , (4.1) 

cu starea iniţială (3.2), cunoscută fixată, şi starea finală fixată sau liberă (3.3) (v. 
Observaţia 3.1). 
 Se cere să se determine o comandă optimală ( )u t∗  care minimizează indicele 
de calitate: 

 { }1/ 2 1/ 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T TJ u x M x x t Q t x t u t R t u t d t
θ

τ
θ θ= + +∫ , (4.2) 

în care M  şi ( )Q t  sunt matrice reale pozitiv semidefinite şi ( )R t  este o matrice 
reală pozitiv definită pentru [ , ]t τ θ∈  (v. Anexa C). Aceste matrice ponderează 
contribuţia componentelor vectorilor ( ), ( )x x tθ  şi respectiv ( )u t  în indicele (4.2). 
 Pentru indicele de calitate (4.2), prin comparaţie cu (1.12), se poate da 
următoarea interpretare fizică: se doreşte ca prin minimizarea indicelui de calitate 

( )J u  starea ( )x t să fie cât mai apropiată de origine (traiectoria dorită este 

( ) 0dx t ≡ ; v. indicele de calitate (1.12) cu (1.3)) şi consumul de energie de 
comandă să fie limitat. 
 Funcţia Hamilton, conform definiţiei (3.6), are expresia: 

 ( ) 1/ 2 1/ 2, ( ), ( ), ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T TH t x t p t u t x t Q t x t u t R t u t+ +  

 [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )Tp t A t x t B t u t+ + . (4.3) 
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 Teorema 4.1 
 O condiţie necesară de existenţă a unei extremale ( )u t∗  pentru indicele de 
calitate (4.1), asociat sistemului dinamic (4.1) este ca să aibă loc: 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) 0, [ , ] ,

T

T

x A t x B t u

p Q t x A t p

R t u B t p t τ θ

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗

⎧⎪ = +⎪⎪⎪⎪⎪⎪ =− −⎨⎪⎪⎪⎪ + = ∈⎪⎪⎪⎩

 

(4.4)

(4.5)

(4.6)

 

cu condiţia iniţială (3.11) şi, după caz, cu una din condiţiile finale:  
 (i) pentru orizont finit fixat, stare finală fixată: (3.12); 
 (ii) pentru orizont finit fixat, stare finală liberă:  

 ( ) ( )p M xθ θ∗ ∗= ; (4.7) 

 (iii) pentru orizont finit liber, stare finală fixată: (3.12) şi 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 0T T Tx Q x u Ru p A x Buθ θ θ θ θ θ θ θ∗ ∗ ∗ ∗ ∗⎡ ⎤+ + + =⎢ ⎥⎣ ⎦ ; (4.8) 

 (iv) pentru orizont finit liber, stare finală liber: (3.12), (4.7) şi (4.8).  
 D. Ecuaţiile (4.4) – (4.6) se obţin din (4.3) şi (3.8) – (3.10). Condiţiile (i) – 
(iv) se obţin respectiv din condiţiile la limite de la Teoremele 3.1 – 3.4.  
 Din (4.6) se obţine comanda optimală: 

 1( ) ( )Tu R t B t p∗ − ∗=− . (4.9) 

 Înlocuind (4.9) în (4.4), aceasta devine: 

 1( ) ( ) ( ) ( )Tx A t x B t R t B t p∗ ∗ − ∗= − . (4.10) 

 Ecuaţiile (4.10) şi (4.5) formează un sistem de 2n  ecuaţii omogene cu 2n  
necunoscute scalare, a cărui formă vectorial matriceală este: 

 

1( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

T

T

x A t B t R t B t x

p Q t A t p

∗ − ∗

∗ ∗

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. (4.11) 

 Soluţia acestui sistem de ecuaţii, cu condiţii la limite adecvat formulate, 
oferă posibilitatea de a se determina atât comanda optimală, cât şi traiectoria 
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optimală ale sistemului. Trebuie remarcat că în acest caz ( )u t∗  se obţine ca funcţie 
de timp. În aplicaţii aceasta trebuie sintetizată şi utilizată ca o comandă în circuit 
deschis, ceea ce poate implica dificultăţi de realizare şi utilizare. 
 Un procedeu mai simplu de realizare a comenzii ( )u t∗  constă în utilizarea 
reacţiei după stare. În acest sens se poate arăta că există o matrice ( )K t , n  
dimensională, simetrică, astfel încât 

 ( )p K t x∗ ∗= . (4.12) 

 În această situaţie comanda optimală are expresia: 

 1( ) ( ) ( )Tu R t B t K t x∗ − ∗=− . (4.13) 

 Aceasta înseamnă că este posibilă comanda optimală a unui sistem liniar de 
forma (4.1) utilizând reacţia după stare. Această soluţie este ilustrată în fig. VI.4.1 
(v. şi fig. I.3.1), în care s-a introdus şi comanda externă mv ∈R . 
 Pentru a determina matricea ( )K t  se elimină , ,x p u∗ ∗ ∗  între ecuaţiile 
(4.4), (4.5), (4.12) şi (4.13). Se obţine ecuaţia diferenţială Riccati: 

 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0, [ , ]TK K A t A t K K B t R t B t K Q t t τ θ−+ + − + = ∈ , (4.14) 

căreia i se adaugă condiţiile la limite. De pildă, pentru problema cu orizont finit 
fixat şi stare finală liberă (v. Teorema 3.2), ecuaţiilor (4.4) – (4.6) li se adaugă 
condiţiile iniţială (3.11) şi finală (3.20). 

 
Fig. VI.4.1. Comanda optimală prin reacţie după stare 

 Condiţia finală (3.20), concretizată prin (4.7), este semnificativă pentru soluţia 
ecuaţiei Riccati (4.14). Comparând (4.7) cu (4.12) (pentru t θ= ) se obţine: 

( )B t  [ ]... dt
θ

τ∫

( )A t  

1( ) ( ) ( )TR t B t K t−

u∗  
x∗  v  

0x
+ 

+ + 

+ + 

– 
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 ( )K Mθ = . (4.15) 

 Ecuaţia (4.14) cuprinde ( 1) / 2n n+  ecuaţii diferenţiale scalare de ordinul 1, 
cu tot atâtea necunoscute. Ea poate fi rezolvată numeric şi integrarea are loc 
regresiv, de la t θ= , cu condiţia (4.15), către t τ= . 
 În cazul problemei cu orizont finit fixat şi stare finală fixată termenul 

( ) ( ) / 2Tx M xθ θ  din (4.2) este o constantă cunoscută şi independentă de comanda 

optimală ( )u t∗ . În această situaţie, în mod firesc, se adoptă 0M = . 

4.2. Ecuaţia algebrică Riccati 

 Din ecuaţia (4.14) rezultă că, în general, chiar atunci când matricele 
, , ,A B Q R  sunt constante, soluţia ( )K t  este variantă în timp. 

 Un caz particular interesant, în special pentru aplicaţii, este acela al 
sistemelor dinamice liniare invariante în timp descrise de ecuaţia: 

 , , ,n mx A x Bu t x u+= + ∈ ∈ ∈R R R , (4.16) 

cu condiţia iniţială (3.2), cu 0τ= , şi cu orizont infinit şi stare finală fixată 0fx = .  

 Indicele de calitate (4.2) se particularizează sub următoarea formă: 

 { }
0

( ) (1/ 2) ( ) ( ) ( ) ( )T TJ u x t Q x t u t Ru t d t
∞

= +∫ , (4.17) 

unde 11
TQ Q Q=  şi R  sunt matrice constante, cu 1Q  matrice de acelaşi rang cu Q .  

 Soluţia ( )K t  a ecuaţiei (4.14) este dependentă de timp şi în cazul , , ,A B Q R  
matrice constante. Dacă ( , )A B  şi 1( , )Q A  sunt complet controlabilă şi respectiv 
complet observabilă, se poate demonstra că matricea ( )K t  are proprietatea: 

 0lim ( )t K t K→∞ = . (4.18) 

0K  este constantă, simetrică şi pozitiv definită (v. Anexa C). Pentru t→∞  se obţine:  

 0( ) 0K t K= = .  (4.19) 

 Urmează că pentru t →∞ , cu (4.18) şi (4.19), ecuaţia diferenţială Riccati 
(4.14) devine o ecuaţie algebrică. Ea este cunoscută sub numele de ecuaţia 
algebrică Riccati şi are forma: 
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 1
0 0 0 0 0T TK A A K K B R B K Q−+ − + = . (4.20) 

 Ipoteza observabilităţii complete a perechii 1( , )Q A  asigură ca fiecare 

componentă a stării x  a sistemului (4.16) să aibă o contribuţie în ( )J u . 
 Conform cu (4.13), reacţia după stare pentru sistemul (4.16) cu (4.17) are 
expresia:  

 1
0

Tu R B K x−=− . (4.21) 

 Teorema 4.2 
 Reacţia (4.21), cu 0K  soluţie a ecuaţiei (4.20) pentru ( , )A B  complet 

controlabilă şi 1( , )Q A  complet observabilă, realizează stabilizarea sistemului (4.16). 

 D. Într-adevăr, înlocuind (4.21) în (4.16), se obţine: 

 1
0( )Tx A BR B K x−= − . (4.22) 

 0K  este simetrică şi pozitiv definită. Pentru funcţia Liapunov (v. III.1.4): 

 0( ) TV x x K x=  (4.23) 

se poate demonstra că ( )V x  este negativ definită. Într-adevăr, se scrie: 

 0 0( ) T TV x x K x x K x= + =  

 1 1
0 0 0 0( ) ( )T T T T Tx A B R B K K x x K A B R B K x− −= − + − =  

 ( )1 1
0 0 0 0 0 0

T T T Tx A K K B R B K K A K B R B K x− −= − + − =  

 1 1
0 0 0 0( 2 )T T Tx Q K B R B K K B R B K x− −= − + − , 

 1
0 0( ) ( )T TV x x Q K B R B K x−= − − .  

 1R−  este pozitiv definită şi Q  este pozitiv semidefinită (v. Anexa C). ( )V x  
este negativ definită şi (4.23) este o funcţie Liapunov tare. Conform Teoremei 
V.3.4 sistemul cu reacţie după stare (4.22) este global asimptotic stabil.  
 Există numeroase metode de rezolvare a ecuaţiei (4.20). Una dintre aceste 
metode constă în calculul vectorilor proprii ai matricei de ordinul 2n :  
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1 T

T

A B R B
L

Q A

−⎡ ⎤−⎢ ⎥= ⎢ ⎥− −⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

Aceasta apare în ecuaţia (4.11) şi este particularizată pentru sistemul (4.16).  
 Se poate demonstra că cele 2n  valori proprii ale matricei L  sunt simple şi 
simetrice două câte două faţă de axa imaginară şi nici una nu este situată pe 
respectiva axă. Fie vectorii proprii asociaţi valorilor proprii situate în −^ , 

 , 1,T T T
i i ic d e i n⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦ ,  

în care ,i id e  sunt vectori n  dimensionali corespunzători partiţiei din L . Soluţia 

ecuaţiei algebrice Riccati (4.20) are expresia: 

 [ ][ ] 1
0 1 2 1 2, , , , , ,n nK d d d e e e −= … … . 

 Exemplul 4.1 
 Se consideră sistemul liniar 

 , , , , , \{0}x ax bu t x u a b+= + ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ , 

şi indicele de calitate (4.2) cu 0, 0, 0, 0M Q q R r τ= = ≥ = > =  şi θ  fixat.  

 Să se determine comanda optimală ( )u t∗  care transferă starea sistemului 

între 0(0)x x=  şi ( ) fx xθ =  liberă, şi care minimizează indicele ( )J u . 

 Comanda optimală (4.13) se obţine cu ecuaţia diferenţială Riccati scalară 

 2 1 2 2k b r k a k q−= − − , 

care este o ecuaţie cu variabile separabile. Cu ( ) 0k θ =  (v. (4.15)), soluţia este: 

 
2 ( )

2 2 1
1 2 2 ( )

2 1

1( ) , [0, ], cu 0
t

t
ek t k k t a b q r

k k e

θ

θ

α

α θ α
−

−
−

−= ∈ = + ≥
−

, 

în care 2
1,2 ( )k b r a α−= ±  sunt rădăcinile polinomului 2 1 2 2b r k a k q− − − . 

 Pentru θ=∞  se obţin: 2
0 1 ( )k k b r a α−= = + , 1( ) ( ) ( )u t b a x tα∗ − ∗=− + . 

Sistemul cu reacţie după stare (v. (4.22)) este descris de: x xα=− . Pentru 0α>  
acest sistem este global asimptotic stabil, fapt care are loc pentru 0q> .  



5. Principiul minimului 

5.1. Probleme de conducere optimală cu restricţii 
 La formularea problemei de sinteza a comenzii optimale (v. paragraful 3.1) 

s-a precizat că nx∈  şi mu∈ , ceea ce, implicit, înseamnă că pentru funcţiile 
( )x t  şi ( )u t  nu s-au formulat condiţii de mărginire. În condiţii reale însă aceste 

funcţii trebuie să satisfacă anumite restricţii determinate de limitele admisibile de 
funcţionare a sistemelor dinamice reale. Tipice în acest sens sunt restricţiile de 
forma: 

 0( ) , [ , ], 1,i iu t u t i mτ θ≤ ∈ = , (5.1) 

în care iu , 1,i m= , sunt componentele comenzii u . Limitele admisibile ale 

mărimii de intrare, u , se precizează prin constantele cunoscute 0 0iu > , 1,i m= . 

Ele sunt dependente de puterea disponibilă a mărimii de intrare, de palierele de 
saturaţie, de restricţiile impuse de siguranţa în funcţionare etc. 
 În aceste noi circumstanţe condiţia necesară de extrem din Teorema 2.1 
trebuie să fie în mod adecvat generalizată. Teorema 2.1 a fost formulată pentru 
mărimea de intrare admisibilă :[ , ] mu τ θ → R , căreia nu i s-au prescris nici un fel 
de restricţii. 
 Pentru generalizarea Teoremei 2.1 se introduce noţiunea de funcţie 
admisibilă relativ la restricţii în conformitate cu consideraţiile de mai sus. Se au în 
vedere funcţionale de forma (2.1), :J Ω→ R . Un element u Ω∈  este o funcţie de 

timp, :[ , ] mu Uτ θ → ⊂R , cu [ , ] [0, )tτ ⊆ ∞ , continuă pe porţiuni, cu valori într-o 

mulţime (închisă şi mărginită) mU ⊂  (de pildă definită prin (5.1)) şi care 
satisface condiţiile la limite liniare (2.2). 

 Definiţia 5.1 
 O funcţie u Ω∈ , admisibilă conform Definiţiei 2.1, se numeşte admisibilă 
relativ la restricţii dacă  

 { ; ( ) , [ , ],m
au u u t U t UΩ Ω τ θ∈ ∈ ∈ ⊂ ∈ −  închisă şi mărginită } .   
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5.2. Generalizarea condiţiei necesare de extrem 
 Evident, orice funcţie admisibilă relativ la restricţii este şi admisibilă.  
 După cum s-a arătat în Definiţia 2.4, comanda optimală u ∗  realizează, de 
exemplu, un minim relativ al funcţionalei ( )J u  dacă  

 ( ) ( ) 0J u J u JΔ∗− = ≥  (5.2.) 

pentru orice comandă admisibilă u  suficient de apropiată de u ∗ .  
 S-a arătat în Definiţia 2.3 că, pentru u u uδ∗= + , creşterea JΔ  a 
funcţionalei ( )J u  poate fi pusă sub forma: 

 ( , ) ( , ) termeni de ordin superiorJ u u J u uΔ δ δ δ∗ ∗= + . (5.3) 

 Dacă u ∗  este suficient de îndepărtată de frontiera lui U , atunci o condiţie 
necesară ca u ∗  să fie o comandă optimală este ( , ) 0J u uδ δ∗ =  pentru orice 
variaţie uδ  suficient de mică în normă (v. Teorema 2.1).  

 
 Dacă pentru un interval 1 2[ , ] [ , ]t t τ θ⊆ , ( )u t∗  aparţine frontierei lui U  (ca 

în fig. VI.5.1), atunci există o variaţie uδ , astfel ca u uδ∗+  să fie admisibilă 

relativ la restricţii. Dacă se consideră numai variaţiile uδ  pentru care u uδ∗+  este 

admisibilă relativ la restricţii, atunci o condiţie necesară pentru ca u ∗  să minimi-

Fig. VI.5.1. Comenzi admisibile relativ la restricţii 

regiune inadmisibilă 

regiune  
admisibilă

frontiera 

u uδ∗+ u uδ∗+

  τ        t1     t2  θ t 

u ∗

( )u t  

u uδ∗ −  
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zeze funcţionala ( )J u  (v. (5.2), (5.3)) este ( , ) 0J u uΔ δ∗ ≥ . Pentru 

1 2[ , ] [ , ]t t tτ θ∈ ∪ , pentru care ( )u t∗  nu aparţine frontierei lui U , o condiţie 

necesară de minimum este ( , ) 0J u uδ δ∗ = , pentru orice variaţie uδ  suficient de 
mică în normă. 
 În concluzie, având în vedere toate comenzile u , admisibile relativ la 
restricţii, astfel ca semnul creşterii JΔ  să fie dat de variaţia Jδ , se ajunge, pentru 
problema de minimum, la următoarele generalizări ale Teoremelor 2.1 şi 3.1 – 3.7.  

 Teorema 5.1  
 Fie ( )J u  o funcţională diferenţiabilă în care comanda u  este admisibilă 

relativ la restricţii. O condiţie necesară ca u ∗  să minimizeze ( )J u  este: 

 ( , ) 0, [ , ] a.p.t. (aproape peste tot)J u u tδ δ τ θ∗ ≥ ∈ .  (5.4) 

 Teorema 5.2 (Pontriaghin) 
 O condiţie necesară de existenţă a unei comenzi optimale ( )u t U∗ ∈  
(admisibilă relativ la restricţii conform Definiţiei 5.1), care minimizează indicele 
de calitate extins (3.7), asociat sistemului (3.1), este ca să aibă loc: 

 

( )
( )

( ) ( )

grad , ( ), ( ), ( )

grad , ( ), ( ), ( )

, ( ), ( ), ( ) , ( ), ( ), ( ) ,

p

x

x H t x t p t u t

p H t x t p t u t

H t x t p t u t H t x t p t u t

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

⎧⎪ =⎪⎪⎪⎪⎪ =−⎨⎪⎪⎪⎪⎪ ≥⎪⎩

 

(5.5)

(5.6)

(5.7)

 

 ( ) , ( ) , [ , ] a.p.t.u t U u t U t τ θ∗∀ ∈ ∈ ∈ , 

şi după caz, condiţiile la limite conform Teoremelor 3.1 – 3.7.  
 D. Demonstraţia condiţiilor (5.5) – (5.7) este similară cu aceea a Teoremei 
3.1, exceptând utilizarea condiţiei necesare (2.10), care se înlocuieşte cu (5.4).   

 Observaţia 5.1  
 Principiul minimului (Teorema 5.2) prin care se asigură minimizarea 
funcţionalei ( )J u  poate fi reformulat, schimbând ( )J u  cu ( )J u− , pentru 
problema maximizării funcţionalei ( )J u− . Corespunzător, în (5.4) şi (5.7), se 
înlocuieşte „≥”cu „≤”. În acest caz se vorbeşte despre principiul maximului.   
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5.3. Problema timpului minim

Acesta este una din problemele cele mai interesante de aplicare a
principiului minimului. Pentru ilustrare se consideră sistemul dinamic liniar
invariant în timp, cu restricţiile de comandă (5.1), descris de:

, , ,n mx A x Bu t x u U        , (5.8)

 0 0; , 0, 1,m
i i iU u u u u i m     , (5.9)

în care 0, 1,i iu u i m , sunt componentele lui u , respectiv ale restricţiei date 0u .

Sistemului (5.8) i se asociază indicele de calitate:

0
( )J u d t







  . (5.10)

Să se determine o comandă u  , conformă restricţiilor (5.9), care transferă
sistemul (5.8) din orice stare iniţială 0(0) 0x x  în starea finală ( ) 0fx x  

în timpul cel mai scurt posibil, respectiv se realizează minimizarea indicelui (5.10).

Teorema 5.3

O condiţie necesară de existenţă a unei comenzi optimale ( )u t U 
(admisibilă relativ la restricţii conform cu (5.9)), care minimizează indicele de
calitate (5.10) asociat sistemului (5.8) este ca să aibă loc:

( ) ( ) ( ) 0,

T

T

x Ax Bu

p A p

p t B u t u t

  

 

 

        





(5.11)

(5.12)

(5.13)

0 0( ) cu ( ) , ( ) cu ( ) , 1, , [0, ] a.p.t.i i i iu t u t u u t u t u i m t      ,

cu condiţiile la limite:

0(0) ,

( ) 0,

1 ( ) ( ) 0.T

x x

x

p Bu



 





 





 

(5.14)

(5.15)

(5.16)
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 D. În acest caz 0, 1G F≡ =  (v. (3.4)). Funcţia Hamilton (v. (3.6)) are forma: 

 ( , , , ) 1 ( )TH t x p u p A x Bu= + + . (5.17) 

 Condiţiile (5.4) – (5.7) aplicate funcţiei (5.17) conduc imediat respectiv la 
(5.11) – (5.13). Condiţiile la limite (5.14) – (5.16) sunt conforme respectiv 
condiţiilor similare de la Teorema 3.3.   
 Condiţia (5.13) poate fi pusă şi sub forma: 

 1( ) ( ) ( ) 0m T
i i ii p b u t u t∗∗

=
⎡ ⎤− ≥⎢ ⎥⎣ ⎦∑ , (5.18) 

 0 0( ) , ( ) , 1, , [0, ] a.p.t.i i i iu t u u t u i m t θ∗∀ ≤ ≤ = ∈ , 

în care , 1,ib i m= , sunt coloanele matricei B .  

 Se definesc următoarele funcţii scalare: 

 ( ) ( ) ( ), 1,TT
i i is t p t b b p t i m∗ ∗= = . (5.19) 

 Se observă că soluţia ( )u t∗  cu 0( ) , [0, ] a.p.t., 1,i iu t u t i mθ∗ ≤ ∈ = , se 

obţine în sensul satisfacerii inegalităţii (5.18) pentru orice 0( )i iu t u≤ , [0, ]t θ∈  

a.p.t., 1,i m= , dacă  

 0( ) sgn ( ), 1,i i iu t u s t i m∗ =− = . (5.20) 

 Aceasta este comanda optimală căutată şi ea implică utilizarea unui 
regulator neliniar de tip releu format din m  relee bipoziţionale ideale, câte unul 
pentru fiecare componentă a comenzii u . Fiecare releu este comandat de un ( )is t  

şi realizează comutarea comenzii ( )iu t∗  între 0iu−  şi 0iu+  atunci când semnul 

funcţiei ( )is t  se schimbă. Din acest motiv ( )is t  se numesc funcţii de comutare. 

 Funcţiile de comutare se detaliază folosind soluţia ecuaţiei (5.12): 

 ( ) (0)TA tp t e p∗ − ∗= . (5.21) 

 Înlocuind (5.21) în (5.19) şi (5.20) rezultă: 

 ( ) (0), 1,TT A t
i is t b e p i m− ∗= = , (5.22) 



VI. Conducerea optimală a sistemelor dinamice 
 

 374

 0( ) sgn[ (0)], 1,TT A t
i i iu t u b e p i m∗ − ∗=− = . (5.23) 

 θ  rezultă din (5.15), iar (0)p ∗  din (5.16) cu (5.21), (5.23). Se scrie: 

 { } 01(0) diag sgn[ (0)],....,sgn[ (0)] 1T TTT T
m

A A Ap e B b e p b e p uθ θ θ∗ − − ∗ − ∗ = . 

 Este posibil ca pentru anumiţi i  şi anumite intervale de timp să aibă loc 

( ) 0is t ≡ . Urmează că pe acele intervale de timp ( )iu t∗  este nedeterminat şi se 

spune că problema timpului minim este singulară. În caz contrar ea este 
nesingulară. Se poate arăta că singularitatea se elimină în următoarele condiţii.  

 Teorema 5.4 
 Dacă perechile ( , ), 1,iA b i m= , sunt complet controlabile atunci problema 

timpului minim (5.11) – (5.13) este nesingulară. Comanda optimală este (5.23).   
 Relativ la numărul de comutări ale releelor ideale care realizează comanda 
optimală (5.23) se poate demonstra următorul rezultat. 

 Teorema 5.5 (Feldbaum) 
 Dacă valorile proprii ale matricei A  sunt reale şi perechile ( , ), 1,iA b i m= , 

sunt complet controlabile, atunci în problema timpului minim (5.11) – (5.13) 
fiecare componentă a comenzii optimale (5.23) comută de cel mult 1n−  ori.   

 Exemplul 5.1 
 Fie un sistem dublu integrator descris de următoarele ecuaţii: 

 1 2 2 0, , 0, .x x x bu t u u= = ≥ ≤  

 Să se determine o comandă optimală 0u u∗ ≤  care realizează transferul din 

orice stare 10 200, 0x x≠ ≠  în starea 1 20, 0f fx x= = , în timp minim. 

 Funcţia Hamilton (v. (5.17)) are expresia: 1 2 21H p x b p u= + + . 
 Conform Teoremei 5.3, condiţia necesară de extrem se exprimă prin: 

 1 2

2 ,

x x

x bu

∗ ∗

∗ ∗

⎧⎪ =⎪⎪⎨⎪ =⎪⎪⎩
  1

2 1

0

,

p

p p

∗

∗ ∗

⎧⎪ =⎪⎪⎨⎪ =−⎪⎪⎩
  

0 02( ) 0, , , [0, ].bp u u u u u u t θ∗ ∗ ∗− ≥ ∀ ≤ ≤ ∈
 

 Din ecuaţiile în p  şi respectiv din inecuaţia în u  se obţin: 
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 1 1 21 2( ) , ( )p t c p t c t c∗ ∗= =− + ,   0( ) sgn ( )u t u s t∗ =− , 

în care 2( ) ( )s t b p t∗=  este funcţia de comutare. 2 ( )p t∗  fiind liniară în timp, rezultă 

că ( )s t  are cel mult un zero în intervalul [ ]0, θ . 
 Integrând ecuaţiile sistemului pentru 0u u=±  se obţin ecuaţiile: 

 2 *
0 1 2 3,4 0( ) ( ) / 2 pentrubu x t x t c u u=± + =± . 

 Acestea sunt două familii de parabole ale căror imagini se dau în fig. VI.5.2 
(F+, F–). Dacă traiectoria care porneşte din 10 20( , )x x  trece prin origine, atunci nu 
este necesară nicio comutare, sistemul evoluând natural spre origine. 

 
Fig. VI.5.2. Traiectoriile de stare ale sistemului dublu integrator 

 Dacă traiectoria care porneşte din 10 20( , )x x  nu trece prin origine, comutarea 
trebuie să aibă loc la intersecţia acestei traiectorii cu acea traiectorie din cealaltă 
familie, care trece prin origine, fig. VI.5.3. 
 Prin urmare, curba de comutare este formată din două ramuri, care trec prin 
origine, una din familia F+ şi una din familia F– . Ecuaţia curbei de comutare este: 

 1
1 2 0 2 2( ) ( ) / 2x S x bu x x−=− − . 

 Comanda optimală se realizează cu ajutorul unui releu bipoziţional ideal, iar 
comutarea acestuia are loc după următoarea lege: 

 0 1 2( ) sgn[ ( )]u t u x S x∗ = − − . 

c3 < 0
c3 = 0

c3 > 0

0 

u*= + u 0 

x 1

F+ 

x 2 

c4 < 0
c4= 0 

c4 > 0

0

F– 

u*= – u 0 
x 2

x 1 
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Fig. VI.5.3. Comutarea optimală 

 Rezultă că ( )u t∗  se poate realiza prin două conexiuni de reacţie negativă:  

 1 1 3 3 2, ( )u x x x S x=− − = ,  

una liniară după 1x  şi cealaltă neliniară după 2x . Structura sistemului se prezintă în 

fig. VI.5.4, iar caracteristica elementului neliniar are forma din fig. VI.5.5. 

 

Momentul optim al comutării poate 
fi determinat cunoscând punctele de 
intersecţie P şi respectiv Q, fig. VI.5.3. 
 Caracteristica neliniară (fig. VI.5.5) 
poate fi aproximată prin segmente de 
dreaptă. În acest caz comutarea nu mai are 
loc în momentul optim. Se spune că 
procesul de comutare este suboptimal.  

Fig. VI.5.4. Structura sistemului optimal 

sgn u1 

S(x2) 
)

Regulator optimal 

– – 

x1 

u1 u x1 

x2

0 ( )t dt⋅∫0 ( )tb dt⋅∫
+

+
+

+ x10 x2 0

x3 

Dublu integrator 

1
3 2 0 2 2( ) ( ) / 2x S x bu x x−=

x2

Fig. VI.5.5. Graficul elementului neliniar 

(x10, x2 0) 

0 

curba de 
comutare 

P 

F+, c3 = 0

x* pt. u*= – u 0 

x1 

x2 

x* pt. u*= + u 0

x1 
0 

curba de 
comutare Q 

F–, c4 = 0 

(x10, x2 0) 

x2 

x* pt. u*= – u 0 

x* pt. u*= + u 0



6. Programarea dinamică 

6.1.  Principiul optimalităţii 
 În continuarea problemelor cu restricţii tratate în subcapitolul precedent, o 
altă posibilitate de generalizare a condiţiei necesare de extrem (Teorema 2.1) 
porneşte de la ideea conform căreia orice traiectorie optimală este formată din 
segmente care sunt de asemenea traiectorii optimale.  
 Pentru ilustrarea conversiei acestei idei într-un principiu aplicabil practic, se 
consideră un sistemul dinamic descris de ecuaţia de stare (3.1), în care comanda u  
este admisibilă relativ la restricţii ( au Ω∈ , v. Definiţia 5.1). Se cere să se 

sintetizeze o extremală ( )u t∗ , admisibilă relativ la restricţii, care minimizează 
funcţionala (1.14) (Bolza) şi care transferă starea ( )x t  din starea iniţială (3.2) până 
în momentul final θ  şi în starea finală 

fx , conform condiţiei finale (3.3).  

 Presupunând problema rezolvată, 
fie ( )u t∗  o comandă optimală şi ( )x t∗  
traiectoria optimală a sistemului (3.1) – 
fig. VI.6.1. În această situaţie are loc:  

 ( ) minimABJ u J ∗∗ = = . (6.1) 

 Fie C, de stare ( '), ' [ , ]x t t τ θ∗ ∈ , 
un punct intermediar al traiectoriei 
optimale de la A la B. Cu referire la 
traiectoria ACB se poate demonstra rezultatul următor.  

 Teorema 6.1 
 Dacă ACB este o traiectorie optimală de la A la B a sistemului (3.1), atunci 
CB este o traiectorie optimală de la C la B.  
 D. Prin ipoteză traiectoria ACB este optimală. Conform cu (6.1) se scrie:  

 AC CBAB minimJ J J∗ = + = . 

nx
2x

1x

A 

C 
B D 

( )x τ∗

( ')x t∗
( )x θ∗  

Fig. VI.6.1. Ilustrare la Teorema 6.1 

sistem 
( )x t∗  ( )u t∗
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 Se presupune că traiectoria CB nu este optimală. Urmează că există o altă 
traiectorie, de exemplu CDB (v. fig. VI.6.1) pentru care 

 CDB CBJ J< . 

 Adunând ambilor membri ai inegalităţii de mai sus valoarea ACJ , se obţine: 

 AC CDB AC CB ABACDBJ J J J J J ∗+ = < + = . 

Aceasta înseamnă că 

 ACDB ABJ J ∗< , 

ceea ce arată că traiectoria ACDB este optimală. Acest rezultat este absurd, 
deoarece prin ipoteză traiectoria ACB este optimală.   
 Din Teorema 6.1 se deduce că în orice moment [ ]' ,t τ θ∈  comanda ( ')u t  

trebuie astfel aleasă încât traiectoria dintre stările ( ')x t∗  şi ( )x θ∗  să fie optimală, 
oricare ar fi starea iniţială. Aceasta fiind calitatea esenţială a comenzii optimale, se 
poate formula următorul rezultat fundamental.  

 Principiul optimalităţii (Bellman) 
 Fie sistemul (3.1) şi comanda optimală ( ), [ , ]u t t τ θ∗ ∈  care determină 

traiectoria optimală ( ), [ , ]x t t τ θ∗ ∈ . Fie ( '), ' [ , ]x t t τ θ∗ ∈  o stare intermediară 

determinată de ( ), [ , ']u t t tτ∗ ∈ . Comanda optimală are proprietatea că pentru orice 

't  şi orice ( ')x t∗  comanda ( ), [ ', ]u t t t θ∗ ∈  este de asemenea optimală.   

6.2. Forma discretă a programării dinamice 
 Se va presupune că f  din ecuaţia (3.1) a sistemului dinamic şi ,G F  din 
indicele de calitate (1.14) nu depind explicit de timp. Această ipoteză nu reduce din 
generalitatea tratării, deoarece oricând este posibil să se completeze vectorul de 
stare x  cu componenta suplimentara 1nx t+ =  şi ecuaţia de stare cu 1 1nx + =� .  

 În această situaţie se consideră sistemul dinamic (3.1) descris de ecuaţia: 

 ( )( ), ( ) , [ , ] , ,n
ax f x t u t t x uτ θ Ω+= ∈ ⊆ ∈ ∈R R� , (6.2) 

cu stările iniţială (3.2) şi finală (3.3), şi u  admisibilă relativ la restricţii ( aΩ  a fost 
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introdusă prin Definiţia 5.1). Ecuaţiei (6.2) i se asociază indicele de calitate: 

 [ ]( ) ( ) ( ), ( )fJ u G x F x t u t d t
θ

τ
= +∫ . (6.3) 

 Pentru a utiliza în mod transparent principiul optimalităţii şi, totodată, pentru 
a avea în vedere majoritatea aplicaţiilor, se discretizează în timp problema (6.2), 
(6.3). Intervalul [ , ]τ θ , cu τ θ<  fixaţi, se împarte în N  subintervale, fiecare de 

durată tΔ , astfel că se obţine ( ) /t NΔ θ τ= −  şi ( ), ( )k kx x k t u u k tΔ Δ� � . 

 Ecuaţia (6.2) are următoarea formă discretă în timp: 

 1 ( , ) , 0, 1k k k kx x f x u t k NΔ+ = + = − . (6.4) 

 În acelaşi mod, indicele de calitate se aduce la forma discretă în timp: 

 1
0( ) ( , )N

N k kkJ G x F x u tΔ−
== +∑ . (6.5) 

 Teorema 6.2 

 O condiţie necesară ca , 0, 1ku U k N∗ ∈ = − , să minimizeze indicele de 

calitate (6.5) şi să transfere sistemul (6.4) din starea iniţială (3.2) în starea finală 
liberă 

 fNx x∗ = , (6.6) 

este ca să aibă loc ecuaţia Bellman: 

 ( ){ 1( ) min ( , )N k N k N kN k N k N k
N ku U

S x S x f x u tΔ∗ ∗ ∗
− − + −− − −

− ∈
= + +  

 }( , ) , 1,N kN kF x u t k NΔ∗
−−+ = ,  (6.7) 

în care 

 ( ) minN k N kN k UN kuS x J∗
− −− ∈−

� , (6.8) 

 1( ) ( , )N
N k N i ii N kJ G x F x u tΔ−
− = −= + =∑  

 1 ( , ) , 1,N k N k N kJ F x u t k NΔ− + − −= + = .  (6.9) 
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 D. Conform principiului optimalităţii, pentru deducerea ecuaţiei (6.7) se 

porneşte de la starea finală Nx ∗  către starea iniţială 0x ∗ . Se presupune că 

0 1 2, , , , , NN ku u u u∗ ∗ ∗ ∗
−−… …  sunt cunoscuţi. Urmează să se determine 1Nu ∗

− , sistemul 

pornind din starea 1Nx ∗
− . Comanda 1Nu ∗

−  se determină numai în funcţie de 1Nx ∗
−  şi 

Nx ∗ . Se scriu, pentru ultimul segment al traiectoriei stării, ecuaţia de stare şi 
respectiv indicele de calitate: 

 1 1 1( , )N N N Nx x f x u tΔ− − −= + , (6.10) 

 1 1 1( ) ( , )N N N NJ G x F x u tΔ− − −= + , (6.11) 

 Se determină 1Nu ∗
−  care satisface (6.10) şi minimizează (6.11). În cadrul 

acestei proceduri se realizează: 

 
11 11( ) min

NN u U NNS x J
−

∗
− ∈ −− = =  

 { }1 11min ( ) ( )
Nu U NN NG x F x u tΔ
−

∗ ∗
∈ −−= +  

 ( ){ }1 1 11 1 1min ( , ) ( , )
Nu U N NN N NG x f x u t F x u tΔ Δ
−

∗ ∗ ∗
∈ − −− − −= + + . 

 Ca rezultat se obţin comanda optimală 1Nu ∗
− , dependentă numai de 1Nx ∗

− , şi 

minimul 1 1( )N NS x ∗
− −  al indicelui de calitate.  

 Se consideră acum ultimele două segmente ale traiectoriei stării. Se scriu, în 
mod corespunzător, ecuaţia de stare şi respectiv indicele de calitate: 

 1 2 2 2( , )N N N Nx x f x u tΔ− − − −= + , (6.12) 

 2 2 2 1 1( ) ( , ) ( , )N N N N N NJ G x F x u t F x u tΔ Δ− − − − −= + + =  

 1 2 2( , )N N NJ F x u tΔ− − −= + , (6.13) 

 Se determină 2Nu ∗
−  care satisface (6.12) şi minimizează (6.13). În cadrul 

acestei proceduri se realizează: 

 
2 1

2 22 ,( ) min
N N

N NN u U u US x J∗
− −

∗
− −− ∈ ∈= =  
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 { }
2 1

1 2 2,min ( , )
N N

N N Nu U u U J F x u tΔ∗
− −

− − −∈ ∈= + =  

 { }2 1 2 21min ( ) ( )
Nu U N N NNS x F x u tΔ
−

∗
∈ − − −−= + =  

 ( ){ }2 1 2 22 2 2min ( , ) ( , )
Nu U N N NN N NS x f x u t F x u tΔ Δ
−

∗ ∗ ∗
∈ − − −− − −= + + . 

 Ca rezultat se obţin comanda 2Nu ∗
−  şi minimul 2 2( )N NS x ∗

− −  al indicelui.  
 Se repetă acest procedeu pentru 3,4,...,k N=  şi se obţine ecuaţia (6.7).   

 Observaţia 6.1 
 Aplicarea regresivă a formulei (6.7) conduce la determinarea şirurilor 

1 2 0, , , , ,N N N ku u u u∗ ∗ ∗ ∗
− − −… …  şi respectiv 1 1 0, , , , , ,N N N kx x x x x∗ ∗ ∗ ∗ ∗

− −… … , ceea ce 

sugerează realizarea conducerii optimale prin reacţie după stare. Totodată, faptul 
că N ku ∗

−  depinde numai de N kx ∗
− , oferă posibilitatea realizării efective a unei 

reacţii după stare. Concret, comanda N ku ∗
−  poate fi elaborată de către un calculator 

numeric, pe baza ecuaţiei de recurenţă (6.7).   

 Observaţia 6.2 

 Dacă starea finală este fixată, de pildă 0fNx x∗= = , atunci comanda 1Nu ∗
− , la 

începutul ultimului segment, se determină din (6.4), care se scrie sub forma: 

 1 1 1 1
1( , ) ,N N N Nf x u x u UtΔ

∗ ∗ ∗ ∗
− − − −=− ∈ . 

Din această ecuaţie cu restricţii se obţine soluţia 

 1 1( )N Nu xϕ∗ ∗
− −= . 

 În indicele de calitate (6.5) se adoptă 0G ≡  (v. Observaţia 3.1.3o). Valoarea 
minimă a indicelui de calitate, pe ultimul segment, este  

 ( )1 1 1 1( ) , ( )N N N NS x F x x tϕ Δ∗ ∗ ∗
− − − −= . 

 Cu acest rezultat se continuă calculul conform formulei de recurenţă (6.7).  
 Dacă starea finală este fixată şi 0Nx ≠ , atunci se face schimbarea de 
variabilă k k Nx x x= −� , pentru care 0Nx =�  şi se procedează ca mai sus.   
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 Exemplul 6.1 
 Se consideră integratorul 0, ,x au t u u+= ∈ ≤� \  ( 1m n= = , 0a ≠ ).  
 Să se determine ( )u t∗  care transferă starea ( )x t  din orice 0(0) 0x x= ≠  în 

( ) 0fx xθ = =  şi minimizează indicele 2
0

( )J u t dt
θ

= ∫ , cu 0θ>  finit şi fixat. 

 În formă discretă, cu /t NΔ θ= , sistemul şi indicele au expresiile: 

 1k k kx x au tΔ+ = + , 1 2
0

N
kkJ u tΔ−

==∑ . 

 Pe ultimul segment al traiectoriei, ţinând seama că 0fNx x∗ = = , se obţine: 

1 1 /( )N Nu x a tΔ∗ ∗
− −=− , cu 01Nx au tΔ∗

− ≤ , şi 2 2
1 1 1( ) ( ) /( )N N NS x x a tΔ∗ ∗

− − −= .  

 Pentru ultimele două segmente: 

 { }2

22 2
2 22 2 2( ) min ( ) /( )

NN u NN N NS x x au t a t u tΔ Δ Δ
−

∗ ∗
− −− − −= + + . 

 Derivând polinomul dependent de 2Nu − , condiţia de minim are forma: 

 2 2 2 02( ) / 0,N N NNx au t a u t u uΔ Δ∗
− − −− + + = ≤ , 

din care rezultă: 2 2 /(2 )N Nu x a tΔ∗ ∗
− −=− , 2 2

2 2 2( ) ( ) /(2 )N N NS x x a tΔ∗ ∗
− − −= . 

 Continuând astfel, pentru 0N ku u∗
− ≤ , rezultă: /( )N k N ku x ak tΔ∗ ∗

− −=− , 

1,k N= . Pentru a exprima comanda în sensul progresiv al timpului se face 
schimbarea i N k= − . Se obţine: /[ ( ) ], 0, 1i iu x a N i t i NΔ∗ ∗=− − = − . 

 
Fig. VI.6.2. Comanda optimală a unui integrator 

 Comanda u  poate fi realizată prin reacţie după stare conform fig. VI.6.2. 
EM este un element de eşantionare – memorare a cărui mărime de ieşire este: 

 ( ) /[ ( ) ]iu t x a N i tΔ=− − , [ , ( 1) ), 0, 1t i t i t i NΔ Δ∈ + = − .   

x0 ū 
+1[ ( )]a tθ −− EM 0

( )ta dt⋅∫
– 

+
u 

x 



ANEXE 

Anexa A. Spaţii vectoriale normate 

 Definiţia 1  
 O mulţime X  are structură de spaţiu vectorial (liniar) peste un corp K  dacă 
( , )X +  este grup comutativ (în care " "+  este operaţia de sumare) şi operaţia 
binară externă :m K X X× → , notată multiplicativ " "⋅ , satisface următoarele 
condiţii oricare ar fi ,x y X∈  şi oricare ar fi , K∈α β : 

 1o ( )x y x yα α α⋅ + = ⋅ + ⋅ , 

 2o ( ) x x xα β α β+ ⋅ = ⋅ + ⋅ , 

 3o ( ) ( )x xαβ α β⋅ = ⋅ ⋅ , 

 4o 1 x x⋅ =  (1 este elementul unitar din K ). 
 Elementele din X  se numesc vectori, iar elementele din K  se numesc 
scalari. Operaţia binară externă se numeşte înmulţire cu un scalar.  

 Definiţia 2 
 A. Elementele 1 2, ,..., nx x x X∈  se numesc liniar independente dacă din  

 1 2
1 2 ... 0n

nx x xα α α+ + + =   

rezultă 0, 1,i i nα = = .  

 B. În caz contrar elementele 1 2, ,..., nx x x  se numesc liniar dependente.  

 Definiţia 3 
 O submulţime bX X⊆  se numeşte bază a spaţiului vectorial X  dacă fiecare 
x X∈  se exprimă univoc printr-o combinaţie liniară  

 1 2
1 2 ... n

nx x x xα α α= + + +   

a unui număr finit de elemente 1 2, ,..., n
bx x x X∈ ; 1 2, ,..., nx x x  se numesc 

coordonatele vectorului x .  

 Teorema 1 
 Orice spaţiu vectorial X  are o bază bX . Fiecare bază bX  din X  este 
formată din elemente liniar independente.  
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 Teorema 2  
 Dacă un spaţiu vectorial X  are o bază finită bX , atunci oricare altă bază 

bX ′  are acelaşi număr de elemente ca şi bX . Acest număr se numeşte dimensiunea 
spaţiului vectorial X .  

 Definiţia 4 
 O funcţie reală : X⋅ →  se numeşte normă dacă satisface condiţiile:  

 1o 0x >  oricare ar fi , 0x X x∈ ≠ . 

 2o x x= ⋅α α  oricare ar fi x X∈  şi oricare ar fi K∈α . 

 3o x y x y+ ≤ +  oricare ar fi ,x y X∈ . 

 În cazul normelor de matrice se mai adaugă condiţia: 
 4o x y x y≤ ⋅  oricare ar fi ,x y X∈ .  

 Definiţia 5  
 Un spaţiu vectorial înzestrat cu o normă se numeşte spaţiu vectorial normat.  

 Exemple de norme  

Norma vectorului 1,( )i i nx x =  matricei 1, , 1,( )i j i m j nA a = =   

indusă de o norma vectorială  
norma p 
(Hölder) ( )1/

1
n p p

ip ix x== ∑  ( ) 1
0max xp p pA Ax x −

≠=  

norma 2 
(euclideană) ( )2 1/ 2

2 1
n

iix x== ∑  ( ) 1
02 2 2max xA Ax x −

≠=  

norma 1 1 1
n

iix x==∑  1 11,max m
i jij nA a=== ∑  

norma ∞  1,max ii nx x∞ ==  11,max n
i jji mA a∞ === ∑  

 Norme matriceale. Dacă se tratează matricea A  ca un vector de dimensiune 
mn, atunci norma p are forma ( ), 1/

1, 1
m n p p

i jp i jA a= == ∑ .  

Anexa B. Matrice polinomiale 
1. Terminologie şi definiţii 

 O matrice ×m n  de forma: 

 ( ) 1, , 1,
( ) ( ) ,i j i m j n

P s p s s
= =

∈ , (1.1) 
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se numeşte matrice polinomială dacă elementele ei ( )i jp s  sunt polinoame în s .  
 Matricea polinomială (1.1) poate fi exprimată şi sub forma: 

 0( ) q k
kkP s P s==∑ , (1.2) 

în care , 1,kP k q= , sunt matrice constante de dimensiuni ×m n . Gradul matricei 
( )P s  este egal cu gradul elementului de gradul cel mai înalt conţinut de ( )P s . 

 Dacă =m n , matricea ( )P s  poate fi: 
(a) Nesingulară dacă det ( ) 0≠P s . 
(b) Singulară dacă det ( ) 0≡P s . 
(c) Unimodulară dacă det ( ) constant 0= ≠P s . 

 Rangul normal al matricei polinomiale ( )P s , notat  

 nrang ( )P sρ ,  (1.3) 

este dimensiunea minorului de ordin maxim, neidentic nul, conţinut de ( )P s .  
 Pentru un număr finit de valori numerice z ∈  are loc 

 rang ( ) nrang ( ) min ( , )z P z P s m pρ ρ< = ≤ . (1.4) 

 O astfel de valoare a rangului se numeşte rangul local, iar z  se numeşte 
zero al matricei ( )P s . 
 Pentru =m n  şi ( )P s  nesingulară se poate calcula matricea inversă: 

 1 adj ( )( )
det ( )

P sP s
P s

− = . 

 Evident, dacă inversa matricei polinomiale ( )P s  este matrice polinomială, 
atunci ( )P s  este unimodulară. 

2. Operaţii elementare cu matrice polinomiale 
 Operaţiile elementare, ca în cazul matricelor constante, constau în: 
 (a) Interschimbarea liniilor (coloanelor) i şi j. 
 (b) Multiplicarea oricărei linii (coloane) cu un scalar nenul. 
 (c) Înlocuirea oricărei linii (coloane) cu respectiva linie (coloană) înmulţită 
cu un polinom neidentic nul. 
 În legătură cu matricele unimodulare se poate afirma că acestea se obţin din 
matricea unitate de ordin corespunzător printr-un număr finit de operaţii 
elementare. Din această afirmaţie se trage următoarea concluzie: orice secvenţă 
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finită de operaţii elementare pe linii (coloane) în matricea polinomială ( )P s  este 
echivalentă cu înmulţirea lui ( )P s , la stânga (dreapta), cu o matrice unimodulară. 

3. Divizibilitatea matricelor polinomiale 
 Dacă det ( ) 0Q s ≠ , atunci perechea de matrice ( )P s  şi ( )Q s , cu 

grd ( ) grd ( )P s Q s> , există perechile de matrice ( )1( ), ( )U s R s  şi ( )2( ), ( )V s R s  

astfel încât 

 1( ) ( ) ( ) ( )P s U s Q s R s= + , (3.1) 

 2( ) ( ) ( ) ( )P s Q s V s R s= + , (3.2) 

în care 1grd ( ) grd ( )R s Q s<  şi 2grd ( ) grd ( )R s Q s< . 
 Identităţile (3.1) şi (3.2) au, respectiv, următoarele cazuri particulare prin 
care se definesc divizorii şi multiplii unei matrice polinomiale: 

 (a) Dacă 1( ) 0R s ≡ , atunci 
( ) este un al lui ( );

( ) este un al lui ( ).

Q s divizor la dreapta P s

P s multiplu la stinga Q s

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
 

 (b) Dacă 2 ( ) 0R s ≡ , atunci 
( ) este un  al lui ( );

( ) este un al lui ( ).

Q s divizor la stinga P s

P s multiplu la dreapta Q s

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
 

 Două matrice polinomiale ( )P s  şi ( )Q s  se numesc: 
• echivalente pe linii dacă există o matrice unimodulară ( )LU s  astfel încât: 

 ( ) ( ) ( )LP s U s Q s= ; (3.3) 

• echivalente pe coloane dacă există o matrice unimodulară ( )RU s  astfel 
încât: 

 ( ) ( ) ( )RP s Q s U s= ; (3.4) 

• echivalente pe linii şi coloane dacă există matricele unimodulare ( )LU s  şi 
( )RU s  astfel încât: 

 ( ) ( ) ( ) ( )L RP s U s Q s R s= . (3.5) 

 Două matrice polinomiale ( )P s  şi ( )Q s , având acelaşi număr de coloane, se 
numesc relativ prime (sau co-prime) la dreapta dacă există două matrice 
polinomiale ( )M s  şi ( )N s  astfel încât: 

 ( ) ( ) ( ) ( )M s P s N s Q s I+ = , (3.6) 
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în care I  este matricea unitate de ordin corespunzător. Evident, dimensiunile 
matricelor sunt compatibile cu operaţiile de înmulţire şi de sumare din relaţia (3.6). 
 În mod similar, două matrice polinomiale ( )M s  şi ( )N s , având acelaşi 
număr de linii, se numesc relativ prime (sau co-prime) la stânga dacă există două 
matrice polinomiale ( )P s  şi ( )Q s  astfel încât să aibă loc (3.6). 
 Matricele polinomiale ( )RQ s  şi ( )LQ s  se numesc c.m.m.d.c. la dreapta, 

respectiv la stânga, ale perechii de matrice ( )1 2( ), ( )P s P s , având acelaşi număr de 

linii, respectiv de coloane, dacă există perechea de matrice ( )1 2( ), ( )R s R s , 

respectiv ( )1 2( ), ( )L s L s , astfel încât au loc respectiv: 

 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )RQ s R s P s R s P s= + , (3.7) 

 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )LQ s P s L s P s L s= + . (3.9) 

 O consecinţă importantă a acestui rezultat este faptul că două matrice 
polinomiale cu acelaşi număr de coloane (linii) sunt relativ prime la dreapta 
(stânga) dacă toţi c.m.m.d.c. la dreapta (stânga) sunt matrice unimodulare. 
 Determinarea c.m.m.d.c. la dreapta, respectiv la stânga, al unei perechi de 
matrice polinomiale ( )1 2( ), ( )P s P s  se bazează pe proprietatea că dacă 1( )P s  este 

de dimensiuni n n×  şi 2 ( )P s  este de dimensiuni ×m n , atunci există matricele 

unimodulare ( )LU s , respectiv ( )RU s , de dimensiuni ( ) ( )m n m n+ × + , astfel 
încât au loc respectiv: 

 
linii1

linii2

coloane

}

}

( ) ( )
( )

( ) 0

nR

L
m

n

P s Q s
U s

P s

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  (3.10)    
linii1

linii2

coloane

}

}

( ) ( )
( )

( ) 0

nL

R
m

n

P s Q s
U s

P s

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. (3.11) 

Anexa C. Forme pătratice şi forme hermitice 

 Forme pătratice 
 Fie A  o matrice reală de ordinul n, simetrică, adică TA A= . Prin definiţie 

 ,T ny x Ax x= ∈ , (1) 

este o formă pătratică şi A  este matricea formei pătratice. 
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 Definiţia 1 
 A. Forma pătratică (1) şi, respectiv, matricea A  se numesc pozitiv definite 
dacă 0y>  pentru 0x ≠  şi 0y=  pentru 0x= . 
 B. Forma pătratică (1) şi, respectiv, matricea A se numesc negativ definite 
dacă y−  şi, A−  sunt pozitiv definite.  

 Definiţia 2 
 A. Forma pătratică (1) şi, respectiv, matricea A  se numesc pozitiv 
semidefinite dacă 0y ≥  pentru 0x ≠  şi 0y=  pentru 0x= . 
 B. Forma pătratică (1) şi, respectiv, matricea A  se numesc negativ 
semidefinite dacă y−  şi, A−  sunt pozitiv semidefinite.  

 Definiţia 3 
 Forma pătratică (1) şi, respectiv, matricea A  se numesc nedefinite dacă (1) 
nu satisface condiţiile Definiţiilor 1 şi 2.  

 Criteriul Sylvester, [25], [26] 
 Forma pătratică (1) şi, respectiv, matricea A  sunt: 

1o pozitiv definite dacă şi numai dacă toţi minorii principali diagonali ai 
matricei A  sunt pozitivi; 

2o negativ definite dacă şi numai dacă toţi minorii principali diagonali ai 
matricei A  sunt, cei de ordin impar, negativi, iar cei de ordin par, pozitivi; 

3o pozitiv semidefinite dacă şi numai dacă det 0A=  şi toţi minorii principali 
diagonali sunt nenegativi; 

4o negativ semidefinite dacă şi numai dacă det 0A=  şi toţi minorii principali 
diagonali sunt, cei de ordin impar, nepozitivi, iar cei de ordin par, 
nenegativi; 

5o nedefinite dacă şi numai dacă nu au loc 1o – 4o.  

 Forme hermitice 
 O matrice complexă A , de ordinul n , se numeşte matrice hermitică dacă 
satisface condiţia *A A= ; *( )  simbolizează conjugarea şi transpunerea.  
 Valorile proprii ale matricei hermitice A  sunt reale şi det A  este o cantitate 
reală. Dacă matricea hermitică A  este reală, atunci ea este simetrică. Prin definiţie 

 * , ny x Ax x= ∈ , (2) 

este o formă hermitică. 
 Întrucât y  ia valori pe , Definiţiile 1 – 3 se extind în mod corespunzător şi 
pentru forma hermitică (2). În acest caz se aplică criteriul Sylvester, care este 
valabil şi pentru matricele hermitice. 



Anexe 
 

 389

Anexa D. Calculul valorilor proprii ale matricei 
de răspuns la frecvenţă 

1. Preliminarii 

 Trasarea locurilor de transfer caracteristice ( ), 1,ig j iω η= , ale matricei de 
răspuns la frecvenţă ( )G jω , se bazează pe determinarea valorilor sale proprii 

( ),i jγ ω ω∈ , 1,i m= . ( )G jω  se calculează pentru un şir finit de valori 

semnificative , 1,k k Kω = . În această situaţie prin proceduri de sortare şi 

interpolare se grupează şi se ordonează valorile proprii ( ), 1, , 1,i kj i m k Kγ ω = = , 
în scopul asigurării continuităţii în trasarea locurilor de transfer caracteristice 

( ), 1,ig j iω η= . 
 Dificultăţile abordării directe a problemei asigurării continuităţii pot fi 
evitate dacă se ţine seama că ( )ωG j  formează o familie de matrice parametrizată 
după ω∈ . Acest punct de vedere transformă problema determinării valorilor 
proprii într-o problemă de tip Cauchy pentru care continuitatea soluţiei este 
asigurată în mod implicit. 

2. Formularea problemei 
 Fie ( )M α  o matrice m m× , complexă, dependentă de parametrul α∈ . 

Fie , 1,i i mλ = , valorile proprii simple ale matricei ( )M α  şi iλ  (conjugata lui 

iλ ), 1,=i m , valorile proprii ale matricei *( )M α  ( *( )⋅  simbolizează transpunerea 

şi conjugarea matricelor şi vectorilor). Fie ie  şi if  vectorii proprii asociaţi 

valorilor proprii iλ  şi iλ .  
 În aceste circumstanţe, în conformitate cu procedura din [119], se pot scrie 
următoarele ecuaţii: 

 
,

, 1,
,

i ii

i i

dM e fd d i m
d e f
λ α
α

< >
= =
< >

, (1) 

 1

,
, 1,

( ) ,

i jmi
jj j i

i j i i

dM e fde d e i m
d e f

α
α λ λ= ≠

< >
= =

− < >∑ , (2) 



Anexe

390

1

,
, 1,

( ) ,

i jmi
jj j i

i j j i

dM
f edf d f i m

d e f


   

 
 

   , (3)

în care ,  simbolizează produsul scalar (complex) al vectorilor.
Ecuaţiile (1) – (3) pot fi scrise sub forma matriceală după cum urmează:

1 1,
dS dM

W S S SMS S
d d 

  
 
  

(4)

1SMS  , (5)

în care * * *
1 2, ,...., mS f f f    , [ ,]W este o funcţie matriceală de două variabile

matriceale în care se ţine seama de coeficienţii din (3), şi  1 2diag , ,..., m    .

Având în vedere dificultăţile computaţionale ridicate de (4), (5), în locul
transformării de similitudine (5) care diagonalizează matricea M , se apelează la
transformări de similitudine care transformă matricea M într-o matrice inferior/
superior triunghiulară sau inferior / superior Hessenberg (cu elemente nule peste /
sub prima supra/sub diagonală).

3. Algoritm de continuitate LU

Se are în vedere transformarea de similitudine:

1L U M U , (6)

în care L este o matrice inferior triunghiulară. Ecuaţia (4) se înlocuieşte cu:

dU
XU

d
 , (7)

în care X (strict superior triunghiulară) se determină cu ajutorul ecuaţiei comutante:

  1
u

u dMLX XL U U
d

    
 

. (8)

 u simbolizează anularea elementelor supra diagonale ale unei matrice.

În acelaşi timp ecuaţia (5) se înlocuieşte cu (6).
În legătură cu ecuaţia (8) problema esenţială este aceea a soluţionării unei

ecuaţii comutante de forma:

   u u
LX XL D  , (9)
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în care L  şi D  sunt date. Soluţia recursivă a ecuaţiei (9) are forma: 

 

1
1 1 , 1 ,
( )

0, 1 .

m i
i j i k k j i k k jk j k

i j
i j

i j

d x l l x
x i j m

x j i m

λ λ

−
= + =

⎧⎪ + −⎪⎪ = ≤ < ≤⎪⎪ −⎨⎪⎪⎪ = ≤ < ≤⎪⎪⎩

∑ ∑
 (10) 

 În aceste circumstanţe (7), (10), cu (0)U  dat, este o problemă de tip Cauchy. 
Cu soluţia U  se poate calcula L , conform ecuaţiei (6), pe a cărei diagonală 
principală apar valorile proprii ale matricei M . 

Anexa E. O formulă Schur pentru matrice partiţionate 

 Fie M  o matrice pătratică de ordinul n, cu următoarea partiţionare: 

 
11 12

21 22

M M
M

M M

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

, 

în care 11M  este de ordinul m n< , cu 11det 0M ≠ , 22M  este de ordinul n m− , şi 

12 21,M M  sunt matrice de dimensiuni adecvate. În aceste condiţii are loc 

 1
11 22 21 11 12det det det( )M M M M M M−= − . (1) 

 Demonstraţia se bazează pe calculul determinanţilor produselor de matrice: 

 

1
1211

1
22 21 1211

1 1
11 1211 11

1 1
21 2221 11 21 11

0

0 0

m

n m n m

I M M

M M M M

M MM M
M

M MM M I M M I

−

−

− −

− −
− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥≡⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
, (2) 

în care n mI −  este matricea unitate de ordinul n m− . 
 Într-adevăr, trecând la determinanţi în (2) se obţine: 

 
1

11 12
1

11 1
22 21 11 12

det det det
0

mI M M
M M

M M M M

−
−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

, (3) 

unde mI  este matricea unitate de ordinul m. După calcule elementare, din (3) se 
obţine (1). 
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Fig. 1. Conturul Nyquist 
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Anexa F. Principiul argumentului 

 Fie ( ) ( ) / ( )G s Q s P s=  o funcţie raţională în care ( )P s  şi ( )Q s  sunt două 
polinoame cu coeficienţi reali, relativ prime, cu grd ( ) , grd ( )P s n Q s m= = . 
 Fie γ  un contur închis, cu tangenta continuă, situat în planul complex . 

( )G s  are m γ  zerouri şi n γ  poli în interiorul conturului γ  şi γm~  zerouri şi γn~  poli 

pe conturul γ . Numerele , , ,m n m nγ γ γ γ  includ şi multiplicităţile corespunzătoare. 

 Teoremă (Cauchy) 

 ( ) 2 ( ) ( )
( )

G s ds j m n j m n
G s γ γ γ γγ

π π
′

= − + −∫ .  (1) 

 Prin integrare, din (1) se obţine: 

 [ln ( )] 2 ( ) ( )sG s j m n j m nγ γ γ γ γπ π∈ = − + −  (2) 

 Pentru arg ( )( ) ( ) j G sG s G s e=  din (2) se obţine 
principiul argumentului: 

 [arg ( )] 2 ( ) ( ).sG s m n m nγ γ γ γ γπ π∈ = − + −  (3) 

 Folosind conturul Nyquist (v. fig. 1), relaţia 
(3) permite evaluarea variaţiei totale a argumentului 
în funcţie de numărul de zerouri şi de poli ai funcţiei 

( )G s  situaţi în semiplanul { ; Re 0}s s∈ ≥ . 
 Fie m mγ +=  ş i  n nγ +=  numărul de zerouri 

şi respectiv de poli ai lui ( )G s  situaţi în { ; Re 0}s s∈ > . Fie 0m  şi 0n  numărul 
de zerouri finite şi respectiv de poli finiţi în { ; Re 0}s s∈ = . Se ştie că ( )G s  mai 
are în punctul de la infinit: fie un zero de multiplicitate m n−  pentru m n< , fie 
un pol de aceeaşi multiplicitate pentru m n> . Întrucât R=+∞  (fig. 1), rezultă că 
punctul de la infinit aparţine conturului γ . Ca urmare, pe conturul Nyquist are loc 

0 0 ( )m n m n m nγ γ− = − − − . În aceste circumstanţe, pentru s jω=  şi ω  luând 
valori de la −∞  la +∞  (adică s γ∈  în fig. 1, dar γ  parcurs în sens negativ), din 
(3) se obţine variaţia totală a argumentului pe conturul Nyquist: 

 0 0arg ( ) 2 ( ) ( ) ( )G j n m n m m nωω π π π
ω + +
=+∞= − + − + −=−∞ . 
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Lista de simboluri şi abrevieri

 – mulţimea numerelor reale
 – mulţimea numerelor reale

nenegative
 – mulţimea numerelor întregi

1,i n – indicele i ia valorile 1,2,...,n

 – mulţimea numerelor complexe
 – mulţimea numerelor complexe

cu parte reală negativă
 – mulţimea numerelor complexe

cu parte reală nenegativă
int X – interiorul mulţimii X
dim X – dimensiunea spaţiului X
inf S – infimum al submulţimii S

sup S – supremum al submulţimii S

 – suma directă de subspaţii
 – mulţimea vidă
j 1
Re s – partea reală a lui s
Im s – partea imaginară a lui s
s – modulul lui s

arg s – argumentul lui s

 – norma entităţii  (vector sau matrice)

nI – matricea unitate de ordinul n
TM – transpusa matricei M

M  – conjugata transpusă a matricei M
rang M – rangul matricei M

Im M – imaginea matricei M
Ker M – nucleul matricei M

dim M – dimensiunea (ordinul)
matricei pătratice M

det M – determinantul matricei
pătratice M

adjM – adjuncta matricei pătratice M

Tr M – urma matricei pătratice M

1diag{ ,..., }n  – matrice diagonală

grd ( )s – gradul polinomului ( )s

|p q – p divide pe q

grad ( )V x – vectorul gradient al

funcţiei scalare ( )V x

D – începutul unei demonstraţii
□ – sfârşitul unui enunţ (excepţie fac

teoremele urmate de demonstraţii),
al unei demonstraţii, al unei
observaţii sau al unui exemplu

L – transformarea Laplace directă
1L – transformarea Laplace inversă

c.m.m.m.c – cel mai mic multiplu comun
c.m.m.d.c. – cel mai mare divizor comun
v. (...) – vezi (...)
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